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SUR LA CONTINUITE DES FONCTIONS ANALYTIQUES SINGULIERBS;

Par M. Arnauvp Dewnsov.

Le présent travail a pour objet I'étude dans le plan complexe de
diverses classes d’arcs de Jordan simples y tels qu’'une fonction
F(z) continue en tout pornt d’une région (') R contenant y puisse
étre holomorphe hors de y sans Uétre sur aucun arc de y.

Nous ne déterminons pas la totalité de ces classes. En effet, les
fonctions F( :) que nous considérons s’expriment par des inté-

grales f ﬂE)d&, le nombre complexe ¢ élant fonction du nombre

réel § et pm‘c«mmm y quand £ dccul ap. Or, dans tous les cas que

nous étudierons, l'intégrale f lf(E)l |E

X
ment de 3. Aussi, a priori, b(‘lllble-l—ll peu vraisemblable que

toutes les courbes y jouissant de la propriété initialement énoncée,
se prétent a des méthodes analogues aux notres. 1l subsistera, rela-
tivement a certaines de ces courbes, une incertitude pareille a celle
qui concerne 'existence de fonctions a dérivée bornée au voisinage
d’un ensemble singulier d’aire positive, ou I'existence de fonctions

est bornée mdépendam—

bornées au voisinage d’'un ensemble singulier de longueur positive

finie du type E (ci-aprés n°8).

1. La question étudiée est en rapport étroit avec celle de la
détermination de F () par ses valeurs sur Uarc singuliery.

Soit £ un point variable de y et soit (%) la fonction uniquement
définie sur y et y coincidant avec F(z).

M. Carleman a montré que si ¢(¢) est holomorphe en tout point
de y, c’est-a-dire coincide avec la somme d’une série de Taylor
en 5 —¢, sur la totalité d’un arc ¢'¢" (de y) contenant g, et cela

() Une région R est un ensemble de points dont chacun est intérieur & R et
dont deux ‘quelconques peuvent étre joints par une ligne brisée dont tous les
points sont dans R.
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quel que sott le point £ considéré sur y, en ce cas F(3) est holo-
morphe dans la totalité de R. Elle ¥ coincide par conséquent
avee le prolongement analytique de ¢(%). Ceci est exact — ¢l
toute Fimportance du résultat de M. Carleman véside en ce point
= quel que soit Pare y. rectifiable ou non (1).

M. Carleman a en effet établi que si une fonction F, (z) est con-
tinne dans Uensemble ¥ réunissant Fintéricur d’un contour C, ¢t
ce contour lut-méme. st F,(3) est enoutee holomorphe a lintérienr
de Z et nul sue tout un ave de G, il en vésulte que F(3) estiden-
tique o dans X,

Ce résultata été ensuite démontré trés simplement par MM. Lusin
et Priwaloff dans un Mémoire qui est fondamental dans cet ordree
didées. etanguel nous venverrons fréquemment le lecteur (2).

2. Considérons done le cas général on o(Z) n'est pas supposé
holomorphe sur 7. et n'est sonmis a d'autree condition que la conti-
nuité. Alors les proprictés métriques de Uare y interviennent.

Sty est eectifiable, M. Painlevé a montré que F est holomorphe

sur y. .
En vertu de ceciy il suffit qu'un are quelconque yy de y soit rec-
tifiable pour que F soit une fonction analytique possédant Punité
de Weierstrass (liaison de deux éléments quelconques par prolon-
gement analytique) dans le domaine R —y + 3y, formé de R d'ou
ont ¢té supprimés les points de y étrangers y,.

U n cas se rattachant a celui-ci, et dont je dois la suggestion i
M. Lusin, est celui o tout ensemble parfait P (continu ou discon-
v situé sur y contient une portion (*) rectifiable.

(') CARLEMAN. Les fonctions quasi analytiques ( Collection Borel, Gauthier-
Villars, é¢diteur, p. 3-3). Ces profonds résultats avaient pour suite naturelle la
question posée en Lite de ce Mémoire.

(*) M. Lusin et J. PriwALo¥r, Sur lunicité et la multiplicité des fonctions
analytiques (Ann. de U Ecole Normale, 3*série, t. XLII, p. 143-192).

(*) Unce portion de P se définit ainsi: y étant parcouru par le point

S=E) +in(e)

quand ¢ parcourt l¢ segment o,1, P correspond a un ensemble parfait p de valeurs
de . Une portion de P sera I’homologue d’une portion de p. Une portion de p
est un ensemble parfait p' coincidant avec p sur l'intervalle joignant les points
extrémes de p'.
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En particulier tout arc de y en conticnt un autre rectifiable.
Donc sur ce dernier arc, F(3z) est holomorphe. Par conséquent,
si F(5) n’¢tait pas holomorphe en tout point de y, les points de R
ou F n’est pas holomorphe formeraient un certain ensemble fermé
(en y comprenant éventuellement les points extrémes de y) E situ¢
sur y et non dense sur y.

E ne pourrait pas avoir de point isol¢ intérieur a R, puisque I
est continu. Donc E serait parfait. Mais alors E contiendrait une
portion rectifiable e. Soit ¢ un point de e non extréme sur C. Dans
un cercle ¢ de centre £ et de rayon petit, E n’aurait d’autres points
que ceux de e. Donc dans ¢, F serait une fonction uniforme dont
Pensemble de singularités est de longueur finie. Cette fonction ne
peut pas étre continue dans ¢ sans y étre holomorphe (Painlevé).

Donc ¢ n’existe pas. E n’a pas de point intérieur a R. F est
holomorphe dans R.

3: Supposons maintenant gue y contienne au moins un ensemble
parfait dont aucune portion n’est rectifiable. Alors, il suffit de se
reporter aux résultats de M. Pompeiu et a ccux que j'ai publiés
sur ce sujet, et d’autre part de se rappeler que par tout ensemble
parfait discontinu on peut faire passer un arc y de courbe simple
de Jordan, pour voir immédiatement que F n’est plus nécessaire-
ment holomorphe dans la totalité de R.

Mais, si y contient un arc rectifiable, F est holomorphe sur cet
arc. F a dans R I'unité analytique de Weierstrass. Il est intéressant
de voir comment F peut n’étre holomorphe en aucun point dey.

Nous distinguons un premier cas trés simple, ou tout arc de y
a unc aire positive, puis celui oit y, ayant une longueur infinie
cn chacun de ses arcs, a cependant une aire nulle.

C'est aux arcs de cette derniére nature qu’est consacré essentiel-
lement ce travail.

Dans une premiére Partie j’étudie le cas ou y est construit a
partir d’ensembles parfaits obtenus par subdivision réguliére indé-
finie d’un carré. Cette étude bien qu’inédite n’est pas nouvelle.
Elle développe des résultats que jai plusieurs fois énoncés
depuis 1908 ('). '

(') Voir mes Notes Sur les singularités discontinues des fonctions analyti-
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4. M. Lusin a posé la question suivante : Est-il possible que F
ne soit holomorphe en aucun point de y, dans le cas ou y n’est
renconlré qu’en un point par une paralléle a une direction fixe,
par exemple dans le cas ou y est le lien du point .z -+ é(r), pour
alxr<b, §(x) ttant une fonction continue de £ ?

La seconde partie de cet article est consacrée a 'éiude de ce cas
qui peut effectivement étre réalisé.

Mais n'y a-t-il pas lieu pour un arc y dont aucun arc particl
n'est rectifiable, d’envisager un ordre d’infinitude pour sa longueur?
Cet ordre étant suppos¢ déhini, intervient-il on non pour classer
les arcs y en deux catégories suivant qu'une fonction F(3) conti-
nue sur y et holomorphe hors de y pent ou non n’étre holomorphe
en aucun point de y?

Je propose pour les courbes y = (&) une définition de Vordre
d'infinitude de Teur longueur ou plutot une définition de Pordre
d'infinttude de la vartation totale VT (¢, a, b) de la fonetion
continue ¢(.rr) sur un intervalle @b, Je considére, @ Uéchelle w,
mesurant Uoedee d’espacement des points subdivisionnaires utilisés
dans la définition du nombre VT (¢, a, b) quand ce nombre esl
fini, je considére une variation totale supérieure V(w) et une

. . . . . . 1
variation totale inféricure ¢(w), 'une et Pautre infinies avee o

Jévalue dans les cas rencontrés ces nombres V(w) et ¢(w) avec
assez de précision pour pouvoir exactement comparer leurs ordres
quand w tend vers zéro.

FJétudie de ce point de vue les courbes y, soit &+ i () sur
lesquelles j'a1 démontré la continuité de la fonction

dt
F “"f T p—

Je constate que, pour ces courbes, la croissance de 'V (w) ne peut
pas descendre au-dessous d’'un certain ordre minimum.

Je laisse ouverte la question de rechercher si la continuité sans
holomorphie d’une fonction F( z) est possible sur tout arc y dont
chaque arc pactiel est non rectifiable, ou si elle est réservée

ques uniformes (Comptes rendus de I'Académie des Sciences de Paris, t. 119,
26 juillet, g aoat 19og; t. 150, 3 janvier 1gr1o).
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[comme pour les fonctions particuliéres F(3) que j’examine] a des
arcs y de longueur « assez fortement » infinie.

PREMIERE PARTIE.

COURBES SINGULIERES QUELCONQUES.

5. Le résultat de M. Carleman me parait appeler quelques
observations. -

Soit R une région du plan complexe. Dans R, soit T un ensemble
fermé (a lintérieur de R). Soit G =R —T l’cnsemble ouvert
formé des points de R étrangers a T. Supposons que T vérifie les
hypothéses suivantes : 1°T estla réunion d’unnombre fini ou d’une
infinité dénombrable d’arcs simples y,, de Jordan (il en résulte
que I est non dense dans R); 2° tout arc de Jordan y appartenant
a T en contient un autre y, ainsi conditionné : y, rencontre en deux
points m et neten ces points seulement un contour fermé (dépen-
dant de y,) simple de Jordan g, les autres points de y, sont tous
intéricurs & £, et I' n’a ni sur g ni & lintérieur de g d’autres
points que ceux de y.. Il en résulte que y, divise I’ mtérlem de g
en deux réo'lons retr appartenant toutes deux a G.

Dans ces conditions, il est aisé de voir qu'une fonction F(z)
continue dans R et holomorphe dans G est déterminée dans tout R
par la connaissance de cette fonction sur un arc ¢ (de Jordan), si
petit soit-il, intérieur a R.

En effet, soit ¢(z) unc seconde fonction vérifiant les mémes
conditions que F. Nous voulons montrer que ¢(3) = ¢(3) — F(‘,)
est nul en tout point de R.

Montrons d’abord qu’il existe une région R, contenue dans C
et, telle qu’en tout point de R, on a ¢ =o. En effet, siga un
point ¢ dans G, ¢ est holomorphe au point ¢ et nul sur tout un
arc passant par {. Donc ¢ = o dans la région de G contenant ¢.

Supposons donc ¢ en totalité surT. ¢ contient nun arc y, séparant,
comme il est dit plus haut, deux régions r, r' de G. ¢ étant nul
sur y,, le théoréme de M. Carleman s’applique. ¢ est nul dans r
et dans r'. R, existe done, contenant au moins r et r'. En outre la
frontiére de R, ne renferme pas la totalité de s.
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Je dis maintenant que ¢ est nul dans la totalité de R. Si Ry ne
coincide pas avec R, R, a une partie Ty de sa frontiére a 'intérieur
de R. Sur Iy, 4 =0 puisque ¢ est continu dans R. T, n’ayant
aucun point dans G est entiérement sitné sur I'. Donc, d’aprés le
raisonnement fait a 'instant sur ¢, T, ne conlient aucun arc de
Jordan.

Mais si R, n'est pas identique a R, il v a des points de R
ou $(3) 74 0. Ges derniers points forment done des régions. A
Sortiori te complémentaire de Ry 4T, dans R, soit G,, contient
des régions. Soit R Pune delles. Tout point fronticre de R’ est
en méme temps frontiere de Ry, Done, si I est la frontiére de R/,
(intéricare a R), par tout point de T,
situé dans I O I'=Zy,,,,, chaque 3, éat un are de Jordan.

il passe un continu cantorien

St done. T,y = 7in) est Uensemble commun a y,, et a I',; on
a ') = ,‘.'.'/f,,,,. 7:,,) est fermé (alimérieur deR). Hn’est pas possible
que tous les o/, soient non denses sur TV 11 existe done au moins
i n tel que o, et T coincident dans un cercle ayvant pour centre
un de leurs points communs. Puisque par ce point passe un continu
situé dans I'), done dans 3/, et enfin dans 7 ,, ce continu est un
are de v, Orun el arve de Jordan sur lequel ¥ = o ne peut pas
cre en totalité sur la frontiére de R,. D'ou la contradiction
annonceée. Ry est dentique a R.

\insic dans P'hypothése admise, les valeurs de () aux divers
points de Roprésentent une sorte de solidaruté analytique plus
généreale gque celle que réalise le prolongement analytique de
Weierstrass, mais aboutissant cependant a la parfaite détermina-
tion de la fonction dans toute la région R par sa connaissance sur
un ¢tément darve intéricar a R,

Mais il résulie des recherches de MM, Lusin et Priwaloft (loc.
cit) quiun are de Jordan y sur lequel f( 3) est continu peut appar-
tenir & la fois a la frontiére de deux régions r et 1’ on f est holo-
morphe, étre accessible en chacun de ses points a partir de r et
de »'. sans que les valeurs de f de part et d’autre de y soient
solidaires. En ce cas, tout point de y est limite d’¢léments ¢iran-
gers @y el frontieres de 'une an moins des deux régions r et 1.

Nous donnerons un exemple de ce cas, avec un ensemble sin-
gulier T' somme d'ane infinité¢ dénombrable d’ares de Jordan. Nous
montrerons encore un cas de non-détermination, I' étant constitué
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par une famille de courbes analogues a des cercles concentriques
admettant un cercle limite sur lequel f=o.

6. On connait, depuis un exemple de M. Osgood, des courbes y
dont chaque arc posséde une aire positive. Soient S I'aire de I'arc
de y d’extrémités a et g, et « l'aire totale de y. ¢ est une fonction
bien déterminée et continue du paramétre réel S variant de o a a.
L’intégrale

ds
o t—3

=F(3)

est une fonction holomorphe en tout point z étranger a y. Soient K
un carré contenant y et de c6té /, ¢ un point parcourant K, r et r
la distance de deux points z et 5’ a {. D’apreés la théorie du poten-
tiel Pintégrale F () a un sens méme si z est sur y et on a

|F(z)|<fx~‘is-

|F(z') —F(2)] <f1—z'r%"_'-ds.
K

D’autre part,

'

Soit |z — 5’| = 2a. Nous augmentons lintégrale du second
membre en I'étendant au cercle K’ de centre o et de rayon ly/2
avec 3 = a, 3’ = — a. La borne obtenue ainsi est 2 aw avec

It
e n
w:f duf _._d?____._-
0 ) 0 Vu’—zucos:p+1

Soit A la valeur de w pour I =a. On a a fortior:

L

a? 2
(.)<h+/,x[ %:f::h+41:log|:l+ l—i—])
/1

P AT
5—2 |2

quels que soient z et z'. F(z) est uniformément continue dans
tout le plan, sur y comme hors de y.

7. Abordons maintenant le cas ou tout au moins certains arcs
de y ont une aire nulle. Des raisonnements depuis longtemps
classiques nous permettront d’étudier ce cas.

LX. 3
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F(z) étant continue dans R qui contient y, soit £ un point de y.
Soit K un carré de centre { contenu lui aussi dans R. F(2) est
continu dans la totalité¢ de K, y compris son contour et est holo-
morphe dans I'ensemble ouvert K —y = H.

Soit 5 un point de H. Nous décomposons K en p? carrés k égaux.
Soit § leur ¢oté. Nous supposons ¢ inféricur a la demi-distance
de = a y. Distinguons les carrés & en deux sortes, les k&, dont
I'intérieur est dans H et les A, qui renferment a leur intérieur an
moins un point de y. 3 est en général intérieur & un et a un seul
carré¢ Ay, mais 3 peut aussi appartenir a deux ou a quatre k,. En
ce cas, nous groupons en un reclangle ou en un carré unique les
deux ou quatre carrés Ay contenant 3. Cela posé, nous effectuons

)y LI
217 & u—23z3

¢tendue a tous les A, deux ou quatre d’entre eux pouvant étre

la somme

groupés comme nous venons de le dire.
Cette somme vaut

d
— f__F(u) ”u = Q(3).
21T s uw—2

D’autre part, U'intégrale étendue a 'un des Ak, est nulle si z est
extéricur a A, elle vaut F(z) pour 'unique carré &, ou groupe de
carrés A, contenant 3. Donc

Fomat 3t f L

Soit n le nombre des carrés k. et soit w(d) le maximum
de F(5')—F(5)lsijs—3 <8, set s étant dans K. On voit
immédiatement que si F(3) n’est pas holomorphe dans K, ndw ()
ne doit pas tendre vers zéro.

Quand y a une aire positive &, le produit né* tend vers « quand ¢
tend vers séro. A priori, il n’est pas impossible que F(3) sans
étre holomorphe sur y vérific dans K la condition classique de
L ipschiw w(8) << Ad (/ indépendant de d).

Mais si F(3) est singulier sur la partic de y intérieure a K et si

F(z')—F(3z)

I"aive de cette partie de y est nulle, alors le rapport >
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. w(d) 4 .
ne peut pas étre borné dans K. On voit méme que —~ doit étre
I
8 . . .

Mais puisque w(d) tend vers zéro avec &, nd doit étre infiniment
I
)
de tout arc de y doit étre infinie.

infiniment grand avec

grand avec ,» si F n’est pas holomorphe sur y. Donc, g longueusr

8. Envisageons ce cas. La question suivante se pose donc a
nous: y ayant une aire nulle, mais une longueur infinie, F(z)
holomorphe hors de y peut-elle étre continue sur y sans é&tre
holomorphe sur y? Formons un exemple de ce cas.

Soit G, le carré défini par son cdté z =0, z = 1 parcouru dans
le sens positif relativement a C,. De C, retenons quatre carrés
égaux C,, de cotés .

—

8 = ’
2

en excluant de C, deux bandes paralléles aux axes et de largeur
commune 6(o <6 < 1). Soit E, la réunion des quatre carrés C,.

Avec le méme facteur de proportionnalité 6 entre la largeur des
bandes et le coté des carrés a évider, nous excluons de chaque
carré G, des bandes paralléles aux axes. Nous obtenons 16 car-
rés C,; et ainsi indéfiniment. A la n'®® opération, nous avons
réservé 4™ carrés G, égaux, de coté

1—0\n
an=87=( = )

Désignons par E, la réunion de ces 4" carrés C,. E, contientE, ;.
Soit E I’ensemble parfait commun aux E,. Le périmétre total
de E, est (2 —26)". Nous dirons que E a une longueur infinie,

finie ou nulle, selon que & <§1 6 = é’ 6> é

I
{—2z

court E,. Dans chacun des C,, prenons un point {, et eonsidérons

i 2=z = U

Je dis que, s1 5 est extérieur a E, cette moyenne tend, quand n

Cela posé, formons la valeur moyenne de

quand ¢ par-
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croit, vers une limite U(3z), indépendante du choix des &, et holo-
morphe hors de E.

Si z est étranger a E, z n’appartient pas a E, pour toute valeur
de n. Soil n, = n,(s) le plus petit entier tel que z est extérieur
a Ep . Soit d la distance de z a E, .. Pour n>n,, on
a|fy—5|>d. Donc, |U,(3)|<1/d. ‘

Par suite I'cnsemble des nombres U, (5) a au moins une valeur
limite quand n croit. 3 reste invariable. Pour montrer que cette
limite est indépendante du choix des ., il suffit de constater
que | U, ,,(5) —U,(2)| tend vers zéro quand n croit, quel que
soit le choix des &, et des §np.

En effet, de méme que chaque carré C, donne naissance a

4P carrés G, contenus dans celui-la, pareillement, chaque terme
1 I

de U, (2) est remplacé dans U,,,, par 47 termes tels que

_/‘n t_” —3
I 1
47"'_" §n+p — 3. )
Or
I . 1 < l Cn+p_ Cn |
ln—23 Cu+p—‘ 3 a: '

et comme {p et L, p sont dans le méme carré C,, le numérateur
1

est inférieur a \/;6". Cette différence recoit le coefficient = et
clle est répétée 47+P fois. Finalement
. /23
| Unp (2) — Un(2) | < \T

Par suite, quel que soit le choix des £, dans les G,, U, () tend
vers une limite U(z), pourva que z soit étranger a E. On voit en
méme temps que U,(z) converge uniformément vers sa limite
dans tout domaine fermé sans point commun avec E. Donc
U( z) est holomorphe hors de E. Enfin le produit U(z) tend vers
— 1 pour 5 infini, en sorte que U(z) n’est pas identique a zéro.

9. Montrons maintenant que si 6 << é. U(z) reste continu
sur E.

Considérant les quatre carrés C, déduits d’un méme carré C,_,,
désignons par C, les carrés respectivement concentriques et homo-
thétiques aux G, envisagés, mais admettant chacun pour 'un de
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ses sommets le centre du carr¢ générateur commun C,_,. Les C,
A s 1+ . - 5 : N

ont leur coté égal a 9, - Un pomt extérieur a un C” est a une

distance du C, concentrique, supérieure a

/s 1+0 s 0
;(Our_‘_—o-—o” = 1,:—0.

Les 4" carrés C,, pour une méme valeur de n, sont deux a deux
dépourvus de points intéricurs communs. Un point z est donc
mtérieur a un carré C), au plus. Nous désignerons celui-ci par C),(3).
quand il existe, et par C,(z) le carr¢ G, concentrique a C),(5). Si
s n’appartient pas a E, C,(5) ne peut pas exister quel que soit n.
Soit ny tel que C, (=) existe, mais non pas C,_,(2). On a

ny=n,.(z)2n,(z).
Si z est dans E, nous dirons que
n,(z) = ny(3) = ».

Cela ¢tant, quel que soit 5 appartenant a E ou étranger a E,
posons

I I
Vo) =5 Dy

la somme X' élant étendue, pour n donné, aux 4" carrés Cg,
exception faite éventuellement du carré C,p(z) quand celui-ci
existe.

Si z est étranger 2 E, on a

V.(2) = Un(3) pour n2ny—+1
et alors ;
limV,(z) = U(z2).
n= o

Nous allons montrer que, quel que soit 3, V,(z) tend vers une
limite que nous désignerons dans tous les cas par.U(z). Nous
montrerons ensuite la continuité de cette fonction U(z) définie
dans tout le plan complexe.

Etablissons d’abord que | V,(2)| est borné indépendamment de 5
et de n.

En effet, 5 étant donné, placons dans chaque carré C, concou-
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rant a X' le point ¢, en la position ¢, la plus proche de z, et soit

o= 13 e
W, (3) = +— ———
n) »’l" lc;l_:,|

0, (3) > | Va(3)].

Evidemment

Si nous augmentons n d'une unité, chaque terme
. I
de wp(z) est remplacé dans w,(3) par quatre termes R r—yy
4 s+ T
Les quatre points ¢, , figurant dans ces termes appartiennent res-
pectivement aux quatre carrés G, retenus dans ce C,,. Donc

ICQH.—SIEIC/L——ZI

(Végalité wyant lica pour un au plus des quatre carrés G, ). Ainsi
chaque terme de w,(5) est remplacé dans w, 4 (z) par un nombre
moindre. Donc, si C,(3) n'existe pas, si tous les C, sont repré-
sentés dans w, (5), on a

Wy 41 (z) < Wy, ( Z)-

Ceci se produit quand = est élranger a E avec n2n, + 1. A pavur
de cette valeur de n, w,(5) ne cesse de décroitre.

Si = est étrangera Eavee n<ny, ou st 5 estdans E, G, (3) existe
el n’est pas représenté dans ,(5). Au contraire, les trois (si n<<n,)
ou les quatre (st n = n,) carrés G,y provenant de la décomposi-
tion de €, (5) sont représentés dans o, ,(3). 5 n'étant dans aucun
des G, concentrigques a T'un de ces mémes G, .y, la distance de z

0,1, comme nous l’avons

. . 0
a chacun de ces derniers surpasse —
v Done, pour n< ny,

1 1—0 1
Wpr (3) <0, (3) + I —_—

T =w,(Z)+
0 811—-!»—! “( )

2
b(2—a0)n

D’ailleurs o, (5) < % Finalement

n—1

2 1
o) < § X
0

. . . . 1 .
[ntrodnisons  maintenant Fhypothése 6 <<~ (longueur de E

infinie). Alors, la série £(2 — 260)™" converge, et dans cette
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hypothése

0n(z) < -6%;—5% =7 ().

Donc | V,(5) | <<n quel que soit 5 étranger & E ou situé sur E.
En particulier, cette borne s’applique a U(z) si 5 est étranger a E.

10. Montrons maintenant l’existence et la continuité de im'V,,(3)
n—w®

quand z est sur E.
Considérons un certain carré C; déterminé. n surpassant k,

formons la somme
1 A {
Vv z2) = — E —
k‘n( ) 4" zn—z
(k)

(') Si I'on suppose que tout carré C, de coté 3, se remplace par quatre
1—

2
donné, la contribution de tous les carrés distants de z de moins de §,, on
exclut au plus neuf termes, et I'on en déduit

carrés Cp., de cOtés g,y = 5. 8,,et si Pon exclut de la somme I, pour n

36
0 (3) <o0,(2)+ F‘gﬂf‘

La condition que E ait un périmétre infini est

n=—wo

n
lim §*8,= ou lim H(a—aﬂm)=ao,
1

1

T TC_:"—zl— sera bornée et U(z) sera continue sur E, si en outre

’
La somme
)

la série Z Z»—!a‘ converge.

Soit L(w) le périmétre total des carrés contenant E dans un quadrillage
dc coté w. La condition précédente équivaut i la convergence de linté-

lf“ dw
grale A PYATYN

Dans les mémes conditions, tout le reste du chapitre subsiste. On construit
une courbe I pour laquelle

(20) Tz = [ 2E)E

o —3

1 -3
est continue sur T' avec f 12®) | df borné, l'intégrale f 49 gant
0 [§— 3] o @ L(w)

convergente, mais aussi lentemeat qu’'on le veut, Dans cette derniére expression,
le périmetre L(w) est relatif 4 T.
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étendue aux seuls G, contenus dans le carré CGi considéré,
C () ¢tant toujours exclu de la sommation s’il existe et s’il est
dans Cyo Eacraisonnant comme ci-dessus, on trouve quel que soit =,

appartenant ou non a Cy,

ne-1

N e 2N 1 , T .
RS 02{(:!—2( = ayr T
&

v, tend vers zéro <[n;u|(l L croit.

Cela poséy je dis que V,,(3) tend vers une limite quand n croit,
mene stz est sur k.

Soit en effet e positif donné. Nous pouvons prendre A assez
grand pour que o < E) L dépend de g seal et restera ivvariable
mvee @03 ctant dins Koappartient a Pun des Gy Celui-ct est e
caree déja désigné par Ce(3). Cest rebtivement a ce carré Gy (3)
que nous détinissons e nombre Vg, () envisagé plus haut.
Co(z) extste et est dans Ci(3) (2= ). 3 est extéricur aux 45—
carrés Cgautres que Ce(3). Tous les G, situés dans un de ces
derniers Cyosont représentés dans 'V, (3) par des cormes ‘ —l—~

dont I somme est un certain nombre Wi, (2). On a

V,(3)= \'4-,,, (3)+ \V,{-,,, (z).

Dapres e premier cas ¢tudié (3 étranger a E), Wy, (5) tend.
quand 2 croit. vers une himite W, (3) indépendante du choix
des g, dans les G, correspondants [élruug(-rs a (‘,k(:-)]. Il existe

done un nombre N = A rel que. st et n'> N,

| Wi (35— Wi (3)] << '3,

quels que sotent les choix des ¢, et des g, respectivement dans

les G,oet les G étrangers a Cg(3).
Dapres

. . . . , , . €
\n(;): ‘,(‘,!I+ W kony Vn’(:): \‘,I/'+‘Vk,ll', l"k,n ] et \k,u’[ < 3’

on en conclut
[ Vur(3)—Va(3)| <e  sin, n’>N,

quel que soit le choix des g, &, respectivement dans tous les
carees G, et G, représentés dans les sommes V,(3) et V,(2).
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Done lim V, (z) existe, méme si 5 est dans E. Comme nous
n-- o
Pavons dit, nous désignons encore par U (5) cette limite.
Appliquons ce résultat a la fonction Vi, (3') définie quel que
soit 3, velativement au careé pacticulier Gy identique a Ci(2). 1
en vésulte que, A restant fixe et n croissant, Vi, (5') tend vers une
limite VR (5" quel que soit . En outre,

VO () e < -

Soit dy la plus petite des demi-distances de deux carrés Gy
(quelconques (dy=0d;). Supposons | z'— 51 < d;. 5’ est extérieur
a tous les Gy distinets de Gy (5). Ona done

\.n ( 3!) = v,(‘,n (Z’) -+ Wk,n ( ZI)
el. passant a la limite,
U(z)=VWK&(3)+ Wi(3).

Mais quand n croit, Wy, (3') converge uniformément dans le
cercle

~! ~

' — z| < di. Wi(5'") ést donc continu dans ce cercle. Soit
3 positif inféricur a d; tel que 'inégalité | 5’ — z| << d entraine

| Wi(z) — Wi(2)| < 3-
Deés lors
JU()—U(3)| < ¢ si |3’ — 35| <3,

La continuit¢ de U(z) est donc établic méme quand z est
dans E. Donc U(z) est continue dans tout le plan. Observons que
U(3) étant nul a Uinfini, | U(s)] atteint son maximum sur E.

U(z) n’é¢lant pas identique a zéro admet au moins un point
singuliecr dans C,. Mais la méme conclusion vaut pour tout
carré Ci. Donc tous les points de E sont singuliers pour U(s).

11. Les propriétés de U(z) vont nous permettre de répondre
aux questions laissées en suspens au n° 5. Considérons la fonction

f(2) =l:[(1—-),‘-"‘ 3*") ::l:[t,,(.z).
1 1

Le produit infini converge absolument dans le cercle ¢ défini
par |z <<t.
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Soit G, la région des points z = re® vérifiant
10 rpg<<r<rn si1—= 2,.,,:.,
ct
Lt ()] = 1—=22 24| > from2,

Cette derniére condition exclut du plan complexe 4» orbes
égaux v,, coincidant sensiblement avec des cercles de centres

2ikTC
rpe ™ ot de rayon 27" tp,,

Le minimum de [ f(3)! dans C, est sur la frontiére de C,.
Placons-nous d'abord sur le bord extéricur . Posons

n—1

g,,(z):]]tm(z), hn(z)=ﬁ‘m(")'

n—+1
Des calculs ¢lémentaires donnent pour

[31zrn,  1&n(3)|>2
pour

) 1
[z |Srn, !h,,(z)|>;-

Donc anx points de ), ou | 5| = ry,
| S(3) | > 22"t 4r 02" = 42,

Sur les parties de 8 appartenant aux orbes y,,, la modification rela-
tive maximum subie par | 51 est ¢quivalente a 27", Elle n’altére
le produit

Wty (m # n)

que d'un factear infiniment voisin de 1 quand 7 croit.
Done | f(5)! > A4" sur 3], A étant indépendant de n. On voit
d’une fagon analogue que sur le bord intérieur @), de Gy,

| f(3)| > A.4mt

l)oncﬂ—% tend vers zéro avec 1 — | 5| dans la région obtenue

en retranchant de ¢ Vintérieur des 4 orbes v, pour toutes les
valeurs de n.

11 bis. Désignons par U( s, E) la fonction

. S | S |
U(z):llh:anZ [
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définie ci-dessus (8) et relative a Pensemble parfait E inscrit
dans C,. Soient g le cercle circonscrit a Gy, ¢ son centre.

On a |U(z, E)| <0 quel que soit z.

D’autre part, soient z extérieur a g. Si u parcourt I'intérieur
1 . . .
de g, 77— barcourt un cercle, qui contient par conséquent le
. . I .
point moyen U(sz), et par suite Uz E) °st un point du
b
cercle u — 3, u étant dans g. Clest donc a fortiori { — z+ 9,

avec | 0| <1; par suite

" I
Uz E) =,y

Cette relation nous servira si |[{— z|> 2. Dans ce cas, elle
entrainera toujours

Wl

<Ig—3z]|U(5 E)| <e.

Pour |{ — z|< 2, nous nous en tenons a |U(z, E)| <w.

Soient maintenant E' un ensemble parfait semblable a E, C' et g
son carré et son cercle circonscrits, ¢’ son centre. Une transfor-
mation 3 = a + l3,¢e** change E' parcouru par s en E parcouru
par 3. { est le coté de C/.

Soit

U(3,E)=lim ~ -,
n—e 4" t,l— k4
¢, parcourant les 4" carrés égaux élémentaires contenant E’ dans
la construction-type. On a évidemment

UGz, By =S U<e—mz—l“>.

D’ou |U(s, E| < ? quel que soit z, et,si |z —¢'| > al,

U(sz, B = :—,_—_—-zl—:g—l [en particulierg <IF—=z]iU(s E’)f<’]'

Donc, si petits que soient a et & positifs, nous pouvons, avec
une erreur relative qui reste inférieure & € hors du cercle

lz—=T <a,




Y

. . I . .
remplacer la fonction —— de s par une fonction continue dans
tout le plan. holomorphe hors de ce petit cercle, ayant pour
stngularié un ensemble totalement discontinu d’aire nulle.

Telle est la remarque utilisée ci-apres.

12. Considérons Te cerele g, défini par 1 — u! §4"“’ 9" \/—;
Dans &, inserivons un carré C,, de eotés paralleles ou perpendicu-
laires a Laxe réel, et dans G, un ensemble parfait ¢, semblable
a ko Le coté de G, est 4, =z 477 a7, Posons

Un ( 2y == U2 Z"", € )

On a. pour v -— 23" >4 o done en dehors des orbes v,

[ N

(3) == — P
Luis) | —2" —'b"__‘_:zf:/’.ill*l)—'_’"( on ~ 1),
ety st =27 e done a imtéricur des orbes y, et sur
clles. U(z) <2247,

Sott
F(z)= ];IU,,,( z).
1

Dans chaque couronne C, ¢t sur son contour, F(z) est holo-

morphe. Son maximum est atteint sue ¢e contour. Si l'on consi-
n-—1\

dére par exemple le bord extérieur 37, chacun des pmduitsl] Un.
1
IQ[l‘,,, (.-(lui\nul respectivement a g,(3) et a b, (5). D’autre part,
el
3 < Uu(z)tu(S)l <2

hors de y,,. Done, F(3) tend vers zéro comme - yavee 1 — |51,
’n ) !

1
. e . JS(=) :
3 évitant tous les y,. Mais a Uintéricur d'un y,, U,L reste continu

surle con-

¢l sa ])()Ill(' Sllllél‘l(‘lll(‘ v esl lql méme ({ll(‘ C(‘“t‘ dC ( )

tour y,, @ un facteur borné prés. Done F(z) est partout continu,
singulivr sur les ensembles parfaits e, , déduits de e, décrit par v

e -n

par la transformation =2 u'"", ces ensembles e, , de lon-
gueur infinie ¢tant situés & Pintérieur des divers Yne Enfin F( )
converge uniformément vers zéro avec 1 — | 3.
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MM. Lusin et Priwaloff (loc. cit.) ont les premiers donné un
exemple de fonctions de cette nature. Ici laire totale des singula-
rités est nulle..

On pourrait joindre les ensembles e, , correspondant a une
méme valeur de n par une chaine d’une infinit¢é dénombrable
d’ensembles parfaits n, » semblables a E, comme dans la cons-
truction -donnée plus -loin (17-18), de fagon qu’aprés adjonction
des points limites on ait une courbe de Jordan simple A, d’aire
nulle, s’écartant peu du bord extérieur ) de C,. A chacun de ces
ensembles parfaits, et pour toutes les valeurs de n on attache une
fonction continue ¢, n(3) proportionnelle a U(z, nn,m), holo-
morphe hors. de 0, n, bornée en module par 1. La fonction égale

dans c a
O | [ RO
n,m

nulle hors de ¢ et sur ¢, est continue dans tout le plan. Elle admet
une famille de lignes singuliéres sensiblement concentriques A,
tendant vers le cercle ¢ et, sauf surles A, et ¢, elle est holomorphe.
Le fait qu’elle s’annule sur ¢ montre, comme MM. Lusin et Pri- -
waloff 'ont signalé, que les conditions géométriques réalisées par
Vensemble des lignes singuliéres A, excluent la possibilité de la
détermination d’une fonction analytique par ses valeurs sur un arc
¢lémentaire. ‘

Cette méme impossibilité subsistera si 'on dispose les 1, » de
fagon a former des courbes de Jordan simples fermées y,,,, chacune
intérieure & un orbe y, et y contenant I'ensemble €n,, correspon- -
dant. Chaque point de ¢ serait alors accessible a partir de la
région V obtenue en retranchant de ¢ 'intérieur de tous les y, ,.

‘Ces exemples, peut-étre un_peu plus simples que ceux de
MM. Lusin et Priwaloff, mais n’ajoutant rien d’essentiellement
nouveau a la question par eux traitée, montrent la difficulté
d’élargir les hypothéses dans la proposition du n° 3.

Revenons a I’étude de la fonction U (z, E).

13. Observons que le calcul définissant U(z), du woins pour z
étranger a E, est une intégration de Stieltjes.
A E nous allons faire correspondre ponctuellement un ensemble
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parfait 0 épais situé sur un arc rectiligne O, et nous attribuerons
a toute portion de E une mesure conventionnelle égale a la mesure
naturelle (selon Borel-Lebesgue), de la portion correspondante
de . ‘

Soit X4, une série convergente a termes positifs décroissants
avec 04 < 1.

Au carré G, du plan des z faisons correspondre le segment o,1
ou g, de I'axe des §. Aux points A, (o) et B, (1) regardés respec-
tivement comme 'origine et extrémité de C,, correspondront de
méme les points o et 1 de .

Nous divisons 6, en sept parties, savoir quatre segments égaux g,
séparés par trois intervalles égaux 7y, de facon que 37,=46, d’ou

11— 0,

Gy =

4

Aux quatre o, numérotés dans 'ordre de leur rencontre sur

Fig. 1.
3
cf ¢ |
A? B
B ‘BT A !
9 i |
GH — A%
4
c, cy
A} 9=%2 B‘;
A0 (B G- Byl

I'axe OZ parcouru positivement, savoir ¢!, ¢?, ¢?, o}, nous faisons
respectivement correspondre les quatre carrés C,, soient C}, C3,
iy G} dont les origines et extrémités respectives sont
Al(o)=A, et B}(i3) pour C};
A (T=05i) et BB+ (1— B)i] pour C3;
A [—3)(a+1)] et Bi[i+ (1— B)i] pour C};
A+ 37) et Bi(1)=B, pour Ci.
Origines ¢t extrémités des segments et des carrés de mémes
indices se correspondent respectivement ( fig. 1).
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Par une transformation analoguec a celle de o, en les quatre o,

et appliquée a chacun des segments ¢}, nous changeons celui-ci

en quatre segments égaux @, séparés par trois intervalles égaux i,
de longueur totale 6,0y, en sorte que chaque g, est égal a

%(1—0,) (1— 0).

La substitution au carr¢ G/ de quatre carrés C, est géométrique- -
ment scmblable (avec correspondance respective de P'origine et de
Pextrémité de C'; a A, et aB,) a la substitution & G, des quatre C,.
Nous conservons cette similitude pour I'ordre de succession des

Fig. 2.
10 n
cs c; C2 C2
] __: A ! ) : y
B3
2
cs c? | cd c?
AZ __ Bﬂ As - B?
L T BT N M
' ] ' ' '
4 l&' : : E E E 13
| ' '
B: Bl Alo‘ _______ 1 ] Az A':
c¥ c3 cy c3
T O A A B T
BZ
2
c| Cz : cls Cls
[3 2 21 2 2
A: A2 2 =% 348 B!‘? B‘:
1
A, B2 A3 82 Az B,

quatre carrés C; déduitsade C/ et -pour le choix d’une origine et
d’une extrémité pour chacun de ces carrés G, (fig. 2).

On fait correspondre ensuite les o) et les CJ de méme rang
(indice supérieur), les origines et extrémités de o) et de CJ étant
respectivement homologues.

On continue 'de proche en proche. Si un carré C# d’extré-
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mités A#, BP a été défini comme homologue au segment o/, on
remplace Cf par quatre carrés Cp..y, semblablement a la substitu-
tion a (, des quatre carrés C,, A{; étant homologue de A, et Bg
de B,. Par la méme, l'ordre de succession des quatre carrés Cg.,
déduits de CF etle choix de l'origine et de extrémité de chacun
d’eux sont définis.

Pareillement on divise a",’ en quatre segments égaux g, séparés
par trois intervalles égaux i, , avec 3 iy = 044,04, d’out

45ga1 = (1—0g441)3q.

Le¢ numérotage des agyy se fail suivant leur ordre géométrique;
les o4, correspondent aux Cg4,, de méme rang, avec correspon-
dance respective entre les origines et les extrémités déja définies.
Soit w, la réunmion des 49 segments o, pour une valeur définie
de ¢.

L'ensemble & commun a tous les w, est parfait. Les points de w
¢l ceux de B se correspondent continiment. & a pour mesure

l::[(l—(i,,):l

qui est non nul, d'apres 26, fini.

Soit £, dans I'ensemble m, I'homologue du point § de E. { est
une fonction de £, définie et continue sur w. On vérifie immédia-
tement I'égalité

W= [ ‘.

Jgl—3

l4. Nous allons maintenant faire passer par E une courbe
simple T' dont chaque arce renfermera un ensemble analogue a E,
et relativement a T nous définirons une fonction F (z) continue
dans tout le plan ¢t singuliére seulement sur T

Définissons une premiére courbe auxiliaire Ty contenant E.
Nous introduisons pour cela les segments rectilignes B/ A7 joi-
gnant U'extrémité de G/~ a l'origine de Cf (fig. 2). La représen-
tation paramétrique correspondante s’obtiendra en faisant corres-
pondre linéairement a z décrivant B/~ A# le point § décrivant I'in-
tervalle contigu a I'ensemble n et joignant 'extrémité de o/~' a
l'origine de of.

Si Ton suppose établis les segments de jonction pour les C,
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avec n < g, il est aisé de voir que l'introduction du systéme de
segments de jonction relatifs aux C, conserve les segments déja
placés. Car si C/~* et C/ sont dans un méme carré C;_,, le segment
joigm.mt G, a Cf est en totalité sur le contour ou & lintérieur
de C,‘H. Il n’a pu étre déjz‘i_ placé. S1 C7-t et C,’,’ appartienn‘cnt a
deux G,_, différents, ces Gy, sont consécutifs. Ce seront G, et
C,_,- Mais alors C)™' qui est le dernier des quatre carrés G,
déduits de G, a méme extrémité que celui-ci. B{,’“ et Bf/”_'| sont
identiques. Pareillement, C? est le premier des quatre carrés Cq
déduits de C;_,, et C/ et C;_, ont méme origine. Dogc le seg-
ment B)™' A? est identique au segment déja placé B.Z| A;_,. Donc
chaque fois que ¢ s’accroit d’'une unité, la régle d’établissement -
des segments de jonction cn crée de nouveaux, mais elle maintient

les précédents.

15. La regle de construction de I' se présentera peut-étre plus
simplement si nous introduisons la notation suivante :

Soient C, et C deux figures semblables, ¢’est-a-dire susceptibles
d’étre amendées en coincidence aprés une homothétie suivie ou non
d’une symétrie par rapport a une droite. Si.C, peut coincider avec
lui-méme de diverses maniéres, il faudra spécifier un ou deux
couples de points homologues dans la similitude de C, et de C.
Par exemple si C, et C sont deux carrés, nous définirons sur
chacun deux sommets non opposés et qualifiés I'un d’origine,
Pautre d’extrémité du carré considéré. La similitude faisant cor-
respondre respectivement les origines et les extrémités des deux
carrés, définit sans ambiguité tous les couples de points homo-
logues pris respectivement dans I'un et dans 'autre carré.

Cela étant, si F(G,) est une figure géométrique construite
sur Gy, F(C) sera par définition la figure homologue de F (G,)
dans la similitude exactement précisée de C, et de C. En outre si
un ensemble d’éléments de F (C,) a ét¢ ordonné, les ¢léments
homologues de F(C) seront supposés ordonnés de la méme
maniére.

Si s, et's sont deux segments, leur similitude ponctuelle est
définie dés que P'origine (et par conséquent I'extrémité) de chacun
d’eux est spécifiée, étant convenu que dans la similitude des deux
segments les origines sont homologues.

LX. 4
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Si @ (sy) est un ensemble situé sur s,, ¢ (s) sera par définition
I'homologue de ¢ (s,) dans la similitude que nous venons de pré-
ciser. Si les ¢léments de o(s,) sont ordonnés, les éléments homo-
logues de o (s) seront ordonnés de la méme maniére.

Ainsi. G, et G¢ ¢tant les carrés considérés plus haut, I'équation
géométrique

0 E(C,) = E(C})+ E(C}) + E(C}) + E(C})

jointe a la condition pour E(C,) d’étre fermé, situé dans G, et de
conlenir au moins un point, caractérise ’ensemble E défini plus
haut. 1l n'est pas méme nécessaire pour cela d’orienter chaque
carré. Cette relation montre que 1(C,) est contenu dans la
réunion E, des quatre carrés Ci, et posséde un point dans ch:acon
d’cux. Le méme raisonnement montre que E(C,) est dans les
seize G4 ¢t admet un point dans chacun d’eux. Et ainsi indéfini-
ment. Done, E(C,) est sur E, partout dense sur lui; étant fermé,
il est identique a E.

En méme 1emps la condition suggére la suite d’approximations :

En (C») = C»
Eyat (Co) = E, (C1) -+ E, (C}) + En(C}) + En(C}).

Ces égalités formulent la construction progressive décrite plus
haut des 47 carrés G, pour toutes les valeurs successives de n. On

a encore
P=4n

En(Co) = EE,.(C;', =XC.

i=1

16. De nonvelles conventions trés simples vont nous permetire
d'ordonner E. D’abord, préalablement a Pattribution des indices
supériears i. nous poserons que tout point de E (G{) estantérieur
a tout point de E(CGy') (i =1, 2, 3) conformément a I'éeriture
de la relation (1). _

D'autre part : 1" nons choisirons successivement, parmi les
" quatre Gy, chacun des carrés G}, G}, G}, C} (six combinaisons pos-
sibles); 2" nons choisirons sur chacun de ces guatre earrés un
sommet homologue de A, et un sommet homologue de B, (huit
choix pour chague carré). Nous dirons que par la C! est orienté
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par rapport a G,. Dés lors, les notations E(C)) ont un sens
défini.

Ces conventions déterminent de proche en proche, pour chaque n.
lordre de succession des 4 carrés G, et, sur chacan de ces
carrés Cn, les sommets homologues respectifs de A, et de B,.
Enfin d’aprés I'égalite E(Co):YfE(Cf,), le rang de tout point
de E contenu dans C!, est antérieur au rang de tout point de E
contenu dans G/, si ¢ < 0.

Dés lors, 'ordre mutuel de deux points quelconques M et M’
de E est déterminé. En effet, on finit par atteindre une valeur n,
telle que M et M’ soient dans un méme C/_, et ne soient pas dans
le méme Ci. Leur ordre de succession est a ce moment définiti-
vement fixé.

L’origine ou point initial de D sera l¢ point coincidant avec son
homologne dans la similitude de C! a C,. De méme Vextrémité
de E sera le point analogue relatif & C} et & C, (*).

De méme que E, I'ensemble I'y,, soumis aux conditions d’étre
ferm¢é et inclus dans C, peut étre défini par I'équation géomé-
trique
(2) T'o(Co) =To(Cl)+BlAF+Ty(C})+BFA}+To(C+BIA:+To(C}).

Nous supposons que les homologues de A,B, dans C¢ sont les
points A, B! définis au n° 13 (2).

(') .Chacun de ccs points est susceptible de six positions différentes que I'on
détermine aisément (ces six points sont sur le cercle conjugué par rapport aux
centres des deux carrés, passant par le sommet commun et normal a la diago-
nale commune). Si A, est le sommet de C} correspondant au sommet A, de C,, A,
est l'origine de Ji. De méme si dans la similitude de C} et de C,, B, est son
propre homologue, B, est l'extrémité de E. Mais chacune des combinaisons (en
nombre égal A 6.8%) signalées plus haut pour définir I'ordonnance des points de E
donnera une distribution plus ou moins complexe qu’il serait curieux d’étudier
du point de vue arithmétique. Les ibscisses et les ordonnées des points de E,
I'une et Pautre de la forme (1— ) Z a,pr (a,‘ =oour, = 1:—0), forment
des successions trés mouvementées, “quand le rang linéaire de ces bomts crofit
(on pourra considérer l’ensemble des homologues {!, d’un point § de E, par
exemple l'origine ou 'extrémité de E, dans les divers C,). )

(?) 1l serait intéressant de savoir si I'équation (2) admettrait pour solution un
arc simple de Jordan dans tous les cas ou A‘; et B'; sont respectivement l'origine
et 'extrémité de E (Ci).

Par exemple la solution existe si le coté homologue de A,B, pour chacun



—_ 52

Ty (Gy) sevait le résultat des approximations obtenues en rem-
placant dans Péquation (2) au premier membre Ty (Cy) par
apr (Go) et ane second  membre ]‘“((:’;) par y,l((i’;). aee
Ya [(1.. I == Gy,

Observons que st la longueur de E est nulle <9>%), Ia fon-
gucur de Tyoestoinféricare @ 2p,. p, ¢tant le périmetre de L.
Donc. elle ext finte., .

Stk longuene de B oest intinie, la fongueur totale des parties

rectilignes de [y est elle-meéme infinie. car cette longueur surpasse
3 .. L. P

3 T Aots 1o périmetee de Gy et par suite -{0([;.. = Pi e )
Pour kv meéme raison. la longueur de Iy est infinie si celle de Eest

. . 1
linte non nulle <(1 ,:->.
2

17, L courbe T on L(CGy) annoncée plus haut se définiva
parvetlement de la facon suivante

Tout dabord, suv chague segment rvectiligne By, Air de T,
nous placons i ensemble parfait P (B AL Y avant pour origine B/
eloponr exteémité \f,_l. Poar plus de simplicite nons cons-
traisons une fois pour toutes relativement & un segment BA un
casemble PeBA) auquel nous imposerons cette condition, indis-
pensable ponr I suite, que tout intervalle contiga B’ A" de P (BA)

vertie les conditions
BABI et BAZA'A.

Par exemple nous obticndrons P comme Limite d'on systéme de
2/ segments dgany de longueur s,. s,_, donnant naissance a deux
segments s, par suppression d'unintervalle médian égal &, 50
I N .
anee w, < 5 Sclon que In série 2o, est divergente ou convergente,
P une longueur nulle ou positive.
Soit Qon Q (Cy)Pensemble E—+ XP (B! A;""). Clestl'ensemble

des C’; est le coté inférieur horizontal dirigé comme A,B,. 1l suffit, conservant
a jonction rectiligne B} A+, de relier B! 4 A2 et B} & A} par deux arcs ou lignes
brisces intérieurs i C, ne se rencontrant pas non plus que B} Aj et par exemples

symélriques par rapport a x =

1
-
2
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fermé, inclus dans C,, et défini par I'équation géométrique :
(®) Q(C)=Q(C})+P(B]AY)+ Q(CH+PBIAN+Q(CH+PBI AN+ Q(CH).

Q est parfait, il est situé sur I',. Il est par la méme ordonné.

Appliquons Q sur le segment ¢,. E est déjaappliqué surws. Aux
points B ¢t A, origine et extrémité d’un segment rectiligne de T,
et qui appartiennent a E, correspondent lorigine 8 et Pextrémité a
d’un intervalle contigu a &. Sur Ba nous plagons un ensemble par-
fait p (Ba), dont nous faisons correspondre les points a ceux de
P (BA) avec conservation du rang mutuel.

Il sera utile pour la suite que p (Ba) soit de mesure nulle. On
prendra par exemple pour p (Be) ensemble parfait type de Cantor
coincidant avec un ensemble de la nature de P (Ba) pour lequel

I & ' .
3° A la n'*®e opération, les 2" seg-

ments contenant p (Ba) et les 2 segments contenant P (BA) se
correspondront dans leur ordre.

Des lors Q(Co) est appliqué sur Uensemble parfait %, ou
7 (Co) =+ 2p(B,a,"). Nous désignerons par u un intervalle
contign quelconque de l'un des P (B;A}'), orienté dans le
sens BYAlX') qui est en méme temps le sens de u en tant qu’arc
de Ty. Tout intervalle contigu a v est contigu a I'un des p (B} o).
Nous désignerons par y le contigu & iy ayant pour origine et pour
extrémité les homologues respectifs de l'origine et de 'extrémité
de u. Sur chaque intervalle u construisons un carré C («) ayant
méme origine et méme extrémité que u et situé par rapport a u du
coté négauif.

Si nous effectuons cette construction pour les u appartenant a

BiA?, B{A} (fig. 3), nous voyons que les C (u) correspondants

w, scerall constamment égal a

sont intérieurs a Co, et n’atteignent pas <wn§§)les diagonales

de C,. Si u est sur B}A3, C(u) est intérieur a C,, C(u) est-par
rapport 4 BjA} du coté du centre de C, et G (u) peut atteindre
1
3
nales de C,. Donc, pour les u appartenant a B} A}, BjA{, B{A} :

si 'un au moins des w, vaut ), mais jamais franchir les diago-

Deux carrés C(u), C(u') différents sont sans points com-
muns entre eux. Aucun C () n’a de point commun avec I'un des
quatre carrés G!. Aucun C (u) ne contient un point de P (BjA}),
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P (BYAD), P(BIA}) autres que les extrémités de la base u de ce
méme C(u).
Dés lors, quel que soit « contigu a Pun des P(B,AY'), le

Fig. 3.
c? c3

a2 Bf w A B

\u u ’,
u] | e C

N S P

w’| Cu : hSe :
' AN 1
] ’ AN )

, :I : ,// \\\: C(uE u“
B S Al
i c

0=2
Al -k BY

carré G (u) ne contiendra d’aatres points de Q que les extrémités
de C(u), deux carrés C(u) et € (u') seront sans points communs
si u et ' sont diflérents.

Cela posé, désignons par g I'an quelconque des carrés C (u).
Pour plus de précision, on pourrait retrancher de g son origine et
son exteémité. Dans Pensemble H, ou H, (G,) = Q + g, deux
¢léments quelconques sont distinets. Nons P'ordonnons comme
T, = Q + Xu, « ¢tant I'intervalle contigu base de g; ou comme
gy == + Zy, y ¢tant Uintervalle contigu & y ayant pour origine et
pour extrénité les homologues de Porigine et de Pextrémité de u.

" 18. Deés lors la courbe F ou T (G,y) sera I'ensemble défini par
I'équation géométrique

(3) (G =Q+ Xl ()
jointe a la condition queT est fermé et contenu dans G,. T’ s’obtient

par cette suite d’approximations dont chacune indique une cons-
truction géométrique

Hy(C)=0Q +Xg, H(C)=Q+Z2H¢(®),....Hn(Co) =Q + ZHn_(g).
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H, (Co) est la courbe T, accrue des carrés g. H, s'obtient en
remplagant dans H, (C,) chacun des carrés g par’ensemble sem-
blable a H, (C,) et relatif a g, ete. '

On a H, (Cy) = Q.+ 2 g4, Q. étant un ensemble parfait et les
&n Clant des carrés « émondés » de leurs extrémités, celles-ci

appartenant a Q.. Q, est de proche en proche défini par les for-
mules de construction récurrente

Q0(00)=Q) QI(C0)=Q+“:‘Q0(g)’ ey
Qn(Go) =Q + 2Qu-1(8)-

Si G, ou G, (Cy) est la réunion 2 g, de tous les carrés g, pour

une valeur donnée de n, G, (C,) se définit de méme par la suite
de constructions

Go(Co) =28, Gi(C)=23Gy(8), ..., Gu(Co)=ZGn(g),
Hp(Go) = Qn+ Gp.

H,,, (G,) est inclus dans H, (C,). Q. est au contraire contenu
dans Qn,4, et par suite Gy, ainsi que les points de Qnyy — Qp
sont contenus dans Gg.

Soit K= 2Q,. H, contenant H,,,, K est commun a tous les
H,. Les points communs a H, et étrangers a K sont donc com-
muns a tous les G,(C,) et réciproquement. Soit donc G
I'ensemble commun aux G, (C,). L’ensemble commun aux H,
est K 4+ G.

K ¢t G sont sans points communs, puisque Q,n’a pas de points
communs avec G,= Zg,. Mais un point m de K ne peut ni étre
contenu dans un g, ni méme étre origine ou extrémité d’un g,
dés que n surpasse un certain nombre dépendant de m. Car m
étant dans K appartient a un Q,.(r20) que nous choisissons le
plus petit possible. m est un point non extréme d’un certain
carré g,_,, soit g, _,. m appartient a P’ensemble parfait Q(g,._,),
situé lui-méme sur Ty(g,_ ). Tout g, étant contenu dans un
carré g,_, est extérieur a tout autre g, ,. Donc m est extérieur a
tous les g, non situés dans g/._,. m est aussi extérieur aux g, situés
dans g)._,, 4 moins que m ne soit origine ou extrémité d’un inter-
valle u(g,_,).- Mais alors m est extérieur a tout g,.,. Donc, si
nous considérons une suite de carrés g,,4y ..., &ryn, ..., dont



chacun contient le suivant. méme si ces carrés ont en commun un
point frontiere, celui-ci sera différent de m.

Dapres équation (3), T appartient a tous les H, puisqu’il est
dans Gy, donc dans Q + 2g =1,(C,), etc. T contient tous les
Q. puisqu’il contient Q. Donc T contient K.

Soit M un point de G. M appartient a un g, pour toute valeur
de n. Le coté du plus grand des g, pour une valeur donnée
de n, tend vers zéro quand no croit. D’autre part, les extré-
mités de g, sont dans Q. Donc m est limite de K. Done, M est
dans I' qui est fermé. Finalement I' est Pensemble commun
aux 1L, (). T est done continu et T =K + G.

Pour ovdonner T, faisons cette convention que si M et M sont
deux poits distinets de T'(CG,) n’appartenant pas a la fois « omme
points non extrémes i un méme carré¢ g, ordre mutuel ae M et
de M" est le méme que celui des éléments respectifs coinci-
dant avee M, M' ou contenant M, M’ dans DI'ensemble déja
ordonné () + 2. Cette régle ordonne les éléments de T'(Co) con-
tenus dans chacun des Hy (g) et par suite les éléments de H, (G,),
et de proche en proche les éléments de Hy= Q.+ % gn.

Les ¢léments de H, sont les points de Q, et les carrés g,
« émondés » de leurs extrémités. Dés que n est assez grand, M et
M’ cessent d'étre inclus dans un méme g,.. L'ordre mutuel de M
et de M est des lors établi.

19. L’application ordonnée de T sur ¢, sera aisce.
Nous avons appliqué ponctuellement Q = E + 2P (B;LAM") sur

L=w-+Ep(3ar).

Au carréd g ou G(u) émondé de ses extrémités B' et A’ qui sont
aussi les exteémités, situés sur Q, de Pintervalle u contigu a un
P(B{ALY) nous faisons correspondre globalement V'intervalle y
contign a y et dont les extrémités en tant que points de y sont res-
pectivement homologues des extrémités de u, qui appartiennent -
a Q.

Nous avons la ane application ¢lément a élément (point a point,
carré g A intervalle y) de T'ensemble Ho(GCo) =Q + Zg sur
I'ensemble n, (o) =y + Zy. Nous désignons cette application par

% = a[Ho(Gy) ~ na(0)].
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On forme H, (Cy) en remplacant chaque carré g par Hy(g) et
I'on obtient ainsi H, (Cy) = Q, + 2g. Parcillement soit

(o) =+ Z2n(Y) =71+ 1.

%1 est Uensemble parfait y 4+ Zy(y). y, est un contigu quelconque
al'un des x(y), donc un contigu quelconque a y,. Appliquons
chacun des Hy(g) sur ny(y) par a[Ho(g) ~no(y)], si le carré g
et Uintervalle y contign a y sont homologues par «,. Nous obte-
nons ainsi Papplication «, de H, (C,) sur n;(g,). Q, est appliqué
sur y, et chaque carré g ¢émondé de ses extrémités est globalement
appliqué sur un intervalle y,.

Et ainsi définiment. Si y, désigne 1'un quelconque des inter-
valles contigus a P'ensemble parfait y,, soit n,(go) = yn+ Zy.
I'ensemble dont les éléments sont les points de x, et les inter-
valles yn. yny 4 se définit par x, s = yn+ Zx(ya)-

Si H,(GCo)=Qn+ Zgn est appliqué élément a élément
sur n, (g, ), savoir les points de Q, sur ceux de y,, et chaque carré
« émondé » g,.‘ globalement sur un contigu y, de y,, 'application
ony deHyy (Go) sur mp, 4 (90) sefera en appliquant, pour chaque
couple (gn, y») homologue, Hy(g,) sur ne(ya) par

a[Ho(gn) ~ Mo(Tn) ]

»

Ex,l forme un ensemble x qui est appliqué sur K. p, étant-po;xr

chacl[ue valeur donnée de n I’ensemble ponctuel 2y,, le complé-
mentaire p de x sur g, est formé par les points communs a tous
les p,.

Observons que les contigus y sont des contigus aux divers
p(BLair). Ce sont donc des intervalles au plus égaux au tiers du plus

n-n

grand des ‘o’ donc a . Les yn sont inférieurs chacun a 6’;
Donc, si chacun des intervalles d’une suite ya, ¢, ..y Ynipy oo
contient le suivant, ces intervalles ont en” commun au plus un

~point. Ce point existe d’ailleurs toujours parce que, tout point
de x, ¢tant un point de deuxiéme espéce de yn.:, tout seg-
ment yn.p est intérieur a Vintervalle y,.p,_, qui le précéde dans
la suite. Donc le point commun a tous les segments yn,, est inté-
rieur a chacun d’eux. Il est donc commun a tous les inter-

valles yn,,. Aussi ce point  est-il étranger a tous les y,. Le point
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sera I'homologue, sur o,. du point unique { commun aux
homologues des y,., de la suite, et réciproquement.
L'application de T sur g, est ainsi achevée.

Snap

20. 1l est essentiel de remarquer que, la mesure de @ élant £,
et la mesare de chacun des p(Biair') étant nulle, la mesure
de =+ Xp(Bjait1) est L et la mesure de py=23y est 1— 1.
De méme la mesure de 3 (y) est I < longneur de y, comme celle
de ®(y). La mesure totale des y, situés sur y est (1 — 1) x< lon-
gueur de y. Done la mesure de gy = 2y, est (1 —{)2 Et ainsi de
suite. La mesure de g, est (1 — )", La mesure de p est nulle.

Soit w,=w(y.) et soit e, = E(g,). Pour chaque valeur de n,
il y a une infinit¢ dénombrable de couples d’ensembles parfaits w,,
¢u. Donc en tout, pour toutes les valeurs de . une infinité dénom-
brable de tels couples (@, e4). Soit ¢(£) une fonction de  définie
et sommable sur g,. Soit ¢ le point de T homologue de £. Puisque
oo== 32w, + ¢, ¢ étant de wmesure nulle (la double sommation
indiquant gu’on ajoute tous les &, pour une méme valeur de n,
puis tous les ensembles ainsi obtenus pour les diverses valeurs
de n). on a, 3 étant extéricur a T,

Tisy—= f (%)t =,‘:.\;f 9 (5)dt
NS m, T3

Soient A, le coté de e, et y, la longueur du segment 7n relative-
ment auquel ©, =@ (y.)- Selon que le carré g, tel que e, = E(g,)
est de sens direct comme G, on de sens rétrograde, nous désignons
PAr @, i, respectivement les origines de e, et y, ou au contraire
leurs exteémités. Dans les deux cas, nous faisons le changement

L
- {—a, e“"o"‘

de variable '= e tom étant un entier définissant Porien-
‘n
tation du segment de base du carré g, (ce segment étant un u,

ou celui-ci retourné de bout en bout). ¢ décrit E quand ¢
.. R . —2 . ..
déerit ¢,, De méme soil §' == §_’__r5 (+ st &, est P'origine de v,

-
>

. "' . .
— si a, cn est Pextrémité). &' décrit ® quand £ décrit w,.. Alors

£y = v imE N e
o= [ HRE ol f @&,
n o

§—3 hn Z—a, im=Z
—_—c ?
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Sur @,, posons ¢(¥) = == },. Alors,

Ta(z)="ne ’m("_':_f;'e""-».),

In

Donc T,(3) est continu dans tout le plan, et en outre

[ Ta(3) ] < _I_%_E)_I__<Y"ln
LoFy

Observons que les mémes conclusions, continuité de T,(3) et
valeur de la limite supérieure de |T,(3)|, subsisteraient si,
sur ®,, ¢(£) vérifiait simplement la condition | ¢(£) | < A,.

Evaluons

Xy, = mescy 4+ mesio~+ Mespy + ... +~MmeSihy + ....

La série est convergente et de aomme - Donc 22T, (3) est une

série normalement convergente dans tout le plan, c’est-a-dire telle
que les modules maximums de chaque terme forment une série
convergente. La somme T (z) de la série double est donc une fonc-
tion continue dans tout le plan, et d’ailleurs holomorphe hors

de T. Enfin
.T(z)|<f I‘P(E)Idﬁ

20 bis. Montrons que T(z) est singuliére en tout point de T.

Généralement, soit f(E) sommable et tel que I’ensemble f(£)5% o
soit épais (de mesure positive) sur tout segment contenu dans
Pintervalle o, 1.

1 .

Je dis que si f :LC(—E——)_g =T(z) est continu dans tout le plan et

si f |lf§(5_)l d est borné et inférieur a k, la fonction T(3) est
[\]

singuliére sur tout arc de T’ -

En effet, soient £, et £,(0 <<y <Ey<<1) deux points quel-
conques de l'intervalle o, 1. Soient g, et {, leurs homologues res-
pectifs sur T. Je dis que T(3) a des singularités sur Parc ¢, ¢,.

Considérons T (%), §ay 3) = : “fT(E_)—f—E-
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Supposons que T (Z,, Za, 7) ne soit pas identique a zéro. L’¢galité
13 1
v =l - /:
T(:):-[ + T, Gy :)+f :Z(—~
A g, =3

montre que, sure Pave 2,2, de Iy T(Zy, 8, 5) est continu et posséde
les mémes points singuliers que T(3), sauf éventuellement en ce
(qui concerne les extreémités Zy et £y Si done T(5) n'avait pas de
singularité sur Parc-intervalle ¢, ¢, de Ty T(4, &y, 5) serait continu
et holomorphe en tout point du plan complexe, sauf éventuelle-
ment en g, et £, Mais, cect est impossible d’aprés

PTGy 5) [ < A

Doné T'(s) a une infinité de singularités sur Parc £, 4., & moins
que T(Z,. %5, 5) ne soit nul indépendamment de z. Or en ce der-
nier cas. dapres

lim(— )Tz, 5= [ S8,

X

cette derniére mtégrale serait nulle. Soit w(l):f JE&) di. A
tout intervalle 2,2, sur lequel o (.2) n'est pas constaont, correspond
sur I' un are o T(35) a des points singuliers. Mais, st sur un tel
intervalle o(.) est constant, Pensemble f(£) £ 0 est de mesure
nulle entre £, et Z,, ce qui est contraire a Uhypothése.

’ensemble des singularités de T(z) est done partout dense
sur I'. Cet ensemble étant fermé coincide avee T

En résamé, Uintégrale

1 .
(%) dz
f o =1(q),
0 A e

ou L deécrit Uare simple a aire nulle T quand parcourt le seg-
ment (0.1), est une fonction continue dans tout le plan, holo-
morphe hors de T et singuliere en tout point de T.

DEUXIEME PARTIE.
ETUDE D'UNE CLASSE DE COURBES SINGULII‘IIES.

<

21. Une question naturelle se pose. Relativement a toute
courbe C dont chaque arc est non rectifiable, existe-t-il une fonc-
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tion uniforme de z, conlinue dans tout le plan, holomorphe hors
de G et singuliere en tout point de GG?

I est sans doute tres malaisé de répondre & cette question dans
toute sa généralité. Voict quelques remarques situant U'ontérét des
exemples des courbes G étudides dans ce Mémoire.

Pour ces courbes C, nous effectuons une représentation para-
métrique £(£), ¢ parcourant nn segment rectiligne o pendant

-

que ¢ décrit C. Nous monirons cnsuite 'existence d'une fonction
5
TEYAE
[ S =¥ (s),
Jyoos <

solt

3 Jr
J ¢tant sommable (méme borné), telle que [ -——l'[f(g)l_]’
Ja

{—3|
bornée indépendamment de 3, et nous en déduisons la continuité
de F(z) sur C.

Mais il est bien vraisemblable « priori qu’opérant ainsi, nous
ne pouvons pas alteindre la généralité des courbes G dépourvues
d’ares rectifiables, méme si nous remplagons au sens de Stieltjes
I'¢lément différentiel f(£) dz par dw(£). Toujours est-il que, dans
les deux cas que j'étudie et onil est aisé d’évaluer un ordre d’infi-
nitude de la longueur de G, on trouve chaque fois. une limitation
inférieure pour cet ordre. La longueur de C ne saurait devenir
trop lentement infinie pour 'application de nos méthodes.

La courbe I' du premier Chapitm; présentait cette particula-
rit¢ de dessiner des méandres se repliant indéfiniment sur eux-
mémes. Cette circonstance jouait-elle un role essentiel dans la
propri¢té de T relative aux fonctions analytiques? Pour établir
qu’il n’en est pas ainsi, nous montrons, ¢n répondant a une ques-
tion de M. Lusin, I'existence de courbes C du type { =§ + 1§(2)
renconirées en un seal point par une parallele a une direction
fixe. Ici, quel que soit £ sur C et { tendant vers ¢’ sans quitter G, la
demi-droite ¢’ ne saurait, comme pour certains points ¢ de T,
passer une infinité de fois par toute direction. En effet, cette demi-
droite n’est jamais paralléle a 'axe imaginaire et elle varie conti-
nument sur chacun des deux arcs de G séparés par &.

Les courbes C envisagées seront d'une configuration trés
définie et trés particuliére. Mais elles nous permettront de démon-
trer les propriéiés des fonctions F(z) sans faire aucun appel a la

L
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théorie des ensembles. Enfin, nous atteindrons des ordres d’infi-
nitude pour la longueur de C. inférieurs a ceux des courbes T.

22. Examinons « priori ce nouveau cas.

En retranchant de F(3) Uintégrale —— Flu) du
8
21T c

, U—23

sy s1 C' est un

conlour renfermant C et 5 a son intérieur, il reste une fonction
continue sur G, holomorphe hors de C, nulle a I'infini. Nous sup-
posons cette réduction déja faite. Alors, quel que soit C' contenant
C et z exteérieur a G,

1 F(u)du .

‘zi:__(., "—3z

Désignons pary(2.%") le contour d’un rectangle [u =i+ il(u)]
ElECY, w () Ly
st e’ et 2" sont respectivement le minimum et le maximum de $(%)

Lintersalle == "o
sur Pinteevalle 22" (2 <5 << "< B).

Formons la suite 2, avec

Zo== oz, =13, 0<E/;—,::,,—1§8 (p=1,2,...,n),

et soit = y(5,_. 5,). 5 élant a une distance de G supérieure
ad > o.nous prenons 4 assez petit pour que la plus grande dimen-

sion de o, sott inférieare a d.

Ona
pon i / n
., N | Sy du
Viz) = _,‘_f _ »;,:S‘f/,(;),
2unJ, u—s sy
= or 1
- 1 " i
Soit w(.r) == —- e F(u)du. Pour »' >,
oS, an

(.)(.I")—(-)(.r).;——l.—f F(u)du
20z ,
Y (x,.e")

tend vers zéro. comme la longueur du contour de y(.r. a'),
quand .« tend vers . (il suffirait pour cela que F fat borné).
Si g, cm L Ep(E). soit £, un point quelconque de Parc g,y g,
y oy . emplacons — ! p—u
de C. u éant sury,, remplacons —— par T -+ T
w déerivant ave Z,,¢,, le point F(u) décrit un certain arc de
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diamétre A,. Quand u décrit y,, le diameétre de V'arc décrit
par F(u) sera A, >4, Soit £, le maximum de |{' — §| quand ¢
et ¢ décrivent {,_, %, c’est-a-dire le diamétre de ¢p_,Z,. La lon-
gueur de y, surpasse 2, et est inférieure a 2Q,+ 2(Ep—Ep_y)-

Il est évident que si 2 A’ Q% 1end vers zéro avec d en particulier
2[4(p) — (5p-1)]? est born¢, on a

p=n

’ T O (')(Ep)— "’(5/'—1)
0 T AL
p=1

ct cela indépendamment du choix de ), sur £,_,Z,. Donc

Pdo(r)

{—2z

(%) F(z)=

x
I'intégrale Gtant prise au sens de Stieltjes. 1l est a remarquer que
les conditions trouvées n'exigent pas que w(x) soit a variation
totale bornée.

A priori il n’est nullement certain que la convergence du second
membre de (4), uniforme dans tout champ [dist. (3,C) > d > o],
vers une limite indépendante du choix des {, et des {,, suffise
pour que cette limite soit identique a F(3).

Indiquons une condition nécessaire de la convergence du second
membre de (4) indépendamment du choix des &), les §, étant sup-
posés donnés.

Soit A} ={w(Ep) — w(Ep—1)|- (Observons que A} < kQ,4).)
Si g, —¢, | =9,, échange de [, et t;"" n_l‘:)diﬁe le p'*™ terme du
sccond membre de (4) de = T —£ l{"eﬁl"’—zl s le signe pouvant
étre pris a volonté, si la converéence vers la méme limite a lieu
aussi bien avec I'un et avec autre choix des deux points intermé-
dioires {, et /. Le module de la somme de ces variations pour

[écart max (3, C)]? :

toutes les valeurs de p n’est par inférieur a

P
Donc zﬂz A;* doit tendre vers zéro avee 0. Cetie condition est.
1

nécessaire, mais sans doute insuffisante, pour que Vintégrale de
Siieltjes située an sccond membre de (5) ait wn sens. Cette der-
niére circonstance n’entraine pas @ priori, nous Vavons dit, I'éga-
Iué des deux membres de (3).
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23. Mais les courbes C dont nous établirons la propriété relati-
vement a une fonction F(z), réaliseront des cas beaucoup moins
généraux. Non seulement Pintégrale de Stieltjes correspondante
vaconverger absolument, mais nous allons tout simplement cher-
cher des courbes C, |7=% + iy (£)] telles que

. dt
F(3)= FTIe e TS
o EHib(E)—3
K] -
. . ' 74 . .
reste continu sur C et que f }—,-—zl converge uniformément
x =T

sur (.. Posons
s=w+i[Y(x)+ A, E=ux + 3§,
d’ou
{—s=0—([h+Y(r)—4(r+3)]
Soit 4(u) une fonction paire, croissante avec | u | [condition
(IT«) ci-aprés]. continue ct nulle pour u = o, telle enfin que
¢ du . .. . .
v/(: ) ait un sens [condition (II1b) ci-aprés]; par exemple
O(u)=|un avec o< n<1.
Nous allons chercher une fonction §(x) telle que 'ensemble
J(z, k) ou j(3) des nombres & vérifiant

() A+ (z)—(x-3)| -2 0(8)

soit suffisamment rare au point .z, pour que 'intégrale

/ o
jie, I ° 1

/

ait un sens. On congoit la possibilité de cette propriéié si I'oscilla-
tion de ¢(E) est suffisamment ample et rapide dans tout inter-
valle.

Considérons P'intégrale

F(:>:‘/;§§-(fz.

Nous utiliserons I'inégalité |§ — z|>|d|si ¢ est dans j(35) et
I'inégalité |{ — 2]|26(3d) si & est étranger a j(z). De cette fagon
[P B [ e, T

oo l c —3 l l 8' 0 o(u)

j(z)
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L’intégrale I (5) aura donc un sens quel que soit 3. Mais nous
obtiendrons en outre la continuité de F(z) si la premiére intégrale

étendue

converge uniformément, c’est-a-dire si U'intégrale f B
a la partie de j(3) distante de Vorigine de moins de ¢ (positif)
tend vers zéro avec ¢, uniformément quand z est quelconque dans
le plan complexe.

24. Nous prenons pour ¢ une fonction de Weierstrass

Y(x) :za,, cos b, x.
1

Nous supposons :

a .. , .
(1 a) —™_ décroissant et tendant vers zéro quand m croit.
Q-1
b, . . R
(1b) infini avec m;
bm—‘l
an by, . . .
(1¢) croissant indéfiniment avec m.
am—1 by
De la sorte
naew n=m-—1
2 a, et 2 anb,
n=m-+1 n=1t

sont respectivement un infiniment petit et un infiniment grand
¢quivalents & amyy €t & @m_y by

Soit
1,,(8) = am|[cosbx —cosby,(x + 8)),
d’on
1 (8) =ambpsinby,(z + 3).
On a

|l,,,(5)[<a,,,b,,,[8| et llm(8)|<2am; “;u(s)lgambm-

Les considérations ultérieures paraitront toutes naturelles si 'on
a présente a l’esprit la configuration de la courbe
. ~y:w(8)=¢(x)—q;(x—+—8)+h.
Soit

n=m—\

P@® =h+2t®),  7:(3)=y1(8) + tm(3).

n=1
Nous utiliserons I'échelle b, pour les 3, et (-;'— pour ¥, ¥a, y.

LX. 5
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Considérons la fonction

w,, () :‘-—l— (v)(—f‘— >-
Ui b

On a
R h <
0 (8) = — +cosb,, . —cos(b,,.r-- 1)+ U+ Uy,
n
aNee
"= m -1 «<
. 1 n . | A
S () = S ()
a,, I iy I)ln
v neEn -
dU, . , a o 1 \ .
—== | est sensiblement borné par =201, done est tres petit
. oy, ['m

quand me est grand. Uy nul avee %, n'atteint Punité qu’a une dis-

<. by N N
tance minimuin y lres gl‘illld(‘ ¢n meme |(‘l]]pS Cae m.
ey l)m 1 :

. 201 N . .o . . o .
U] estan plus =20 01 est trés peut. Uy n’intervient qu’au voisi-

A

nage de Porigine, et son role dépend de la valeur de sin b,,,.¢, dérivée

Fig. 4.

a lorigine du pn'mim‘ terme de w, (). Done o, (1) est essentiel-

, . . . h ) . b )

lement représenté par la sinusoide — = cos byt — cos (b —+ 1),

n
Les termes de () antéricurs au mi®™ ajoutent sensiblementa cetie
sinusoide T'ordonnée d’une droite passant a Porigine et de pente
. . I . . \
infiniment petite avee — « Les termes postérieurs au mit™¢ donnent
. ”n .

. . . o o ;e _

autour de la sinusoide un trés lwllt feston qur pr('nd d mpor
tance qu'au voisinage de A = o ( fig. 4)-
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24 bis. Soit
Sm(s) = ll(a) ..t lm(a).

L’ensemble j(5) des ¢ véritiant I'inégalité (1) sera contenu dans
Pensemble 3, () défini par

x

(2) h S (8)1 < 0(3) :),Za,,.

m—+1
Car si I'inégalité (1) est vérifiée, il en est de méme a fortiori

de (2). En remplacant 2 Ea,,, par 3 @pm.y,nous agrandissons A, (3)
m-—+1

dés que m est assez grand.

En raison de l'allure de la fonction ¢ étudiée quelques lignes

. . .

plus haut, nous n'envisageons cette approximation de I'ensemble
J(3) par 2,,(5) que dans le champ D,, form¢ sur 'axe des d par
les deux intervalles

kg

b "

. T
<3<z

(avee en ontre a << &+ 0 < f).
Soit j.(3) la partie de j(5) appartenant au champ D,. Nous
allons chercher § vérifiant

dd
f —Ia—;‘ < W,

Im'5)
w,, élant indépendant de s et 2 wp, 6lant fini.

La convergence uniforme de l'intégrale
g g

dd ..
Il sera ainsi réa-
jis)

.

lisée et F(3) sera continue.
S, (8) a le signe de ¢,,(d) tout au moins quand

m—1

an b 5‘.nbm(-t -+ 3) | >2an bn.
. 1

N . o . . , . « v .

Soit u,, posiuf, inférieur a 5 tendant vers zéro quand entier m

croit.. o :
L’inégalité | sinb,.t | 2 sinu,, définit, sur'axe desk, des segments

kr+um (k+1)x—up N
b"l ! bm A
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(A entier réel). que nous appelons les segments s, séparés par
des tervalles 7, tels que

hz—u,, k= -+ u,,

)
b m b nm

Enfin ces segments s, et intervalles ¢, doivent étree, le cas échéant,
céduits a lear partic située sur I),,,('./l'g. 4)-

Supposons qu'i partie d'une certaine valeur m, de m, on ail
’Ilubm”m N

(I a)

[ /'mwl

o

(L’hypothese ue — est infiniment grand avee m esl

o -y /)/u !
incluse dans celle-cil)
Hest évident ques sie + 6 varie surun segment s,,, S, (4) a un

. l . I X I ’lm/'m”m
signe constant ¢l surpasse en valeur absotue ———

dés que m
est suflissmment grand. .

Eurdions. (quand =6 est sur un tel segment s, Pensemble
L (3) des d vérifiant (2).

Sotl .+ 5, Pexteémité de ce segment s, la plus éloignée de
a0 St =3 estsur s, et d dans i, (3), d estinclus dans Pensemble
déting par ’

(3) - o(lgm) - ‘;"/u +1 : /l, T S/u(a) :< ﬂ (:d/u) T 3";11—0—1 .
Comme /i +5,,(3) varie dans un sens constant sur $,,, la double

idgalité précédente, si elle est vérifiée en certains points de lin-

teevalle s,,. v délinit un intervalle dont la longuenr est inféricure

OB e
a6t
Uy /’m m s
.. . L .. V. 3
St 2, est Pextreémité de s, boplos voisine de ey 1 mlégr:ll(‘f 3

¢tendue i L partie de /f,, (5) située sur s, est donc inféricure a

6 0( :jm )+ 3am+l

Xon A by 1y,

Soit de méme 2, Pextrémité la plus voisine de o d’un i, (ou de

. . . ., ., s .
la partie d'un 7,) sitnée sue Do Llintégrale f-_ﬁT étendue a la
. . ., . o, . Lan [
partie de Jm(F) sttuce sur cel g, esl inféricure a _-)_ﬁ’ o Nous
n m
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exigerons que
2: 2 0( jm) J—(l,,,.._. et 2: _unm v 1
[ )
A um e bm e "lu
¢tendues respectivement a tous les s, et a tous les 7, réduits a

leur partic commune avee D, soient inféricures & un nombre
posttif w,, terme général d’une série convergente. H en résultera

f A3 <Z ~-2 W,
s

23. Déplagons-nous sur I'axe rvéel, a partir de &, soit vers la
droite, soit vers la gauche, en évaluant les nombres a,, et 8, pour
les segments s, successivement rencontrés sur D,,.

Le premier peat éire un segment s, partiellement réduit par la

ks T .
suppression de 'intervalle 2 — =, .r 4+ —. C’est le cas ou x est

bl" blll
intérieur a un s,,. On aura alors
= = . —2Ump
X = 37— et < dm —_—
b"l ,)”1 b"l

Le premicr segment s, non entamé (qui sera le premier ou le
second segment s, rencontré sur D,,) donnera

= L 2% DT — DUy, 3x—2u,;
b §1m<.l_’ —‘b_‘—‘< m<_—l—'
m ) m Dm

feme

Pour le p segment s, non entamé par la suppression de

— 3z — )
b bm

pPr (pﬂ—l)ﬂ, (p+1)7:——2u,,,§3m<

) m b m. b m

(p+2)x — 2Um

Enfin, pour que ce segment $m me soil pas étranger a linter-

valle .« -— buz»—l, x + bm—| y il faut et il suffit que a, < b_m: . Le
maximum N de p est donc tel que

N 1 N+ bm bm

— —a2 <N

bm bm—l < bm ou bm—i < < m—-i

En résumé les valeurs minimums de «,,, pour les s, successivement
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rencontrés a droite on a ganche de e et situés sur D,,,, sont

(N—ni= \ =
i ‘/’/u

P Py

(/, )’ b, 6, T T,

"

Les valeurs maximums corvespondantes des 3, sont inféricures a

s 3=
ceey BN

( ) )
: /’m ) /' ne
Les deax premiers termes entee parentheses dans ces suites

covrespondent au cas du segment s, initial entamé par ke suppres-

stonc de Printervalle o Ty =
b,, /’/u

De tout cecr résalte que

! T
0 ('I_/,‘— 7-) == Q4
"

\1 ___._"___, 0 ( B ,.) \
e | R \/'111 i P
Pt

Comme les o, o exteémités plus voisines des 7, réduits a leur
pan‘li«- situde sur Dy, o coincident avee les B (.\illlf(lliillld un 1'," ou
un 3, sont Fune des quatee extrémités de D, ). les Timites infé-
ricures des o, suceessivenment rencontrés dans Dy, sont

(p<N=—1).

) TE— 0,

b NI — Ly, tp
y - . g ey L .
o 4 " b m
Done
S‘ L2y, 1 1 >
—_— s = e e )
dand ., bt B N )

Fioalements o o) o0 désignant des nombres positifs termes
générann de sévies conmvergentes, les conditions complémentaires

cherchées sont
( PEH ,
(e —L_g (7 ) w |
Ay Uy N
I 1
] O() .
(11 e/ — —du = w,.
Co ) "
l’nl
g /' m n
avey o T ;7— = a),
Ay Uty Qi1
B m — W
oz =W,

(lle)
‘ Do
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N b -1 « e e
D’apres (11e). et —,'ﬁ—— ¢tant infimmment grand avee m. w,, tend

?m

vers zéro el méme la série Tu,, converge.

26. Cherchons par exemplearéaliserle cas 9(u) = w(<<n < 1).
Les conditions (1le) et (HId) sont équivalentes entre elles.
Posons

1
b= m!l1, U= —

a,, = ; -
m'

Les conditions (Hea), (116), (He) et (1Hd) donnent
—p-+=qg—r>o p>r+1, r>n, p<<rq.
Supposons donné 7. Le nombre r définissant la quantité auxi-
liaire w,, pourra toujours étre déterminé si p>2,. ¢ >p—+1.

St 1 est wnfériear a la condition r/>‘2 entraine la seconde.
n

B

i’

I reste alors p> o, g > g On choisira r dans le champ
N ]

1 r. r<p—I, rq—pm.

Enfin, si p et ¢ vérifient la condition 2 < p << g — 1, les résul-
tats vaudront pour tout nombre »n vérifiant 1 >n > e,
Donc, st 0 <e <<€, la fonction

»
1 -
Y(r) :2 WCOS[”I!}M_;,I
l

l“(-)—‘f:1 “
N 2 (@) —s

est continue dans tout le plan et singuliere sur la ligne

est telle que

décrite par le point
E--id(E) (xSESH).

En outre si g, vérifie
el <1+¢,

I'ensemble j (.o, &) défini par
24E¢

R Y(2)— Yz +8) | <1BTF
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j' d s
oy O

est uniformément convergente au point 6 = o quels que soient

est tel que Fintégrale

2oet .

Pour employer une locution dont origine et le sens s’expliquent
denx-mémes, Uensemble j (oo ) o, aw point . et a la distance
une mesure logarithmique tinie, tendant uniformément vers zéro
avee &, .o el o variant arbiteairement dans le champ réel (*).

27. Nous avons done montré Pexistence de courbes G, d’équa-
tions 5=+ 7y () telles que Pintégrale F(3) reste continue
sur G. I est ¢videmment trés intéressant de rechercher 1o degré
de géndralité de ces courbes C.

A priori la forme de la fonction §(.r') les particularise beaucoup.
Mais le plus important ne semble pas étree la.

Chaque are de G estinfini. On concoit la possibilité, et nous la
réaliserons ci-apres, de définir un ordre d'infinitude pour la lon-
gueur de Go 1 s’agiva alors de savolr st cet ordre admet ou non
une borne nféricure commune a tous les exemples dont nous
avons moniré la validitg. 1 est claie que les circonstances sont
dautant moins favorables a la continuité de F(3) que C se rap-
proche davantage d'une courbe de longueur finie. Parmi les faibles
- ordres d'infinitude de la longueur de G, certains ne sont-ils pas
inaccessibles a la méthode et aux démonstrations exposées plus
haut 2 C’est ee que nous devons examiner. Nous préciserons d’abord
la nature des courbes C.

Observons que G, et ausst F(3), sont caractérisées par ¢ uni-
(uenment, donc par les suites «,,, b, et que les nombres u,,, la
fonction 8( ) ne jouent qu'un réle auxiliaire. Nous allons ¢liminer
progressivement des condilions trouvées ces variables étrangéres
pour obtentr des conditions contenant uniquement @, et by,.

(') E étant un ensemble linéaire situé sur Oz, nous appelons mesure loga-
rithmique de E, au point a et a la distance &, la mesure de I’ensemble décrit

par le point § = log].r—eﬂ’ si |[z—a|<e, E(x—a)>>o0, x dans E. Cette
mesure est finie ou infinie. Elle est égale a Iintégrale /_Tc—ti;r—a] étendue a la
partie de E située dans l'intervallea —e <z <a+¢



— 73 —

28. Nous avons du, pour la validit¢ de nos raisonnements,
admettre trois groupes d’hypothéses (distinets ou non), savoir le
groupe (I ne renfermant que les @, et les by, sans les w,, nib6(u),
le groupe (1) contenant les u,,, mais non pas 6(u), le groupe (111)
renfermant 6(w). Voici ces conditions :

(Ia) —L-lﬁﬁ— infini avec m,
m-+1
[)m—H .
(16) - infini avec m,
(Ie) a'"l—“zi'ﬁ infini avec m,
Ay O
aAmbnu
Il m m n .
( a) ay—1 by >
m x b
a
{§) ZmH Jog ™ finj
¢ ) anpUm o8 b b
m=—1
(He) Zumlog, fini,
nous ajouterons cette condition
(11 d) an u,, décroissant,
(Il a) "0(u) croissant,
~A
(b)) f F‘(% converge,
1)
Mec Z ( \ fini
( ) AmlUm bm / !
‘n
”m—1
i d °(“)du fini
) i T ’
m“¥m

b

29. Eliminons 6 des relations (1II). En vertu de (III5) et de.
(111d) réunis, la série

ko

m x

b
mt 1 0(w)
E f (O(u) + e -—u—)du converge.

Nous diminuons le m'*®¢ terme en y remplacant le coefficient dif-
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. . 2 ..
férentiel par —————. On en conclut la condition
\ wa,,

"

1 o .
(lIe) ? —_—_— fini .
e N\t byt

. . /T
Supposons-la remplic. NMorse posons 9(w) =\ wa,, u, pour

< —— Les conditions (1) ev (HEd) sont satisfaites,
I’//l /’/l !

D%apres e condition (1) Ta condition (Hla ), savorr la eroissance

de 9wy sera remplie quel que soith (I——) choisi entre
N )

t

_ gy _ Tt W

/
—_ el /o
/'/u \I I’m

- . L. RN I .. .
Entin. La condition (He) édquivaut M 1 fini. ce qui
]
. . NGOy gy,
estanclus dans (Hey dlapres by, 2 b,y

Vst dl est possibles ¢t nous en avons donné le moyen. de cal-
culer 9wy vérttiant toutes les condinons requises par les raisonne-
ments on figure cette fonetion, deés qu'on aura pu calculer un
nombre w,, vériiant les conditions (Hee) a (1e). Les conditions
() et (Heya (Hey sont done néeessairves et suffisantes pour la

possibilité de ces raisonnements.,

29 his. Pour dliminer w, des conditions (1D, appliquons ce prin-

cipe évadent que st deay séries atermes posttifs Sy, 20 sonl con-
g m
)

: : N W
vergentes il en est de méme de Xq

e Vi o quel que sou § vérifiant

002 on sous une antree forme, que st Fon pose mf, v =7,
(7. 7= o). Losérie 22, converge. suffic de remarquer que sin),

est e plus grand des deax nombres v, et v, (ou méme lear

somme), X

Cola ¢taut, n,, v, 6, désignant des termes géncéraux de séries

v <‘ "
converge, ¢l qUE s S Vi,

comvergentes, (D) et (1) dounent

Ay s b .
(1) Il P T
A T
De méme (He) et (1e) donnent
) f 0 .
(le) — log 2 =3,

ay I)m- 1 P
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Enfin (11a) et (1l¢) donnent

A I/'m 1 ™ I)m ) [

| ) — | T
(s b, b o M

Réciproquement. supposons ces conditions (Id). (le), (1f)
vértfices. outre les conditions (La). (16). (1¢). Je dis qu’il est
possible de trouver w,, vérifiant les conditions (Ha) a (1le). sauf
peut-érre (1 d).

Prenons en effet w, tel que u,, log

b . .
“— soil le plus grand., savotr

by

Cuer des trois nombres n,,. 7. 7, (1le) est évidemment vérifié.

(1) est vempli, d’apreés

a m /)Ill lllll — a m I)/’l :I/l =9 :Ill > .
= == 29,
A by b T ~
am—‘I I)m——l lO}! /
D m-—1
v ) N
(11b) est vérifice d’aprés
o 2
Ay o 2 _ Tiin — Tin <o
<] — —_— m
Ay Uy, by | m Sm
W log &
2 m--1

(1le) résulte de

]()" _ "l
I m -1 \m
——_— = <‘/‘_‘ <"Am~
Vam bm—l U, a/n m—1 tm m
Quant a (IId), c¢’est une condition trés peu restrictive. 11 suffit
~ b

pour qu’elle soit vérifice, que décroisse ainst que chacun
des nombres n,,, 1, 1,,. C'est ce que nous supposerons.

Observons que si (1h) est posé d’abord. (Ta) et (I¢) résultent
ensuile o fortiori de (1d) et de (T1f).

30. Finalement, nos raisonnements suffiront a prouver la conti-
nuité de F(3) sur toute courbe C telle que les conditions (1b),
(Id), (le), (1f) soient satisfaites. Ces conditions ne renferment
plus que les coefficients a,, et b,. Elles nous permettront de
limiter trés strictement U'ordre d’infinitude de la longuecur de G
tel que nous le définirons plus loin.

. N a;,—
Mais auparavant, tirons de (Te) la conséquence —":—' < am_1bp_y
m
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a partie d'une certaine valeur de m. Cette inégalit¢ nous servira
plus loin sous le forme
a
log - Pl '0,‘-' anbm.
e

Celle-ci ne peut pas étre sensiblement améliorée, comme le

montre exemple suivant d'une courbe G, pour laquelle les deux
e

mfliniment grands (avee m) lng”— et log an b, sont équivalents

m—-1
(ce que nons noterons en les veliant par le signe ~).
Posons
by = [am=V3m=2 (e —1)2ml4.

On a
0 h
e om !y, log —~~ ~ gmlogm, logh,, ~ 2 2 log m.
/’m 1 T 1 2 .
P
OSO01S
mr O
A= 77— log ;—— pour m 22, avec @, =1.

/'m 1 © /'m»—l
On a

.,

~ (i, Ay by~ (m)tgmr=+1logm,
”nl-« 1

d’on

log
(l,_

~logamby ~ gmlogm
U+

(propri¢té annoncée ), Dailleurs,

iy I .
e———— ~ m.
Wb

Or.

2~ () I+Em, ik~ mr e~ 2gm—I+ logm.

St > a0 p> 3. les trois séries 2, X, Zn), sont convergentes.
Done. Ia fonction F(z) relative a G, est continue sur C,, qui jouit
en outre de la propriété spéciale annoncée ci-dessus.

31. L'ordre d'infinitude de la longuenr d’une courbe G sera
ci-apres caractérisée par deux fonctions V(o) et ¢(w) infiniment
grandes guand la variable o tend vers zéro. V(w) qui surpasse ¢ (w)
vaul. i un facteur prés compris entre des limites positives indé-
pendantes de m.,

At =

"~ “r — 4 g
A I’my pour 3, == “ <o é nj"‘ A
[ m




— 77 —

el
a kd g
! pour 3= T <o < By
w 1 +1 B
Nous allons évaluer une borne inférieure pour ordre de la
fonction V(w) relative aux courbes G auxquelles notre méthode
s’applique.
Cherchons une borne inférieure (asymptotique) de

log2V(w)
I 1
log p log,

o

Alw) =

Pour B, <w << B, le numératenr est équivalent a log anby,.
Le minimum est atteint pour o =3’ .

Pour 3, <w <B,,, il suftit de poser

I 1
og — =1, log —— =2
© TAm41
(t—a)

et de constater que la fonction - croit avec t( >a>e).

tlogt
pour trouver qu’ici encore le minimum est atteint pour w = 3
En résumé, pour B, << w < B,

’
m*

log®a,, b
- mOm
Alw) > (—ep) A =
AmOm Xy Om
log = = |0g2 patl i
A 41 QA1

MiliS. d’apres (le .
1 amby,

- <l» P <amb;_.n'
Amr bp, [ e S]

Posons a,, b,, = B,..

log2B,,

A(('J) > (|0;!Bm -+ |0gbm) log: men. ’

(le) donne encore

bm
. < ambu=Bp,.
m—1

D’ou
logbm < 102 Bm+ 108 Bm—1 +...

Mais, d’aprés (If), mm;, tendant vers zéro, puisque n,,

\
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, N 3
décroit, —2— > .
) B
logB,,..i < logB,,— logm. logB,,—s < logB, —logm(m —r), .
) n? .
logb,, < mlogB,,— (1—z,,)— logm (lime,, = o),
2 mow

log2B
Al o) > s m

m (logli,,,-— 14 log m) (log, B, - logm)
Mais.

B,,> m!. logB,, > mlogm,

La borne de A(w) est croissante avee logB,, (supposé supérieur
amlogm). D'ou, en faisant

log B, = nilogm. Alo)>1,

mégalité asymptotigue, bien entendu. En résumé,
)

log (\my>(|—s)\/log(—ljlog2—l

(0]

(e positif donné). dés que @ est assez pelit.

I serait sans doute aisé de doubler le coeflicient sous le radical.
En tout cas la valear asymptotique de A(w) est ¢ > 2, pour les
courhes G, ¢tadiées plus haut (30). On aurvait

IimA(m) = o,
sty avee ko méme expression donnée de @, on posait

b "

=(m"2oga ., . logmy (g > 2).
By

32. On pourrait de méme limiter inféricurement la croissance
de la seconde fonction ¢ (w) caractéristique des courbes C.
Viw)
v(w)
égale a1 an point @ = o, pour toute courbe dont Fordonnée est
une fonction

Le rapport tend vers 1 sur un ensemble d’épaisseur droite

Y(r) = 2w, cosb,.r,
st a, ¢t b, vérifient les conditions (la), (15), (Ic). En parti-
culier. pour les courbes C de notre étude,

— loge(m .
lim ——-—"———)— 2 lim

"= og Moga t =y /log 1o
\/ hw g! .—w _g!

logV(w)

1AV

I.

1
©) w
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On a une idée de la borne inférieure de loge(m) par Pexemple
suivant, obtenu en réalisant assez strictement les conditions (1d)
et (Ie). G, et la moindre croissance de \ (w) correspondaient anx
conditions (Le), (1f) strictement assurées.

T b
Soit 4, = log 7)-"-‘~ - Posons
. m--1

At <y I Am - 1 d'oi . _ ehm
—— %3 — = — ol T =

= —7 ) —_—
a,, m3 @y by om—1 2104 1y,

Movennant A, 25, &, est infini avee m (4, > m*. quel que soit m).

On en conclat que 2, surpasse ey, st e, == ¢ (A indépendant
de m).
Daprés
I(’g’l'll+z by ~ lUg}\:)L+I ~ I~ l‘)ga'n b,
on a
1 ( T ) ;
ogp ~ hm.
B \ b:u+|
Or,
log A ~ Apgl-
m--1
Donc
. I %
loge(w) ~ log, — pour o= .
w b

Observons que la condition (Ie¢) aboutit a limiter inférieure-
ment les @, et supéricurement les b,,. G est une somme de sinu-
soides dont la fréquence by, ni Pamplitude «,, ne peuvent croitre
ni déeroitre trop vite quand m augmente. (le) joint a la décrois-
sance de 7, donne
b"l

b

ourb"l+' < bm
" bm bm-—-l

—
log

La croissance de b,, ne peut atteindre celle de ¢,,.

Les variations totales extrémes d'une fonction « a 1'échelle w ».

33. Nous allons maintenant examiner une question soulevée
par I'é¢tude précédente.
Puisqu’en tout point de 'arc continu C, décrit par

E+if(E)  (aSESH),



— 80 —

la fonction
1.
3 %

"‘(Z‘):/‘A ——;—
=) =

est continue ¢t non holomorphe, il faut que tout arce partiel de C
ait une longuenr infinic. Dans G, intercalons une suite de
points M; se projetant sur Uaxe des Z aux points

2 (i=1, ..., n)

awee oy =a, 2, =08, 4, << 2, sto<i<n.

La ligne brisée des sommets M; a une certaine longucur L. 11 est

i+1

évident que si

i=n

\"———2 o) — f(20)

=11}

ona N <L <N 4+ 8 —a. On verrail méme aisément que si f est
a vartation totale infinie dans tout intervalle, 8" — L tend vers zéro

cn omeéme h'mps (llH‘ le ')Ill.\' gl‘illld des ll()ll]l)l'(',s

rp—a (i=o0. ... n)

la subdivision a; ¢tant alors variable par la position et le nombre
de ses points.,

£ ¢tant une fonction a variation totale infinie sur «ff, nous allons
eavisager la variation totale it Uéchelle w de f sur 2, ct nous la
définivons de deux points de vue différents.

Soit z; une subdivision quelconque vérifiant

L a2y < B
Posons

i=n—1

S = 2 [/ (i) — f(20)

izz

(les valeurs 7 = o el £ = n sont donc exclues).
1" Lavariation totale supéricure « i Uéchelle w » de f sur o
sera le maximum de la somme S pour toutes les subdivisions

vérifiant o, — 2, 2w pour =1, ..., n—1.

i+
Nous notons ce nombre V (w, f, aB), ouplus l)nevemem.V(m,f)
on V(w) ¢'il n’y a pas de confusion a craindre.

2° La variation totale inférieure a « Uéchelle w» de f sur aff
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sera le minimum de la somme S pour toutes les subdivisions
vérifiant @, — «,<w({=1,...,n—1), et, en outre, &, —a<w,
B—afw.

Nous notons cette seconde variation ¢(w,f, 2f) ou ¢(w.f)
ou v(w).

Dans le premier cas, n est borné supérieurement par

= 41(").
Dans le second cas, n est borne’ inférieurement par 3 — .
[Exemple : 8 —a=(n+ 1), a, = a4+ iw.]

33 bis. 11 est évident que, d’apres leurs définitions, V (o) et ¢(w)
croissent (plus précisément, ne décroissent pas) quand o décroit.
L’inégalité o' << @ entraine V(w')>V(w), ¢(0')2¢(w). D’autre
part, considérons parmi les subdivisions de la seconde espéce
celles qui sont formées de nombre «; en progression arithmétique
de raison w. Donc,

=2+ (I—1)0 (i=1, ..., n),

ay—alo, f—a,Sow.

Si l'on fait varier «, dans le champ a << a,<a+ w, la somme S
correspondante a un maximum V,(w) et un minimum ¢, (). On

a, évidemment,
v(w)< v,(m)<V1(w)<V(w)

En particulier, on trouve ¢(0)<V(w), ce qui justific les qualifi-
cations de « supérieure » et d’ « inférieure » données respectivement
aux variations totales V(w) et ¢(w).

Les définitions précédentes s’appliquent a toute fonction f(x)
continue ou non. Limitons-nous ci-aprés au cas d’une fonction f(x)
continue.

- 34. Dans le cas d’une fonction f continue sur P'intervalle «f,

V() ne saurait étre infinie sans qu’il en soit ainsi de ¢(w).
D’autre part, il est visible que w V(w) tend vers zéro avec w.
En effet, soit U(w) le maximum de l'oscillation de f sur un

(') Considérons, par exemple,

B—a=(n—142¢)w, o0<2e<1, @ =a-+¢w,
&, = a+ (i —1)w+ sw, a, =B —cow.
LX. 6
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mtervalle de longucur o situé sur af, et soit U(B—a)=Q
Foscillation de f sur 8.

.o 1 . . .
Stw <~y sotent p le nombre des intervalles «;«;,, supérieurs en

1 . .
longueur a ~3 ¢l ¢ le nombre des autres intervalles s de la subdi-
vision réalisant le maximum V(o). On a

3—2

b

pn(i—a). g iptg<—

o< s (i I
Viw)<ni3—a)Q-— 1 )U(=).
(O] n

limoV(e)<(3—2)U (l),
6) =0 e n

Dunc.

D ou

quel que soit n entier. Done,

limoVin)=o.

w=n

Si nous considérons la courbe y = f(.r). f étant continue,

V (w)ete(w) caractérisent d'une certaine maniére « ¢ P'échelle w »
la longuenr de cette courbe (de longueur infinie).

35. Ces notions indispensables étant établies, nous allons éva-
luer les variations V() et ¢(w) pour les fonctions

3

v(x) -—_za,l cosh,.r

vérifiant les conditions (1a), (1b). (Ie). savoir :

. a, . Amat O . b
lim —% =1lim ={lim 2 = x.
mx Am+ A bom bom

Nous comparerons les variations V(w) et ¢(w) de ces fonc-
tjons ¢ l'une a Pautre. Nous verrons (u’elles ne sont pas indépen-
dantes. Nous aurons ainsi établi les résultats utilisés (31, 32)
afin de montrer que, pour les fonctions §(x) particuliéres
définissant les courbes G de notre précédente étude, la croissance
de la fonction V(o) est limitée inférieurement [et de méme
pour ¢(w)]. Il faut donc que la longueur d’une courbe C soit
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« assez fortement infinie » pour qu’une fonction analytique puisse
rester continue sur elle et holomorphe hors d’elle. .

Par contre, nous montrerons qu’avec une fonction ¢ (.x) soumise
aux seules conditions (1a), (1b), (Ic¢), on peul réaliser les inéga-
Inés A< fim =L@ <fim V(w) <k, h et k finis positifs, quelle
: \V )= W(w) =
que soit la fonction décroissante donnée W () infinie pour w = o,
avee imo W(w) =o.

Enfin, pour une fonction continue quelconque, nous consta-
terons par un exemple 'impossibilité de fixer aucune relation
d’ordre de grandeur entre V(w) et ¢(w).

36. Calculons les variations V(w,¢) et ¢(w,¢) sur Vinter-
valle «f3.

Tout d’abord, évaluons, quand A est grand, la partie principale
de la variation totale VT (coshz, af) de coshx sur «f. Si f est
dérivable, on a

3
VI(S, 1;3)=f \f | da.
a

On en déduit immédiatement

2<‘j:1)\—1)<VT(cos)\x, af$)<2(‘3:1)\+l).
Donc,
VT (coshz, 23) ~ ;::(,3_1)1,

si A est infiniment grand.

Toute borne inférieure de V,(w) en est une pour V(w). Toute
borne supérieure de ¢, (w) vaut aussi pour ¢(w). De 1a I'intérét de
calculer de telles bornes de V,(w) et de ¢,(w) pour certaines
valeurs remarquables de w. La décroissance de V,(w) et de ¢, (w)
permet ensuite de conclure pour toutes les valeurs de w:

Soit

n—i

S(4) -2 [ ¥a) — (a0) |

pour
A=+ ({ —1)w, ol —alw, 0L 3—a,Sw.
Faisons
b4 . k+ )= e, .
W= = 3m et a;= (——h-—)—— (k entier indépendant de ¢).
m m
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Posons
ap(cosh, iy —cosb,xi)=1,,.
Nous avons
)=
Y(xip)—b(2) = E Up i avee Uy, ;= 2(—0i+itia,, Tt Svag,.
P

Donc, la diftérence 1§ (2.,) — $(o;) | — 2a,, est en valeur absolue
pe=ne 3
inféricure a
2

e
. Q
Up il 4+ Zrz,,.
pe=t

m -1
Done. (n pour n--1)

p=m—i

=
S(y)—rnan’ < E VT (a, cosb, . a3) <+ an E a,.
== m+ 1
avece
G — 5 —a
n o= = Do
Dm
a une ou deus unités pres.
Au second membre, VT (apcosbpr) est équivalent a
Cp—
;( e by l)a,,A
La somme des termes analogues pour p<m — 1 dquivaut a

\’ e
",

WO 1Dy

z

m -+

o, . . ~ . . .
dordre inférieur aa,, b, . Z‘a,, équivaul a a,,,,. Finalement,

. 3 —
NS~ ot

—= Wy by~ NT (W cOS Dy, 23).
Donc.

- . 33—
Vi (Om) ("»_3)___ Al

~

dés que m estassez grand (e positif quelconque).
Prenons maintenant

~

== e i (R j_ .
! 2 by, ( ) b
Nous trouverons cos by, 2, = o, donc u,,; = o, et, par suite,
n—1 x
o : s—a
S(h< E VT(apcosh,r) :enZa/,N "
1

(anl—~—l l)m»-l R L] l’m )
=
m--1



Done, pour m assez grand,

.
)
22— %

o1(Bm) <(2+ )

(tm—y ,’m- [ am—o—l/’m)-

Nos hypothéses ne nous permettent de vien conclure sur 'allure

Wt by

du rapport quand m croit. Notons que le rapport

“l<_‘;.
—-—7'_"—- est infiniment petit quand m croit. Des mégalités élablies
' (a,)

blll

résulte :

Con+10m

I)U(ll‘ (ug—"— = ‘6,“,
- [)m

. : B
(6) \(‘"))>("«“"5)1—;—“(lmbm;

Pour o Z Sms

33—z

(@ bpmr -+ @i bm)-

(7) v(m) < (2-+¢)

37. Par des raisonnements entiérement analogues, nous trou-
verons encore des limitations inférieure de V(w) et supérieure
de ¢(w), siw=¢q 3=, ¢ étant un entier plus grand que 1 et infé-

"
I)HI

rieur a —=— .
I’m»l

1” Soit d’abord ¢ impair,
g =12q9"+1, q'20 et 2= (k-+ i)Z—'—'--
m

Comme pour ¢' = o, cas traité plus haut,

p=m-—1 £
P ) 2
Uy il = 2am, PV (2ig) —d(2) > nan— [wup,i|—2 ap
p=1 m-—+1

el
.
33—

S >anau—(2+¢) A by — (2 + "Ynd .

T

. 3 — . Y TR
On a toujours n ~ ‘—w-f D’out cette limitation inférieure, valant
pour S et, par suite, pour V,(w) et V(w) :

Pour :(gq'—i-l)bi

.
3—a

(9)  V(w)2Vi(w)>

[(2—— E)a:;_m —(2+ e)am_ibm_,].

b
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» Soil

-

(k=) 2T,
2y AR m

%=

Comme ci-dessus (¢ =1), on a

m—1 o

cosl,, x;= o0, WU, i== 0 et S < E VT(a,cosby,r)—+an E a;,
ne+\
avee
" .
) — X 3 —
n="—- =" O,
) xq

4 une nnité pres. Nous trouvons pour S une himitation supérieure,
valable a fortiors pour v (w) et pour ¢(w), savoir :

Pour m =« T
15,

(8) v(m)Sep(m) < (2-2) 8 : 2 (a,,,ﬂ b1+ T a;('f:'—' )

37 his. Les inégalités ¢rablies jusqu'ici [dans (7), (8) et (9), nous
remplacons m par ne == 1] nous donnent les diverses limitations
swivantes avee les champs o elles sont utles. Ies inégalités
portent le méme numéro (aceru de bis ou de ter) que celles d'oa
elles sont immédiatement déduites :

y
. ~ b ., L — 2
(6 biy) < (-)S-—, \("J) .\'(".—3)‘ “ml’mv
b = by, ~
¢t pour
(2qg —1) So<(2g 1) ——
7 /’m+ =129 “b s

(9 bis) V(iw) > ‘j—j—i I (0 — E)M—l — (2 i s)a»,,,/),,,].

29 —1
93—
(9 tery V(o) > 22 ( [ —e iRt (o -)a,,.b,,l
‘s 3 —
(7 bis) 5—— < < ) elw) < (2 -+ g) - - (Am O = Az b, 40 ),

m4t T I’m ™

el pour

S (

qb’"+ 20S q+l)b:::+|

(8 bis) v(w)<(2+c¢ )—-——-— (aml)m L a’“+'.;lbm+1),
. , ~ f3—1< Ay g -1

(8 ter) 0(0) < (24 2) === @mbm+ T"T)'



— 87 —

38. Cherchons maintenant une limite supérieure de \ (), puis
une limite inférieure de ¢(w).

Quelle que soit la subdivision a;, on a

p=o i=n—|

N9\ . .
S < aplcosb,a;—cosh,x;

p=1 i=1
donce, quel que soit m,

x
f.

m

. . - 33—

S Y VT(a,cosb,r. 23)+2n ¥ a,~ 2 A b == 2N iy
1

n—+1

Supposons maintenant

1,
Ajgy — 22 W), d’olt n < —— +1.

Les sommes S que nous caractérisons ont pour maximum V (w, ).
Donc, quels que soient m et w,

Vo, $)<8 < (2e) P2 (ambm 4 a._m+i)

T w

(dés que m est assez grand ).
Pour w donné, la valeur a choisir pour m est celle qui donne au
) P q
second membre la moindre valeur. En remplacant successi-
vement m par m — 1 et par m+ 1, éerivant que les nouvelles
évaluations obtenues ne sonl pas moins qu’équivalentes a la pre-
.. At by a
miére, et tenant compte de ce que ~Z“— =1, —mt
mbm am
petits avec m, on est conduit a choisir cette limitation supérieure

de V(w) dans le champ

sont infiniment

(10) r gwgb" ’ V(w)<(2+s)ﬁ:1(ambm+n‘i’"_“".).

bm+l - (D)

a .
Les deux termes an b, el w '"T“ sont égaux pour

0y Am+1
w = i = ——
o aAmbm
3 § . .
Les rapports ;- et L;l' sont infiniment grands avec m. Nous
Pm+1 m

désignerons par A}, un infiniment grand inférieur aux deux pré-
cédents et aussi lentement croissant que 'on voudra.
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39. Evaluation de V (w). — La comparaison de U'inégalité (10)
avee les velations (6 bis) et (g ter) donne immeédiatement les résul-

lals suivants :

N o _ < s . 5 —
1° hom O WS — = 3, Vi b~ oS —ay by,
hm %

diuprt"s (6 bis) et (lo).

.
Ay Py - , 3 —

e - . - . . i

DI = S Wl By Vo, by =l ——anbm,
U Oy ~

avee imh, < 4. dlapres (vo). et lim b, > o, d’aprés (6 bis).

"

. 2m o . A1

g T N Y Vo, by = hot 3 — ) —=.
S (U]

W,y 1 .
“——. Pourtrouver lim A,,

D aprés (roy limbaS 4 cav apb, <m

notons dabord que V() croissant quand » déeroit, on a

5 —x a [0)
. . 1| EPRK -
Niw e - Il,”/),“: I —2) =5y d’ou /l.l LN vl
o Am 2m
Lo -

’, a7 ~’
A A

Done. s L Joy > 1.
St Ty 202 dlaprés (g ter) on g est infiniment grand. on
o . *

aencore lin/dy, 0.

‘ot .
. . 2 ’ a 1
M Y R S U Vo b~ o3 — a2
T ©
o o o
dapres (10) et (g ter) ot g > =2 — 1 estinfiniment grand.
. = L . Ayt
" D T Zw N St Vi, '~!/ ) = hy :j —a) ey

/’m et w

1 . N . 2 N N \
avee him/, >o0 dlaprés (to) et lim Ay > 3 d'aprés (g ter) ou on
fait ¢ = 1. D'ailleurs, dans ¢e méme champ des o, on a

fomot. pour o = 3, .. o= 353,41, o= (2¢ -+ 1) 3.

En résumé, V (w.d) est connu avec une erreur relative infi-
niment petite dans chacun des champs

N A gy = . . R
o — << L ol V(w)~ 2t ambm
Amby = = by
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et
- . (e N m+|
o S L m ol Viw)~ (3 —a)——
[ N @ by, w
Ill “+1

En outre. ponr g 2200
I

<t < —-—, on a
Ill

by

Viw) = Iz 4= u,,, /™

Ay

»y on a
alubm

¢l pour b—m— <o<m

\’((-)):h({f—l)al—::_—'v

.. ye , . . s . 2

les himites d'indétermination de A ¢étant tomprises entre 3 et 4.

Les notations lim, lim et celle d’équivalence ~ se rapportent a’

une variation arbitraire de o dans le champ qui lui est assigné
dans chaque cas, m croissant indéfiniment. :

40. Occupons-nous maintenant de trouver une limite inférieure
de v(w).
Soit o <

b - Nous envisageons les subdivisions «; telles que
n

%, —Swpouri=o, ..., n.

k= w k=
B—; o bm
dans 28, il y a au moins un point subdw:slonnalre a,(1<i<n).
k=
bm

Sur chacun des segments + — (lnuerement inclus

Soit a; un tel point, par exemple, le plus prés possible de
(et a gauche en cas d’ambiguité).

La somme 2| ¢(a,,) — ¢(a;)| élendue aux indices i tels que
o Sa;et a,, o, vaut au moins [$(a), ) — ¢(«;)|- Ce dernier
nombre surpasse

@y, | cosba),  —cosbpy 2y | — E E ap|cosbh,ay, ——cosb 2|,

m—+1

Le premier terme atteint son minimum pour

k= 49 (k+1)7t o
W= bm—;’ aA«l—T~;

Done,

)
tcosbypal, —cosbal| > 2cos 5 bm.
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Finalemeut.

Yy — by,

p=m 1 ”

- w B r ’

R co::/;,,,— apicosh,al  —cosbpa, | — a,.
s m+1

. . 4 —x .
Les entiers A intervenant sont au nombre de ! 0,.. & deux

~

unités pres par exees ou par défaut. Done,

p=m-—1

/8 —x

, ,
. ® . .
A ( — /:,,,—w)( 2, COS T/),,,—‘,). Z a, )— VT (a,cosb,.r, x3).

\
m +1% . =1

Cete imite vaut pour toutes les subdivisions a; auxquelles corres-

pondent les sommes S dont e(m. L) est le minimum. Done.

. “ .
p —_2 )
[ clm by ot [(l——s)fl,,,/l,,, cos — b,
! 2
— (v Hay by — (1= 2) A4 /'m]

pulll‘

w 7
—_— T
Doon = b,

.

AL nous sera atile dlaméliorer dans le méme champ. mais au

- L. g . ., .
voisinage de la borne supéricurve —, Umnégalité (8¢er). élant
~ ' b,

I . = _ I
r/—;/(-);m\ 4/"‘7; .

considérons L subdivision formée des points intéricurs a a8 et de
valeurs (A entier)

k= [0) k= 3@ A ( N
b 5" by, 2T b, \([ 2)

k= = (k1= 1 (A+nNx v
(h— ) T T\ e T, g

Pentier délinm par

. L. kr = . . ,
Le pemt médian — + —— ne ligure que st sa présence est
b, 2b :

néeessaire pour que le pas de la subdivision n’excéde pas »; donc
si

e — (2 — 1)) > w
b, 7 !
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< (q —- é)m.

En donnant a & toutes les valeurs admissibles, on a une subdi-
vision vérifiant

ou st

T
m

qw<2b

2 — ;S w (i=o0, ..., n+1).

Pour les 7 tels que a; soit dans la suite ci-dessus relative a
Penticr & (nous les appellerons les ;). toutes les différences

€080,,2; 11— C0sbya;

sont de méme signe (la derniére est nulle). Done,

E an | cosby a1 —cosby ;|

i=i,

. . ) . . b, w
étendue a toutes les valeurs & de ¢, vaut 2a,, cos-L';—-- Le nombre

des [ appartenant aux i; est 2¢, si !(—“-+ % est dans la suite
> Pp k E LIRS Ty ‘

des a;, sinon 2¢ —1. Dans tous les cas, ce nombre est inférieur

o ™
a ——- Donec
wb,,

2 [ (@i1) — $(2:)| < 2@, c08 b";w

=iy
m—1 £
T
- a cosbpa;1—cosbpa;| 2 1) Ya,.
2 "EI privi—cosbpai] <‘”bm-’—)A r
1 i=ig m+
Le nombre des valeurs de k est toujours infévieur & =—— by, + 2.
Finalement
0
—a bnw n
S<<{3 b,,,+z> 20, COS —= —|—3(—+1)2a,,
= , 2 wb,,
m—+1
m—1
+2VT(apcosb,,.r, B).
1

Les sommes S étudiées sont parmi celles dont ¢(w, ) est le
minimum. Donc,

3—a b

(12)  o(w,§) <(2+¢)

QA p41
(a,,. b, cos + A by + 7 —Lo';_)

T
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[JUIII'

L .

Ui b m

42. Evaluation de ¢(w). — Les relations (11) et (12). celle-ci
complétée par (8 ter), conduisent immédiatement aux consé-
quences suivantes.

Soit g, infiniment petit détim par Uégaliné

7. ot Oy Apn+i
4 @ boiy iy
Pour =" /Ji, le premicr terme de la formule (11) est sensi-
’,ll

blement égal au double des deux termes soustractifs. 1 est supé-

. . . n— & . O T — = N
ricur ace double si o < Z5—=, et inféricur pour o > “—". kn

. b,“ [)Hl
outre 2,2, est imbhnmment pclll d uprés nos |l_\'p0|h(-ses. Donc :

S

[ A8 — < < e ’5,,,,
/’Ill /’Ill '
— % B—a=

2
(12— &) —— (A by = @ b )

et oy <J "("’) ~L h/|

=

dapres (1) (o0 meest remplacé par m -— 1), el avec lim /' <6,

drapres (12).

L. " “,, . .3 U b . , .
Soit 5, =m0 SRS — M nest pas borné (voir
' =t [)Ill -1 fsm =1 bm-—'.

ci-apres). nous sommes obligés de nous arréter a cette approxi-
nmation de ¢ () dans ce premier champ.

N ]
T Nmim . LT & ; — 2
g L Iy o I 2 v(w)=h) ~——a,, b, cos

0, [ o

g

)
N l)m,

avee lrnlz_, < 3. dlapres (v2). et limAy 2o, dlapres (1),

:_;‘Illslu p_l
V7R e(w) ~2——
an =

Py

3 )
T - a,, b, cos = by,

o
»” N
o I’Iu

enovertu de (1) et de (192).

Sw < .
I’m+| Mo ,)m

10 o —
1 R

Nous abandonnons I'inégalité (12) pour limiter supéricurement
¢(w). Nous adoptons (8ter) pour o > 25,,,,, soit

3—a 3% @pygn

clw) < (2 z) = (a,,,h,m‘—ﬂ —)s (2§$m+a<w<

2 w

e
5|
S~

\

»
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et (8bis) pour By Sw< 2B, 4. soil

g —a
o(w) < (2-+¢) ‘”;‘"(am by @2 bprr)-

"
Nous distinguons divers cas suivant les caractéres de 7=~ pour
. . m—+1
m infini.

UpwaOmay « o - . L1
%i infiniment petit (seul cas réalis¢ pour les courbes G,
mYm

du n* 30) :

9

3
) c(w)~ 2t
)‘"l blll ( )

-~

7

[IVAN
[[VAN

1. —_x
B = a,, bp,.

bm “+1

Observons que, sous la méme hypothése, en remplacant m
par m +1 dans (12),

T Emt —2
—— <l ’ (’((0) = h' I I),,,

bm—i—l T T Om
avec limhA}<6, lim A2 9.

l m U+ [ 2™ — Kk
am

(K positif, indépendant de m) :

83—z
)\m ‘$m< w < )\ V((o) ~ 2

a m b m
m b I".

. = s o
3 = - <0< I 3 v(w)= h,
m-+1

avec limhy=2(K 1), d’aprés (8 bis) et l_ign.h',, =2.

a mOm

De méme.

T—c = 3 —a
T Emt <0< 57— = B, v(w) = hj f D
bm-H bm+1
avec limh., =2 lim A, = 6(K +1).
o b bl S
C. "m+2 b1 lsm
: u infiniment grand avee m :
U b Smet
P
Ed 3—a
I B o < ) v(w)~2 an, b, (comme pour 4°b),
rinOm kd .

.B;'n< o < Ay :j;’uy v(w) = hl ‘ a,,, b

avec 2% Iim h;,< {

= . 83— , ai N
= . <o < 3, 2 a,,, b < "("’) <R (p—a) 22
m

-+1

avec limh', =4,
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sans possibilité de resserrer ces derniéres limites qui valent encore
pour

T — Ep+1

__.___<w<_f__

I’ m-+-1 b m—+1

[avec toutefois rmh_ =06].

, , Ml b
43. En résumé, ¢ ‘2ot
”mbm

¢(w) est déterminé par les formules précédentes (42) asvec une

tend vers zéro. quand m croit,

T — &
y
b"l
T . « ep B N . .
IL y quel que soit ¢ positif fixe (et méme pour ¢ égal a U'infiniment

) m

erreur relative infiniment petite, sauf dans un intercalle

penit g, ).

La valeur de ¢(w) est alors équivalente a
{

53— [3) ® T—c
2 a,;, b, cosb,, = pour <ol .

ko b b,

Si A2l
b
nombre est mfiniment geand avee m, la formule d’approximation
précédente ne vaut avee exactitude que dans les mtervalles

( kg . Um+r T —AmEy
- Am P a— b
b1 tmbm b,

surpasse & positif indépendant de m, ou si ce

A, ¢lant un infiniment grand aussi lent que 'on veut.
Dans I'intervalle
Ty T [

? 3 -+ ;»lll—' D
bom bm At bm

, . . . , . —a
la détermination de ¢(w) est indécise entre ah! — Am_ybm_, et

— a ., — .
a2 k" Er—-<a,n_,b,,l;.«.—7:—'—"u-)ﬁ>, [lghmh, hmh,”<3].

C, V(w) P ..
44. Considérons le rapporl o Il est infiniment voisin de 1
;
. o ™ T . .
dans les intervalles 3, =22 =, ——, si lentement croissant que
/I"l b’" )\nl b"l

. .. . . R Uy b 3 ..

SOIL Ay, avece A% inférieur a —2- el a 2ot — NS par
m ey U b m4-1
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exemple iy est le plus petit de ces deux demiers inﬁniment grands,
V( )
<<
w) I'm bm < Yo bln
Donc le rapport ( ) tend vers 1 quand o tend verszéro sur un

Cmy

le rapport — tend Vers 1, S, —=

certain ensemble d’épaissenr supéricure droite égale a 1 a
lorigine.

Mais par contre, dans Iintervalle

I A+ 1

. o
31 = B <w <L ‘u.—,,,z ambm = . 3
on a
Ay
V() - Te B I 1
e(w) ” Ambm— = Amas w amby, 4 Am42 o - a:iq-;z.
w T Am+1 (277 N] Wm A

V(iw . . 3
Donc, v(w)) est infiniment grand avec m. D'apres p), < 77", le

?‘m+|

rapporli By >y est infiniment grand. Donc, v((::)) tend

vers oo sur un certain ensemble d’épaisseur supérieure droite 1 a
I'origine.

Entin sur I’ mtcrv.lllo < w< X b %, on a sensiblement

v(w)
cos — > sm
V(w) ~
quel que soit « positif indépendant de m.
Donc les limites d’indétermination de & V( )) sont finies et supé-

rieures a o sur un ensemble d’épaisseur supérieure droite positive
et aussi voisine de 1 qu’on le veut. On aurait un fait analogue

o
avee des intervalles entourant w =f, = 2.
ambm
V(w, §)

) qui est non négatif, admet, quand ®

tend vers zéro, la limite unique zéro, sur un ensemble d’épais-
seur supérieure droite égale a 1, la limite unique © sur un
ensemble d’épaisseur supérieure droite 1, des limites d'indéter-
mination positives et finies sur un ensemble d’épaisseur supé-
rieure droite aussi voisine de 1 qu’on le veut, mais inférieure
ar.

En résumeé, log e
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¢t a fortiort .
V(w, 4, 23) < (2 +¢) W (w),

d’'aprés o << B, et la décroissance de W
Pour B <o < B>

‘ ‘ .
Viw,d,a3) =2 h({i—:x)a"”" — p Bmn W (B (1§l't_mh§'),).

(0] (D)
Pour que V(w): W(w) reste borné, il faut et il suffit que :
(A) B o < 3y, entraine Bt W(Bms) SK oW (»)

(A" indépendant de m et au moins égal a 1).

o

N , n (0‘) v »
Passons a ¢(w, ¢, «B). Nous voulons que Wia) e tende pas

vers zéro, qu'il existe une suite de valeurs de o tendant vers zéro

o(w)

et telles que Wio) surpasse un nombre positif k—l,, indépendant de o.

v(w)
P V(w)
positif fixe. Donc, si une de ces valeurs w, de o appartient a
Vintervalle B,.y4Bm, elle vérifie nB,, << w, <<Bn(1—mn), n étant
un nombre positif indépendant de m. D’ou

A fortiori, pour cette méme suite surpassc un nombre

o(Wm, §, af) ~ 2( a,,,b cos '"I‘b"' W (8m)cos "= w,,, bm < “’(li,,.)
Donc. )

A fortiori
(B) w(}jml_"l) <K

W(Bm)

pour un certain couple de valeurs de n et de £”, indépendantes
de m (o <n <1, K21).

Réciproquement on vérifie que les conditions (A) et (B) suf-
fisent pour entrainer les propriétés annoncées de V(w, ) et
¢(w, ¢). De la la solution suivante :

Puisque o W (») tend vers zéro avec w, il existe un ensemble
de nombres u admettant zéro pour point limite et jouissant de
cette propriété que l'inégalité u < w entraine u W (u)SoW(w).

Nous choisissons les %ﬁ parmi les u. On a alors, faisant en parti-

LX. 7
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l' —— Ry e glll

culier w = f,, aveec ¥ = 5!
%\V (‘j,_:'f)gw(@m)é‘v(p,—;m)'

Donc (B) est satisfaite avec n = i, A" =a.

[Y’autre part, si © > B,

o W(w)> 3;—" w (—;ﬁ) > fji‘ W (Bm).

Donc la condition (A) est satisfaite avec &' =2. On en conclut

immeédiatement
V(w, ¢, 23) < i W(w)

a partir d’un certain .
D’autre part,

3 ; . = ;
‘,('__”_',4;,1.$>~W(.$,,,)cos-/—z l,-W( )
B P 2y2

.3n . | Q- :jm)
v( )’) ¢, 1'5) >?‘\\ (_;_

/

w|§

Donc,

a partir d'une certaine valeur de m.
La proposition est donc établie.

46. Appliquons cette solution 4 un excmple.
Soient

2(n +1).)!’

et W (w) ainsi détini :

xX
n!,

Yn=2

X, =

W(w) =y, pour PRSI R R

Bicn que nous n’ayons pas fait ci-dessus ’hypothése de la conti-
nuité de W(w), on pourrait ajouter cette propriété au présent
exemple, sans changement appréciable (\ians les résultats, en modi-
" fiant W () sur 'intervalle «, 1——~"fl » en faisant par exemple

varier lindairement W (w) sur le segment de mémes extrémités.
On a
3—a
R+n(n+2)’

.

B—a

xn\v(-'tn):xnynz

2y W(xp—0)=2ZpYns1= g
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1
3= , =
Clomy) T e =) L pour ¢ = ——.
o (mney!
) 1 1+0)
log, —
. . , L. L1 >*w
La fonction W () donnée est éguivalente 5 ; y avec
log—
O]

0 <70<00 g = dans W (). et 9 = o dans \\"(.::,,— o).

A7. Nous avons ealeulé les varviations V (@) et ¢(w) relatives a
des fonctions () analogues a celles qui définissent les courbes C.
de notre ¢tade sur les fonetions analytigues. Ces courbes C doivent
présenter, au voisinage de chaque point. des fluctnations dont
Cinnplitade surpasse un mimimum: donné. Aussi Palluee de ces
onchions 4 () tout e long de Paxe véel est-elle assez constanie. el
cest pourquoi leurs variations extrémes V(o) et ¢(») ont des
ordres dintinitude comparables entre cux dans des zones dtendues
décrites par Finfiniment petit o.

Miis si Fon considére des fonctions continnes F () quelcongues.
I 'y aancune velation néeessaire entee les ordres des variations
extrémes \ (w) et e(m) de Fr). Nous allons former des fonctions
continues F(r). dont il seeait aisé de montrer qu’elles admetten
une dérivée finie saul sur un ensemble de mesure nulle, et powr
lesquelles N (w) surpasse une fonction donnée quelconque. si
rapidement croissante soit-elle. de v (»).

Soit fla) = f(r 1) (‘, <A< %) une fonction de o continue.
périodique de période r. vérifiant la condition J(r)y=f(1—.x),

et amst détinie entre o et e

Jtovo finzzoo frey=0 pour 2i S Sr—nad,

Suny = —1, Ti—2) =1

f(x) linéaire sur chacun des quatee segments (0. ). (X 21).
(1-=a2ko =2 (v =h ) (fig. D).

.. , . ~ . .. .
Si la série 2‘41,, a termes positifs est convergente. la fonction

1
défnie sur le segment (o, 1) par

F oo :}:a,,f(/;,,.):, o) =2u,,(.t)

1 1
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est continue. Pour simplificr, nous supposerons -, enlier impair.

Nous ferons les hypothéses suivantes, qui nous permettront
d’évaluer commodément des limites pour les nombres V(F, , 0, 1)
et ¢(F, w, 0, 1),

Ay > ayyy, anbn < @us1 bus (d’ol b, < byt); A> Aot

lim -2 — i Qo Poen b iy M
ne Qi a, b, b, At
Fig. 5.
y=f(x,\)
D R

1+22  2-2A

Nous concluons de ces conditions que si 'on pose

m—1

Ed : )
E Q)= € ( ~ At )> E a,b,= 5'mam bm( ~ Qmpm—1 bm—l ),

m—1 i

2 An= Ezn)\m(’\' Xt )7

m-+1

les trois nombres en, €, ¢, tendent vers zéro quand m croit.
Observons que, la variation totale de f(x, ) sur (o, 1) étant 4, la
variation totale de a, f((b.x, Xp) est 4a, b,.

48. Cecla posé, calculons une limite inférieure de V(w, F).

2 —2)\ . e
Pour w=— , prenons les points de subdivision a,,
m
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48 bis. Evaluons maintenant une limite supérieure de ¢ (w).
. by . . . . R
Supposons que —— soit un entier (impair, dés n21). Alors tous
n -
les points 7}’— sont parmi les I
m

» si ¢ el ¢ sont entiers.
I’lr:+p

Donc u,,.+,,(-1) = o quel que soit p > o.

h h =+ 2k,
Désignons par i, I'un quelconque des intervalles ( 5! ——h”——)

ou (" = lb_ "")‘"’, l';— l) (h=o0,...,b,—1),surlesquels u,(xr) 7 o.

~ [/ q +1 . .
Sur le segment (bL -I—b—--) les intervalles imy,, pour une valeur
m n

4

donnée de p 21 ont une longueur totale égale a —é"ﬂo Donc, pour
- m

Pensemble des valeurs de p au moins égales ar,la longueur totale

couverte par les ¢ entre -= et L vaut au plus £min §mAm . Par
P m+r b m I' m p b m
2+ 8 Em )\

suile, si = ms Nous pouvons trouver une chaine de

m
points &, contenant tous les T;q,—,', et telle que : 1° ) est étranger a
2+ 8 e,,, .

b"l
Si @,=o,«,,...,a,=1 sont les points subdivisionnaires, on a

tous les intervalles £, p(p20); 2° o) — o), <

u (2y) =0 pour n2m.
Donc,
k=p' n=n—i
D IFE) =P )< ) VT[a(), 0, 1) = (§ + tmot) @mt b
k=1 n=1
d’ou

o ('f_*ﬂ x,,.) < (4= Emey) Emt Omer

m

o - . . b .
Définissons maintenant le choix des 2, par },,= -3—6-'1—, ce qui
m+1

entraine la condition

lim —— = o.
PV
On a X
2+ 8¢, I
b Am < - )

dés que s' << . On pourait supposer ceci vérifié quel que soit m.
ques, <3 P pPpP quel q
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<o< -

Donc a fortiori. pour
b”l'!"lv - m

"(Ff ®,0, 1)< (§-~ Em—1 Y@ m— by

49. Cela posé, soit ®(u) une fonction de I'infiniment grand u
aussi rapidement croissante que 'on voudra. Je dis que I'on peut
choisir les coefficients «,, b, caractérisant la fonction F(x)

de facon que
V(F,0)> ®[¢(F, w)),

quel que soit » < wy <1, 0, élant assez pelit.

P (u . ey s .
Nous supposerons T—) croissant indéfiniment. D’aprés

\‘(w‘) > (l —Tuu)ambm
‘b[t‘( w )] ‘b[(4 -+ 5’m-|)am—1 bm—-l]’

posons l'inégalité
a.b, _Z;l‘b( San—1by-y).
Elle entraine
. a, b,
lim

= 0.
nxe @n—y by_y

Nous joignons a celte inégalité les conditions

bn bn—l —
=%

L im

lim
a, b,’,l-|

bh . . . b . . . .
- enlier impair, — entier impair croissant.
2 b,_,

1
Nous prendrons par exemple @, = — et by=2. Pour n>2,

. . . . . . 2
b, sera le plus petit multiple impair de b,,._,, supérieur a nz”"
n-2

. bh,_ ’
ceta zn!‘b[a——)“——'——-J-

(n—1)!
Les b, étant ainsi choisis, la fonction

S b
F(r) =Z ;ﬁf(bul', m)

n=1

vérifiera, dés que w surpassera un certain nombre posiuf w,, la
condition
V(F,w,0,1) > ®[¢(F, w, 0, 1)].
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Ce sont la des propriélés communes a toutes les fonctions ¢ ()
satisfaisant aux conditions (Ia). (1), (1¢).

45. Soit donnée une fonction W (w), décroissante (non crois-
sante) en w, infiniment grande pour o infiniment petit, et telle
que w W(w) tend vers zéro avec w.

Est-il possible de construire une fonction

Y(x) =Ea,,cosb,,.r
1
vérifiant (la. b, ¢), V(w, ¢, af) << AW (w) quel que soit v,
et v(w, g, aB) > h'"W () pour une suite de w tendant vers zéro,
h et &' étant deux nombres positifs indépendants de o ?
" Nous allons montrer qu'il en est ainsi, quel que soit W ()
verifiant les conditions posées.

B, ¢lant une suite a caractériser ultérieurement, mais en tout

cas positive et décroissant quand m croit, nous poserons

_ .
© P

3—a
/)7,‘ = m-. 2 a, bm= \V(ﬁm)-
ou
PR Bm W3
D = T" Ay = - cp— ( "l)
v (l )
Les conditions
. a . a b
lim —% =, ]IID—-L"—_.——IT”LL =
. a’ll+| a"l n
équivalent a
“m J/u+l \V( jm-o—l ) ) . \V(ﬁm-H) .

=9 m T.
max 3 W (Hm) = me W(Bm)

Comme limW (@) = o, l|m oW (w)=o0, dans toute suite B3,

W =0

tendant vers zéro, on pourra raréfier suffisamment les termes pour
que, dans la suite 3, véduite, ces deux conditions soient vérifiées.
Movennant cela. V(w, ¢, «f) est donné parles formules trouvées
plus haut. Posons
8, = am-o-l - Bm+1 “r,( Bm+1) .
a,,,b,,, W(3n)
Pour 8, < o < B,

V(ow, 4, 23) = ').h'B:aambm =hW(Bn), 1$lim A<
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Pour J:,,__<: W< Ly
[0 3— o

oW(@)=0y=— oS masy

® W (w) croit surle champ z,{w << .x,_,, y est minimum pour

w = z,, et tend vers zéro avec w.
Siz,Su <<y, Pinégalité o W (w)2>2uW (u) sera une consé-
quence de @ > u, si clle est vérifiée pour w = x,_,, ce qui donne
S—2 w 3—a

2
& - > __r_= Sulz,l1+ =)
n(n+1)%z, (n+1)(n+2) ou Faxliz "( n)

[Avec la modification rendant continue W (w), 'ensemble des u
est en tout cas contenu sur les segments .L'( I— 3), .L( 1+ i)
et Pobservation que voici subsiste. |

Le rapport W (u1—mn): W(u) (avec 0 < < 1) est infiniment .
grand quand u tend vers zéro, quel que soit n indépendant de u.

Si ©* est choisi ¢gal & un @, on a
W Bn)=WEez) =yn  bn= — =(n+2)!,
2Zp

_ ZaYa B

= B —a= (D (n+2)

n dépendant de m, nous le notons n,. 1l croit avec m.

b . ..
Umesom+t _ Yimir pond évidemment vers co. La condition

‘tm bm Y nipg

. a

lim—2- =
Amq

équivauat a

..n '

lim =2+ = o,
Rm

On prendra par exemple n = m™ — 2. D’ou
I
mem

b= (mm)!, Am =

La série

$(x) =2 #cos(mm)!x

m=1

est telle que, a partir de certaines valeurs de n et de m,

g—a | T < i
Vo $)<8=—=n!l  pour o =< stasn!
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%y« ..y &p, définis par

« ___/l"'*‘)\m . __4""!"‘2‘—1711
2= ) 2y =
bm bm

b
avec ap <1< a,y. Donc p= -2

¢(2) étant une fonction définic sur (o, 1) posons
k=p

5(3) -_-2 | 3(ag) — 3 (2x—1) |-

k=1

Nous voulons évaluer ¢(F). Nous écrivons

n=m—}\

3(F)>o(um)— 3, a(un)— X, o(usn.
n=1 n+1

Or,

i (21) — U (2k—1) = 2(—1D)k—Lap.
Deonc,
5‘(14,,,) =2pa, = A, b,

Pour n<m —1, ona
5(u,)SNT(up, 0,1) =4a,b,.
D’ou
n=m-—1\

z s(un) < 4em@mbm.

n=i\
Pour n > m. nous avons

| un(-'xk) —_ un(zk—i) | § 2ay,.
D’ou

o(un) < 2pa, = a, b et z s(un) < emam by

A m+1
Finalement

v (p, ‘_—_L) > A bm (1— tm— 4ln).

I) m

.. 2 — 2\
A fortiori, pour o < ——=
m

V(F, ) admet cette méme limitation inférieure. Nous sommes
donc en droit d’écrire :

» et d’autant plus pour »< 1—)1-,
T m

pour

1 .
ol —) V(F, (o)>(l—'q,,,)a,,,b,,,(hmn,,,:0).
n oo

bm +1 =bm
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50. Etant donnée une courbe simple de Jordan T, d’origine A,
d’extrémité B (si B coincide avec A, on suppose donné un sens
sur I'), & toute représentation paramétrique x = f(t), y = g(t),
[2<t<B] correspond relativement a ¢, une longueur supé-
rieure L(w) etune longueur inférieure l(w) de T a Uéchelle w.

Soit M; correspondant a ¢t = «;. L(w) est le maximum de la
longueur de la ligne brisée M\M,. .. M,, si

Xy — X2 (i=1,2,...,n—1; 2%, 2,$3).

{(w) sera le minimum de M\ M,,... M, si

0o <ay —ziw, aga Lot o, p—wz, <3
On a
L(w)2(w).

On aura deux fonctions L(w), {(») particuliéres remarquables
en se placant dans le cas d’unc représentation conforme de I'un
des deux voisinages de I' sur un voisinage du segment («, ) par-
couru par ¢. 1l serait curieux d’examiner si, dans ce cas, les ordres
de grandeur de L(w) et de [(w) sont totalement indépendants,
comme ils le sont manifestement avec une représentation para-
métrique quelconque.

Une définition intrinséque de ces longueurs extrémes a
P'échelle o' serait encore la suivante : M; correspondant toujours
at=a et a; situé sur «f croissant avec ¢, la longueur supé-
rieure intrinséque A(w') de T' « a Uéchelle w'» sera le maxi-
mum de la longueur de M M,...M;, si chaque distance (recti-
ligne) MyM, 4 vaut au moins o'(1<A <k —1). Lalongueur infé-
rieure intrinséque A(w') de T a l’échelle w' sera le minimum
de M\ M,...M, si les distances M, M, ,, AM’, M; B valent au
plus . On a toujours A(w') 2 ().




