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SUR LA CONTINUITÉ DES FONCTIONS ANALYTIQUES SINGULIÈRES;

PAR M. ARNAUD DENJOY.

Le présent travail a pour objet l'étude dans le plan complexe de
diverses classes d^arcs de Jordan simples -y tels qu7 une fonction
F(^) continue en tout point d^une région (1) R contenant y puisse
être holomorphe hors de y sans Fêtre sur aucun arc de y.

Nous ne déterminons pas la totalité de ces classes. En effet, les
fonctions F(^) que nous considérons s'expriment par des inté-

fj
grales f • • S le nombre complexe Ç étant fonction du nombre

réel Ç et parcourant y quand ^ décrit a(â. Or, dans tous les cas que
Q .

nous étudierons, l'intégrale f i 7 ' 1 " ost b01*11^6 indépendam-•/gi ! î ^
ment de J. Aussi, a priori^ semble-t-il peu vraisemblable que
toutes les courbes y jouissant de la propriété initialement énoncée,
se prêtent à des méthodes analogues aux nôtres. Il subsistera, rela-
tivement ii certaines de ces courbes, une incertitude pareille à celle
qui concerne Inexistence de fonctions h dérivée bornée au voisinage
d\in ensemble singulier d'aire positive, ou Inexistence de fonctions
bornées au voisinage d\m ensemble singulier de longueur positive
finie du type E (ci-après n°8).

1. La question étudiée est en rapport étroit avec celle de la
détermination de F (s) par ses valeurs sur F arc singulier y .

Soit Ç un point variable de y et soit <p(Ç) la fonction uniquement
djéfinie sur y et y coïncidant avec F(^).

M. Carleman a montré que si <p(Ç) est holomorphe en tout point
de y, c'est-à-dire coïncide fivec la somme d'une série de Taylor
en z—Ç, sur la totalité d'un arc Ç'Ç" (de y) contenant Ç, et cela

(l) Une région R est un ensemble de points dont chacun est intérieur à R et
dont deux quelconques peuvent être joints par une ligne brisée dont tous les
points sont dans R.
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quel que soit le point Ç considère sur y, en ce cas F(;?) est liolo-
morphe dans la t o t a l i t é de H. Elle y coïncide par conséquent
avec le prolongement ana ly t ique de 9(0. Ceci est exact — 1*1
tonte l 'importance du résul ta t de M. Carleman réside en ce point
- quel que soit l'arc y, rect i t iahie on non (').

M. Carleman a en ( ' f iel é tabl i que si une fonction F|(-;) est con-
h u u e d a u s l 'ensemble^ réunissant 1 in tér ieur d'un contour Ci et
ce contour lui-même, si F, ( ; ) est en ou t r e liolomorplie a l ' intérieur
de 2. et nul sur tout un arc de C i , il en résulte que F|(^) est Iden-
t i q u e a o dans ^L.

Ce r é su l t a t a été ensui te démontré très simplement par MM. Lusin
e( P r i \ \ a loH dans un Mémoire qu i est fondamental dans cet ordre
d'idées, et auque l nous renverrons fréquemment le lecteur (-').

2. Considérons donc le cas général où o(Ç) n'est pas supposé
l io lomorphe .sur y. et n'est soumis a d 'aut re condition que la conti-
n i i i l é . Viors les ftroprieles métriques de Fnrc y intrr\'irnnent.

Si y est reet i f iable , M. Painlevé a montré que F est holomorphe
sur y.

Fn v e r t u de ceci, il suff i t qu 'un arc quelconque y\ de y soit rec-
t i l i ah ie pour que F soit une fonction analytique possédant l 'unité
de \\ eierstrass (liaison de deux éléments quelconques par prolon-
gement analytique) dans le domaine R —• y 4- y i , formé de R d'où
ont été supprimés les points de y étrangers y i .

( n cas se ra t tachant a celui-ci, et dont je dois la suggestion a
\\. Lusin, est celui où tou t enseml)le parfa i t P ( continu ou discon-
t i n u ) situe sur y contient une portioji (:l) rectifiable.

( ï ) CARI.EMAN. Les fonc fions quasi analytiques { Collection Borel^ Gauthier-
Villars. éditeur, p. 3-.»). Ces profonds résultats avaient pour suite naturelle la
que-ttion posée en tête de ce Mémoire.

(°) M. Li SIN et J. PRIWALOFF, Sur l'unicité et la multiplicité des fonctions
analytiques (Ann. de l'École Normale, 3" série, t. XLII, p. 143-192).

(:<) Une portion de P se définit aintfi : v étant parcouru par le point

î;^= ; (Q-4 - /T . ( / )

quand t parcourt le segment 0 ,1 , P correspond à un ensemble parfait/? de valeurs
de /. Une portion de P sera l'homologue d'une portion de p. Une portion de p
est un ensemble parfait p' coïncidant avec p sur l'intervalle joignant les points
extrêmes de p''.
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En particulier tout arc de y en contient un autre rectifiable.
Donc sur ce dernier arc, F(^) est holomorphe. Par conséquent,
si F(^) n'était pas holomorphe en tout point de y, les points de R
où F n'est pas holomorphe formeraient un certain ensemble fermé
(en y comprenant éventuellement les points extrêmes de y) E situé
sur y et non dense sur y.

E ne pourrait pas avoir de point isolé intérieur à R, puisque F
est continu. Donc E serait parfait. Mais alors E contiendrait une
portion rectifiable e. Soit Ç un point de e non extrême sur C. Dans
un cercle c de centre Ç et de rayon petit, E n'aurait d'autres points
que ceux de e. Donc dans c, F serait une fonction uniforme dont
l'ensemble de singularités est de longueur finie. Cette fonction ne
peut pas être continue dans c sîins y être holomorphe (Painlevé).

Donc Ç n'existe pas. E n'a pas de point intérieur à R. F est
holomorphe dans R.

3. Supposons maintenant que y contienne au moins un ensemble
parfait dont aucune portion n'est rectifiable. Alors, il suffit de se
reporter aux résultats de M. Pompeiu et à ceux que j'ai publiés
sur ce sujet, et d'autre part de se rappeler que par tout ensemble
parfait discontinu on peut faire passer un arc y de courbe simple
de Jordan, pour voir immédiatement que F n'est plus nécessaire-
ment holomorphe dans la totalité de R.

Mais, si y contient un arc rectifiable, F est holomorphe sur cet
arc. F a dans R l'unité analytique de Weicrstrass. Il est intéressant
de voir comment F peut n^étre holomorphe en aucun point dey.

Nous distinguons un premier cas très simple, où tout arc de y
a une aire positive, puis celui où y, ayant une longueur infinie
en chacun de ses arcs, a cependant une aire nulle.

C'est aux arcs de cette dernière nature qu'est consacré essentiel-
lement ce travail.

Dans une première Partie j'étudie le cas ou y est construit à
partir d'ensembles parfaits obtenus par subdivision régulière indé-
finie d'un carré. Cette étude bien qu'inédite n'est pas nouvelle.
Elle développe des résultats que j'ai plusieurs fois énoncés
depuis 1908 (').

(') Voir mes Notes Sur les singularités discontinues des fonctions analyti-
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4. M. Lusin a posé la question suivante : Est-il possible que F
ne soit holomorphe en aucun point de -y, dans le cas où y n'est
rencontré qu'en un point par une parallèle à une direction fixe,
par exemple dans le cas ou y est le lieu du point x ~\- 4(cr), pour
a^x^b, ̂ ( x ) étant une fonction continue de x " î

La seconde partie de cet article est consacrée à l'étude de ce cas
qui peut effectivement être réalisé.

Mais n'y a-t-il pas lieu pour un arc y dont aucun arc partiel
n'est reclinable, d'envisager un ordre d'infinitudepoursa longueur?
Cet ordre étant supposé défini, intervient-il ou non pour classer
les arcs y en deux catégories suivant qu'une fonction F(^) conti-
nue sur y et holomorphe hors de y peut ou non n'être holomorphe
on aucun point de y?

Je propose pour les courbes y = ̂ {x) une définition de l'ordre
( i ' i n f i n U l i d o de leur lon^i iour ou plutôt une définition de l'ordre
d'iiirniitudc (le la v a r i a t i o n totale VÏ(^, a, b) de la fonction
continue 4/(.r) sur nn in te rva l le ab. Je considère, à l'échelle œ,
mesur î in i Fordiv d'espacement des points subdivisionnaires utilisés
dans la déf in ihon du nombre VT(^, a. b) quand ce nombre es!
f i n i , je considère une variation totale .supérieure V(c»)) et une

variation totale inférieure ^((.)), l'une et l 'autre infinies avec ï - '(•)
J 'ovoluo (hms les cas rencontrés ces nombres V(ûJ ) et r(c»J) avec
assez de précision pour pouvoir exactement comparer leurs ordres
quand G) tend vers zéro.

J 'é tudie de ce point de vue les courbes y, soit ^•-(-^(^•) sur
lesquelles j 'a i démontré la continuité de la fonction

^?<„,/•
•^a\ S4-/ 'HS)-^

Je constate que, pour ces courbes, la croissance de V (ûi)) ne peut
pas descendre au-dessous d'un certain ordre minimum.

Je laisse ouverte la question de rechercher si la continuité sans
holomorphie d'une fonction V ( z ) est possible sur tout arc y dont
chaque arc partiel est non roctifiable, ou si elle est réservée

qiies uniformes (Comptes rendus de l'Académie des Sciences de Paris, l. 149,
26 juillet, 9 août 1909; t. 150, 3 janvier 1910).
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[comme pour les fonctions particulières F(z) que j'examine] à des
arcs y de longueur « assez fortement » infinie.

PREMIÈRE PARTIE.
COURBES SINGULIÈRES QUELCONQUES.

5. Le résultat de M. Carleman me paraît appeler quelques
observations.

Soit R une région du plan complexe. Dans R, soit T un ensemble
fermé (à l'intérieur de R). Soit G = R — T l'ensemble ouvert
formé des points de R étrangers à F. Supposons que T vérifie les
hypothèses suivantes : i ° T est la réunion d'un nombre fini ou d'une
infinité dénombrable d'arcs simples y^ de Jordan (il en résulte
que F est non dense dans R); 2° tout arc de Jordan y appartenant
à F en contient un autre y< ainsi conditionné : y\ rencontre en deux
points m et n et en ces points seulement un contour fermé (dépen-
dant de y<) simple de Jordan g , les autres points de y\ sont tous
intérieurs à g^ et T n'a ni sur g ni à l'intérieur de g d'autres
points que ceux de y\. Il en résulte que y\ divise l'intérieur de g
en deux régions r et /"' appartenant toutes deux à G.

Dans ces conditions, il est aisé de voir qu'une fonction F(^)
continue dans R et holomorphe dans G est déterminée dans toutR
par la connaissance de cette fonction sur un arc a (de Jordan), si
petit soit-il, intérieur à R.

En effet, soit <p(^) une seconde fonction vérifiant les mêmes
conditions que F. Nous voulons montrer que ^(z) == 9 (-s) — F(^)
est nul en tout point de R.

Montrons d'abord qu'il existe une région Ri contenue dans G
et, telle qu'en tout point de R|, on a ^ == o. En effet, si a a un
point Ç dans G, ^ est holomorphe au point Ç et nul sur tout un
arc passant par Ç. Donc ^ == o dans la région de G contenant Ç.

Supposons donc o- en totalité sur F. o-contient un arc y< séparant,
comme il est dit plus haut, deux régions r, r' de G. ^ étant nul
sur y i , le théorème de M. Carleman s'applique. ^ est nul dans r
et dans r'. R( existe donc, contenant au moins r et r'. En outre la
frontière de R( ne renferme pas la totalité de <r.
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Je dis maintenant que ^ est nul dans la total i té de R. Si R< ne
coïncide pas avec R, R, a une partie F, de sa frontière à l'intérieur
de R. Sur F i , ^ == o puisque ^ est continu dans R. F, n'ayant
aucun polnl dans G est entièrement situé sur F. Donc, d'après le
raisonnement fait à l'instant sur o-, ri ne contient aucun arc de
Jordîiu.

Mais si R( n'est pas identique à R, il v a des points de R
( > i i ^ ( ; ) ^ o . Ces derniers points forment donc des régions. A
fortim'i le complémenlai re de R, + Fi dans R, soit G|, contient
des régions. Soil R^ l 'une d'elles. Tout poiul frontière de R7, est
eu même temps frontière de R|. Donc, si F', est lîi frontière de R'
( in t é r i eu re a R), par lou t |)oinl de F', il passe un continu canlorien
.sihié dans F,. OrF=.Sy^, ch.ique y^) ètaul un arc de Jordan.
Si donc. F',. y,,,) = y\n) est l'ensemble comniun a y;,,; et à T'^ on
« i F, -— ^'/ , / i . y, ,) esl ferme (;» l ' iulérieur del^). 11 n'es! pas possible
( lue ( o i i s les y,^ soieul non denses sur V\. 11 existe donc au moins
nu // Ici que ' /„) el F, coïncident dans un cercle avani pour centre
nu de leurs points communs. Puisque par ce poini passe un continu
s i l i i o d î ius F , , doue dîius y,,,) et enfin dans y,, ,) , ce continu est un
; i r < ' de y „ . Or uu (cl < i r c de Jordan sur lequel ^ == o ne i)eut pas
('•Ire eu l o l u l i l è sur la frontière de R|. D'où la contradiction
«miioncee. 1{| esl identique a R.

Ains i , dans l 'hypothèse admise, les v.ileurs de ^ ( ^ ) aux divers
po iu l s de R prèsenleiil une sorte de solidarité analytique plus
^èiièni le ( l ue celle que réalise le prolongement nnalvl ique de
N V e i e r s i r î i s s , m;ns n l ) o u l i s s a u t cependant à la parfaite détermina-
liou de l<i fonction dans loute la région ï\ par sa connaissance sur
un é lément d'arc in té r i eur à R.

M.ns il résul le des recherches de MM. Lusin et Priwaloti (foc.
c i t . ) qu 'nn arc de Jordan y sur lequel/( ^) est continu peut appar-
tenir à la fois à la frontière de deux régions /• et r ' ou /' est holo-
morphe, être accessible en chacun de ses points à partir de r et
de /•'. sans que les valeurs de / de part et d'autre de y soient
solidaires. En ce cas, tout point de y est limite d'éléments étran-
gers à y el fronlières de l'une au moins des deux régions r et r'.

Nous donnerons un exemple de ce cas, avec un ensemble sin-
gulier F somme d'une inf ini té dénombrable d'arcs de Jordan. Nous
montrerons encore un cas de non-détermination, F étant constitué
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par une famille de courbes analogues à des cercles concentriques
admettant un cercle limite sur lequel f= o.

6. On connaît, depuis un exemple de M. Osgood, des courbes y
dont chaque arc possède une aire positive. Soient S l'aire de Parc
de y d'extrémités a et Ç, et a Faire totale de y . Ç est une fonclion
bien déterminée et continue du paramétre réel S variant de o à oc.
L'intégrale -f^—'
est une fonction holomorphe en tout point z étranger à y. Soient K
un carré contenant y et de côté /, Ç un point parcourant R, r et r
la distance de deux points z et z ' à Ç. D'après la théorie du poten-
tiel l'intégrale F ( z ) a un sens même si z est sur y et l'on a

D'autre part,

|F(.)|</^.
^K '

iF(^-F(.)i<ri^ dS.

Soit z — z ' | == 20. Nous augmentons l'intégrale du second
membre en l'étendant au cercle K' de centre o et de rayon 1^2
avec z == a, z ' •===. — a. La borne obtenue ainsi est 2 a&) avec

=r'^ r—^L
JQ «/O V M * — — 2 M C <

co === f du
^0 ^o ^u* — iu cos 9-4-1

Soit h la valeur de co pour 1= a. On a a fortiori

2^1

' û ^ -^ , ,-,^L . 8^( o < A - h 4 ^ / -" = À-h47clog i-h -———— ,
•-/i " L 1 z — ^ 1 J

quels que soient z et ^'. F (-s) est uniformément continue dans
tout le plan, sur y comme hors de y.

7. Abordons maintenant le cas où tout au moins certains arcs
de y ont une aire nulle. Des raisonnements depuis longtemps
classiques nous permettront d'étudier ce cas.

LX. 3
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F(>3) étant continue dans R qui contient y, soit Ç un point dey.
Soit K un carré de centre Ç contenu lui aussi dans R. F(<s) est
conlinu dans la lotalité de K, y compris son contour et est holo-
morphe dans l'ensemble ouvert K — y = H.

Soit z un point de H. Nous décomposons K. enp2 carrés k égaux.
Soit S leur côté. Nous supposons S inférieur à là demi-distance
de z a y. Distinguons les carrés k en deux sortes, les k^ dont
rintérieur est dans H et les Â.j qui renferment à leur intérieur au
moins un point de y. z est en général intérieur à un et à un seul
carré Â'|, mais z peut aussi appartenir à deux ou à quatre A'i. En
ce cas, nous groupons en un rectangle ou en un carré unique les
deux ou quatre carrés À'< contenant 2. Cela posé, nous efiectuons
la somme

V__ f^du
Â^ It-K J. U — Z

étendue à tous les À', deux ou quatre d^entre eux pouvant être
groupes comme nous venons de le dire.

Celte somme vaut
r_ rfj^n^
IK J. U—— Zï l K J^ U

D'autre part, Finlégrale étendue à Fun des A', est nulle si z est
exic rieur à A, elle vaut F(^) pour l'unique carré k^ ou groupe de
cnrn'îs Â'| contenaut z-. Donc

F^^oo-y-'-/^"^".
v / ' / ^11T:J^ U-—Z

Soit n le nombre des carrés A^ et soit co(â) le maximum
de F ( ^ ) — F ( ^ ) ! si \z— ^ |^ô, z et z ' étant dans K. On voit
immédiatement que si F(^) n^est pas holomorphe dans K, nSw(8)
ne doit pas tendre vers zéro.

Quand y a une aire positive a, le produit n^2 tend vers a quand ô
tend ^ers zéro. A priori^ il n'est pas impossible que F(^) sans
être holomorphe sur y vérifie dans K la condition classique de
Lipschitz c»)(ô) << h8 (A indépendant de ô).

Mais si F(^) est singulier sur la partie de y intérieure à K et si
F( z ' } — F f ^ )

l'aire de cette partie de y est nulle, alors le rapport —" ,_ ^—r
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ne peut pas être borné dans K. On voit même que '?r- doit être

infiniment grand avec ^•
Mais puisque (x>(ô) tend vers zéro avec à, nS doit être infiniment

grand avec g? si F n^est pas holomorphe sur y. Donc, lalangWW
de tout arc de y doit être infinie.

8. Envisageons ce cas. La question suivante se pose donc à
nous : y ayant une aire nulle, mais une longueur infinie, F(^)
holomorphe hors de y peut-elle être continue sur y sans être
holomorphe sur y? Formons un exemple de ce cas.

Soit Co le carré défini par son côté z == o, z == i parcouru dans
le sens positif relativement à Co. De Co retenons quatre carrés
égaux Ci, de côtés

en excluant de Co deux bandes parallèles aux axes et de largeur
commune ô(o < Q < i). Soit Ei la réunion des quatre carrés C,.

Avec le même facteur de proportionnalité 9 entre la largeur des
bandes et le côté des carrés à évider, nous excluons de chaque
carré Ci des bandes parallèles aux axes. Nous obtenons 16 car-
rés €2; et ainsi indéfiniment. A la n1^9 opération, nous avons
réservé 4" carrés Cn égaux, de côté

= (•-•)••5n=5?=

Désignons par En la réunion de ces 4" carrés Cn- E,, contient E,i^.
Soit E Pensemble parfait cotnmun aux E^. Le périmètre total

de E,i est (2 — 20y1. Nous dirons que E a une longueur infinie,
finie ou nulle, selon que â < < - î 0 = = ^ » Q ^ > i .

2 2 2

Cela posé 7 formons la valeur moyenne de ——— quand Ç par-
court E,,. Dans chacun des C,i prenons un point Ç^ et considérons

^C-r-^).

Je dis que, si z est extérieur à E. cette moyenne tend, quand n
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croît, vers une limite U(<3), indépendante du choix des Ç^ etholo-
morphe hors de E.

Si z est étranger à E, z n'appartient pas à E,, pour toute valeur
de 7i. Soit n^ == n^(z) 1e pl^ p^tit entier tel que z est extérieur
À E^i. Soit d la distance de ^ à E^_(_^ Pour n >> ^o? on
a [ îa — ^ > û?- Donc, [ Vn(z) 1 < i/rf.

Par suite l'ensemble des nombres Ure(^) a au inoins une valeur
limite quand n croît, z reste invariable. Pour montrer que cette
limite est indépendante du choix des Ç,,, il suffit de constater
que \V,i^p(z)—Vn(^) | tend vers zéro quand n croît, quel que
soit le choix des Ç,i et des Çn-^.

En effet, de même que chaque carré Cn donne naissance à
\P carrés Cn+p contenus dans celui-là, pareillement, chaque terme

_1- —î— Je Vn(z) est remplacé dans U,,_^ par 4^ termes tels que

Or
4^ ̂ p — z.

I___ 1 .. | ̂ n-^-p—— ^n \
————- <, —————-„————»

tn—Z Ç,^-sl^ ^

et comme Çro ^t ^n^-p sont dans le même carré Cn, le numérateur

est inférieur à y/2^. Cette difïérence reçoit le coefficient ——^ et
(^lle est répétée 4/i+/? î01^' Finalement

/—1\
\\]^(z)-\:^(z)\<^^.

Par suite, quel que soit le choix des ^ dans les 671, Vn(z) tend
vers une limite U(^), pourvu que z soit étranger à E. On voit en
même temps que U,,(^) converge uniformément vers sa limite
dans tout domaine fermé sans point commun avec E. Donc
U^) est holomorphe hors de E. Enfin le produit V(z) tend vers
— i pour z infini, en sorte que U(^) n'est pas identique à zéro.

9. Montrons maintenant que si 0 < ^ » U(^) reste continu
sur E.

Considérant les quatre carrés Cn déduits d'un même carré Cn-t,
désignons par C\ les carrés respectivement concentriques et homo-
thétiques aux Gn envisagés, mais admettant chacun pour l'un de
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ses sommets le centre du carre générateur commun Cn_i. Les G',,

ont leur côté égal à Qn——a' Un point extérieur à un C'̂  est à une

distance du C/< concentrique, supérieure à

I (\ I - T - 0 , ^ , 0

.^^T^-o-^^^r^'
Les 471 carrés C^, pour une même valeur de n. sont deux à deux

dépourvus de points intérieurs communs. Un point z est donc
intérieur à un carré C,, au plus. Nous désignerons celui-ci par C^(^).
quand il existe, et par Cn(z) le carré C,, concentrique à C^(^). Si
z ^appartient pas à E, C^(^) ne peut pas exister quel que soit /(.
Soit 7?i tel que C^(^) existe, mais non pas C^^(z). On a

m= ni(z)^no(z).

Si z est dans E, nous dirons que

n^ (z) == rto(z) = 30.

Cela étant, quel que soit z appartenant à E ou étranger à E,
posons

,, / . i V' i
V-^-^S4'1^ ^n—Z

la somme ^ étant étendue, pour n donné, aux 4" carrés C^,
exception faite éventuellement du carré Cn(z) quand celui-ci
existe.

Si z est étranger à E, on a

et alors
V,,(z) = U,,(s) pour 7i^ ni 4-1

H m V ^ ( ^ ) = U ( z ) .

Nous allons montrer que, quel que soit ^, V^(^) tend vers une
limite que nous désignerons dans tous les cas par-U(^). Nous
montrerons ensuite la continuité de cette fonction V(z) définie
dans tout le plan complexe.

Établissons d'abord que | Vn(^) | est borné indépendamment de z
et de 71.

En effet, z étant donné, plaçons dans chaque carré Cn concou-
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rant à 1' le point Çn en la position ^ la plus proche de z, et soit

/ I V7 i^^IK^TT
Evidemment

^u(z)> |Vn(s) | .

Si nous augmentons n d'une unité, chaque terme -!-•_-I__1 4^ | r',t— z \
de ûi)n(^) est remplace dans co^i (^) par quatre termes 77^-——I——•

^ 1 ç/<-<-1 — ^ 1
Les quatre points Ç'^, figurant dans ces termes appartiennent res-
pectivement aux quatre carrés €„+< retenus dans ce C,,. Donc

[ Î^ .-3]^|Ç.-^|

(résilié î i y a n t lieu pour un au plus des quatre carrés C,i^i). Ainsi
chaque terme de Wn(z) est remplacé dans ûû^+i(^) par un nombre
inoindre. Donc, si C^(^) n'existe pas, si tous les Cn sont repré-
sentés dans co^(^), on a

C0,,^i(5) < tûn(z).

Ceci se produit quand ^ est étranger à E avec TI^/I , -+- i. A partir
de cette va leur de n, Wn{z) ne cesse de décroître.

Si ^ est étranger à E avec n^n^ ou si z est dans E, Cn(z) existe
el n'est pas représenté dans c»),^). Au contraire, les trois (si n<in^)
on les quatre (si n == n^ carrés C,,+i provenant de la décomposi-
tion de C,/(^) sont représentés dans cx) ,^<(^) . ^ n'étant dans aucun
des C^i concentriques à l'un de ces mêmes C,,_^, la distance de z

î\ chacun de ces derniers surpasse ——n <^+i, comme nous l'avons
\ii. Donc, pour n^n^

")"-(:) < w " ( s ) + V' L=^ s^ = M" < z )+ e -̂r-Iî  •

D'ailleurs M) (.s) <; -• Finalement

""^^Z^-'aO^-
0

înîrodnisons mainteniuit l 'hypothèse 9 <^ î- (longueur de E

înnnie) . Alors, la série ^(2—a^)"'7 1 converge, et dans cette
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hypothèse

^(^et^^ < 1 ) -

Donc V,i(^) [ << Y) quel que soit z étranger à E ou situé sur E.
En particulier, cette borne supplique à U(^) siz est étranger à E.

10. Montrons maintenant Inexistence et la continuité de limV,,(^)
n== ao

quand z est sur E.
Considérons un certain carré Ck déterminé, n surpassant Zr,

formons la somme

^w-iÏu^
0)

( l) Si l'on suppose que tout carré C, de côté 5^ se remplace par quatre
,._ Q

carré» Cn+\ àe côtés §,,-n = ———" 6^, et •i l'on exclut de la somme 2, pour n

donné, la contribution de tous les carrés distants de z de moins de §„, on
exclut au plus neuf terme», et l'on en déduit

36 i
(tf,i-H (Z) < W^(Z ) -4- ,^r*g———•

La condition que E ait un périmètre infini est

n

lim4"8,==oo ou l iœTT(a—aO^) = QO,
n=ao -1-Ji

1

La somme V — • •r-c—1——r sera bornée et U(-s) •era continue sur E, si en outre

la série V —— converge.
Soit L((|)) le périmètre total des carrés contenant E dans un quadrillage

de côté (D. La condition précédente équivaut à la convergence de l'inté-
(%a diùgrale /

«A/O f ïL((d)'

Dans les mêmes conditions, tout le reste du chapitre subsiste. On construit
une courbe r pour laquelle

oo) T(,)=/"^^Jo ^—z

est continue sur r avec / •L•Ly—' . borné, l'intégrale / —s—— étant
Jo \^^•z\ Jo <r iL(<ri)

convergente, mais aussi lentement qu'on le veut. Dans cette dernière expression,
le périmètre L(fc>) est relatif a r.
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(rendue aux seuls ( \,, conlenus dans le carré ÇA considéré,
(\,, ( ;) étant tou jours exclu de la sommation s'il existe et s^il est
dnns (^. Kn raisonnant connue ci-dessus. on trouve quel que soil ^,
appiirleniin) on lion ;( ( ̂ ,

// i

; \ .,„ ( s ) , < ̂  ...J^y" -' (,,-/'<0)< r- yl<;

A

y '̂ Icnd M'i's /('TO oiiidid /i croî l .
(^('i. i (ïo^f, je dis (me \ / / (^) Icnd vers iim' lirnile quand /i croî t .

in rim' si ; c^i ^ur \\.
Soil < * i i clici £ poMlif donne. i\ons DOII\OHS prendre k assez

^r.tiid j)onr que yj/- <^ ., • À' dépend de £ seul et reslera il variable

;i\e(; c . ^ é (an( dîins \\ ; i i ) j ) î i r t ien( a l'un des (^. C.eini-ci est le
c.irré d(''|;t diVsi^iK'1 pîir (^(;). ('/esl r i ^ l î t t î xen ien t ù ce carré C^(.;)
( j i ie nous détini.ssons le noml)re \ ^^ , ( ^ ) envisagé plus haul.
( ^ ( ^ ) e \ i s ( t 1 cl csi d;di.s ( ̂  ( ; ) ( / / ^> A'), j esl extérieur aux ^fs — i
c.irrés (^ îd i t res ( j i ie (^(^). fous les C/, situés dans l'un de ces

derniers (^ soûl représenlé.s d.ins \ / / ( J) j)ar des .innés , -.———^-

doiil l;i soiiiluc es| 1 1 1 1 certain noinhre \\ ^ n{^')' On a

V , ( 3 ) =--V/- , , / (s)-4- \V^, / (^) .

1 ) .iprés le (>reiuier cas éludié (j élran^er à E), ̂  y^ / / (^ ) tend.
(lu.iud // eroî l . \e rs une limile \VA( ; ) indé[)endanle dn choix
des Ç// d<(iis les (}/, corresj)ond;(nl s (étrangers à 0^ (^ )1 . Il existe
donc un nomhre \ ^ /. Ici (nie. .si il et n^> J\,

|W/.,^(^)-W^,,(G)|< |,

<|i ie ls (nie soK^nj les choix des Ç,, et des Ç^' respectivement dans
les ( ̂ ,1 et les ( ̂  étrangers a (^(^).

l)'a()rés

V//r.-)-.. V/,//-+-W/..// , V^(G^=V/,^-+-WA..// ' , |Vx..,J et V^|<^,

on en conclut
| V , / ' ( s ) — V , , ( s ) | < £ si n, /i'> N,

quel que soit le choix des Ç,,, Ç^ respectivement dans tons les
carrés G/, et C^ représentés dans les sommes V,,(^) et V^(^).
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Donc hm V,,(^) existe, même si z est (huis E. Comme nous
ii -- »

FaNons d i t , nous désignons encore par L(-3) cette limite.
Appliquons ce résultat à la fonction \ ^ n ( z ' ) définie quel que

soi( z ' , relativement au carre par t icul ier C/ identique a Cfc (^ ) . 11
en résulte que, À restant i ixe et n croissant, VK-,/((^ ' ) tend vers une
l i m i t e V^^), quel que soit z ' ' . En outre,

|V^(^;^<1.

Soit dh la plus p e t i t e des demi-distances de deux carrés C/
quelconques (dk= ôô/.). Supposons | z ' — z \ << dj,. z ' est extérieur
à tous les Ck distincts de Ck (-3). On a donc

V//(^)==Vx.,,,(^)4-W^,/(^)

et . passant a la limite,

V ( z ) = \ W ( ^ r ) - ^ W k ( 2 f ) .

Mais quand n croît, WA:,/^^) converge uniformément dans le
cercle [ z ' — z \ << d/c. W^(^) est donc continu dans ce cercle. Soit
ô positif inférieur à dk tel que rinégalité z9— z \ <i ô entraîne

l\v^V)-w^)|< ^.
Dés lors

| U ( 3 / ) — U ( ^ ) | < e si \ z ' — ï \ <8.

La continuité de U ( ^ ) est donc établie même quand z est
dans E. Donc U(^) est continue dans tout le plan. Observons que
U ( J ) étant nul à l ^ in f in i , \ U(^) atteint son maximum sur E.

U(<3) n'étant pas identique à zéro admet au moins un point
singulier dans G(). Mais la même conclusion vaut pour tout
carré Cy[. Donc tous les points de E sont singuliers pour U(^).

11. Les propriétés de U(z) vont nous permettre de répondre
aux questions laissées en suspens au n° 5. Considérons la fonction

00 00

/(^) =JJ(i - ••>" z1") =fjM^).
1 1

Le produit infini converge absolument dans le cercle c défini
par | z \ <^ i.
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Soit Cn la région des points z = re^ vérifiant

i° rn-i<r<rn si ï = s2'1^",

et
I tn ( S ) | == | 1 — 2-2" ̂ n 1 > I" .>->n.

Cette dernière condition exclut dn plan complexe 4" orbes
égaux y,,, coïncidant sensiblement avec des cercles de centres

•-'/ATC
r,^ 4" et de rayon a"2"'*/^.

Le minimum de l / ( ^ ) j dans C/< est sur la frontière de Cn,
Plaçons-nous d'abord sur le bord extérieur (3J,. Posons

n—1 ac

^(^) =JJ<m(-s), hn(z) =Y^t^(z).

1 714-1

Des calculs élémentaires donnent pour

î r., |^3)|>2^;
pour

i^ l^^, !A/ . (s) | > ^*

Donc aux points de p',', où j ^ | == r^,

| /(<S) | > î9'*-^. 4" . -2-2- == 4"-2.

Sur les part ies de p'^ appartenant aux orbes y,^, la modification rela-
tive maximum subie par 1 z 1 est équivalente à a"2'*^1. Elle n'altère
le produit

\Vfm{m^n)

que d'un facteur infiniment voisin de ï quand n croît.
Donc j/(^) | > A4" sur ̂  A étant indépendant de n. On voit

d'une façon analogue que sur le bord intérieur (3^ de Cn,

|/(^)|>A.4"-*.

Donc T{~^\ t(t^(l vers zéro îivec ï — g j | dans la région obtenue
en retranchant de c Pintérieur des 4" orbes y,^, pour toutes les
valeurs de n.

11 his. Désignons par L(^, E) la fonction

](2)=,lLmv^U ( 2 } == lim
„=» i"^ X,n-Z
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définie ci-dessus (8) et relative à Fensemble parfait E inscrit
dans Go. Soient g le cercle circonscrit à Co, S son centre.

On a | U(^, E) | << Y) quel que soit z.
D'autre part, soient z extérieur à g. Si u parcourt l'intérieur

de g^ ——— parcourt un cercle, qui contient par conséquent le

point moyen U(^), et par suite jr-,—p-r est un point du

cercle u—z^ u étant dans g. C'est donc a fortiori Ç — ^ - h < ^
avec | S | < i ; par suite

U ( ^ , E ) = Ç — Z - + - 8

Cette relation nous servira si | Ç — ^ | > > 2 . Dans ce cas, elle
entraînera toujours

|< |Ç-^ | |U(^E) |<2 .

Pour [ Ç — z \ < 2, nous nous en tenons à | U(^, E) [ << TQ.
Soient maintenant E' un ensemble parfait semblable à E, C' et g '

son carré et son cercle circonscrits, Ç' son centre. Une transfor-
mation z == a -h lz\ e^ change E' parcouru par z en E parcouru
par z^. l est le côté de G'.

Soit

^f)-^^

Ç'̂  parcourant les ,4" carrés égaux élémentaires contenant E' dans
la construction-type. On a évidemment

U^E') !̂]̂ -..!̂ ).

D'où U(^, E') | << r- quel que soit ^, et, si [ z — ̂  > 2^,

U(s, Ef)= ^——î-——,- [en particulier2 < I Ç' — z \ \ U(^ E ' ) |<21 .
'«3 — z -+• o fc |_ o , j

Donc. si petits que soient a et £ positifs, nous pouvons^ avec
une erreur relative qui reste inférieure à £ hors du cercle

\z-V\<^



— 44 —

remplacer la fonction -^,_ ^ o?e -3 /^ar une fonction continue dans

tout le plan. /folo/ïiorp/ie liors ^/ ce petit cercle, ayant pour
singularité un ensejîthie totalement discontinu d'aire nulle.

Telle est lii remarque utilisée ci-après.

IÏ. Considérons le cercle ^/, défini par i — u ' ̂  4/'-l 2-Hl V^*
Dans ^/, inscrnons un carré C/, de côlcs Deiralleles ou perpendicu-
lînrcs a l'axe m'I, ('t daiis C/, un cii.scmbic |)arfait 0,1 semhlahit1

a K. I.c coïc de G/, rsl l,,- - ^..\n~~ï . [î-"1'1. Posons

U,/(::'» ̂  UC^"S^,É',/).

On a. nour i - •>ïn^n\^ \" . ' ^ ' ï ' 1 . donc en dehors des orbes v/;^

1 /' ( ^ ) :-' i __->2" ^•-4-^o77,^-l -.-^ ( 0// ; < I\

el, si i - • - » ' " ; 1 " '̂  j ^^ ^', donc a l'inicrienr des orbes yn et sur
elles, l ( ^ ) <:^^ïn^-tl.

Soil

F( \ -> -- . -TTLi, / , (^) .

Dans cliamie couronne G,, et sur son contour. F(^) est holo-
inor|)lie. Son inaviinnin est atteint sur ce contour. Si Von consi-

dère par exemple le bord extérieur ̂ , chacun des produits | | U î,
i

TT ^ //» é(|uivaul respectivement à ̂ (^) ^l û A,,(^). D'autre part,
n - < • 1

^ <\V,(z)tn(z)\<î

hors de y,,. Donc, F'( ;) tend vers zéro comme •77—» avec i — | z j .

^ évitant tous les y,,. Mais à l ' intérieur d^un y,,, U,i reste continu

et sa borne supérieure v est la même que celle de —-— sur le con-
1 1 l f n { Z )

four y,,, a un tacleur borné prés. Donc F(^) est partout continu,
singulier sur les ensembles parfaits Cn^ déduits de e,i décrit par u
par la transformation z == 2-2-" ù' "", ces ensembles e,,^ de lon-
gueur infinie étant situés à l'intérieur des divers y,,. Enfin F(^)
coiiNer^e uniformément vers zéro avec i — [
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MM. Lusin et Priwaloff (foc. cit.) ont les premiers donné un
exemple de fonctions de cette nature. Ici l'aire totale des singula-
rités est nulle.

On pourrait joindre les ensembles €n^ correspondant à une
même valeur de n par une chaîne d'une infinité dénombrable
d'ensembles parfaits r^n^m semblables à E, comme dans la cons-
truction-donnée plus-loin (17-18), de façon qu'après adjonction
des points limites on ait une courbe de Jordan simple An d'aire
nulle, s'écartant peu du bord extérieur (3'̂  de C/i. A chacun de ces
ensembles parfaits, et pour toutes les valeurs de n on attache une
fonction continue <p/i ,w(^) proportionnelle à U(^, fîn^m)^ holo-
morphe hors de T^m? bornée en module par i. La fonction égale
dans c à

^n^nî^'1-'»^]'
n. ,m

nulle hors de c et sur c, est continue dans tout le plan. Elle admet
une famille de lignes singulières sensiblement concentriques An
tendant vers le cercle c et, sauf sur les An et c, elle estholomorphe.
Le fait qu'elle s'annule sur c montre, comme MM. Lusin et Pri-
waloff l'ont signalé, que les conditions géométriques réalisées par
l'ensemble des lignes singulières An excluent la possibilité de la
détermination d'une fonction analytique par ses valeurs sur un arc
élémentaire.

Cette même impossibilité subsistera si l'on dispose les fïn.m de
façon à former des courbes de Jordan simples fermées yn,u.î chacune
intérieure à un orbe y,i et y contenant l'ensemble ^,u. correspon-
dant. Chaque point de c serait alors accessible à partir de la
région V obtenue en retranchant de c l'intérieur de tous les /n,^.

Ces exemples, peut-être un peu plus simples que ceux de
MM. Lusin et Priwaloff, mais n'ajoutant rien d'essentiellement
nouveau à la question par eux traitée, montrent la difficulté
d'élargir les hypothèses dans la proposition du n° 5.

Revenons à l'étude de la fonction U(^, E).

13. Observons que le calcul définissant U(^), du moins pour z
étranger à E, est une intégration de Stieltjes.

A E nous allons faire correspondre ponctuellement un ensemble
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parfait Y} épais situé sur un arc rectiligne OÇ, et nous attribuerons
à loule portion de E une mesure conventionnelle égale à la mesure
naturelle (selon Borel-Lebesgue), de la portion correspondante
de 7(.

Soit ï0,i une série convergente à termes positifs décroissants
avecô i<<i .

Au carré Go du plan des z faisons correspondre le segment o, i
ou (7^ de l'axe des Ç. Aux points Ao(o) et B(,(i) regardés respec-
tivement comme l'origine et F extrémité de G((, correspondront de
même les points o et i de o^.

Nous divisons o^ en sept parties, savoir quatre segments égaux o^
séparés par trois intervalles égaux i^ de façon que 3i'i===ôi d\)ù

^ i-o,.,=-^.

Aux t[iintre CT) numérotés dans l'ordre de leur rencontre sur

Fig. ..

Af

c?

9

cl.
A!

®I

0'^

C?

A3

C^

Ao(0) (&) (i-P> Bo^

l^axe Oi parcouru positivement, savoir cr] , o-^, o^, o'^, nous faisons
respectiveinent correspondre les quatre carrés C^ soient Cj, C^,
C^, C^ dont les origines et extrémités respectives sont

A J ( o ) = = A o et B{(^) pour Cj ;

A-KT^Q et B?[p-4-( i -p) / ] pour G?;
A Ï [ ( i — ? ) ( i - 4 - Q ] et B ? [ i - + - ( i — p ) î ] pourC?;

A,'(i-4-^') et B ; ' ( ï )E -Bo pour GÎ.

Origines et (•xtrémités des serments et des carrés de mêmes
indices se correspondent respectivement {fig. i).
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Par une transformation analogue à celle de Oy en les quatre or^
et appliquée à chacun des segments v\, nous changeons celui-ci
en quatre segments égaux »a séparés par trois intervalles égaux i*»
de longueur totale Q^ff^ en sorte que chaque o» est égal à

^(1-00(1-63).

La substitution au carré C\ de quatre carrés G» est géométrique-
ment semblable (avec correspondance respective de Porigine et de
Pexirémité de C\ à Ao et à Bo) à la substitution à Go des quatre Ci.
Nous conservons cette similitude pour Perdre de succession des

Fig. 2.

A2

Bi.

i

A1

•A

cf
k

\̂
Bî A?

c1*'

C1

Ai 2

^o E

U
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/

IT'

C27

^

Cf

cj
k.

BF
^

^1

^
t

R0

î »
Bi
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p 10
^2

^

cj
A 9 "
"î———A3
^1

c?

cf
6

-»•
|

~m2 "

pli

^

^

C12
^^2

B^

A'^

C,3

C16

'B?
i5——•S
2 B

f

R?

'A4
M!

04
"l

0

quatre carrés Ça déduits-de C\ et-pour le choix d^une origine et
d'une extrémité pour chacun de ces carrés Ça {^fig' 2).

On fait correspondre ensuite les cr^ et les C^ de même rang
(indice supérieur), les origines et extrémités de a{ et de C^ étant
respectivement homologues.

On continue de proche en proche. Si un carré C^ d^extré-
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mîtes A^, B^ a été défini comme homologue au segment o^, on
remplace C^ par quatre carrés C^,, semblablement à la substitu-
tion à Co des quatre carrés Ci, M étant homologue de A(, et B^
de B,,. Par là même, l'ordre de succession des quatre carrés G^(
déduits de (^ et le choix de l'origine et de l'extrémité de chacun
d'eux sont déunis.

Pareillement on divise Oy en quatre segments égaux o-y^< séparés
par trois intervalles égaux 1^1 avec 3 iq^ == Qq^\Vq^ d'où

4'7y4-l -= ( l — — — 0 y 4 . l ) 7 y .

Le numérotage des o-y^, se fai t suivant leur ordre géométrique;
les Oy_i_i correspondent aux Cy^, de même rang, avec correspon-
dance respective entre les origines et les extrémités déjà définies.
Soit rsq la réunion des 4^ segments o-y pour une valeur définie
de u.

L'ensemble OT commun à tous les vsq est parfait. Les points de ro
et ceux de E se correspondent continûment. CT a pour mesure

•X;

\\^-^-)=l
1

qui esl non nul, d'après ÎQq fini.
Soit Ç, dans l'ensemble CT, l'homologue du point Ç de E. Ç est

une fonction de £, définie et continue sur CT. On vérifie immédia-
tement l'égalité

^(^/'-^L.
-'rr ^ ~ ̂

14. Nous allons maintenant faire passer par E une courbe
simple F dont chaque arc renfermera un ensemble analogue à E,
et relativement à T nous définirons une fonction F(^) continue
dans tout le plan et singulière seulement sur F.

Définissons une première courbe auxiliaire To contenant E.
Nous introduisons pour cela les segments rectilignes B7^1 A7'joi-
gnant l'extrémité de C^~1 à l'origine de C^ (Jig. 2). La représen-
tation paramétrique correspondante s'obtiendra en faisant corres-
pondre linéairement à z décrivant B^'A^ le point Ç décrivant l'in-
tervalle contigu à l'ensemble n et joignant l'extrémité de o7'"1 à
l'origine de o-^.

Si l'on suppose établis les segments de jonction pour les Cn
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avec n << ç, il est aisé de voir que l'introduction du système de
segments de jonction relatifs aux Cq conserve les segments déjà
placés. Car si C^~1 et C,Ç sont dans un même carré C^, le segment
joignant C^~1 à C^ est en totalité sur le contour ou à l'intérieur
de C^. 11 n'a pu être déjà placé. Si C^-i et C^ appartiennent à
deux Cy_^ différents, ces C^_i sont consécutifs. Ce seront C^_\ et
C^_,. Mais alors C^~1 qui est le dernier des quatre carrés Cq
déduits de C^_\ a même extrémité que celui-ci. Bf~1 et B^~_\ sont
identiques. Pareillement, C^ est le premier des quatre carrés Cq
déduits de C^, et C^ et C^ ont même origine. Donc le seg-
ment B^'A^ est identique au segment déjà placé B^A^. Donc
chaque fois que q s'accroît d'une unité, la règle d'établissement
des segments de jonction en crée de nouveaux, mais elle maintient
les précédents.

13. La règle de construction de T se présentera peut-être plus
simplement si nous introduisons la notation suivante :

Soient Co et C deux figures semblables, c'est-à-dire susceptibles
d'être amenées en coïncidence après une homothétie suivie ou non
d'une symétrie par rapport à une droite. Si.Co peut coïncider avec
lui-même de diverses manières, il faudra spécifier un ou deux
couples de points homologues dans la similitude de Co et de C.
Par exemple si Co et C sont deux carrés, nous définirons sur
chacun deux sommets non opposés et qualifiés l'un d'origine,
l'autre d'extrémité du carré considéré. La similitude faisant cor-
respondre respectivement les origines et les extrémités des deux
carrés, définit sans ambiguïté tous les couples de points homo-
logues pris respectivement dans l'un et dans l'autre carré.

Cela étant, si F(Co) est une figure géométrique construite
sur Go, F(C) sera par définition la figure homologue de F(Co)
dans la similitude exactement précisée de Co et de C. En outre si
un ensemble d'éléments de F(Co) a été ordonné, les éléments
homologues de F(C) seront supposés ordonnés de la même
manière.

Si SQ et s sont deux segments, leur similitude ponctuelle est
définie dès que l'origine (et par conséquent l'extrémité) de chacun
d'eux est spécifiée, étant convenu que dans la similitude des deux
segments les origines sont homologues.

LX. 4
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Si < P ( î o ) est uïl ensemble situé sur ^o, ?(^) s^ra par définition
l'homologue de 9(.îo) dans la similitude que nous venons de pré-
ciser. Si les éléments de <?(<?o) sont ordonnés, les éléments homo-
logues de o (s) seront ordonnés de la même manière.

Ainsi, Co et C^ étant les carrés considérés plus haut. Inéquation
géométrique

(1) E (Cu)=E(C! ) -4 -E(C? )4 -E(C? ) -hE(C î )

jointe a la condition pour B(Co) d^ètre fermé, situé dans Co et de
contenir au moins un point, caractérise Fensemble E défini plus
haut. 11 n'est pas même nécessaire pour cela d^orienter chaque
carré. Cette relation montre que E(Co) est contenu dans la
réunion Ei des quatre carrés C^, el possède un point dans chacun
d\'ux. Le même raisonnement montre que E(C(() est dans les
seize C/, el admet un point dans chacun d'eux. Et ainsi indéfini-
ment. Donc, E(Crt) est sur E, partout dense sur lui; étant fermé,
il est identique à E.

En même temps la condition suggère la suite d'approximations :

E,,(Co)=C,.
E^i(C,.)--:E,(C!)-E,,(Cî)-+-En(Cî)-+-E^C,1).

Ces égalités formulent la construction progressive décrite plus
haut de> f\" carrés C,» pour toutes les valeurs successives de n. On
a encore

/ =: k"
E^(Co)-=VEo(C;.)==2C;,

-<—— ï

1(>. 13e nouvelles conventions très simples vont nous permettre
d'ordonner E. D'abord, préalablement à l^attribution des indices
supérieurs /, nous poseroii?» que tout point de E(C*| ) est antérieur
à tout point de E(C^') ((== ly a^ 3) conformément à récriture
de la relation (i ).

D'aulre p.ttt : i" lions choisirons successivement, parmi les
cpiatre Ci, chaciin des carrés C}y C^ C^, C^ (six eonikinaisoBs po;-»-
sibles); ^" noilN choisirons sur chacun de ces quatre carrés un
sommet homologue de A^ et un commet homolojpie. de B^( huit
choix pour chaque carré). Nous dirons que par là C\ est orienté
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par rapport à Co. Dès lors, les notations E(C() ont un sens
défini.

Ces conventions déterminent de proche en proche, pour chaque îi,
l'ordre de succession des 4" carres Cn et, sur chacun de ces
carrés Gn, les sommets homologues respectifs de A» et de B(».
Enfui d'après l'égalité E (Co) = 2E(C;,), le rang de tout point
de E contenu dans C*,, est antérieur au rang de tout point de E
contenu dans C^\ si i<^ i ' .

Dès lors, l'ordre mutuel de deux points quelconques M et M'
de E est déterminé. En effet, on finit par atteindre une valeur zi,
telle que M et M' soient dans un mêmeC^_, et ne soient pas dans
le même C;,. Leur ordre de succession est à ce moment définiti-
vement fixé.

L'origine ou point initial de D sera le point coïncidant avec son
homologue dans la similitude de Cj à Co. De même l'extrémilé
de E sera le point analogue relatif a C^ et à Co ( ' ) •

De même que E, l'ensemble TQ^ soumis aux conditions d'être
fermé et inclus dans C, peut être défini par l'équation géomé-
trique
(2) ^o(Co)=^o(C!)-4-BiA5-^-^o(C tf)+BîA?-^-^o(Cî)-^-B•îA}-+-^o(C}).

Nous supposons que les homologues de AoBo dans C\ sont les
points A;', B\ définis au n° 13 (a).

( l ) .Chacun de ces points est susceptible de six positions différentes que l'on
détermine aisément (ces six points sont sur le cercle conjugué par rapport aux
centres des deux carrés, passant par le sommet commun et normal à la diago-
nale commune). Si A, est le sommet de 0} correspondant au sommet A, de Cç, A,
est l'origine de E. De même si dans la similitude de C{ et de C,, B, est son
propre homologue, B, est l'extrémité de E. Mais chacune des combinaisons (en
nombre égal à 6.84) signalées plus haut pour définir l'ordonnance des points de E
donnera une distribution plus ou moins complexe qu'il serait curieux d'étudier
du point de vue arithmétique. Les abscisses et les ordonnées des points de K,

l'une et l'autre de la forme (i— p) V a,?" (a,. = o ou i, ? =. ÏJ=^~)f forment

des successions très mouvementées, quand le rang linéaire de ces points croît
(on pourra considérer l'ensemble de» homologues Ç^ d'un point Ç de E, par
exemple l'origine ou l'extrémité de E, dans les divers €„).

(2 ) II serait intéressant de savoir si l'équation ( a ) admettrait pour solution un
arc simple de Jordan dans tous les cas où A.\ et B\ sont respectivement l'origine
et l'extrémité de E(C^).

Par exemple la solution existe si le côté homologue de A,B, pour chacun



r< i (C(» ) serait le résultat des approximations obtenues en rem-
pl;«;ant dans léquation ( •-> ) an premier membre ro(Co) par
"-<4-i (C,>) < ' ( an second membre ^(C',) par y^(C^'). a v e c

v.,^"!--^ ( ( : "» •
Observons one .si la longueur de E est nulle [ Q ^ > - ) ï la lon-

gueur de Fo es( inférieure a ^/^,. p/, elani le périmètre dt1 E,<.
Doue. l'Ile rst (iine.

Si In lou^m'iir de E csl iiitiiiu1, ia longueur totale des parlics
rcedii^iit1^ de ro t 1 ^ ! plie-même intime, car cède longueur .siirp;i^se

-; r} i'n^ le pL'nmcIrc de Co el par snitc ~Û(^o ~\~ P\ 4~ • • • ~" pu)-
^ 4
l^xir la incmc raison, la longueur de ?(! esl infinie si celle de E est

(inn1 non nidie ( 0 -.-- ^ ) .
\ •>- !

1 7 . l.a ronrix1 V on F(C(|) annoncée (tins liant se dellnira
pai'cilicmcnl de Iri façon s i i i \an l ( 1 :

l^o«il d abord, sur cha<nie segment n'etili^ne l î^A^' de ru.
nous pLirons un (•nst»!!!!)!^ parfail ^(B^ V ^ ^ a v a n i pour orig'ine B^
cl (>oi i r cx l rcinitc ^^ i • Pour oins de .simplicité non^ cosis-
(ruisons une fois pour (ou ïes relativement a nn serment BA nn
t'nscmit ic I ^ I^V) idKnK1! nons imitoscrons ceUe condition, indis-
(K'ns.dtic jxmr la snilc. duc tout intt 'rNallf conti^n B'-V de P (BA)
\ t'rdir les condil ions

l î \ \ ' : l î j î ' cl B ' A ' ^ A ' A .

Î u1 cvcmji le nous obtiendrons P comme lunile dnn système de
^" sr^iiK'nts (''î^anx de lon^nenr .s-/,, .s'/^^i donnant naissance à deux
serments .v,, pur ^«ippres.sion d'un intei'Nalle médian é^al à ûi),,.Vn_i,

a^( lc (i)/;^.,- Selon (j i ie la série Ï(,),i est divergente on convergente,

l^a nne lon^nenr nnlle on |)0sitive.
Soit Q on Q (Co ) l 'ensi-mbit* E 4- ^P (B^A;^ ). C'est l'ensemble

des C\ (•?'( le C('»té inférieur horizontal dirigt'1 comme A()BO. 11 suffit, conservant
a jonction rectiligne B i A ^ , <le relier ïï\ a Af et B^ a A,1 par deux arcs ou lignes

brisées intérieur:? a Co iu' se rencontrant pas non plus que B[A^ et par exemples

symétriques par rapport à x = - •
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fermé, inclus dans Co, et défini par l'équation géométrique :

(2)Q('Co)^Q(C1)-4-P(BiA2)•4-Q(C?)-^-P(B2Aî)-^-Q(C3)-4-P(B?À^)-+-Q(Cl !).

Q est parfait, il est situé sur F,». Il est par là même ordonné.
Appliquons Q sur le segment o-o. E est déjà appliqué SUTOT. Aux

points B et A, origine et extrémité d'un segment rectiligne de Fo
et qui appartiennent à E, correspondent l'origine (3 et l'extrémité a
d'un intervalle contigu à CT. Sur (3a nous plaçons un ensemble par-
fait /7((3a), dont nous faisons correspondre les points à ceux de
P (BA) avec conservation du rang mutuel.

M sera utile pour la suite que^(|3a) soit de mesure nulle. On
prendra par exemple pour/? ((3a) l'ensemble parfait type de Cantor
coïncidant avec un ensemble de la nature de P((3a) pour lequel

c*)/, serait constamment égal à ^ A la n^^ opération, les i'1 seg-

ments contenant ^(pa) et les a7' segments contenant P ( B A ) s e
correspondront dans leur ordre.

Dés lors Q(Co) est appliqué sur Pensemble parfait -y ou
y (Co) == rs + ̂ p (P^a^ ). Nous désignerons par u un intervalle
contigu quelconque de Pun des P(B^A^1) , orienté dans le
sens B^A^\ qui est en même temps le sens de u en tant qu'arc
de ro. Tout intervalle contigu à y est contigu à Pun des? ((3^a^1 ).
Nous désignerons par y le contigu à y ayant pour origine et pour
extrémité les homologues respectifs de Porigine et de Pextrémité
de u. Sur chaque intervalle u construisons un carré C(u) ayant
même origine et même extrémité que u et situé par rapport à u du
côté négatif.

Si nous effectuons cette construction pour les u appartenant à
B^A 2 , B^A^ (fig. 3), nous voyons que les C (u) correspondants

sont intérieurs à Go, et n'atteignent pas ( î» ) / i ^^ ) l e s diagonales

de Co. Si u est sur B^A^, G (u) est intérieur à Go, G (u) est par
rapport à B^A^ du côté du centre de Co et C(u) peut atteindre
(s i Pun au moins des Wn vaut^) » mais jamais franchir les diago^-
nales de Co. Donc, pour les u appartenant à Bj A2, B'^A^, B°A* :

Deux carrés C(i^), CÇu') différents sont sans points com-
muns entre euï. Aucun C (u) n'a de point commun aVec Pun des
quatre carrés C\. Aucun C ( u) ne contient un point de^ P (B^ A^ )^
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l^BfA^) , P(BîA}) autres que les extrémités de la base u de ce
même C (u).

Dès lors, quel que soit u contigu à l'un des P(B^A^'), le
Fig. 3.

A?

u,'

B;

A;
Ao ?o '

c?

3

C(M,1

3

C;

B? «. A?
•?"C^

\ ^

\ ^

^ /

>.

z \
// \

1 ^ \ t

û-i0-,2

C?

C

criJi

C?

B?

u
A?

B*"

carré C ( ^ ) ne conlieudra d'autres points de Q que les extrémités
de C(^), deux carrés C(u ) et C (^') serout sans points communs
si ^ et u' sont ditïérents.

Cela pose, désignons ()ar ^ l'un quelconque des carrés C(u).
Pour plus de précisiou, ou pourrait retrancher de g son origine et
sou extrémité. Daus l^enseuible lï,, ou H() (Co) === Q -(- ^Sp', deux
éleineuts (iiielcoiiques sont disl incis . Nous l'ordonnons comme
r,, == Q 4~ ^u. u e lauL l ' interNalle coutigu base de g\ ou comme
o-o -= y -(- ^y? Y elant 1 intervalle continu à ^ ayant pour origine et
pour extrémité les homologues de l'origine et de l^extrémité de u,

18. Des lors la couriàe F ou F (Go) sera l'ensemble défini par
1 équation géométrique

0) r ( C o ) = Q + 2 : r ( ^ )
jointe à la condition que r est fermé et contenu dans Co. F s'obtient
par celte suite d'approximations dont chacune indique une cons-
truction géométrique

II, (Co) == Q + ̂ , H. (C,.) = Q-r- 2 Ho (/?),,..., H^(Co) = Q -4- SH^(^).
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Ho(Co) est la courbe Fo accrue des carrés g . H) s'obtient en
remplaçant dans H() (Go) chacun des carrés g par l'ensemble sem-
blable à Ho (Co) et relatif à g^ etc.

On a Hn (Co) == Qrt -+- ^git^ Q/i étant un ensemble parfait et les
gn étant des carrés « émondés » de leurs extrémités, celles-ci
appartenant à Qn. Q/i est de proche en proche défini par les for-
mules de construction récurrente

Qo(Cu)==Q, Qi(Co)=Q-+-SQo(^),
Q.(Co)==Q-i-SQ^_i(^).

Si Gn ou Gn (Co) est la réunion ^gn. de tous les carrés gn, pour
une valeur donnée de 71, G^(Co) se définit de même par la suite
de constructions

Ge(Co)=ï^ Gi(Co)=SGo(^), ..., G^(Co)=SGn-i(^),
H^(Co)==Qn+G^.

Hn^ (Co) est inclus dans H,( (Co). Q/i est au contraire contenu
dans Q/i-i-4, et par suite Gn^.\ ainsi que les points de Qn+i — Q»
sont contenus dans Gn.

Soit K.== 2Q,i. ïln contenant H^+i, K est commun à tous les
tin' Les points "communs à Un et étrangers à K sont donc com-
muns à tous les G^(Co) et réciproquement. Soit donc G
Pensemble commun aux Gn(Co). L'ensemble commun aux H/^
est K -+- G.

K et G sont sans points communs, puisque Qn n'a pas de points
communs avec G^== ^gn- Mais un point m de K ne peut ni être
contenu dans un gn, ni même être origine ou extrémité d'un gn^
dès que n surpasse un certain nombre dépendant de m. Car m
étant dans K appartient à un Q^(r^o) que nous choisissons le
plus petit possible, m est un point non extrême d'un certain
carré gr-\i soit gr-^ rn appartient à l'ensemble parfait Q(^_i)î
situé lui-même sur ro(^._,). Tout g^ étant contenu dans un
carré gr-\ est extérieur à tout autre gr—\' Donc m est extérieur à
tous les gr non situés dans g^_^. m est aussi extérieur aux^ situés
dans g y _ ^ , à moins que m ne soit origine ou extrémité d'un inter-
valle ^(^.-i)- Mais alors m est extérieur à tout gr^-\- Donc, si
nous considérons une suite de carrés gr^i • • "s gr^-ni • • • ? dont
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chacun contient le suivant , même si ces carrés ont en commun un
point frontière, celui-ci sera différent de w.

D'après Inéquation (3), r appartient à tous les H^ puisqu'il est
dans C«, donc dans Q -(- "Lg == IIo(Co)- etc. F contient tous les
Q,^ puisqu'i l contient Q. Donc F contient K.

Soit M un point de G. M appartient à un g ' n pour toute valeur
de n. Le côte du plus grand des g u y pour une valeur donnée
de /^, (end vers zéro quand n croî t . D'autre part, les extré-
mités de gn sont dans Q. Donc m est limite de K. Donc, M est
dans F (ni i est fermé. Finalement F est l'ensemble commun
aux II/, (Co) . F est donc continu et F -===. K 4- G.

Pour ordonner F, faisons cette comention que si M et M7 sont
deux points distincts de r (Cu) n'appartenant pas à la fois < omme
points non extrêmes à un même carré g^ l'ordre mutuel oe M et
de M' est le même que celui des éléments respectifs coïnci-
dant avec M, M' ou contenant M, M' dans l'ensemble déjà
ordonné Q 4- ̂ y. Cette règle ordonne les éléments de r(Co) con-
leniis dans chacun des IIo(^') et par suite les éléments deHi (Co) î
et de proche en proche les éléments de H^=== Q/i+ ^gn-

Les é léments de H,, sont les points de Q,i et les carrés g p
« émondés » de leurs extrémités. Dès que n est assez grand, M et
M7 cessent d'être inclus dans un même g n ' L'ordre mutuel de M
et de M' est dès lors établi.

19. L 'application ordonnée de F sur o-o sera aisée.
Nous avons appliqué ponctuellement Q = E + ^P(B^A^'1 ) sur

/^= ro-4-2/)(^',a;^1).

Au carrée ou G(^) émondé de ses extrémités B' et A.' qui sont
aussi les extrémités, situés sur Q, de l'intervalle u contigu à un
P(B^A^ ' ) nous faisons correspondre globalement l'intervalle y
contigu à y et dont les extrémités en tant que points de ̂  sont res-
pectivement homologues des extrémités de u^ qui appartiennent
à Q .

Nous avons là une application élément à élément (point à pointe-
carré g à intervalle y) de l'ensemble Ho(Co) = Q 4- ̂ g sur
l'ensemble yîo(o"o) == % + ^y- Nous désignons cette application par

oco= a [Ho(Co) ~ -no(^o) ] .
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On forme H<(Co) en remplaçant chaque carré g par Ho(^) et
l'on obtient ainsi H^ (Co) == Qi 4- ̂ r Pareillement soit

•ni^o) =x-4- ̂ (T)^.! + ^ïi-

/i est l'ensemble parfait % 4- ^%(y)- /i est un contigu quelconque
à l'un des %(y), donc un contigu quelconque à %,. Appliquons
chacun des îio(g-) sur Y 3 o ( y ) par a[Ho(^-) ^Yîo(y) ]? si le carré ^
el l'intervalle y contigu à % sont homologues par ao. Nous obte-
nons ainsi Inapplication a< deHi (Go) sur Y^ (o-o). Qi est appliqué
sur y, et chaque carrée émondé de ses extrémités est globalement
appliqué sur un intervalle y i .

Et ainsi déiiniment. Si yn désigne l'un quelconque des inter-
valles contigus à l'ensemble parfait %n, soit Yî,i(o-o) == %n+ ^y/*
l'ensemble dont les éléments sont les points de ^n ^ l^s inter-
valles yn. %/i+i se définit par ^n+\ == %«+ S%(y,»).

Si Hn(Co)= Qn+S^-n est appliqué élément à élément
sur Yî/i(<7o), savoir les points de Qn sur ceux de ^n, et chaque carré
« émondé » gn globalement sur un contigu yn de %^, l'application
a^_n deH^(Co) sur 10^+1(^0) se fera en appliquant, pour chaque
couple (gni y/i) homologue, Ho(^n) surY)o(yn) par

a[Ho(^n)~ •no(Ti»)|.

^%,i forme un ensemble x qui est appliqué sur K.jjin étant pour

chaque valeur donnée de n l'ensemble ponctuel Syn, le complé-
mentaire p. de x sur o-o est formé par les points communs à tous
les p.n.

Observons que les contigus y sont des contigus aux divers
pWi^n^ )- ̂ e sont ̂ onc ̂  intervalles au plus égaux au tiers du plus
grand des (B^a^1, donc à I . Les y,, sont inférieurs chacun à~
Donc, si chacun des intervalles d'une suite y/i-n, . . ., yn^pi • » •
contient le suivant, ces intervalles ont en" commun au plus un
point. Ce point existe d'ailleurs toujours parce que, tout point
de %,i étant un point de deuxième espèce de ^n^i tout seg-
ment yn+p est intérieur à V intervalle y,^-p^ qui le précède dans
la suite. Donc le point commun à tous les segments yn+p est inté-
rieur à chacun d^eux. Il est donc commun à tous les inter-
valles yn+p' Aussi ce point Ç est-il étranger à tous les %n. Le pointÇ
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sera l'homologue, sur o-o, du point unique Ç commun aux gn^p
homologues des 7n^.p de la suite, et réciproquement.

L'appl icat ion de T sur GT(» est ainsi achevée.

20. 11 fst essentiel de remarquer que, la mesure de cr étant f,
et la mesure de chacun des /^(p^a^ ' ) étant nulle, la mesure
de ^-=r nr -h-^(p^a^-n) est f et la mesure de juio==^y est i — / .
De même la mesure de ^(/) est lx longueur de y, comme celle
de ^(/). La mesure totale des yi situés sur y est ( i — / ) x lon-
gueur de y. Donc la mesure de JUL| == .2y, est (i — /)2. Et ainsi de
suite. La mesure de ^.n est (i — l } " . La mesure de y. est nulle.

Soit 7ï7,/m r^(^u) et soit ^,,== E(^-,(). Pour chaque valeur de TI,
il v a nue i n f i n i t é dénombrable de couples d^ensembles parfaits cr,i,
^,,. Donc en tout , pour toutes les valeurs de n, une infinité dénom-
brable de tels couples (w/,, e,,). Soit 9(Ç) une fonction de î, définie
et souimal)le sur o-o. Soit Ç le point de T homologue de E. Puisque
o-o^ 2L^?n,,+ ^, •4' étant de mesure nulle (la double sommation
iudi( |uant qu/on a jou te tous les rs5n pour une même valeur de n,
puis tous les ensembles ainsi obtenus pour les diverses valeurs
de n ), ou a, z étant extérieur à F,

T^)= r'iLiMi ̂ s r liïL^.
^u ^~ :f ^rr, î — z

Soient ^,, le côté de e,i et y/, la longueur du segment y,, relative-
ment auque l r3n -==. rn(yn). Selon que le carré gn tel que €n= E(^,,)
est de sens direct comme Co ou de sens rétrograde, nous désignons
par rt,/, il,, respectivement les origines de en et y,, ou au contraire
leurs extrémités. Dans les deux cas, nous faisons le changement

•^
de variable ^=== '——n e ï. m étant un entier définissant Porien-A/»
ta l ion du segment de hase du carré ^n (ce segment étant un Un
ou celui-ci retourné de bout en bout). Ç décrit E quand Ç
décrit ^/(, 13e même soit ^^rb '—^—n- (+ si (Xn ^st l^origine de y,,,

(Tt

— si a,, en est l'extrémité). ^ décrit w quand Ç décrit GT,,. Alors

T ,^- C y^)^- ï / ' -^ f_?L(!l^_1 // \ -' / — » "~3————— — ï— € ~ I —————————————-, »
^rj., r — 3 A/ / J^ ̂ _ 2—an ̂ -,

^,^.^(^^).
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Sur z^n, posons < p ( Ç ) == ±: À^. Alors,

rr / \ im^ i v - i ( z—^/' imÏ\T,,(3)==^<? ^ / U l — — — e î ) .
\ Â

" /

Donc T/i(^) est conlinu dans tout le plan, et en outre

iT,,(,)i</'Mm^ < ,̂
^GT» 1 '» '5 j

Observons que les mêmes conclusions, continuité de T,i(<s) et
valeur de la limite supérieure de |T,,(-s)|, subsisteraient si,
sur vjn, <p(i;) vérifiait simplement la condition | <p(£) \^\n-

Evaluons

S S Y,( == mes (TQ -+- mes p.o -+- me* (AI -+- . . . -+- mes (JL^ -h . . . .

La série est convergente et de somme -.• Donc Z2T/,(^) est une

série normalement convergente dans tout le plan, c^est-à-dire telle
que les modules maximums de chaque terme forment une série
convergente. La somme T(^) de la série double est donc une fonc-
tion continue dans tout le plan, et d'ailleurs holomorphe hors
de F. Enfin

^•'K/'W^-

20 bis. Montrons que T(z) est singulière en tout point de F.
Généralement, soit/(Ç) sommable et tel que Pensemble /(E;) -yé. o

soit épais (de mesure positive) sur tout segment contenu dans
Pintervalle 0,1.

Je dis que si / T^ =r^(z) est c011111111 ^sins tollt 1e pi811 el
i/o s ^

<,[ Ç \f(^ 1—ç. est borné et inférieur à À-, la fonction T(^) est
JQ 1 S — z 1

singulière sur tout arc de F.
En effet, soient ^ et Ç 2 ( o < S < < ^ < 1 ) ^nx points quel-

conques de l'intervalle o, î . Soient ^ et Ça leurs homologues res-
pectifs sur F. Je dis que T(z) a des singularités sur Farc ^ Ça-

Considérons T(Ç(, Ça? z) = I y_ g '
t/P S '*
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Supposons que T(Ï| , Ç^ ^) ne1 soit pas identique à zéro. L/égalité

T(^- r'+Trr,,^, ^)-+- f1^-
—> ^s, ^ - — ^

montre que, sur l'arc Ci .̂_» de F, T ( Ç i , Ç.j, ^) est continu et possède
les mêmes points s ingul ie r s due T(-3), sauf éventuellement en ce
qui concerne les extrémités Ç, et Ça. Si donc T(<3) n 'avait pas de
singular i té sur l'arc-intervalle Ç, Ç_> de F, T (Ç) , Çy, z) serait continu
et holomorj)lie en tout point du plan complexe, sauf éventuelle-
ment en Ç, et Ç_,. Mais, ceci est impossible d'après

jT(ri ,^)|<Â-.
Doné T(^ ) a une infinité ,de singularités sur Parc Ç i Ç s - » à moins
que T ( Ç | , Ç.j, J) ne soit nul indépendamment de z. Or en ce der-
nier cas. d'après

lim(-^T(^,^- /"'/(S)^,
^ » ./;

/'l' .
cette dernière inlégr;Je serait nulle. Soit Cii)(.r) == f /(S) ^£* ^

^n
tout intervalle Ï i^ sur lequel o)(.^') n'est pas constant, correspond
sur F un arc où ï(^) a des points singuliers. Mais, si sur un tel
interval le G > ( . r ) est constant, l'ensemble f (?) ̂  o est de mesure
nulle entre E | et Ï.j, ce qui est contraire à l'hypothèse.

L'ensemhie des singularités de T(^) est donc partout dense
Mir F. Cet ensemble étant fermé coïncide avec F.

lui résumé, Vint^rnie

r'î^-.T(,,
t/O - —— ^

où Ç décrit l\tï'c simple à aire nulle T quand ̂ parcourt le ser-
ment (o, i), est une fonction continue dans tout le plan^ holo-
morphe hors de F et singulière en tout point de r.

DELXŒME PARTIE.
ÉTUDE D'UNE CLASSE DE COURBES SINGULIERES.

21. Une question naturelle se pose. Relativement à toute
courbe C dont chaque arc est non rectifîable, existe-t-il une fonc-
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e (lat ion uniforme (le z, cont inue dans tout le plan, holomorphe hors
de C et .singulière en tout point (le C ?

I l est sans don le très malaisé de répondre à ce l te question dans
lon te sa généralité. Voici quelques remarques s i tuan t l ' intérêt des
exemples des courbes C étudiées dans ce Mémoire.

Pour ces courbes C, nous enect lions une représentation para-
métrique Ç(E) , c parcourant un serment rectiligne a^ pendant
que Ç décrit C. Nous montrons ensui te l'existence d'une fonction

r ' .m)^_^..r fsn^ p^f ^ __ . ̂  ^ ( ^ h
JT ^

f étant sommable (même borné), telle que f • . y _—-1 soit
*./a 1 ^ ^ 1

bornée indépeudamment de ^, et nous en déduisons la continuité
de F(^) sur C.

Mais il est bien vraisemblable a priori qu'opérant ainsi, nous
ne pouvons pas atteindre la généralité des courbes G dépourvues
(Farcs rectiilables, même si nous remplaçons au sens de Stieltjes
l'élément différentiel/^) d^ par <r/co(Ç). Toujours est-il que, dans
les deux cas que j'étudie et ou il est aisé d'évaluer un ordre d'inli-
nitude de la longueur de G, on trouve chaque fois une limitation
inférieure pour cet ordre. La longueur de G ne saurait devenir
trop lentement infime pour lapplication de nos méthodes.

La courbe F du premier Chapitre présentait cette particula-
rité de dessiner des méandres se repliant indéfiniment sur eux-
mêmes. Cette circonstance jouait-elle un rôle essentiel dans la
propriété de F relative aux fonctions analytiques? Pour établir
qu'il n'en est pas ainsi, nous montrons, en répondant à une ques-
tion de M. Lusin, l'existence de courbes C du type Ç == Ç -+- ï'-KO
rencontrées en un seul point par une parallèle à une direction
fixe. Ici, quel que soit Ç sur C et Ç tendant vers ^ sans quitter C, la
demi-droite ÇÇ' ne saurait, comme pour certains points Ç de F,
passer une infinité de fois par toute direction. En effet, celte demi-
droite n'est jamais parallèle à l'axe imaginaire et elle varie conti-
nûment sur chacun des deux arcs de G séparés par Ç.

Les courbes C envisagées seront d'une configuration très
définie et très particulière. Mais elles nous permettront de démon-
trer les propriétés des fonctions F(^) sans faire aucun appel à la
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llicone des ensembles. Enfin, nous atteindrons des ordres d4nfi-
nilude pour la longueur de G. inférieurs à ceux des courbes F.

^i. Examinons a priori ce nouveau cas.

En reiranchant de V ( z ) Pintéerale —— / —:—-——j si CY est un
v / & A l - K j ^ U——Z

conlour renfermant C et z à son intérieur^ il reste une fonction
continue sur C. holomorphe hors de G, nulle à l'infini. Nous sup-
posons celle réduction déjà faite. Alors, quel que soit G'contenant
C et ^ r.i t^rieur à C',

P(^-_L rw^.
' •>. / T. J^. 11 —— S

Désignons pary(^ , ̂ ' ) le contour d'un rectangle \u =^-^-i 1(^)1

r<;<r, ;JL'<I(^)<^,
si [j.' cl ^j." soiil respecti\ement le ininimuni et le maximum de ^(Ï)
sur r inlerNulle^a^^^P).

Eorinons la suile \p avec

;...:--y, ;,=3, .o<^—^,- i^S Cp==i,^, ...,^),

el soit y,,-^^(^,_,. ^). ^ élant à une dislance de C supérieure
à<7 ;> o. nous |)rcn<»ns ô assez petit pour que la plus grande dimen-
sion de y , , soit inférieiire à ^/.

On a
/- // 7?

,,, v^ i r î  < // » ^/// v /. /
'• ';) '1- .7,.̂  -u^T -^^

Soi 1 ^.) ( / ) -^-- -- —^ f F ( u ) du. l^our ^ >> .^•,
* ( " •^".'la. .<•'

o ( .?•' ) — c) { JT } — — —— f F ( // ) du
>i7: ^y(.r,.c')

lend N e r s xero. comme la longueur du contour de y(.^« ^•').
([iiand . / f tend \ers ./• (il suffirait pour cela que F fût borné).

tsl Ï/' Ï/' "" ^'^(S/^)- solt î/» lm P01!11 quelconque de Parc ^_< Ç,/
i ,. , i i i C, — (Ade (.. u elani siiryo, remplac/ons ——— par _—— 4- -,——f»,——-•/p l J / / — ^ r Ç ; , — ^ ( M — S ) ( Ç ; , — S )

?// décrivani l'arc S,/-iÇ^, le point V(u) décrit un certain arc de
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diamètre A^. Quand u décrit y^, le diamètre de l'arc décrit
par F ( u ) sera A^A^ Soit î . le maximum de | Ç ' — Ç | quand Ç
et Ç' décrivent Ç^_, Ç^, c'est-à-dire le diamètre de Çp_, ̂ . La lon-
gueur de y? surpasse 2^ et est inférieure à aû^+ 3(c/»—^-i).

Il est évident que si ^A^i2^ lend vers zéro avec ô en particulier
^[^(^) —^(^-OP est borné, on a

(4) F(.) = lim V0^^)-0^?/^)
û==0 ^^ Ç^—— 2

et cela indépendamment du choix de Ç^ sur Ç^_, Ç,,. Donc

F^/^),(5)
J^ ^——Z

l'inlégrale étant prise au sens de Stieltjes. Il est à remarquer que
les conditions trouvées n'exigent pas que û)(a?) soit à variation
totale bornée.

A priori il n^est nullement certain que la convergence du second
membre de (4), uniforme dans tout champ [dist. (<s, C) > d > o],
vers une limite indépendante du choix des Ç^ et des Ç,,, suffise
pour que cette limite soit identique à F(^).

Indiquons une condition nécessaire de la convergence du second
membre de (4 ) indépendamment du choix des Ç^,, les Ç^ étant sup-
posés donnés.

Soit A;.==i&)(^)—(o(^_,)[. (Observons que AJ, < A-ûpA^.)
Si | Ç;,— Ç; j == Q^, l'échange de Ç;, et Ç modifie le ^kme terme du
second membre de (4) de ± , r> ûp ^f——r» le signe pouvant

1 ^P — À l \ ' î ^»p — z\
être pris à volonté, si la convergence vers la même limite a lieu
aussi bien avec l'un et avec l'autre choix des deux points intermé-
dioires Ç,, et Ç^. Le module de la somme de ces variations pour
toutes les valeurs de p n'est par inférieur à 7-—v^ ̂  _.M ' [ écart roax(^, C)p

Donc ^.Û^A^2 doit tendre vers icro avec ô. Cette condition est
î

nécessaire, mais sans doute insuffisante^ pour que l'intégrale de
Stieltjes située au second membre de (5) ait on sens. Cette der-
nière circonstance n'entr«ft)ne pas a priori^ nous l'avons dit, l'éga-
lité tics deux membres de (ï).
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i23. Mais les courbes C dont nous établirons la propriété relati-
vement à une fonction F(^), réaliseront des cas beaucoup inoins
généraux. Non seulement l'intégrale de Stieltjes correspondante
^a converger absolument, mais nous allons tout simplement cher-
cher des courbes C, [Ç = £ 4- i^(^)] telles que

FM- ^ - ^^-J, S+^(S)-Ï

y3 ^reste continu sur G et que / -.-y——- converge uniformément
Ja 1 kî — •s !

sur C. Posons
3 — ^ - 4 - / [^(^) 4- /<] , $ == X -1- 8,

d'où
Ç — ^ == ô — i[h -+- ̂ U) — ^(^ -{- ô)].

^oit ^ (^) une fonction paire, croissante avec \u\ [condition
(![ [</ ) ci-après ), continue et nulle pour ^ = = 0 , telle enfin que

/•* €t i

I o / . a i t un sens [condition (III b) ci-après]; par exemple

6(?<) == | u |ïl avec <><^< i .

iNous allons chercher une fonction ^(^') telle que l'ensemble
7'(.^ A) on j ( z ) des nombres 8 vérifiant

(l) I /< .4 -<L( .c )—^(^ - r -ô ) |<e(8)

soit suflisamment rare au point./', pour que l^intégrale

r ^/o
-/•...,//> TÔT

a i l un sens. On conçoit la possibilité de cette propriété si l'oscilla-
tion de ^(Ç) est suffisamment ample et rapide dans tout inter-
valle .

Considérons Pintégrale

•"^A-
Nous utiliserons l'inégalité | Ç — z \ > [ ô | si S est dansy'(^) et

l'inégalité Ç — ^ l ^ ^ ( ^ ) sl ^ est étranger ày(^). De cette façon
13 a?ç ^ /- ^8 /'•3-a ^V ^ , f ^8 r13-

/ ir i < / TT--1-2 /./a I Ç — 3 ! ^•^ l 0 ! JnÇ-^| Ĵ,,. | 8 | Jo e(M)^a ' '' *- ' ^/(z) 1 - i ^o
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L'intégrale V ( z ) aura donc un sens quel que soit z. Mais nous

obtiendrons en outre la continuité de F ( z ) si la première intégrale
converge uniformément, c'est-à-dire si l'intégrale / —— étendue
à la partie de j ( z ) distante de l'origine de moins de £ (positif)
tend vers zéro avec £, uniformément quand z est quelconque dans
le plan complexe.

24. -Nous prenons pour ^ une fonction de Weierstrass

^(x ) = ̂  a,, cos bu x.^x ) = 7 a,, cos bu x.
i

Nous supposons :

( l a ) —ft— décroissant et tendant vers zéro quand m croît.
^//t—i

(i b) , infini avec m\
Vm—l

(i c^) ——nl , " — croissant indéfiniment avec m.
a,n—ï Orn—\

De la sorte
n ao n == m -

^ a" et ^^ a,, et ^ a,, 6,,
/l==m-|-1 7l==t

sont respectivement un infiniment petit et un infiniment grand
équivalents à am-\-\ et à a,n-i6m—f

Soit
< / « ( < > ) = a,^| cos 6,» a* —cos^^(^ -t- 5)L

d'où
^(8) = a^6wsin^(.r+8).

On a
l<,n(8)|<a,u^|8| et |^(8)|<2a,n; | <;„(§) | ̂ a,»6^.

Les considérations ultérieures paraîtront toutes naturelles si Pon
a présente à l'esprit la configuration de la courbe

y=(o(S)==^( . r )—^(; r -+-8) - t -A.
Soit

n == m — l

y,(S)=A-i-^,,(8), ^,(8)=yt(8)+^(S).
71=1

Nous utiliserons Féchelle bm pour les ô, et -I- pour y 4 , y a, y.

LX. 5
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Considérons la fonction

On a

( 0 ^ ( 0 ^ = ——-4- C O S ^ / , , . / ' — C O S ( 6 , / , . / ; - - A ) - ^ U|-4- LL,

2 ^fc)5 [- 2 ^(è)-
^/L',
"TT esi sensihlemeni borné par —1L—1—^—'> donc est Ires pdil

''//// ^/// '
(|ii;md ni csl grand. 1^, nul UM'O ).. n ' a t t e i n t l ' imi te qu'à une dis-

< t ' „ , h fi,t . incf ni i ni nui in ———.—— î trcs grande rn niénit1 ((^ïips < ue m.^,.1 //,// î n l

|l . . I c ^ l ;(ii r ) lns -—^-^. I I csi (ivs D ^ l i l . l ^ .n ' in lervK^nl qu'au voisi-n i i t ~ k

n.i^e dr 1 origine, cl son rôle dépend de la x a l e u r de sin^/^', déri\ee

Fig. 4.

J/

a l'origine du premier lenne de ûi),,,(A). Donc ûj//,(^)esl essenliel-

leineni représente par la sinusoïde — r- cos b,n.c — cos (b,iid' 4- À).
* </ m

Le.s lerrnes de 4'(^') antérieurs au /^icme ajoutont sensiblementà cet le
sinusoïde l'ordonnée d'uno droite passant à l'origine et de pente

i n f i n i m e n t pet i te avec •ï- • Les termes postérieurs au m^9 dounent

a u t o u r de la sinusoïde un très petit feston qui ne prend d'impor-
tance qu'au voisinage de À == o ( fig. f\).
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24 bis. Soit
S^(8)== ^(ô)-t-...-^-^(ô).

L'ensemble y (3) des ô vérifiant, l'inégalité ( i ) sera contenu dans
l'ensemble ^ m ( ^ ) défini par

X

(•-<) ! /? -+- S,»(8) j < 0(S) - ̂ ^.
m -+-1

Car si l'inégalité ( i ) est vérifiée, il en est de même a fortiori
«

de (2). En remplaçant 2 ^ a^ par 3 am+\ ? nous agrandissons À^ (z )
/n-H

dés que m est assez grand.
En raison de l'allure de la fonction ^ étudiée quelques lignes

plus haut, nous n'envisageons cette approximation de Pensemble
y ( J ) par )./^(^) que dans le champ Dyn formé sur Faxe des ô par
les deux intervalles

-< |5 ;<——
t>in ^m—l

(avec en outre a <^ x + ô <^ (5).
Soi ty/r t (^) la partie dey(^) appartenant au champ Dm- Nous

allons chercher ^ vérifiant
r d^ ^
^^ mî

-c.

Win étant indépendant de z et ^ W m étant fini.

La convergence uniforme de l'intégrale f —^-r sera ainsi réa-ty/ '^) ! '
lisée et F(-s) sera continue.

S^(ô) a le signe de tm(^) tout au moins quand
m— l

a,nb,n \ smb,n(.v -+- 8) j >^>anbn.
1'

Soit Ont positif, inférieur à - » tendant vers zéro quand rentier m
croît.

L'inégalité ts iafcmÇ ^sinu^ définit, surl'axedes^, des segments

kK -+- Um (À:-h l)^ — Um > -

bm bm
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(À entier réel), que nous appelons les serments .s,,,, sépares par
des intervalles /„, tels (nu*

/» -~ — n ,„ À T: — // „,
b,n î ^/ '

lùihn ces se^menis .s/// cl inlervîdies ///, doivent être , le cas échéant,
r é d u i t s à leur p a r t i e s i tuée sur 1),/,(//^-. 4).

Supposons qu ,'» ( x i r l i r d 'une certaine va leur in^ de //?/, on ai t

< l \ a ) ^.^^^^
^/// -i ^///- i

( L I n p o t h e s e (|iic — " ' . " — e s t inl ininient ^rand avec m est
( I ni -| l>fn \

incluse dans celle-ci. )
I I est e \ i d e n t (pie, si ./ 4- o \ î i r i e sur un serinent .s',/,, S^(ô^ a nu

si^ne conshml el sur ( )<is , se en \a leur absolue /// .///—m des que m
esj s i i t l i s î d u i n e n i ^rand.

K l i i d i o n s . ( l u î i n d ./ • -i- ô es! sur un te l serment .v,,,. l'enseinl)!!*
/.^ ( ; ) des o vé r i imnt ( 1). ).

Soit ./ ~+- ^,,, l ' ex t rén i i lé de ce serment .v,/, la plus éloigne'1 (!e
./•. Si ./ — ô es( sur .s/,, et ô dansÂ, , , ( ^ ) , ôesl inclus dans Fenseinhie
(1(^1111 i ) i i r

( ^ ) — 0 (p/// ) — 'î «/// +-1 < A — S,/, ( o ) < 0 ( 3//< ) -^- 3a^i.

( c o n n u e // — S / / , (o ) v a r i e dans un sens constant surA, / , , la doul)le
ine^a l i t i '» ( ) r ( '>cedenle , si elle est vér if iée en certains points de l'in-
l e r v î i l l e .v,/,. v d é l i n i l un in t e rva l l e dont la longueur est inférieure
.. (i0^^^^.

ff „, h,,, n ,„

Si a//, es( I e \ l ^ ' ' luilé de .v//, la p lus voisine de ./', l ' intégrale / -/—J—

étendue a la p a r t i e de / , n ( ^ ) s i tuée sur s,n est donc inférieure a

_6_ 0(::^)-h3a^,
a/// ^ m h m i l i n

Soit de luéme jc^ l ' ex t r é in i l é la p lus vois ine de x d\in i,n (on de

la par t ie d 'un /„() s i tuée sur I ) . I.5 intégra le l— 0 - étendue à la
J 1 u 1

partie de J',n{^) située sur cet /,„ est inférieure a—^ • 4~* Nous
^iit a//<
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exigerons que

V =:V { } ( ' ï ' l^" s~ a"l^ y _ ̂  y I

-^1 —^ ^m^mbm^m ^'l ~ Om ̂  V-'m î

('île 11 ducs respectivement à tous les s,n cl à Ions les /,„ réduits à
leur parlie commune avec D,/, soient inférieures à un nombre
posit if ep,^ lerme général d'une série convergente. 11 en résultera

r d ô Y^ yi^,-ïT<2,-X.<-""
23. Déplaçons-nous sur l'axe réel, à par t i r de x^ soit vers la

droite, soit vers la gauche, en évaluant les nombres oL,n ̂  Pm pour
les serments A-,,, successivement rencontrés sur D,,^.

Le premier peut être un segment .?„, partiellement réduit par la

suppression de l'intervalle x'— -—> .r + -,—• C'est le cas où x est
Om Om

intérieur à un Sm. On aura alors

_ îî 7: f 'm — -2 Uyn
^n ::= /— 6t »— <^ i^w S ———r———— •

^w ^m ~ Om

Le premii^r segment s,n non entamé (qui sera le premier ou le
second segment .s',,, rencontré sur Dm) donnera

T. •23Ï 'iT.——'i.U^ 3 7; —— '2 Um
.— S a,^ < —— 5 ——,———— S pm < ———7————— •
^m ~ f^m Om ~ Om

\^wr le y)1*'"1" segment s,n non entamé par la suppression de

/ r. je \
\X—— j—f X-^- j— ),
\ "m Om )

P ̂  < ^ (^•^ I)?? ( /?-4- l )^—2M^ (jO-h-2)^ —'iUm-.— ^ 3(m < ——,————î ——————,——————— S ^m < —————.——————— •
^m "m Om ~ Om

l^nfin, pour que ce segment Sm ne soit pas étranger à Pinter-

valle x — —h—? x + —— ? il faut et il suffit que a,,. << —— • Le
0,n—\ bm—\ 1 bm—\

maximum N de p est donc tel que

^——^^ ou ^ - - . < N < ^ .
°m Om— 1 °/n ^/w.—l 0,ra_i

En résumé les valeurs minimums de a^i, pour les Sm successivement
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rencontres <( droite .ni <i i^nelic J^. ^ ̂  si tués .sur l),/,, sont

(^ ) î ^/ ^? "" ̂ ^ -^y

Les \;dciirs m.iMimims corrcspoiid.nilcs (les (3//, s(»n( intV'riclircs ,«

/ > :' v ^ ^ < ^ - 1 )^ ( ^» •> )7:

' ^ J ' ^: ' " i ~"^~ï• ~~^~9

1.»^ dciix premiers h'rmcs cuire ()îir<'u( lisses dans ces suites
corrcspond.-iil <in c.(s < )n s<>^: lH(• t l I .s-,,, iniliîd <*nlnine pîn' l<i siij)!)^1^-

M<m <lc 1 iiih'rNiilh' ./ ," , . / • 4- —.
^.,. ^,n

\ )(• Inill CPCI ('(''siillc (inc

v __.L-)'v'(^°)—1
^> ^^/«^./ \f^J " ̂  ~—————^'-~———— '1 i.-.\ J

<.oinnic les 3î^. (•v^r( '> l l l i l ( '•s () lns voisines des /,„ roduits à leur
( )<»r l i c sKiK'-c sur |)^. coïncidciil i\\^c les j3^ (sîHif()iiand un a,̂  on
nii ,̂,, soiil j mu' des aii i i trt1 cxl ramiles de I),/,), les iimilos iiitV;-
ricuro des y.^ S|K;( •(•ssm'nieiil rencontres d;ins [),/, son(

-. •,r.—..,f,,, ( p .- t)r.—^ff^ ,
^n,' " 'h,,, î '" î ~—————^———————ï-"* ( /^-1>.

Donc

^:-^(.-^ - . . . : - , — — ) .

I1 miticinrni. iv^. ip^. ... di'-sl^ntinl des noini)!*^^ positifs termes
^('iicr.inx desc r ies coii\cr^cn(es, les conditions coinpiemenidires
cl^er<> l l ( '>(>s soni

( » " < - > —L-^(?7:}-^^^
^n, Un, \^n, î

( » " - / ) ————— f ' " " l^i//^/,^^,
« , , , H , n . f . 11 m

[\\ 1 \ n m^\ î fhii ,,

^7,:log7^-,=<'•,

• l l c ) /^lo,^-=«.;,,



Diaprés (11 c), et —Lrl étant iiitinilneni s^rand avec m, u,n tendf^/// *
vers zéro cl même la série ^Um converge.

2(). Cherchons par exemple à réaliser le cas 9( u) == u^(<^ y? << ï ) .
Les conditions ( I l l r ) et (111^) sont éduivalentes entre elles.
Posons

an, =•-- ••——rr-, » ^m = | /// ! !^. ///» -= — •
; /// . \P fK '

Les conditions (\\a), ( 11^) , (11^) et ( l l l r f ) donnent

— P ~^ (/ — / ' > < > . p >/•-+- ï , r > i , /) < y, ( ] .

Supposons donne r\. \^ noml)re r dél inissant lîi ( ï i i an t i l é auxi-
liaire Uin pourra toujours être déterminé si p ^> a, q ^> p 4- • •

Si •/} est inférieur à - ï la condition </^> ~ entraîne la seconde.

11 reste alors p ^> ' î . a ^> - • On choisira r dans le champT»

ï </'. / • < y 9 — i , ï^q—P-

Enfin, si p et </ vérifient la condition 2 <^. p <i q — r , les résul-

ta t s vaudront pour lont nombre •n vérifiant ï 1> Y] ^> ' •
. ^

Donc, .s/ < > - < £ < < e\ /^ fonction
•X

^^^''Si^n^60^771'1^^
<?.s'/ ^>//^ y^/^

^('')=7a S~^(0-3

<'.y^ continue dans tout le plan et singulière sur la ligne
décrite par le point

Ç-^(?) (^^?).

En on Ire si e» vérifie
2 < 2 i < i 4 - e \

l'ensemble y (.r, A) défini par
2->-£i

! / i^-4/(.2*)—^(.r+8)| < ISI^^
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e.^l tel que 1 in 1 enraie x, ./o
\ ô i

«'si uniformément convergente au point ô == o quels que soient
. r e t //.

Pour employer une locution dont rongine et le sens s'expliquent
(1 eux-mêmes, l 'enseit ible/ (.r, / / ) < i , a?/. point x et à la distance s,
une mesure lo^arithïnufue f in ie , tendant uniformément vers zéro
avec c, ^ el // var iant a rb i t ra i rement dans le champ réel (1) .

i27. Nous a \ons donc montré l'existence de courbes C, d'équa-
tions z -= .r -+- / ' ^ ( • / • ) le l les que l'intégrale1 F (^ ) reste coîilinue
sur C. 11 es! év idemment très intéressant de rechercher L de^ré
de général i té de ces courbes G.

. t p r u n ' i la forme de la fonction ^( r) les particularise beaucoup.
Mais le p lus im per lant ne semble pas cire là.

Chaque arc de C est inf in i . On coneoil la possibilité, et nous la
réaliserons ci-après, de dé f in i r un ordre d'infinitude pour la lon-
gueur de C. 11 s'agira alors de savoir si cet ordre :idmeî ou non
une borne inférieure commune à lous les exemples dont nous
avons inouï ré la validilé. Il es! clair que les circonstances sont
d?alllîul( moins favorables à la continuité de l^(^) que C se rap-
proche davantage d^une courbe de longueur finie. Parmi les faibles
ordres d'intinihide de la longueur de G, certains ne sonl-ils pas
inaccessibles à la méthode et aux démonstra lions exposées plus
ha ni ? C'est ce que nous devons examiner. Nous préciserons d^abord
la nal lire des courbes G.

Observons que C, et aussi F(-3), soni caractérisées par ^ uni-
quement, donc par les suites a,i^ h,,^ et que les nombres u,uj la
fonction O ( ^ ) ne joueni qu'un rôle auxiliaire. Nous allons éliminer
progressivement des conditions trouvées ces variables étrangères
pour obtenir des conditions contenant uniquement a,n et b,n'

(1 ) E étant un ensemble linéaire situé sur Oa*, nous appelons mesure loga-
rithmique de E, au point ci et à la distance e, la mesure de l'ensemble décrit

par le point ç =-= Io^,————.1 si | x — a \ < e, ^(x—a)>o, .r dans E. Cette

mesure est f inie ou inf in ie . Elle est égale à l'intégrale /—————- étendue à la
j \x— a\

partie de E située dans l ' intervalle a — e < a ' < a - + - e



38. I\ous avons dû, pour la validité de nos raisonnements,
admett re trois Hroupes d'hypothèses (distincts on non), savoir le
groupe ( ï ) ne renfermant que les a,n et les b,n^ sans les iim mQ(u).
le groupe (II) contenant les u,n^ mais non pas 0{u), le groupe (111)
renfermant 9(^) . Voici ces conditions :

(I a) —-^— infini avec m,
am+^

( î h) -1-1^- infini avec w,
0 Ht

(le) ^^±1^1 infini avec//i,
a^nuln

, 1 1 ^ a m ° m li m ^( l i a ) ,——,—— >2,
Cl'ui—Y Om—i

m »

( 1 1 6 ) V^'ï^Llos^L-fini,
' ^dmU,,, ^ hm-1

( I l e ) y^Jog^fini,
J— °m—\

nous ajouterons cette condition

(II fl) a'mUm décroissant,
( l ï la ) 8(^) croissant,

(lil/^) J ^—converge,

(Hic) V___e(^)finî,
A^ aw MW \ Om f

(IH</) y— f4""'^1 / -^-^(M). , .—— ( ——'-du fini,
tUmJ U

w=l _
^amUmJ^ U

29. Éliminons 0 des relations (III). En vertu de (IIIé) et de
(IIIrf) réunis, la série

mx ,———

V ( ' / ! ! e(")^/7^ / ( -,-,— -4- ——— ——- ) du converse.
^J^ \^(U) Ctmihn U ) ^

m == î _"L
^m

Nous diminuons le m16"6 terme en y remplaçant le coefficient dif-
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feront ici ()}ir—..__„.__._._. On en conclut In condi t ion
V II <'m l',n

( I l e ) V ——====== Uni.
^Â \ <i in ^ 1 1 1 i / ' / / /

Supposons-hi remplie. Mors. posons r)( i / } == \'Uff,n u,,, pour

— ' ' / / ——• Les condil ions ( 1 1 1 h ) cl ( 1 1 1 < 7 ) sont sîitishules.

ly.ipres I.i condition ( II </). l.i condition ( 1 1 1 < 7 ), savoir lu croissance

<jc 0( u } scr,( remplie miel (me ^oï l 0 ( —- \ clioisi ciilrc

i/^7^ el A/^^-^.
^ / l>m \ ^,n

l'jilin. l.i coixiil ion ( I l l r ) ('•(mi\;ml <'i ^ .. lini, ce (|iii
^à ^ ^ 1 1 1 ^ ni " m

{'>{ lll('lll> J.llls ( l l r ) , < J îlDI'C.S hin ',> ^,n~\ -

Vin>i. il csl possible, et nous cil ;(\oiis <loiim'; le moveii. <]«• Cill-

culcr ')( 1 1 ) \ ('•ritiiiiit loiilcs les rotidilloîis i-cdiiiscs |)tir les rînsoniK1-

meiils ou (i^iirc celle fonriion, (jrs (m'oii înira pu Cîilculcr 1 1 1 1

iioinlx'c Un, Ncrilhml les condiliotis ( 1 1 ^ ) ; ' » ( 1 1 ^ ) . Les conditions

( I ) < • ( ( 1 1 <7 ) ;( ( I I / ' ) soni donc ncccssîlircs cl snfllsilnics ()onr lii
()ossl l ) l l^ l ( ' t de ces l'îlisonneiiicnis.

ïiî)///.v. l^nir' ( ' î l i lnincr/// / / des conditions (I I). iippimnons ce |>rin-

c i jx ' (''vident ( j i ie si deux s<'Ties a termes positifs .Sr̂ , ̂ ,̂  sont con-

vergentes. d en est de même de ^f]^ r;̂  ), (jiiel (îiie soit 0 vériliîint

< ) .^ : ' • 01 ' sons nne î i i i t re forme, ( jne .si 1 on pose "n^fi^ -^ Sî,r11

(/.. ^ / > < » ) . l;t série ^,,i con\er^e. Il snfni de reinîirqner qiie sir^^
est le plus î^r.'ind <les deux nondx'es Y,,,, et Y/^ (on même leur

somme), ly^ con\er^e, et <|iie ^S.^,,,.
(^ela el<inl. Tim, r/^. r^ dcsi^nîint des termes ^enerîinx de séries

con\er^entes, ( 1 1 ^ ) et (llr) donnent

( I / / ) ^—|o^^ ^^,
<t,n Ih,, 1

De même ( I l e ) et (11^) donnent

/ 1 a \ ___ I,»., )111 _ . ':(\ 1 € ' —~i — 10-« 7——— — ' \ m 'a,ni),,, - i h m i
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Enfin ( l i a ) cl ( I l e ) donneni

HéciproquemenI, supposons ces condilions ( I r f ) , ( 1 ^ ) , (l/)
vérifiées, outre les conditions ( l a ) , ( I ^ ) , ^ ( l c ) . Je dis qu'il esl
possible de trouver u^ vérif iant les conditions ( l ia) a ( I l e ) . sauf
peul-ètre ( 1 1 < / ) .

Prenons en enel u,n Ici que Uin lo^ ' " soil le p lus^rand, savoir
0^1- \

Ç,/,, des (rois nonibres YÎ,,,. Y}^, r^. ( I l e ) esl evidennnent veritié.
( l i a ) est rempli, d'à prés

a,nl>n^hn ^ ^m^m^iu ^ .̂  It' > .,

( l i n ^ 0 1 1 1 \ • , , h in ^'nt = '
CT/,/-, À,^_., loiï .—^— ult

Om -1

( I f 6) est vorifiôe d'après

a//<-+-l (oo- /'^ = r'^ = Tl^ < y
<7^^/// & ^ / / / - ! ^ ^ ^m Ç / / / - 1//"

^/«-l
(11^) résulte de

/ i z ^ z r _
i ^ A/ og ̂  -i ^ ,/^ <^^

\/a,nbnt—\ ff,,i V ^m^m—ï^m \ Cm""

Qnnnt à (lia'), c'est une condition très peu restrictive. 11 sufnt ,

pour qu'elle soit vèrilice, que ———-m— décroisse <unsi que chacun
lo^ —!—

r> b,n -i

d(*s nombres Y},^, YÎ^, YÎ^. C'est ce que nous supposerons.
Observons que si (ih) est posé d'abord, (Ta) et (le) résultent

ensuite a fortiori de ( I r f ) el de (T/').

30. Finalement, nos raisonnements suffiront à prouver la conti-
nuité de F(J) sur toute courbe C telle que les coîiditions (16),
( ïû?) , ( ï^) , (I/) soient satisfaites. Ces conditions ne renferment
plus que les coefficients a,n et h,n. Elles nous permettront de
limiter très strictement l'ordre d'infinitnde de la longueur de C
tel que nous le définirons plus loin.

Mais auparavant , tirons de (ïe) la conséquence ch^ < am-\ bm-\
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a partir d'une certaine valeur de m. Cotte inégalité nous servira
plus loin sons le forme

10^ am- <\^a,nh,n.
a,n^-\

Celle-ci ne peni |);(s être sensiblement améliorée, comme le
inonire l'exemple su ivant d'une courbe C,» pour laquelle les deux

infiniment grands (a\ ec /// ) lo^'—^—et lo^ a,nh,n sont équivalents

(ce que nous noierons en les reliant par le si^ne ^/).
Posons

h,^ -— \ •)">-^ '\"i—î . . . ( / / < —1)-2 m Iv.
On a

.—'-'— — ( /// ! W, lo^ .—ln— ~ (fin log///, i<^g^//( ̂  -" f^2 log/».
h 1 , 1 \ I ) ni i 'À

Posons
i^r . ^m ^fi ,„ =- -,——— loy, -,—— pour /// ^ '2, avec a\ == i.

/^,/ - , ^ h,,,-\
On a

—'— ^ { / / { . ) ' / , a mff,n^ ( n i \ ) ' i <jfnl^'\o^m,1 1 1 1 1 - i
d'où

|o^——'7_ /^ \0^<tmf}m ̂  f///t log//<
flm^-\

(propriété annoncée). D'ailleurs,

-a f l l h l l i ^^,.
^ 1 1 1 - 1 ^lU 1

Or.
'^Tn ̂  ^ f/< t ) '/-(-£w. '''i//! ~ W/', ï,,,, ~ •> </ //A—y"1"1 lo^//<.

Si ^/ > ̂ , /> >- .i, les irois séries ^fî,n, ̂ r/^, ^n^ sont convergentes.
Donc, la fonction I' (^) relative à G(( est continue sur Co, qui jouit
en outre de la propriété spéciale annoncée ci-dessus.

3 1 . L ordre d'infinitude de la longueur d'une courbe C sera
ci-après caractérisée par deux fonctions V (&)) et c(c»)) infiniment
grandes quand la variable ù) tend vers zéro. \ ((»)) qui surpasse ^(co)
vaut . a un facteur prés compris entre des limites positives indé-
pendantes de ///,

/ f.ii ^m-i-i ^ ^ r. 7C

</ m '^11, POU »* .̂  =7^ < tO S ftm = T-
< < ' " i n V,n
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et
7- a^±l P0"'' ^//-M = ———— i ̂  < y,n-

(0 ^///4-1

Nous allons évaluer une borne inférieure pour l'ordre de la
fonction V (co) relative aux courbes C auxquelles notre méthode
s'applique.

Cherchons une borne inférieure (asymptolique) de

A ( c o ) ^ k^^) .
lûg — 101:2 -

Pour (3^ << ûj << p,,,, le numérateur est équivaleni a loga,n&,,,.
I.e minimum est atteint pour c>) = ,3^.

[\mr (3^^i < &) < Q^, il suffit de poser

los - == /, loff ——I—— = a
' (0 b Tï^m+l

et de constater que la fonction ^——— croît avec t( '> a "> eY1 t \o^t v /

pour trouver qu^ici encore le minimum est atteint pour co == (3^.
En résumé, pour (3,^i < co < (3^,,

A(œ)>(,-^)———^f"-6- . .
l . ^ ^ w ^ m i ^m^mlog-—— lo^,——

^m-ht ^/n-l-l

Mais, d'après (1^),

I .. Cl'mbm , ,.,
„———^ - < I ' '/„———<^mbjn.
(tm-ï-\ ^m ^m4-1

Posons a,nbin == B,^,

^ / ^ \ ^ _________\0^-^,n________
' (loi;B,,,4-log^)log,B^^,,/

(le) donne encore
7——— < Cl'mb,n= B,,,.
°/»—1

D'où
log^,» < loî; B^ 4- log B^_i 4-....

Mais, d'après (I/). mri"^ tendant vers zéro, puisque YÎ^
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décroît, ——— > /A/ .
"m-i

loglî/^,<logB^—logw. lo;;B^-,<logB^— loi; m(m— i ), ...,

tog^m< mIogB^— ( i—s^)^- |ogw (lim£,,/=o),
^ //( x

., - ^o^H,.,A ( (o ) ^> ————————____^ m_________ .
/// (logH^— ^ lo^w^los^B,^— logm)

Vï.n's.
lî,/, > /// î . log l̂ ,, > //t l(»î,r//^

La borm* de A((x)) (^st croi.ss.aile ; i \ ( ^c logB,« (supposé supérieur
.» A/ î lo^A/ î ) . D'où, eu fî i isanl

ï0^ n/// ^- ^ log w, A ( <•) ) > î ,

iné^nli lc < i syn i | ) t o l i que , bien enlendu. En résumé,

10g \ ( (.) ) > ( I —— £ ) A/JOg -̂  log2 -1

y oj co

(e posilit donné), des (jiie (1) esl assez pclil.
1 1 M'nut sînis doute îiisé de doubler le coefficient sons le radical.

En tout (-.(s. lîi valeur asvmplotique de A(&)) esl /7>2, pour les
courbes (^ (''ludiées |)lus haut (3o). On aurîiil

1 i m A < c) } - — • > ,

si, iivec Li inriue expression donnée de a,n. on posail

^—— = ( /// ; )2( ](^r., ... l(^/ny/ (y > .j>).

32. On |)ourrai t de méine limiter inférieuremeni la croissance
de l.i seconde fonction r(&i) ) caracléristique des courbes C.

Li1 ra[>|)ort -^— tend vers i sur un ensemble d'épaisseur droite
é^îile ;i i nu poinl a )==o, pour loute courbe dont l'ordonnée est
une fonction

^(.r) = ̂ ,,cos^.r,

si ^/, et 6,, vérilieni les conditions (la), ( J ^ ) , (le). En parti-
culier. pour les courbes C de notre étude,

»^-^^L^>i^ iogV<^L_>,^v10^10^.; "v10^^^'
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On a une idée de la borne inférieure de lo^r(^)) par l'exemple
suivant, obtenu en réalisant assez strictement les conditions (1^)
cl (le). C^ el la inoindre croissance de \ (ci)) correspondaient aux
conditions ( le ) , ( V) strictement assurées.

Soit À ,n ==- 1 o 2 y—'"- • ^ < > s on s^ / / / - - i

a,//-+-i . ., i A,/, i j' ' ' e t ' m
———— A,-,/ = ——:, î ———,——— == ————, » d OU A,/,-|_I = —————— •a,,/ " w.3 rt,«6/,,-,i •2//'-l •>.m^/.,n

Movennant À| > F), 7.,/( est inf ini avec /n (A, / , .> ^/'J. quel (lue soit w).
( )n w conclut que /./„ surpasse ^m_/c si ^,,_.) =— e ' ' " ( A indépendant
de /// ).

I) après
lo^a,/(4-.^^^-n ~ logÀ^-n ~ A / « ~ loga.,,6//,,

on a

l 0 ^——--)^^-\ ^,,,4-l /

Or,

i 3T
10 g 7——— ~ ^m+l-

°m+\

Donc
Ioî;^(o)) ~ lo,;., — pour (o = .—— •w Ofn+i

Observons (nie la condition ( l e ) aboutit à limiter inférieure-
ment les a,n et snpérienremeni les h,n. G est une somme de sinu-
soïdes dont la fréquence bm ni l'amplitude a,a ne peuvent croître
ni décroîire trop vite quand m augmente, ( l e ) joint à la décrois-
sance de r/^ donne

lo,^<-^log->^.
0,n ^m—\ °m—\

La croissance de b,n ne peut atteindre celle de e,n.

Les variations totales extrêmes d'une fonction « à l'échelle co ».

33. Nous allons maintenant examiner une question soulevée
par l'étude précédente.

Puisqu^en tout point de l'arc continu C, décrit par

S+<AO (^^?),
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^

•^^/'r-7^-//(S)-^
^

est continue cl non holomorphe, il f au t que loni arc partiel de G
ail une longueur infinie. Dans C, intercalons une suite de
points VI, se projetant sur l'axe des ^ aux points

avec a,, = a, y.,, ̂ i == p, ^ <^ a^_, si o^i^n.
La lii^ne brisée des sommets M^ a une certaine longueur L. 11 est

évident que si

S'=:^;/(a^.)-/(x/)i,s'=^'/(a
/ :--- 0

on a S' <^ L <^ S' -(- (3 — a. On ver ra i t ineine aisément qne si/ 'est
a va r i a t i on lolale infinie dans tout intervalle, S^— L tend vers zéro
en même temps que le plus i<rand des nombres

3.1^—^1 ( /=( ) . . . . . n),

la s u b d i v i s i o n a^ é t an t alors variable par la position et le nombre
de ses points.

/ ' é lant une foncl ion à var ia t ion to ta le infinie sur a(3, nous allons
envisager la variation totale à V échelle w de f sur a(3, et nous lî»
détinirons de deux points de vue différents.

Soit y., une subdivision quelconque vérifiant

a < a, < a, <. . . < a/, < ̂ .

i-^n—\''-^H—\

S= ̂  1/(»,+,) -/(a,)!
/ - : 1

S= ̂  |/(»,+,) -/(a,)!

( les valeurs / = o et / = n sont donc exclues).
i" La variation totale supérieure « a l'échelle w » de/sur a(3

sera le maximum de la somme S pour toutes les subdivisions
vérifiant a^, — a^ w pour i = i , . . ., n — i.

Nous notons ce nombre V((o,/, a(3), on plus brièvement V(û),/),
ou V(co) s'il n^y a pas de confusion à craindre.

a" La variation totale inférieure à « l^ échelle G) » ûfe f sur a(î
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sera le minimum de la somme S pour toutes les subdivisions
vérifiant a^,— a^w (i = i , ..., n — i), et, en outre, a< — a<û>) ,
P — a^co.

Nous notons cette seconde variation ^(&),y, a(3) ou ^(co,/)
ou ^(&)).

Dans le premier cas, n est borné supérieurement par l——a + i ( () .

Dans le second cas, n est borné inférieurement par r a — i .r to
[Exemple : (3 — a == (n + i)û t ) , a,r = a 4- ^co.]

33 &^. Il est évident que, d'après leurs définitions, V(&)) et ^(co)
croissent (plus précisément, ne décroissent pas) quand co décroît.
L'inégalité (»>'<(») entraîne V(ûL/)^ V(ûi)) , ^(co')^ ^(co). D'autre
part, considérons parmi les subdivisions de la seconde espèce
celles qui sont formées de nombre a, en progression arithmétique
de raison co. Donc,

a,= a i -4- ( ( -—i)co ( < = l , . . . , n),
a j — a ^ a), ^—a/i^(o.

Si l'on fait varier a, dans le champ a <^ a< <a + û), la somme S
correspondante a un maximum V^((o) et un minimum p<(c»)) . On
a, évidemment,

^((o)^Pi( to)^Vi( (o)^V(t t f ) .

En particulier, on trouve ^(û>))^V(<«)) , ce qui justifie les qualifi-
cations de « supérieure » et d' « inférieure » données respectivement
aux variations totales V(û)) et ^(&))*

Les définitions précédentes s^appliquent à toute fonction f(^)
continue ou non. Limitons-nous ci-après au cas d^une fonction^ x)
continue.

3A. Dans le cas d^une fonction f continue sur rintervalle a(3,
V(<»)) ne saurait être infinie sans qu41 en soit ainsi de ^((x)).

D^autre part, il est visible que û)V((«)) tend vers zéro avec û).
En effet, soit U(ûi>) le maximum de l^oscillation de / sur un

( ' ) Considérons, par exemple,

P—a==( r t—i - t -2e ) fa> , o<ac< i , «i=== «-4-e(»>,
oi,=3<x-4-(i—i )(»»-<-KO, a, == P — e«.

LX. 6
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intervalle de longueur c»j s i tue sur a{3, et soit U ( ( 3 — a ) = = î î
l'oscillation de / 'sur a(3.

Si c») <^ - » soient /^ le nombre des intervalles a^a^ supérieurs en

longueur à - 5 et (/ le nombre des autres intervalles s de la subdi-

vision réalisant le maximum \ ((»)). On a

/ ? < / ? ( ^ — a ). q < p -t- q < ^——— + i.

Donc.

V«o><.^-a^-(^-,)u(^).

D'où
li m cj V (/ w ) < ( 3 — a } L f -*- ) 5ro==o - ( ^y

ïliicl (pie soit n enlit'r. Donc,

lim (oV( (o) == <».
ro == (>

Si IKHIS considérons la courbe y:=:/'(.r), /' étant continue,
\ ( G j ) ^ ! f ( û j ) caractérisent d'une certaine manière « <° l^échelle (n) ))
la longueur de cette courbe (de longueur inf inie) .

îfô. Ces notions indispensables étant établies, nous allons éva-
luer les var ia lions \ (o) et e(c*)) pour les fonctions

^(•ï) ==^ancosh,,j'

vérifiant les conditions (la), (l^), (^)< savoir :

lim-^- ^lim^^'^' ^Clim-^^x.
m x (^m-\-1 f^nf^iH \ u tn /

Nous comjïarerons les variations V(c»)) et e(c*)) de ces fonc-
tions ^ l 'une à Pautre. Nous verrons quelles ne sont pas indépen-
dantes. ÎSous aurons ainsi établi les résultats utilisés (31, 32)
af in de montrer Que, pour les fonctions ^(^) particulières
définissant les courbes C de notre précédente étude, la croissance
de la fonction V(c»)) est limitée intérieurement [et de même
pour r((<û)]. Il faut donc que la longueur d'une courbe C soit
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« assez fortement infinie » pour qu'une fonction analytique puisse
rester continue sur elle et holomorphe hors d'elle.

Par contre, nous montrerons qu'avec une fonction ^{^') soumise
aux seules conditions (Irt) , (16), (le), on peut réaliser les inéga-

lités h<^ lim——0-^<^ vv/0^ ̂ î ^ et ^ ^mls P0^11^ ^^l^
que soit la fonction décroissante donnée W ((o) infinie pourco = o,
a\ec limco W(c»)) == o.

Enfin, pour une fonction continue quelconque, nous consta-
terons par un exemple l'impossibilité de fixer aucune relation
d'ordre de grandeur entre V(c»)) et ^(&)).

36. Calculons les variations V((o,^) et r((»),^) sur l'inter-
valle aj3.

Tout d'abord, évaluons, quand À est grand, la partie principale
de la variation totale VT(cos^, a(3) de cos^j? sur a(3. Si/ est
dérivable, on a

'?
a,3^= / \f'\dx.VT(/, a?)= F \f'\

^a
On en déduit immédiatement

A r^-^^—î} <VT(cosXA- , a^X^C^-ÏX+iY

Donc,
VT(COSA.C, a^) ~ ^ ( ^ — a ) X ,

7l

si ^ est infiniment grand.
Toute borne inférieure de V < ( c » ) ) en est une pour V(c»}). Toute

borne supérieure de v\ ((»)) vaut aussi pour v(w). De là l'intérêt de
calculer de telles bornes de V ^ ( ( o ) et de ^(co) pour certaines
valeurs remarquables de G»). La décroissance de V t ( û û ) et de ^ i ( î o )
permet ensuite de conclure pour toutes les valeurs de c»);

Soit
n — l

SW =21^(^1)-^)!

pour
a , = = a i — ( ( ' — l ) c o , o < a i — a ^ o j , o < ^ — a , , ̂  (o.

Faisons
7C ,, (Â' -4- () TT , , . . , , , , ..(0= 7— = ^,n et a /== —.—— (A: entier indépendant de ().

bm ' ^m
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Posons
dp ( cas l>p a,.4_i — cos hp a/ ) == // ̂  / .

Nous a\on.s
// x

^ ( a ^ , ) — ^ ( a / ) =^/,^. avec //,„,/= i (— i)^-<-i <?,„, ^,/ ^•^.
/' -1

Donc, la diflérence ! '^(^/^.i) — ^(a,)l — ao/,, esl en valeur absolue
/i -r /// 1 »

inférieure à ^ //^( j 4- '̂  ^/^/^
/' -=: i //^ -» i

Donc.(n ponr /< - i )

§ ( ̂  ) — > na,n ^ ^ \ T ( a,, cos /^, .r, a^} — .̂ /< ^ dp.
l i —. 1 m +• 1

avec
? — a ^ — a

// == —^—— -= —^— h „/.
^//i 7:

à une ou deux unités prés.
Au second membre, \ T(«^cos/^n.^) est équivalent a

''('^-^v'^)^-
La somme des ïermes analogues ( )our /^< / /< — i équi\aul a

^ —- a
^ —-̂ — ^w l ̂ m- 1 -

x

d'ordre inférieur a r/,^,,,. 7 (/y, éc^ui^aul à ^,/,^(. Finalement.
/</ -+-1

^ _ ^
S ( 'L » ~ ^ ^——-- n ni ^m ~ ^ 1 ( ̂ m cos ,̂M •^» ï,^ ).

Donc.

Vi (^ / / /> ) : > (••»• — 2 ) ̂ -r"^ a ^ l ) " , '

dés due /// est assez i^rand (s j)osilif (inelcon(iue).
l^'enons mainlenani

2 . == ._—— -̂ ( /•' —— f) —— .
•< f^m f^i,

Nous (rouxerons cos />,„ a, == o, donc u,n ̂  == < » , et, par suite,

S ( ̂  ) < ̂  VT ( a^ cos />,, .r ) ^- •>. n ̂ , rt,, ~ •< tj ^ a ( ff^-i h,n- -i :- a^-n <»,,, ).
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Donc, pour m assez grand,

^1 ( ̂ m ) < ( -2 — S ) '——^—— ( a,,,-, /^. i - rt^+i ̂  ).

Nos hypothèses ne nous permet tent de rien conclure sur l'allure

du rapport m-l quand m croî t . Notons que le rapport
^//Z-4-l °f)i 1 1 1

"(è)———— ^st infiniment pt ' t i t quand m c ro î t . Des inégalités établie^

^ v^ /
résulte :

Pour ÙD^— =r 5,/,,
^//(

( <» V ( (•)} > ( •> — £ ) ̂ -^ a ,n b „< ;

l^our (*) > 5^,
^ _ „

< 7 ) «-'(t0) < (2-r- e) '—^—(a^-i/^,^!— rt,^,^,).

37. l^ir des raisonnements entièrement analogues, nous trou-
verons encore des limitations inférieure de V (ci)) et supérieure

de < (ûi)), si ûû = = = / / — î // étant un entier plus grand que i et infé-
, bn,rieur a -,—— -

Om-\

1° Soit d^abord q impair,

q = 2 q ' — ï, q'^ o et a, = ( À -+- ( ) ^—" •
°/n

Comme pour r / ' == o, cas traité plus haut,
p r= //( — 1 so

: /<^, , j = 20^, | "L(a^i)—^(a,) , > •m,»— \ | î ,, —•2^0^

S > •>na,n—('>. — £') ———a,,i-i6,,,_i—(2 — e^/ia^-n.

On a toujours n r^ '——• D^oùJ ojOn a toujours n r^ '——• D^où cette limitation inférieure, valantJ oj ?

pour S et, par suite, pour Vi(ci) ) et V ( (» ) ) :
Pour <o = (ïq 4- i)-^ 5

^w

(9) V(to)^V,(<o)>^a[(2-E)a^t-(•2+e)o^(,^^.
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2° Soit
r' i l . Q ̂y-, = —— ^- ( À — i ) £— .

•^//< ^m

Comme ci-dessus (u===- i). on a

cos^^a/^± o. i<in,r— < > et S <^ \T( f f / , cos/^.r) 4- •.-</< Va/,,
1 /«+- !

avec
ï — a [j — a,// = k——— = l———h,,,,(o ^y

à niK1 iinitc |)rcs. Nous Irouvons |)our S une limitation supérieure,
valable < i f o r t i o r i pour »'i((»)) el pour e(c»)), savoir :

l ^u i r ',) = = = < / — ,/ ^^

(8) r((.>) ^ r. ((.)) < (> - ̂ i^ (a/.-, 6,,-i + r. a^-l\

37 /^/.y. l.es inégalités élal)l ies jusqu'ici |dans (^), (8) et (()), nous
remplaçons m par ni 4- i j nous donnent les diverses limitations
su ivantes avec les champs où elles sont utiles. T es inégalités
portent le même numéro (accru de bis ou de t^r) que celles d Où
elles ?,onl immédiatement déduites :

< ^ '̂•v » 7—— < ̂  ^ — î V (cJ ) > ^•- > — s )-ti::la «m^,//,
^///-+-! ^//( ^

Cl pour

( > q — l » 7——— < f) ^ ( ' 2 ^ - 1 ) ,——— :h,,,^, - v •z • ,̂,̂ ,

(^^) V(:(0)> ̂ a | ( ., - ̂  aw ̂ //^1 __ ( , 3 ) ̂ ^ ̂ 1 ,
:: 1 2 ^ — 1 J

(^er) ^(o.)>^[(.,-£):^^^^±2_(,^,)^^,;[,

(7 /^Àl) ,—— ^ to < / " » ('^0) < 0- -'- ^—^(^m^//,-1 ^^+,6,/^i ),
°/71-+-l ''//( ^

et pour

q——^o) <(^ -^-i)—'—\l/w-^-l °/n-^i

(8 ̂ ) (-(M) < (2 + Q ̂ a (o»,/^ - a"'+2bm^ \

(S ter) v^)<(î+^)^-=-^(a„h^-am±lr.î——^\.
r. \ („ q /
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38. Cherchons maintenant une limite supérieure de V ( c » > ) , puis
une limite inférieure de ^(co).

Quelle que soit la subdivision a^ on a
p x> i == n — 1

S<V V a? \ cos^a^—cos/^a/^ ,
/,=i /m

donc, quel que soit m,
W 3C

S <VvT(CT^cos^.r. a,^) -4- •^^a,,~ 2 ^——a CT^^-4- ->^a,,^i.
1 m 4- 1

Supposons maintenant
3 — a

a / 4 - i — a ( > o - ) , don ^< -——— -^-l.
- co

Les sommes S que nous caractérisons ont pour maximum V(c»), 4')-
Donc, quels que soient m et (o,

V(o),<^)<S<(2+£) t l^af^^-+-^a"±l)
ÎT \ CO /

(dès que m est assez grand).
Pour &) donné, la valeur à choisir pour m est celle qui donne au

second membre la moindre valeur. En remplaçant successi-
vement m par m — i et par m -\- i , écrivant que les nouvelles
évaluations obtenues ne sont pas moins qu^équivalentes à la pre-

mière, et tenant compte de ce que m-1 m-^, m4"1 sont infiniment
r K C^mbrn ^m

petits avec w, on est conduit à choisir cette limitation supérieure
de V(co) dans le champ

(lo) ———<co<-^ , V^^+^^fa^+Tr0^).
brn-}-\ ~~ ~ Om ÎT V 0) /

Les deux termes a,nb,n et TT -̂ ±1 sont é^aux pour
: ,,, <ïw-H

03 = Pw == TC ——J— •
<^m 0^

Les rapports —m— et ^?1 sont infiniment grands avec m. Nous
pm-t-l Pm

désignerons par ^î^ un infiniment grand inférieur aux deux pré-
cédents et aussi lentement croissant que Pon voudra.



39. Évaluation de \ (a)). — La comparaison de l'inégalité (10)
avec les relations ( ( > bis) et (^ ter} donne immédiatement les résul-
t a t s su ivan t s :

1 < > />w f>lm ' (0 ̂  ̂  >m' v( (0- ̂  ~ ' ̂  a^b^

d'après ((\ bis} et (lo).

- ( / / / /-1-1 r • ^ _ a
'">" " '^~^7n ~~ >nl < to < A/ /< •5;//? N ( (0' ^ ) = //1 ~~—— a^ b^

.tvec l im//, < {, d'après ( 1 0 ) , et J imÀ, > '̂  d'après (6 bis).

i < > ^// ï^ - >;//. N ( c», ^ ) = //o ( > - a ) am^ .A "/ (o

D'après ( 1 0 ) . i im //,^4. car (fmb^<r,11"' ~ I » Pour trouver lim À.,,

notons d abord ( l u e \ ( G)) croissant quand ^ décroît, on a

x ' M ' - / '' T a ̂ /. ̂ //, = •>. < :î — a > rt;̂ -1 , d'où /<., > •> ,t-o- .'m ~ y m
Donc. s,^ -<,,<^, lim//,> i.

sl ;^ < ; f f ) < 4'' (i îl|)^ts (9 f ^ r } ol1 7 ( tsl infiniment grand, on

a eneon' lim //., /> i .

•î" A/,/.,„,,:; M . ^ / / / , \ < ( . ) . ^ , ^ • > ( ' - ; — a ) '- î±i,A / / / 1 ' (.)

d .ipre.s ( 1 0 ) < > ( ( ^ ( e r ) où </> /^ - i csl inf iniment grand.

) < > >/—— ---- 7——— < "^ A / / / >/^i. V ( (•-). ^ ) == À3( ^ — a) ̂ ±1
u l i t ^-1 ' (»J

avec l i m / / : ( > ^ . d 'a()rés ( i o ) < 4 l imA: t > -, d'après (9 ^r) où l'on

f a i t < / = = i . D'ail leurs, dans ce même champ des (x), on a

//;:-!. i»oiir o =- >,̂ ,. o) = -l3^+i, ^ = (2^ - i)[^4-i.

Kn résumé. \ (û i ) .^) est connu avec une erreur relative infi-
n iment pe t i t e dans chacun des champs

^^^è5 ol1 v^)^^^^
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et
,̂  r - < „, ̂  r. ,- '̂-1'- ou \ ( co) ~ •> ( 'j — a) am^ .

/^^, - ^mam^rn ' ^

l " ^ in -l-1 7:

Lu outre, pour T. ——;— << co <^ -—? ou a
^inOin hin

\ ( (o ) ^= A -t——— a m b,n

et poiir —— << G) << TT - //^' » on a
f bm-^\ UmbiH

V^^/^-a)^,

les limites d'indélermination de h étant bomprises entre - et 4-

Leh notations lim, lim et celle d'équivalence r^ se rapportent à

mie variation arbitraire de co dans le champ qui lui est assigné
dans chaque cas, m croissant indéfiniment.

40. Occupons-nous maintenant de trouver une limite inférieure
de r((.j ).

Soit a) << — • Nous envisageons les subdivisions a, telles que
°m

a,̂ ., — a,^(») pour l' == o, . . ., 7l.

Sur chacun des serments ;— — - ? -,— -(- — entièrement inclus
0 bm '>- km 4>•

dans a[â, il y a au moins un point subdivisionnaire a,(i^î^n).
i.

Soit a/ un tel point, par exemple, le plus prés possible de ,—

(et à gauche en cas d'ambiguïté).
La somme ^ j ̂ (a^,)—^(a^) | étendue mix indices i tels que

^/.^^^t a^i $ a'̂  vaut au moins | ^ (^ /^ i )—^(^A) ! * ^e dernier
nombre surpasse

/m-\ - \

a,/J cos6^a/^,-—cos^a^. | —^ ^ 4- ̂ , JŒ^', cos6,, a^, — cos^a^. |.
\ 1 W -+- 1 /

Le premier terme atteint son minimum pour

, k^ oj , ( Â - - M ) ^ . C O
a, == , ± - , a'̂ , = , / ± - •

Om •-< bm 2

Donc,
oj

jcos^^a^,—cos6/naj > 2cos—6^.
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Finalement.

'• ' ^ ( ^A . 1 ' — — — ' ^ ' a ' , , » 1

/ ' •' ^m GO;? -*- h,,, — ^ n p co? /^, a;,,., — ces hp a',, [ — •> ^ <7.,.

Les entiers À intervenant ^ont ;ui nombre (io t :x b,n. '.\ (iciix

iinilcs j)i'rs ( > { ( ( • c\c<'s on ();(r (i(''f{tn(. Donc,

/ ^ \ i>=in—\
s " f 1 ^^ni—•>)( •^y/ / /cos (-')^,/,—•< ̂  ,̂ )— ^ VT(a/,cos/^,./-, 2^).

/ / /+ - i ,/ p--\

(^• l lc lunilc \;ml ()<)iir loulcs Irs sii|)(ii\isl(vi.s a/ auxquelles corrcs-
jxnKicul ics soitimcs S Jon( ( '(<<). '̂  ) est le inininium. Donc.

( i l ) c i <•) . '̂  ) '>. ——_— \ ( l — î ) n iu If ,„ cos — h,,,

— ( i :)<7,,/_i^,//- i—(i— £)a,,/-n^/«

polit1

^^~7^') '^'

il. Il nous seul ntil(1 (J'améliorer (Jans le même cham|). mais an

\oisiiia^e de la l)orne snnerieure .—j l^iné^alité ((S/^/'). q etani0 ni
\rentier delini oar

("-O"'^-^'7 -0"-
considérons I;) snixi iv [sion formée des poinis interienrs à aâ el de
\alenrs ( / cnher )

k 7: (•) AT : . (0 AT : / I \
,— -, , ^ -î ..., . ( 7 — - ) to,
^// / t ^ 1 1 1 ) ^in \ '1 J

l^ J'- \ (JLZ^}^'^( _ 1 \ (À ^i)^ o)
l^ •^T:^ ^ / . "V 7 "^ . / ' • " ? ^/. "- Ï '

Le peint médian y— -(- —— ne li^nre que si sa présence est
0 ni ' ) ( ) /n

nécessaire j)oiir (pie le pas de la subdivision n'excède pas c») ; donc
si

.-k — ( -À q — [ ) (•) > M ,
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on si
ffw<^<(<!J•î>)<'>•

En donnant à k toutes les valeurs admissibles, on a une subdi-
vision vérifiant

a<-n—a^to (i == o, . .., n -+-1).

Pour les / tels que a/ soit dans la suite ci-dessus relative à
rentier À' (nous les appellerons les /^.), toutes les différences

cos b,n a,_n — ces ôm y.i

sont de même si^ne (la dernière est nulle). Donc.

^ a,n \ cos bni a ,4.1 — cos b,n a, |
i=ik

étendue à toutes les valeurs î  de /, vaut aa/n cos—^—• Le nombre%i.
des / appartenant aux ^ est 2(7, si -,—4- —— est dans la suite

" bm '^bm
des a/, sinon iq—i. Dans tous les cas, ce nombre est inférieur

a ——• Donc^b,n

^|<Ka^)-^(aO|<2a,,cos^°
i=ik

m — 1 ao

^2^2 \cosbp3iM—cosbp^\- i-2ç^ -^-I)^fl/-
1 ; = 4 ni -+-1

Le nombre des valeurs de k est toujours inférieur à r—— b,n-\- 2.

Finalement
r 00 i

c /P—^ \1 b^w t n \VS < ( '—— 6,,, -4- ? ) 1 ^m cos —— + ̂  ( —r- +1 ) Zj ^/^
\ 3T /| 2 \to6^ / ̂  f \

L /"-t-i J//< — i
+^VT(^cos6p.r,a?).

1

Les sommes S étudiées sont parmi celles dont ^(c»),^) est 1e

minimum. Donc,

(12) p(o),<^)<(2+£)^(a^6^cos^+a,^^^4-^a^)
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pour

^<lo<-^-
hî. Évaluation de ('((,)). — Les relations ( 1 1 ) et ( 1 2 ) . celle-ci

complétée Dur (îS ^'r), conduisent immédiatement aux consé-
quences suivantes.

Soit £„, rinliniment petit délini par l'égalité

^/ __ ( f , n - l ̂ m l ^//^l

4^ ^m^in ' ^m

Pour ^-== " .-——, h1 premier terme de îa formule (i i) est sensi-

McnK'nl ei;<il <in double des deux termes soustracti ts. Il est supé-

rieur a ce doul)le si c^ <^ —,—^î et inférieur pour (̂  "> '———ln-. \\\\
0 1 1 1 , u"t

(»ulrc À/,, E,n csi iutiniment ()elit d après nos hypothèses. Donc ^

h in ^ '" (),,, ' /" î

( • > — — i) —————\7// /_ i 6/// i < ( • ( w ) < /?', ——^—— l( ^^ 1 lf,n 1 - <7^+,^,»),

da|) res ( 1 1 ) (où /// est remplacé par /// — i ), et avec lim//,^(),
d aDrés ( i •-> ).

Q „ J

Soit 5" i -^ 7:——^—1—. Si '-i^11 == —/-lt-^—f/l- n\».st pas borné (î^of'/'• m u,^b,,,. i ^/,, /////-i^--; 1 v

ci-a|)rés). nous sommes obligés de nous arrêter a cette approxi-
mation de ('(^ dans ce premier champ.

^ ———.//—^- . (.) ., -' -l^, t'(^) = ^L> — :̂-~ ^lllhlu COS- ^/,/,
f / / / / '-'/// ••• 'ï

aM'c lim//.,<^.^. d après ( 1 2 ) . et limA.^i, d'après (il).

^ - , ^ — ^ / / ? £ / « . . ? — ^ w
)" .——.— < CO ,, ———.-——- 5 (.'(0)) ~ -2 -—^—— (7/« ̂ ^ COS - 6,,̂

en Ncrtu de (l l) et de ( 1 2 ) .

' '"^ï ^//<-»-1 = " ^m^fH

Nous abandonnons l'inégalité ( 1 2 ) ponr limiter supérieurement
i ' ( c< ) ) . Nous adoptons (^ter) pour w ^> 2j3,,(_^.i, soit

r«o) < (. - .) ̂  (a^h^ ̂  "-±1), (23^<o)< ?m)
^ \ 't co / \ ^m/
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et (^bis) pour (âm+<^^^ a(3^+i. ^oil

P(to) < (•2-4- E) '—^-(a^h,,,— a,n^bn,^-\)'

3"
Nous distinguons divers cas suivant les caractères de Q pour

0 Pm-+-1
/?/ infini.

a. -m-^—m-'̂ - infiniment petit ( seul cas réalisé pour les courbes G(»
^'ni^ni I v I

du n° 30) :

?///-»-!= ———— ̂ 'ï i A 5 ('(to) ~ 2^————(tm^m'
f/W•+•l ^m0!!! •"

Observons que, sous la même hypothèse, en remplaçant m
par //< + i dans (12 ) ,

^-hn± i<^<——., ^)^^^,,
^m-t-l °m-i-i i-

avec lim^3^6, limA';^^.

/,. Um'-̂ -t̂ "^ == K (K P^1^ indopendant de m) :
a^n ^m.

^/«?m< (jl) < -. / > r((0) ~ • 2 * ^ ^m^m
î m°'in '"

;J,,,-H = .-î— < (0 < Am %„ ^(0^) = ̂ 4 '———am^/M
^m-t-l "

avec lîm^= 2(K — i), d'après (8 bis) et lnn/^==2.

De même.

7: ~~ £/""hl < co < -,-:z— = [̂ ,̂ ,, P(OJ) == As '—^ a,«^,«
^m4-l 0/n-n ^

avec lim/i^='2, lim h'y = (î(K -f- i).

c. ^^^^^i ^^ ?m_ infiniment grand avec m :
"m Vm i^/n-H

^^?m< (o< —3—» ^(to^a'—^a,,^,,, (comme pour 4°^»),
A in0lit T:

Pm < ̂  < ̂ m ?m. ^(,to) = A;. L-̂ 1 CT,n ̂ ,«

avec •2^1 im/Ay^ 'i,

[^^== ,-'— < «) < %„ •> ̂ a,̂ ,̂  P(a)) < ̂ ([^a}^
°in-^-\ '•

avec lim/i-=4>
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sans possibilité de resserrer ces dernières limites qui valent encore
pour

7C-^1<CO<————
' /w+-l Om-t-l

[avec toutefois limAL = 6 j.

43. En résume, si .w^--m4- l ^/^/ y^r.v ^ro, quand w croît.
^m^m

r(^)) est déterminé par les formules précédentes (42) ^<w M/<^

erreur relative, infiniment petite^ sauf dans un intervalle —.—»um
. j quel que soit e positif (ixe (et même pour £ égal à l'infiniment

pet il £ / / ,À^ ).

l.a valeur de i^''*)) esl alors équivalente a

^ — a , / to 7: 7r — £
•>. •!—^— a ni h m cos^,,, — > pour .—— < to < —— •

>A l)^n-}-\ ') ni

Si '^"-L-"1^ surpasst» /. positif indépendant de m, ou si ce< / / / / ^ / / / r r r

nombre est infinimeni î<rand avec m. la formule d^approximation
|»récéden(e ne vaut avec exactitude que dans les intervalles

/ 7: ^ ^m^-î < ÏT—^m^m\
1 ,——— — A „( ———.— ) ———,———— 1 î
\0m+\ "mcïm 0 m /

À^ élant un infiniment ^rand aussi lent que l'on veut.
Dans l'intervalle

7: — £,// ^ , ^m+l
——-———f -.— -h A/ / (_ | ——————,————

h,,, bjn » / /< - l ^w- l

la délerminalion de ('(c.-») est indécise entre aA'———am-i&m-i d

^h" !LlJl^-i^-i r- 7:^^^ fi<]ini/?/, HmA^ 3l.
7t \ ti) / L - —— J

44. Considérons le rappori to. * 1 1 esl infiniment voisin de i

dans les intervalles \^( m+i ,—î .—,—» si lentement croissant que
^m Om ^ m Oui

. » - . . , . / > , . ^ ^ ni » ^//f -+-1 v ftt-^-i P/?l L" 'soit À,,,, avec A- inférieur a —— et a ———,-— = ——• 01 par
m "m^\ «mOm pw-H 1
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exemple ̂  est le plus petit de ces deux derniers infiniment grands.

le rapport . / tend vers i, si u,» <-/m-t:l -K <" ^ < — î"—.
rl ^) r ^/m b,n ^mb,n

Donc le rapport -,—z tend vers i quand w tend vers zéro sur un

certain ensemble d'épaisseur supérieure droite égale à i à
l'origine.

Mais par contre, dans l'intervalle

^ 7t ^ .. ^ l ^ a^-' l '.'^m-^\ == T——— < <*> < —— 7î ———,— = —— ,-•/«,
P^-4-l V-m ambm ^m

on a
^w-H

V^O) ^ """CO" ^ 1 ^ 1
t'(œ) », <lm-4-2 ^ Cljnbm G'm+î 1 ^w+2

(ïmf>m—^ -——— — ———— -+- ——— —— — ———
t0 Tt <ïm-+-i <ïw-H ^-/n <^w4-l

Donc, ——- est infiniment grand avec m. D'après /JL,̂  << —m- > le

rapport —"îPm-L-i^H", est infiniment ffrand. Donc, —'—- tend1 1 ^fn 1 ^ - rm 0 Ç»(OJ)

vers oo sur un certain ensemble d'épaisseur supérieure droite i à
l'origine.

Enfin sur l'intervalle 7— <; (i) <; —,—» on a sensiblement
Om "m

a P(OJ) . a
^^v^81".'

(juel que soit a positif indépendant de w.

Donc les limites d'indétermination de -7°—. sont finies et supé-

rieures à o sur un ensemble d'épaisseur supérieure droite positive
et aussi voisine de i qu'on le veut. On aurait un fait analogue

avec des intervalles entourant co ==0,,, == TT /n,"1 •
^hn-Vm

En résumé, log v ' • / qui est non négatif, admet, quand w

tend vers zéro^ la limite unique zéro^ sur un ensemble d^ épais-
seur supérieure droite égale à i, la limite unique co sur un
ensemble d'épaisseur supérieure droite i, des limites d9 indéter-
mination positives et finies sur un ensemble d'épaisseur supé-
rieure droite aussi voisine de i qu^on le veut^ mais inférieure
à i.
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et a fortiori
V(o^,a?)<(2-h£)W(œ),

d'après (<> << (3,̂  et la décroissance de W.
Pour (3,̂  < co < (3^

V(co,^,a;J)=^(^- 0)^^11 ^[^-iW(i^-,i) , ^ ^ .
CO 0) \ — ——— ~~ /

Pour que V^c»)): W(c»)) reste borné, il faut et il suffit que :

( A ) ?,„.+., ̂  (o < y^ entraîne p,,̂ i \V ( f^i ) ̂  ̂ / co W ( œ )

(À'' indépendant de w et au moins égal ai).

Passons à (^(co, ^, ^î^P)* Nous voulons que —— .ne tende pas

vers zéro, qu^il existe une suite de valeurs de o) tendant vers zéro

et telles que „.. surpasse un nombre positif — indépendant de c«).

A fortiori^ pour cette même suite, ——L surpasse un nombre

positif fixe. Donc, si une de ces valeurs ^m de &) appartient à
l'intervalle (3m+< (3m, elle vérifie r/(3^< Wm< ̂ m( i — -n), n étant
un nombre positif indépendant de m. D^où

p(^,^ap)-2^a,»^costt^=W([^)cos(A^

Donc.
i ^(tOrn) W(^)

^^ W(^)^W(^)'
^ fortiori

/R^ W(?^E^<^<B) W(M ^

pour un certain couple de valeurs de Y) et de k11 ^ indépendantes
de m (O<YÏ< i, /r^i).

Réciproquement on vérifie que les conditions (A) et (B) suf-
fisent pour entraîner les propriétés annoncées de V(<»>, 40 el

(^((n), 4»). De là la solution suivante :
Puisque (*)W(c»)) tend vers zéro avec c»), il existe un ensemble

de nombres u admettant zéro pour point limite et jouissant de
cette propriété que Finégalité u < w entraîne MW(M)^c»)W(û)).

Nous choisissons les •—i parmi les a. On a alors, faisant en parti-

LX. 7
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culier (x> == (î,^ avec M' == • 5

^v(^)^(M^v(^1).

Donc (B) est satisfaite avec Y) == -» A" == a.
[Vautre part, si en) > (3,^,

„ W(o>) > ̂  W (^ ) > ̂  W(;4,,).

Donc la condition (A) est satisfaite avec k'==ï. On en conclut
immédiatement

V(to,^^)<,1W(co)

à partir d\in certain fa).
D'autre part,

Donc,

.(^^,a^W(^)cos^——w(^).l~W(:^)cos->-—W
2 ^ 2

/?„» , < A . i wP^P(^^ , ^^>^V^ - )

à parlir d'une certaine valeur de m.
La proposition est donc établie.

46. Appliquons cette solution à un exemple.
Soient

^îT^rbyr' yn=^^n\,
et \V ((o) ainsi défini :

W ( (o ) = y,, pou r .r,, ̂  10 < .r,/ -i.

Bien que nous n'ayons pas fait ci-dessus l'hypothèse de la conti-
nuité de W(co), on pourrait ajouter cette propriété au présent
exemple, sans changement appréciable dans les résultats, en modi-

* fiant W(c»)) sur l'intervalle J^u[ i— ^ \ > en faisant par exemple
varier linéairement W((»)) sur le segment de mêmes extrémités.

On a

^W(.r.)=^y.= (^)7^,)>

XH W (3'n-— 0) = ̂ n^n^-t =



- 1(X) -

et

r i (•). -y » '• '——- < / / / / / / — ) ) ! pour (•) =- —'-—- •• ' .̂r. • ( f n " < )!

(i \ '-^)
log,-\

La tonclion \\ ( ^») ) donnée est m ni valente à - ——— 1 » a \ec
(0 i I /lo^- /

^ /
o '< ^ ̂  i. ^ -= i dans \\ (^',,). fl ^ -^ < > dcins \V (./•„ — o).

47. \<»n^ ÎINOII^ ( • . 1 1 0 1 1 1 ( 3 Ic.s ^ill•iîlli()u.s \ (c»^) cl ^(co) relalivcs à
(les (onclioiis ̂ (./ ) .iii.ilo^iir.s H celles qui dcfinisseni les courbes C
de noire élude sur les tonelions iiiidivlidues. Ces courbes C doi\enl
|)re^eiiler, îiii \oisln.i^e d(t ciludiie j)oinl. des tlucinulions doul
l'iiini)liliide snr(),isse 1 1 1 1 iiiiiiiiiiiiin domié. Aussi l'allure d( ces

ouclion-s '^(^') Ion! le l<»Hi^ de 1 a-xc rcci esl-elle assez conslaiiie. el
c'est |)onr(|ii<>i leur.s \;irii(li(»iis e\l reines V((»)) el r(<»>) oiU des
ordres d*in(iiiiliide coinpîirahles enire eux dans de^ zones élendues
décrites i)ar l'iiiniiinieîil jielil G».

Mais si l'oii conMdere des fonctions continues ̂ (-f) (ïnelcomme.s.
î n'v a aucune relation neccs.saire entre les ordres dos variations
extrêmes \ (^) et i^''») de F(.r). INons allons former des foncf /O / )M
continuas F(./'). dont il serait aise de montrer cni\*llos admettent
nue dérivée linie .s.nif -sur i»n ensemlïle de mesure nulle, et pour
IcsfiiK'lles ^ ('<») sui'ffnsse une fonction donnée t/uelcortqu(\ .v/
Ki/ndein^nt croissante ,vo//-^///\ de c(^»).

Soit /"(.r)-;/'(.r, ^ ( o ^ ^ ^ ^ ) une (onction de .r continue.
\ 4 /

i)('îriodi([iie de |)eriode î . vérifiant la condition y (./•) ==^/*( î—. r ) ,
el ainsi deiinie entre o el î :

/'( < » » - /'» î ) - o. j\ .r » -= < » pour * A ^ .r ^ ï — •>. A.
/ ( A ) .=-.—1, / ( I — A ) =-i;

f('r) linéaire sur chacun des quatre serments (o. À). ().. 2?.).

( . - - -> ) . . 1 - ^ ( 1 -^. .)(/^-. ;)).

Si la série V <//, à termes positifs est comer^ente. la fonction
î

derme sur le serment (o. i)par
x- -r-

r < . / - i =.^a,,f( h,,x, \n} ===V///,(.r)
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est continue. Pour simplifier, nous supposerons —l entier impair.

Nous ferons les hypothèses suivantes, qui nous permettront
d'évaluer commodément des limites pour les nombres V(F, co, o, i)
et ^(F, (o, o. i),

0,1 > a,,_n, a,t bu < a/<-+.i bn-^-\ ((Toù 6,, < 6/,4.i); X,( > X..(-H ;t//-H , CT,t fc»/t <^ tt/(-+.! t/^-»-l

a
/< 3C <l/(-H

lim îî^^ti = !,„> È"±l = lin, ^ = «.
CT/( 0/( 0,f Â/,-1-1

+1

Kig. 5.

3/=/'^a;.\>

\ Z\

-1

i-2ÀI-X\ • / 4 2 \ 2 - 2 X

Nous concluons de ces conditions que si l'on pose

x m— l

^ a/t == e,,,a,,,(^/ a,,t-n), ^a,t6,t= inlaf^tbfn(^ ^m—i ̂ w—i)?
//(-+-! l

^. ^/( == £m^w(~ ^m-hl)?

»l 4- 1

les trois nombres £,„, e^, Ê^ tendent vers zéro quand m croît.
Observons que, la variation totale defÇjc^ À) sur (o, i) étant 4? la
variation totale de anf((bn^^ ^n) est ^ânbn.

18. Cela pos^é, calculons une limite inférieure de V((o, F).

Pour (o == ? ""2 m * prenons les points de subdivision «o,
^w



48 bis. Evaluons nicuiiten*mt une limite supérieure de v(w).

Supposons que ",' soit un entier (impair; dés ^^ï) - Alors tous

les points -L- sont parmi les —^—> si a et a' sont entiers.
Vni 1 Ihn^p 1 '

Donc UIH^ -̂L ) === o quel que soit p ̂  o.

Désignons par ('M Fun quelconque des intervalles ( ,-» —i )

(/i -J-1 — '» Xw // -+-1 \ / » i \ i i / \ ^ou ——,———, —7— ) (h === o,..., OH — i ), sur lesquels Un (Je) 7= o.
On On /

Sur le segment (-^-? ^r— ) les intervalles im -̂p^ pour une valeur
\ vm ^m /

donnée de p^, i ont une longueur totale égale à 'm+/*. Donc, pour
— °m

l\*nsemble des valeurs de p au moins égales à i, la longueur totale

couverte par les im -̂p entre -L- et'1-.— vaut au plus m w* Par
Vfn II nt Om

suite, si 01) === —j—"1 ̂ m i nous pouvons trouver une chaîne de

points a'̂ . contenant tous les •JL- et telle que : i° oi.\ est étranger à

tous les intervalles im -̂p(pï.o)', 2° a^.—a^._, «< —,—m^-
—Ml

Si a'̂  == o, a',, ..., a^== i sont les points subdivisionnaires, on a

^«(»fc) == <» pourn^w.
Donc,

k^=.p' /i == wt —-1

^lF«.)-F(x,-_,)l< ^ VT[tt«(.c),o,i]=(4-Hn,-,)o«.-i6m-,;
<=i n=l

d'où
^ / 2__8^, ̂ \ ^ ^ ̂  ̂ ^_^ ̂ ^ ̂ ^_^

\ °ni /

Définissons maintenant le choix des ^» par ^m== o, w > ce quir JOw-n *
entraîne la condition

On a

r "m - l'wl-+•l
lim .——— : ,——— == 0.

v/n-^-l ^w-n

î-^^^——,

dès que s^ <^ o • On pourait supposer ceci vérifié quel que soit w.
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Donc a fortiori, pour 7——< G) << ,- ?
^w-+-l - Om

P(F, 10, o, i) < ( i -^ £^_( )a,,i-i b,n-i'

49. Cola pose, soil ^(u) une fonction de Pinfiniment grand u
aussi rapidement croissante que l'on voudra. Je dis que F on peut
choisir les coefficients a,,, b,i caractérisant la fonction F(^)
de façon que

V(F,o.)>^[p(F,to)],

<|uel que soit (o << d)o < i, ûjo étant assez petit.

Nous supposerons ——- croissant indéfiniment. Diaprés

^ ( w ) . (l —r,,n)a^bm
4>[r(o))] " ̂ [(^^Ew-i^m-i^-i'l'

p<»sons l* inégalité

Elle eniraîne
a^bn^2^{ )a,,-i ̂ ,-1).

, . tl.// V/nlim ———-—— == ».
/t X ftn^-1 ^ )^t—\

Nous joignons à cette inégalité les conditions

fl^—i ,. h,, bfi—iIim ——— = lim ———— = oo,
^n ^-«

h, . . . / > „ . . . .— entier impair, ,— entier impair croissant.

Nous prendrons par exemple «/<==—, et ^==2. Pour 71^2.

bu sera le plus petit multiple impair de 6/(_i, supérieur à n —1

^tl -2

età2«!<r[5^^].

Les bn étant ainsi choisis, la fonction

F(-)=2^(è-A•-3^)

vérifiera, dès que c») surpassera un certain nombre positif (A)(), la
condition

V(F,to,o, i)>0[p(F,(o,o, i)j.
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Ce sont là de.s propriétés communes à toutes les fonctions ^(•^O
satisfaisant aux conditions (ïa). (16) , (le)-

43. Soit donnée une fonction W(cx)), décroissante (non crois-
sante) en G.), infiniment grande pour ci) infiniment petit, et telle
que (»jW(ûi)) tend vers zéro avec ^.

Est-il possible de construire une fonction

^(.r)=\a,,cos6n.r

vérifiant (la. /A c), \ (<x), ^p, a(3) << AW (a)) ^M^ que soit co,
^ ^(<>j, ^, ap) > /î/W(^)) jyoar une suite de w tendant vers zéro.
h et h' élant deux nombres positifs indépendants de co?

Nous allons montrer qu41 en est ainsi, quel que soit W((x))
vérifiant les conditions posées.

(3,,t élant une suite à caractériser ultérieurement, mais en tout
cas positive et décroissant quand m croît, nous poserons

—— == ?w. •-) '———— rt/«^m== W(j:i,«).
"ni ^

h,,,=^-, a.,^.—l———W('^).
»-'/// 2 \ ;•' —— a/

l^es conditions

équivalent à

l i ,n——L=oc, J i m ^ 4 - 1 , 1 ^ oc
^/»-M Cl'm^m

""•^f^'h1-0. •im^^H)=ac•//< x ,->/// »> ^ ^m ) in ac W ^ pw ;

Comme limW(c»)) == oo, lim&jVV ((»))=== o, dans toute suite j3,,i
0) =: 0 (0 = 0

tendant vers zéro, on pourra raréfier suffisamment les termes pour
que, dans la suite (3,̂  réduite, ces deux conditions soient vérifiées.

Moyennant cela. V (&), ̂ , a(3) est donné parles formules trouvées
plus haut. Posons

^m-M _ 3m4-l^(3m-n)

^,n~ W(f^)
^m== ^

Pour(3^<r*)<(3,,<,

Y((O, ^, a?) = .îAlL-îa,^ = AW(p,n), ii\\mh^
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Pour .£•„< (i) << ̂ ',(_i,

(0\V((0) =(x)yn
(»j ___^— a
^ (n-^î)(n^-'i)'

(x)W((x)) croît sur le champ ^n^^ <^JCn-\i J est minimum pour
(o == j?,,^ et tend vers zéro avec co.

Si ̂ ,i< u << ̂ /t_i, l'inégalité coW(c*))^ i^W(^) sera une consé-
quence de w^> u^ si elle est vérifiée pour c») ===j?,i_,, ce qui donne

s, u .3 — a . , / 2 \
> —— -——L —————^ ou Xn< U< Xn \ 1 4- — ) •1 = ^ ^-+.i)(^+.4) "- - n\ n)n{n.^-i)-xn (^+i)(^+-2) '" -^—-.^, ^^

[Avec la modification rendant continue W((»)), Pensemble des u

est en tout cas contenu sur les segments ^( i — - ) » ^ ( i - h - )
et l'observation que voici subsiste.]

Le rapport W Çu i — Y)):W(^) (avec o <^ TQ <^ i) est infiniment
grand quand u tend vers zéro, quel c|ine soit r] indépendant de u.

Si • est choisi égal à un ̂ , on a

W(^)==W(-2^)==y,,, .6^== ^L==(,i^2)î,2.y/i
_. ^nyn^ 1______

w"- P — a ~ (^-+-i)(.,i-p2)'

/i dépendant de w, nous le notons /im* II croît avec w.
(tw^ bm^t === ^^-^ tend évidemment vers oo. La condition

'tmbm rn^

équivaut à

limJ^L-^oo
^w-+-l

lim^tl^oo.
Im

On prendra par exemple n == w'" — 2. D^où

6w==(w«)î, a i
/»lîw

La série

<K•2?) =^ m^008^^

est telle que, à partir de certaines valeurs de n et de w,

V((o, ̂ XS^—^n' pour——î—-^<.tf)< , - K—-yv Î T / ^ K r 2(/ l4-2)î- 2(n-+-ï)!
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«i, . . ., a^, définis par

.^-^/M 4'•-+"(2-—X„la..»,. == ——,——— , a.̂ -n = ———,————
°m °m

avec oLp < i < OL,̂  . Donc p=- -^ •

9(^') étant une fonclion définie sur (o, i) posons

k--p

7(?)=^j ç(aA. )—ç(3(A- i ) l .

Nous voulons évaluer o-(F). Nous écrivons

n -=. in — 1 x>

ï(P)>-r(^)-- ̂  CT(M,,)—^îr(M,^.
« == t m -»-1

Or,
M^(aA-)— M,n(^-i) == •2(—l)<-la^.

Donc,
ï(M^) = 2/?a,M == ambn,.

Pour n^m — i, on a

?(^)< VT(M^o,i)==1a,,^.
D'où

w == m — \

y ^ M,, x 4 £„,«„,&,„.

Pour n >> w. nous avons

| M,,(3(A) — Mw(aA-i) | ̂  2fl(,,.

D^où
1C

a(u,.) < 2/?a,, == rï,,/»^ et V ff(«,,) < £m<»m^w.
w-H

Finalement

v(F,Ï-^^)><r,«^(i--£^-4^).

y4 fortiori, pour ûi) < .———îî, et d^autant plus pour (»)<.—»
^w — ^m

V(F, co) admet celte même limitation inférieure. Nous sommes
donc en droit décrire :

pour ,—— < ( t f ^ .—» V(F,(O) > (i—'r\w)a,nbntfîimf\,n==o\
°m-k-\ ^m \ m «a )
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50. Etant donnée une courbe simple de Jordan F, dWigine A,
d'extrémité B (si B coïncide avec A, on suppose donné un sens
sur F), à toute représentation pa ramétriquc jL'=f(t)^ y==^(^),
[a^^P] correspond relativement à <, une longueur supé-
rieure L(&)) et une longueur inférieure l(w) de T à ^échelle co.

Soit M/ correspondant à t = a/. L((»>) est le maximum de la
longueur de la ligne brisée M,Mt. . .M,,, si

a(-t-i — a/^ ̂  ( ( == 1, -2, . . ., n — l ; SL ̂  ai, a,, ̂  ̂ ).

/(&)) sera le minimum de M', M'.,. . .M., si

On a
o < ai-4-1 — 2^ (0, a ̂  a^ ^ a -h (0, ^ — (Q ^ a,, ̂  y.

L(t.J)^(h)).

On aura deux fonctions L((»)), 7((«)) particulières remarquables
en se plaçant dans le cas d^une représentation conforme de Fun
des deux voisinages de F sur un voisinage du segment (a, (3) par-
couru par t. Il serait curieux d^examiner si, dans ce cas, les ordres
de grandeur de L(d)) et de/((o) sont totalement indépendants,
comme ils le sont manifestement avec une représentation para-
métrique quelconque.

Une définition intrinsèque de ces longueurs extrêmes à
réchellc (»)' serait encore la suivante : M, correspondant toujours
à ( === <X(, et a, situé sur a(3 croissant avec (\ Ici longueur supé-
rieure intrinsèque A (u') de T « à l'échelle &)' » sera le maxi-
mum de la longueur de M|M<>. . .M^, si chaque distance (recli-
ligne) MhMh'̂ i vaut au moins w'(i^h^k — i). La longueur infé-
rieure intrinsèque ^(û^) de T à Véchelle m! sera le minimum
de M\M^ . .M'f si les distances M,.M^,, AM',, M/B valent au
plus (»)'. On a toujours A ((o')^À ((»)').


