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SUR LES FONCTIONS MONOGÈNES ;

PAR M. D. M K N ( H O F F .

1. Soit / ( ^ ) une fonction d'une variable complexe ;?, définie
dans un domaine borné D. On dit que cette fonction est univalente,
lorsque deux valeurs différentes de l 'argument ^ il correspond
toujours deux valeurs différentes de la fonc t iony(^ ) . Supposons
que la fonction f ( z ) soit continue et univalenle dans un
domaine D. Alors cette fonction effectue une correspondance biu-
nivoque et bicontinue entre les points du domaine I) et d'un autre
domaine î2 situé dans le plan de la variable <r -~= f{zY

Soient E et E' deux ensembles de points situés respectivement
dans les domaines D et i2. Nous dirons que l'un de ces ensembles
est l'image de l 'autre, lorsque les points de ces deux ensembles se
correspondent mutuellement. En particulier, nous dirons qu'une
courbe de Jordan I,' située dans le domaine Î2, est l'image d'une
autre courbe J , située dans le domaine I), lorsque les points de ces
deux courbes se correspondent mutuellement.

La correspondance entre les points des domaines D et 12 étant
toujours biunivoque et bicontinue, supposons qu'une courbe de
Jordan fermée et simple, située d'une façon arbitraire dans le
domaine D, soit parcourue dans le même sens que son image dans
le domaine i^. Nous dirons, dans ce cas, que la correspondance
entre les pointes des domaines D et i^ est directe.

M. ÎIarald Bôhr a démontré le théorème suivant :

La correspondance entre les points z et w==f(z) des deux
domaines D et i2 étant biunivoque et bicontinHe^ supposons
q^enïiinque point z du domaine D ta quantité

l/(^A)—A^)f " ^ :, ,
1 h l ,':̂  ~.

possède^ pour h tendant vers zéro^ une limite ̂ ien déterminée^
finie et différente de zéro.
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Ihins ces c o n d i t i o n s j ' ( z) est une fonction liolomorphe à Vin-
t c r i e f i r au domaine I), ou bien une fonction conjuguée à une
fonction holoinorphe.

H a i l l e u r s , la l'onction / (z ) d o i t être nécessairement fiolo-
j n o r p l ^ c , lors(/ue la correspondance entre les points des
domaines I) ef 12 est diref'fc.

(\e théorème n'est pas vrai, lorsque la fonctiony (;) n'est pas
univalente ( 1 )

La question se pose de savoir, si l'on peut remplacer la condi-

tion d e xi?» (en ce de la l imite

/ \ ; ^ A > — / ' ( ^li ni '- - - ••—-- -—•——<

// » A

par une antre condition, moins restrictive. A cet eiret, nous intro-
duirons les notations suivantes. Soit / nn ravon recliligne issu d\m
l>oint ^ et si (ne dans le plan du domaine D. Nous désignerons par

la limite de la quantité A (3, / /) lorsque h tend vers zéro de telle
façon que le point 3 -4- h reste toujours sur le rayon/. Nous dirons
que la fonclion / ( - : ) possède la propriété Y^" au point j, lorsqu^on
peut t rouver trois rayons reetilignes ti(i== i, 2, 3), issus du
point z. s i tues sur trois droites différentes (2 ) et tels que les trois
l'unités

existent et possèdent la même valeur finie (non nécessairement
d in e l'en te de zéro).

Cette détinllion posée, nous démontrerons le tnéoréme suivant :

IM correspondance entre les points des domaines}^ et i2 étant
binni\'o(fue^ bicontinne et directe et la fonction /(s) ayant la
niêine fignijicalion que fnus îiaut^ supposons que la propriété K

' l > II. Boiiii, IJchel sh'eckentreue und konforme Abbildung { Math. Zeitschrift,
t. 1 , l0ls, P. V^}'

( ' ) On sii|>pose toujours que les rayons ^ soient situés dans le plan <lu
(lorn.nne 1 > .
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est remplie partout à l'intérieur du domaine D, sauf peut-être
an v po i fît fi dun ensemble fini ou de no inb râblé.

Hans ces eondition.^^ la fonction f(z)e^f liolomorphe à /î inté-
r i e u r du domaine I) ( ' ).

^1. Pour démontrer le théorème énoncé à la iin du paragraphe
précédent, nous aurons besoin de la notion de la différentielle
to t a l e an sens de Stollz. So i t / (^ ) une fonction de la variable com-
plexe z == j" -}- i y . Nous pouvons con-bidérer cette fonction comme
nne fonction de deux variables réelles x et r. Nous dirons que la
fonct ion / ( ^ ) possède une différentielle totale au sens de Stoitz en

un po in t donné z-=^..v --r- - f } ' i lorsque les dérivées partielles ———

et ' -"-' "-' e x i s t e n t (in ce point et, de plus, v é r i f i e n t la relation

/\ ,- 4- A;) -./' 3 > ^ <j-^ \.c + ̂ ^ A ) - -+- .(A.-) A^

on
liin ï ( A ; ^ = = o et A j - ^A .z ' -4 - /A i ,
A^o ' /

les accroissements \x et Ay étant réels.
Tout d^abord nous démontrerons le lemme suivant :

I . E M M K . — Supposons que la fonction w==f(z) ejffectue une
correspondance biuni^oque^ bicontinue et directe entre les
fîoints z- et n' des domaines D et il. Supposons^ de plus^ qu'en
un p o i n t 3o, situé a /1 intérieur du domaine D, la fonction f(z)
possède la propriété K ' et, en même temps^ possède une diffé-
rentielle totale au sens de S to i t z .

Dans ces conditions, la fonction f ( z ) est monogène au
point ;?„.

Démonstration. — Posons z ̂  .r 4- iy et z^ = x^ 4- i y o ) o11

.r, r, ^o ety,, sont des quantités réelles. Puisque la fonct ion/C^)
possède une différentielle totale de Stoitz au point Zo^ les dérivées

f 1 » L'énoncé de ce llirorcine se irouve dans âne Note : Sur la représentation
conforme des domaines plein < I». MENCHOFF, Comptes rendus de l'Académie
des Sciences à Paris, t. 187. 1 7 septembre 1938, p. 5oJ) .Je conserve ici les nota-
lions de cette Note.
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partielles *^^- et j "̂  existent pour jr r-= ./„, y ==y., et, de plus,

on d la r^J.iln»n

i i y' '' ' —, / i ;.. i » A i^ — je.» » 4- H< r —i'-,, > 4—( J ) < 3 — J > > ,

r^.^|
l'̂ 'Jx...;

y-»^^

r^^i
^ Jr=.c,

/=^

Illll^t ^ » == <>.
-Z»<^

l7.!! (lOsnill

<IJ /(--„) 4-ACx—.t..) 4- ï l 'y—y, .» ^./'if; >, ^ 3

•*n pc'iit écrire Iti relation < i ) sous la forme

-<: . ' . -«= yi' ; ),

(«)

On n, (h' plus,

^

./^. =./.(3j

/,(,;..)=/(^^

De la deuxn'me relation ( a ) il résulte immédiatement que la
dénvéi* '- » 3,, ) ex is te et possède une valeur nulle. Donc la fonc-
lion ^ ( ;) est inono^ènc au point s,,.

Puisque, par hypothèse, la condition K.7 est remplie au point ;„,
il existe trois rayons rectili^nes / / ( / - ^ i, 2, 3 ) issus du point .-„,
«iihié-s ^ur trois droites dillerentes et tels que les trois l imites

/ (^4-A3) -^/._^
A; '

ev is tent et possèdent la même valeur finie. En comparant la rela-
tion < .') ) .ivec la relation 9' (^o ) == o, nous obtenons

! / 1 < ::"4' A; >—/,( 3,,)
A3 -= li in ( / / > /. ^.,4-A^.—/. .:...!

A;

Doncles trois quantités

(., ,^j./,^..+^,-/,,;.,liin { f , } \
A: >-u ' A^

possèdent la même valeur Unie.

\,{ == l, >, S)
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Lorsque A == B ==: o, nous avons de la première relation ( 2 ) :

/i(^)==/(^u) = c nsl.

et, par suite, en vertu de (3), la fonction / ( ^ ) est monogène au
point ;:,».

Supposons, à présent, que F une au moins des quantités V ou B
soit différente de zéro. Supposons, par exemple, que B -^é. o.

Comme il est bien connu, si le rapport p est imaginaire, la fonc-

tion w\ -=/, (;) effectue une correspondance biunivoque et bicon-
tinue entre les points des deux plans z et n ' i .

Nous considérerons tout d^abord le cas où le rapport ,- est réel.

Soit d une droite quelconque, passant parle point 2,» et située dans
le plan de la variable z. La fonction f\ (^) étant linéaire par rap-
port à x — x^ e t y — y < » , la quantité

|/.(^)-/^)|

possède la même valeur finie R(<i) pour tous les points z et ^ "

situés sur la droite d. D^ailleurs, il est facile de voir que, si .. est

réel, il existe une droite d^ telle que R ( r f o ) = = = o et, en même
temps, les deux quantités K(rf ' ) et R . ( d " ) ne peuvent être égales
que dans le cas ou les droites d1 et d" font le même angle avec la
droite rfo. 11 en résulte que, dans le cas considéré, il n^existe pas
trois rayons rectilignes t, (i == 1 , 2 , 3), issus du point ^o et situés
sur trois droites différentes, pour lesquels les trois quantités (5)

possèdent la même valeur. Donc, dans notre cas, le rapport p ne

peut pas être réel et, par suite, lafonction/^ (-s) == iv'i effectue une
correspondance biunivoque et bicontinue entre les points des deux
plans z et i^ i .

Soit G un contour simple fermé décrit dans le plan z autour du
point z^ et soient F et Pi les contours décrits respectivement par
les points correspondants \v==:f(z) et (r, =f\ (^). Si le con-
tour G est suffisamment petit, il résulte de (3) et de la rela-
tion o/^^^o que les contours T et 1̂  sont parcourus dans le
même sens, lorsque z décrit le contour G. Puisque la fonc-
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lion \\ :-r: f ( ' z ) e f f e c t u e mie correspondance directe entre les points
dos domaines I ) cl i2. la fonction w^ ^/i (^) doit enecluer aussi
nue correspondance d i rec te entre les points des plans ^ et ir , .

Les trois quan t i t é s {.') ) étant égales et la fonction y, (^ ) étant
l inéaire en ./• — ^•n et )' —.} '(>. le point ( Y ' | décrit tou jours une cir-
conférence. lorsque I » 1 point correspondant 3 décri t nne circonfé-
rence. I l en résni le (pie la transformation n , = : - / ' , ( ; ) est une
l r ; t i i ' < fo rma t ion de s i m i l i t u d e et, par suite, la fonction j\ { 3 } est une
fonc t ion l inéaire de ^. En tenant compte de ( 3 ) et de la rela-
t i on ^ ( ;„ ) =— o. on v o i t donc que la fonct ion / \^} est mono^éne
îu i point ^,1. <:. o. i . i ) .

3. Supposons que la fonction f ( z ' ) possède les mêmes propriété.-»
que plus h a u t . lNou< établirons une condition suff isante pour que
la dér ivée / ' ( ^ ) existe et soit sommahie presque pa r tou t dans un
e i i^emhie mesurable . Tout d'abord, nous démontrerons le lemme
s u i v a n t :

L|:\TMK. -- .S^// / ( ^ } une/onction continue et un('\(ilcnte,
définie dans (fn doinnifie D. Supposons que cette fonction pos-
sède une dérivée /inief'(z) presque partout dans un ensemble
mesurable E dont chaque point se trouve à l ' i n t é r i e u r du
domaine I) ( ' ).

A l o r s le moduir de f ' ( ^ ) est une fonction à carré sommable^

( \ ' ^ i - n - d i r e / ' i n t < ' n r a l e double / / \ f ' ( ^ ) \'2 djcdy possède une
^ ^E

valeur fin i c .

^aus restreindre la généralité de la démonstration, on peu t sup-
j ïoser < i u e f\:)^, o presque par tout dans E. Dans ce cas. on peut
considérer ce lemme comme une conséquence du lemme 111 du para-
graphe 7 de mon Ouvrage publié aux J/<^/<. Annal, ( t . 9o,fasc. 5,
i(p6. p. 6( )5) ; il Miff i t de remplacer la condition de conservation
de^ angles par la condition plus restrictive d^exislence de la déri-

( ' ) "Sous désignerons, c lans l.» sui te , par MesE la mesure super l ic ic l lc (le Fen-
s e n i l ^ l e K. De îiiérrip, nous dirons qu'une propriété queh'onque esl remplie
presque partout dans l^, lorsque cette propriété est remplie en ctiaqae point de
K, s;nif p c u t - ô t r e a u x po in t s d 'un ensemble de mesure superf iciel le n u l l e .
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vée (iniey"(^) diliérente de zéro et de prendre \î\ quan t i t é j ' ( ^ ) \
au lieu de la quantité

f( z.^^z.'}— f ( z . }
I l 111 SUR —————————————— •

A r . o ' A--

Dans le lemme cité j 'ai .supposé que l'ensemble E coïncide avec
l 'intérieur d un domaine, mais celte restriction n'est pas essen-
tielle; la démonstration reste la même si l'on remplace un domaine
par un ensemble mesurable E quelconque.

Nous donnerons ici la démonstration directe de ce lemme.
Supposons, comme précédemment, que / (^ ) ^ o pour tous les

points z de l'ensemble E. Soit E// l 'ensemble do poin ts 3 apparte-
nant à l'ensemble E et vérif iant la condi t ion

^) / < — — ! < ! / ' ( 3 t i / î ,

où // ~-̂  i , r^, 3. . . . . Nous avons, d'après la condit ion du lemme,

(^ •.->) MesE = y^les 1^.

Pour démontrer que l'intégrale

( (\j\^^dxdy
J J y

possède une valeur tinie, il suff i t de démontrer que la série
x

< 3 ) N^Mcsi^

est convergente.
Soit N un nombre entier et positif quelconque. Pour chaque

valeur de fi, vé r i f i an t les conditions

(F) // ^N, MesE/ ,> o,

nous prendrons un ensemble parfait quelconque P/ / , appartenant à
l'ensemble E/, et possédant une mesure positive. En supposant que
les ensembles V,, soient fixes, déterminons, pour chaque valeur de
n vérifiant les conditions (4), un domaine D,, qui possède les pro-
priétés suivantes :
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i" l/ensemble 1\, est à Pintérieur du domaine D/,.
^" Lorsque // y6// ', les domaines D/, et D^ n^ont pas de points

communs.
î Le?. domaines I), ?>ont a l'intérieur du domaine 1 ) ( 1 ).

Lu général. les domaines 1.)^ ne sont pas connexes.
En ver tu de l'inégalité (i). on peut déterminer pour chaque

point 3 de l'ensemble 1\, nii cercle ( '< ( 3) de centre z qui se trouve
;i 1 micneur dii domaine l)/ et |)our lequel subsiste l'inégalité

.-^\^^^\,

(IIK'I (pic soit ^ (I<HIS le cercle ( . ( ; ) . Il est clair que clia((iie
ceicl»1 < / ( ; i . coiicenlri([nc à C ( 3 ) et de ravon inférieur à celui
de ï , < ;; ) possède les mêmes propriétés.

Nous vovon^ doue que chaque point 3 de l'enseml)le P// est le
< entre «l'iim' infinité de cercles (, ( ^ ) dont les rayons peuvent être
( » i i ^ aussi j » e t i ( s (pic l 'onveul. Alors, en verlu d'un théorème connu
de M. \ i t a l j , on |x'ut choisir parmi les cercles (7(3) une suite
JéiDinbtahIe de cercles G|, ( 1 4 . . . . . . . C/. .... deux à deux exté-
rieurs et tels (pie les pomis de 1 ensemble P/, qui n'appartiennent
j ) ; ( ^ ;\ ces cercles constituent un ensemble de mesure nulle. On
peut (iom- delerminer un nombre entier et posit i t?„ tel que

y;,irp.(le(;,>- l.Mc<l>^

^oieut r<-;»pectivemeiit ;, et / / le centre et le rayon du cercle C/.
Pii i- itm* le^ CCK'ICS C, oui été choisis parmi les cercles C ( 3), il
icMil te que tous les cercles G/ se trouvent a 1 intérieur du
< l ( ) i n < » i i i e [).. De plu>. en vertu de (5 ) . nous aurons rinégalité

,_j/^./^

) < > u i lou^ les points 3 'du cercle C/.

( ! (.or-tin» MesE^ -: i». nous supposerons que l'ensemble l\, et le dom.d'ne !)„
*onl v id» - *? .
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Désignons respectivement par iïn et to, les images dans le planir
du domaine D,, el du cercle C,. De même. désignons par ir/ rimage
dn point 3/. Prenons dans le plan a* le cercle F/ (') de centre iv/ el
de rayon ( /( — i )/•/. 11 résulte de rinégalité ( 7 ) que le cercle F, se
trouve à Finlérieur du domaine G)/ et. par suite,

( 8 l l'aire de (•)/ > r. r'f ( n— i ̂  — ( n — i )'•' Fuire de < \i < 'J ».

l* i i i s ( )ue les cercles C, sont deux à deux extérieurs et se trouvent
à l ' intérieur du domaine D/,. il résulte que les domaines w, sont
deux a deux extérieurs et se trouvent à l ' intérieur du domaine iï,,.
Par Mille,

( i) > l'aire de 0/, > pa i res de (•)/.

En comparant les inégalités (9). (8) el (6), on obtient

( i<n l'aire de iî > ^(n —i) 2 VîesP,,.

En vertu de 2" et 3°, les domaines D/, n^ont pas de points com-
muns et se trouvent à rintériour du domaine D. Donc les
domaines 12,, n'ont pas aussi de points communs et se trouvent a
l'intérieur du domaine S2. Il en résulte

N
l'aire de û/^y .m'es de Q,i

et, par suite, en vertu de ( i o ) ,
N

( i l ) ra i rcdeD> 1 V(n—i) 2 MesP,, (3).

Pour chaque valeur de n la mesure de l'ensemble parfait P,,
peut être prise aussi voisine que l'on veut de la mesure de Fen-

( l ) Lorsque n == i. on remplace le cercle F; par le point w^.
( 2 ) Nous conviendrons (l'.tppelcr Vnire (l'un domuine ouvert la mesure de ren-

semble de ses points intérieurs.
( 3 ) L'inégalité ^ i f » ) n'est valable que pour les valeurs de n vérifiant les condi-

tions ( 4 ) ; lorsque MesE,, = o, on remplace dans l'inégalité (n) la quantité
Mesl\ par xéro.
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semble E,,. On obtient donc de rmé^alité( i i )
.\

( i •} ) l ' î< i r< 1 de L> ^ i ̂  < n — i ^ Mes K,/.
/2 :-.-: 1

Puisque le domaine i2 est borné et que le nombre PS peut (Mie
pris î ins^ i ^rand que l'on veut, il résulte de l'inégalité ( i ^ ) (nu'. 1 ;»
série

y.

^(n-î^ Me-1^

converge. Donc la série (3) est aussi convergente. et . par suite. 1 * »
fonction / ( -?) est à carré sommable dans 1 ensemble E.

(.-. o. i . n.

l. Dans la démonstration du théorème énonce à la (in du para-
graphe 1 , nous nous servirons de la remarque suivante. En sup-
posant que les conditions du théorème soient remplies, désignons
par F un cercle quelconque situe a 1 intérieur du domaine 1) .
Soit 0 l'ensemble de points, contenus dans r, au voisinage des-
quels la fonctiou/(3) n'est pas partout holomorphe. L'ensemble Q
e^t évidemment un ensemble fermé qui ne contient de points
isolés que sur la circonférence du cercle -T. Pour démontrer le
théorème, il sulut de démontrer que Pensemble Q ne ( •oulient pas
de points iuléi leurs au cercle F quelle que soit la position de < e
cercle a 1 intérieur du domaine D.

Nous introduirons tout d^abord les déunilions sm\.inte> : soit (•>
iin dom;»ine ouvert contenant intérieurement les points d'un
en se ml î l e parfait P. Désignons parlirensemble de points de P, inté-
rieurs a ^•. augmenté de leurs points limites sur la frontière de <<• . On
dit, J.nis ce cas, que l'ensemble II est une p o r t i o n de l'ensemble V
dclinn1 p<«r le domaine (>). Nous dirons ensuite qu'un ensemble It,
.ipparlen;mt a un ensemble parfait P, est parfont de deuxième
C t i t c ^ o n e sur V lorsque cet ensemble n'est pas de première ( até-
^01 ie sur aucune des portions de l'ensemble P ( 1 ) .

Soit B ( ^ , A J ) une fonction réelle de deux variables complexes

. - i On dit <|u'un ensemble R esl <le première catégorie sur un ensemble par-
fail V lorsque E peut être représenté comme une somme d'un nombre lini ou
•i'iine inlinilé dénombrable d'ensembles non denses sur P.
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^ Aj et soit t un rayon rectiligne issu (l'un point z et situe dans
le plan du domaine 1). Désignons par

lirn siipi / i \\\ ;, ÀJ >,
A ;• >- o

la plus grande des limites de la quantité B(^ I z ) lorsque A<? tend
vers zéro de telle façon que le point ^+As reste toujours sur le
rayon t. Posons

.hn^J^^-^ .r.,o;
A: .0 1 1 A3

L(^, t) est un nombre non négatif, fini ou non.
Nous démontrerons tout d'abord le lemme suivant :

LEMME. — Soit f(z) une fonction continue (non nécessai-
rement univalente) définie dans un domaine D et soit P un
ensemble parfait situe dans I ) et contenant des points inté-
rieurs à ce domaine ( ' ) . Désignons par ^ un nombre entier et
positif qui ne dépend pas de z et supposons qu^il existe un
ensemble H, appartenant à Fensemble P et partout de deuxième
catégorie sur }\ dont chaque point z est l'extrémité de v raj'ons
rectilignes << (s), i= i , 2, 3, . . ., ^, qui sont situés sur v droites
différentes et, clé plus, vérifient les conditions

(V) 1.1 3, / / < ' 3 > ] <-4-x> ( / = = i , ^ ,3 , . . . , ^ ) .

Hors il existe une portion 11 de V ensemble P, située à l ' ' i n t é -
rieur du domaine D, et Un nombre positif a- tels que chaque
point j de V ensemble II est l'extrémité de v rayons rectilignes
-/(.?), /== i, 2, 3, .. ., ^ qui possèdent les propriétés suivantes :

r A -j
10 l ^ i ^ ' ) ^ ^ ^ ) ] ^ 7 < / ^ I. ^, 3, . . ., ^ ) ( 2) ,

quels que soient les points ^f. et z " de l\însemble1i.
F A -l

•)n ^00 7 < [ T, f 3 ). T/ ( 3 ) J < -. —— ^00 ff.

i T^VÎ ^ y :r- * ? 2» '̂  • . ., ^ pour fous les points z de II.

( ' ) On dit qu'un ensemble P est. situé dans un domaine D lorsque tous les
points de P se trouvent a l'intérieur ou sur l.i frontière de D.

( - ) Nous désignerons par [t'^t" | la valeur comprise entre zéro et T. de l'angle
<|iii est formé par les rayons t' cl /'.

l.l\. i l
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,'î" /.(Y distance de l'ensemble 11 a la frontière du domaine I )

^A/ supérieure à 7.
|/<»-.A^

^tw /O^A les points z de H et pour tous les points r .<//^A sur
les rayons correspondants ' / ( s ) , < = = i . a. .^, . .., '> et vérifiant
t ' h i e a a l i l é o -< ( ï --• z\ ̂ 7.

Démonstration. — Soit A un ravon recliligne fixe silué dans le
* ( A /

pl.m du domaine D. Désignons par} A, t,{^) ̂  la vulenr (le l'angle.
ronij)!^^* dans le .sfiis positif de ^ à </(s ) cl compriM* cnirt* xéro
et 2 7 r ( 1 ) . Soirn» /^ n^ n^, ^3, ..., //., de> nombre?» rnli^rs et
pOMlils (iiicironques. Désignons par ('(/), M » , n^, . . . , / / , ) 1111
ensemble de points ^ (lui appartienneni à l'ensemble II el, de
|ïlus, po-^édrni les propriéles suivantes :

A
( / / ) ;A./ , ,^;--^ <——— . / -=, , • . . • { . . . . . . . :

N«M»^ )Soi>^

^ A ) ^ < [ /,,;,/.;, J < ^ _ ̂  , / ̂ y.,-. ,

(,.) l-^'r-^ '!</'-
pour Ions les point?» Ç du domaine D qui soni silurs sur les rîivoiis

/ / ( ^ ) , /== i , 2, 3,. . .,^ elvérifienll^iné^aliléo < î:— ;i —*—( 2} .
0 " ' " •«M)^ v

11 iTsiilic de la définition de Fensembio II que

' ' ' m*(y> . //,. /î... . . . , n^ > =r I t .

la soinmalion élant étendue à toules les valeurs entières «4 posi-
tives de / > , / / ( . /?j, ..., n.,. L'ensemble Hélant partout de deuxième
catégorie sur P, on voit de la relation (2) qu'il existe une portion II
de l'ensemble P el des valeurs déterminées des nombres />, n^
/ / a , ..., //., lelles que l'ensemble correspondant ^ ( p ^ n^ / / a , ..., /?.,)
esl j ) . i r lo«i l dense sur n. On peut d'ailleurs supposer que l'en-

( ) Lor-qiip les <lirections A cl <, ( ;) coïncident, nous prendrons 1 A. /,' ,- ) 1 - ...
( '2 l/citseinblc <; { p . /i,. n.^ ..., ;îv)est vide lorsque les nombres /î,. n.,. .... fi ;

-ont silftiyarnmcnl grunds.
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semble 11 est à l'intérieur du domaine U et que la dislancc de
l'ensemble 11 à la frontière de D esl supérieure à ——•* •-».<»<>//

En posant pour ces valeurs des nombres p^ n\, / ï^, . . ., //<,,

( > » . —————3S T. ( . ( / / , ^ | . / < . . . . . . . / < / ) = - ( ' .
•-»00^

nous voyons que l'ensemble G esl partout dense sur II. Pour les
points z de Fensemble II, nous déduirons les rayons T/(^) de la
manière suivante. Posons T/(J)==/ / (s) , <===i , 2, 3, ..., v aux
points z de l'ensemble (II, G) ( ' ). et, pour les points z de Feu-
.semble II — ( * , soit ^i(z)^ /, -̂ = i. 2, 3, ...,;/ une des positions
limites du rayon t i (s ' ) , lorsque ^' lend vers z en reslant toujours
sur l'ensemble G.

Nous allons démontrer que l'ensemble II et les rayons T / ( ^ ) ,
(==:!, i>, 3, ..., ^ possèdent les propriétés i°, 2°, 3° et 4° q 1 1 1

li eurent dans renoncé du lemme.
Tout d'abord il résulte de l'inégalité (a),

[^^.^'')L-^; ^=i,^...^),
pour tous les points 3' et z" de l'ensemble II, le nombre^? étant le
même que dans les relations (3). De même, on obtient de l'iné-
galité (6^,

.s . r A 1 ^^d^^)h—^
/ ^y, /, j === i, 2, 3, .. ., v pour tous les points -z de II. En compa-
rant.les deux dernières inégalités avec la première relation (3), on
obtient immédiatement les propriétés i" et 2" des rayons T((^).
Puisque la distance de l^ensemble H à la frontière du domaine D est
supérieure à ——» on obtient de même la propriété 3°.

Passons à la propriété 4"* Soit o un nombre positif fixe quel-

conque, inférieur ou égal à ——»* b wop

( » » 0 < ô < •
~ •>ooy/

et soit z un point quelconque de l^enscmble II.

( ' » Nou- •lésinons par (If. G) la partie commune des ensembles H et G.
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Désignons par Ç/, i' == i, 2, 3, . . ., ^ un poini situé sur le ravon

T / ( ^ ) et tel que
( :)) [ r /— ^ i ̂  ô.

En supposant que z est un point arbitraire de l'ensemble ( i .
désignons par Ç^., / = i , 2, 3, . . ., ^ le poini situé sur le ravon
/ / (^) et tel que
('(H !:;-^|:-î.

On a, en vertu de (4) et (6),

d'où il résulte, en vertu de ( < • ) ,

•^-•^'l^ ..•=,.>,.,....-.).^ — ^ i
Le rayon T/ ( s ) , /== i , 2, 3, . . . , ^ est une des positions limiles

<lu rayon t i { z ) pour ^ tendant vers z. Il résulte donc des iné-
galités (5) et (6) que le point ^ tend vers Ç, lorsque z ' tend vers z
et, par suite, en vertu de (7) et de la première relation (3\

^) l'^""^' <^ < / = i,^3,.....).
| ^i—— ^ 7

i^uisqueôes tun nombre arbitraire, inférieur ou ésalà —-- == o-, ilA ? o •XX )y? '
résulte de la définition des points Ç/, que les rayons ^ i ( z ) (ïos-
sédent la propriété 4°? c^ q111 achève la démonstration du lemme.

,*>. Les domaines D, i2 et la fonction f{z) ayant la même signifi-
cation que plus haut, nous dirons qu'un segment rectiligne z'.^\
intérieur au domaine D, possède la propriété N, lorsqu'à tout
ensemble parfait, situé sur ce segment et possédant une mesure
linéaire nulle, il correspond dans le domaine î2 une image de lon-
gueur nulle ( f ) .

( l ) On définit, avec M. Painicvé, la longueur d'un ensemble parfait partout
discontinu de la manière suivante :

On commence par enfermer tous les points d<j l'ensemble dans des conlourà
fermés, en nombre fini, deux à deux extérieurs. La longueur de l'ensemble sera
alors la plus petite des limites de la somme des longueurs de ces contours
lorsque leurs dimensions tendent simultanément vers zéro.



— 155 —

Nous allons considérer dans quelles conditions les segments
rectiligncs, situés à rintérieur du domaine I), possèdent la pro-
priété N. Nous démontrerons deux lommes dont le premier a un
caractère auxiliaire par rapport au second.

LEMME 1 . — Soit ÇT un ensemble fermé situé sur une droite d
et possédant une mesure linéaire nulle,

< i > Mes liriTry =- o < ' ».

Supposons q u ' i l existe v triangles A/B^C/ , i = \, 2, 3, . . ., v qui
sont situés dans un plan passant par la droite d e t y de p l u s ^
possèdent les propriétés suivantes :

1 ° A / H / = = • \ / C / = 5 ( /= i. >, 3. . . . , ' / ) .

oii o ne dépend pas de i.
2° Chacun des triangles A/B/C/ possède un. seul point

commun \; avec la droite d.
3° Les points A/, i == i, i>.. 3, ..., ^ appartiennent à l'en-

se/nh/e TOT.
4° Lorsque j -^- i^ les segments A/B/ et AyCy n'ont de points

communs avec aucun des segments A / B / et A/G/.

Dans ces conditions^ on a linégalité

. - ' ^ <(û)< •> ) ^ < ̂ ——r >
.0 ï'111 À

o/> £(ô) est une fonction de l^ argument positif ô qui tend
rers zéro a\'ec o,

( ^ 3 ) lim 2 (0 ) = o,
o^o

<'< \ est un nombre positif qui ne dépend pas de i, et^ de plus,
vérifie les inégalités

(,0 ^-X>[A7B;^A7C^]>A (-) ( î= i , -2 ,3 , ...,v).

( 1 ) Nous supposons que l'ensemble n est situe sur un segment fini de la
droite d.

( 2 ) La fonction s f o ) dépend en général de l'ensemble CT, mais ne dépend pas
de \.
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/><''moiistration. — Désignons respectivement par B^ et G, les
points situés sur les segments A/B/, A/Ciet lels que

F«g. < .

Nous allons démontrer que, pour ?^y, les triangles A/B^ C, et
A/B^Cy n'ont pas de points communs intérieurs.

En effet, en vertu des conditions a°e t /{° , le poini A/est extérieur
au triangleAyB/C, et le point Ay est extérieur au triangle A/B(C/.
De plus, en vertu do /j", les segments A/B^ et A/Cy n\mt de
|)oints communs avec aucun des segments A/B^ et A/ (^ .

Donc, si les deux triangles A(B^• C\ et A/ l î .C . avaient des
points communs intérieurs, un des points B^ ou C, serait à Finté-
l i c u r du triangle A/B^.Cy, ou bien un des points By ou C'j serait
;'i 1 intérieur du triangle \ / B , C ^ . Ijes raisonnements étant les
mêmes dans tous les cas, supposons, pour fixer les idées, que le
point B, soit à l'intérieur du triangle AyB.C- .

Puisque le segment A, 1^ n'a pas dépeints communs avec les
segments A/B'. et AyC. et que le point A^ est extérieur au triangle
A y B C- , le segment A(B, possède nécessairement un point com-
mun avec le segment B'yCy. Par suite, le segment 1̂  B/ n'a pas de
points communs avec le serment B ,C.-.

11 résulte de (5) que la distance entre deux points quelconques
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du triangle AyB.C. esl toujours inférieure à ^« D'autre pari. on

obtient de 1° et (5),

Le point B.y étant à l ' intérieur du triangle A /B .C '., on voit donc
que le point B/ est extérieur à ce triangle. Mais le segment H, B/
n'a pas de points communs avec le segment B .C . - , donc, le ser-
ment 1^ B( possède un point commun avec un des segments A/B,
ou A/Cy, ce qui est impossible, puisque, en vertu de 4°î le seg-
ment A/B/ n'a pas de points communs avec les segments A/B,
et Ay-Cy. Il en résulte que, pour i~^j\ /, j' ̂  i , 2, 3, . . . , ' > les
triangles A/B, C^ et AyB C n'ont pus de points communs
intérieurs.

Désignons par e{à) l'ensemble de points sur la droite- d qui se
trouvent à la distance inférieure ou égale à 20 de l'ensemble CT.
Puisque l'ensemble OT est un ensemble fermé do mesure linéaire
nulle, on a

< () ) 1 i in Mes ï i n e ( o ) == o.
G->0

11 est clair que l'ensemble c ( ^ ) consiste en tous les points appar-
tenant à un nombre Uni de segments EyFy, s == i , 2, 3, . . ., p^
deux à deux extérieurs, et, par suite,

Mesl iné(ô) ^VlîTr^.

De plus, chaque point de l'ensemble ra csl à l'intérieur de l'un des
segments F<yFy et se trouve à la distance supérieure ou é^alo à 20
des extrémités de ce segment.

Soit E'y F^.V, E'y un rectangle qui possède les propriétés sui-"̂  " - ~ - •s ~ s

van le s :

a. Les segments Ey E^' et Fy FJ sont perpendiculaires au seg-
ment E^F^ et la longueur do chacun de ces segments est égale
à \ o,

1^=1^=40;
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h. Les points Eç et Vs se trouvent respectivement sur les seg-
ments E^ EJ et F, F '̂ à la distance égale des extrémités de ces
segments.

Fis. -.

^

C''°'̂ r<» ^

^ FS
II en résulte que

F;F,=F,F; : -^ o

( . < . ) ) l 'aire de E^jF.ç 1̂  E'; == 4 o E,. F,.

De plus, chaque point de l'ensemble ^ est à rintérieur de l'un des
rectangles E^ Fy 1̂  EJ et se trouve à la distance supérieure ou
égale à 2 ô du contour de ce rectangle.

Puisque les points A/, / === i , 2, 3, . . . , v appartiennent a
l'ensemble OT, il résulte de (5) que chaque triangle A{B\• C'^
i = i , 2, 3, . . ., '> se trouve à l'intérieur de l 'un des rectangles
E ^ F y I ^ ' E J . Nous avons déjà vu que les triangles A/B^ G, n'ont
pas de points communs intérieurs. Puisque les segments E^F^ et,
par suite, les rectangles E^ F^ FJ EJ sont deux à deux extérieurs, il
résulte donc

v /,
( lo ) V aires de À / B; G; < ̂  aires de K; V, V"^ h:;.

Il résulte de (4) et (5) que

l'aire de A,B;C;..= ^ A^ A^sin [A7^,A7C^] > -1- o2
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Kn comparant celte dernière inégalité avec les relations (9),
("), et avec rinégalité (10), on obt ient

y- vo'2 sin'A < '{0 Mes lin^(ô),

el, par suite,
£ ( 0 »

^ < ^ '. '. >o sin A

£ ( ô ) - i •>.!"< Me? l i i ic '^o ».

11 résulte de (6) que
l i m 2 ( 0 ) ̂  o,

ce qui achève la démonstration du lemme.
Nous démontrerons maintenant un second lemme qui joue un

rôle fondamental dans la démonstration du théorème énoncé à la
lin du paragraphe 1.

Tout d'abord, nous dirons que les deux rayons rectilignes T(
et T.J sont diriges du même coté cV un segment z ' z " situé dans le
plan des rayons T| et T.^ lorsque les deux rayons rectilignes, issus
d'un point quelconque sur le segment z ' z ' " et possédant les mêmes
directions que les rayons T) et T^ sont situés du même côté du
segment ; ' z " . L'énoncé du lemme est le suivant :

LEMME 2. — Supposons que la fonction f{z) est monogène en
chaque point du domaine D, sauf peut-être aux points dî u?î
ensemble parfait P qui contient des points intérieurs à D.
Supposons^ de plus, qu! il existe un ensemble H appartenant
a P et partout de deuxième catégorie sur P, dont chaque
point z est l'extrémité de^ rayons rectilignes ti{z)^ \ < i^^,v '> i,
sjitués sur ^ droites différentes et tels que

l i m s u p [ ^ ( , ; ) | f { z ~ ~ h } ~ • i [ : • } <- , -oc (i^v).
// ^ o li

Dans ces conditions^ on peut déterminer un domaine D',
intérieur à D et contenant à son intérieur les points de P, un
nombre positif o- et v rayons rectilignes fixes A/, i^i^v, qui
sont situés dans le plan du domaine D et possèdent les pro-
priétés suivantes :

a. Les rayons A/, i ^ / ^ v ont une extrémité commune et
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vérifient les inégalités

.SOOÏ < [ A / , A / J <7 :——<S( )07 « ' ^ . y . 1^'^, l^./^'.

//. 5/ /<^ deux rayons A^ ^ A,", choisis par/ni /es rayons
A/, i^/^^, .ço/i^ dirigés du même cote d'un serment qnel-
conf/ne ^ ^ \ situé à ?intérieur du domaine D', ci s/'

\.<[^1]<.-..
( r A_|[ ( J< |A / " , ^ \ - ' J<^ -T .

le sey/nent z ' z " possède In propriété N.

Démonstration. — En tenant compte du leinnio du par.i-
gi^phe 4, on voit, d'après les conditions du présent lenune, qu'il
existe une portion II de l'ensemble P, située à l'intérieur du
domaine D, et un nombre positif 7, tels que chaque point z de
l'ensemble II est l^extrémité de ^ l'avons rectili^nes r/(-3), » ^5^,
qui possèdent les propriétés i", 2°, 3° et 4° indiquées dans l'énoncé
du Jemme du paragraphe i. Soit D' un domaine, intérieur au
domaine D, qui contient à son intérieur les points de l'ensemble II,
mais ne contient pas d^autres points de lensemble P. I l est clair
qu'on peut toujours déterminer un tel domaine.

Rn supposant que c-o est un point quelconque de l'ensemble II,
posons A/ == T/( z.o), i ^ (' ̂  v. Les rayons A/ possèdent une extrémité
commune et sont bien déterminés, lorsque le point z ' o occupe une
posilion fixe.

En tenant compte de la propriété a" des ravons T / ( z ') (énoncé
du k'inme du paragraphe i) , on voit immédiatement que les
ravons A/ possèdent la propriété a. indiquée dans l'énoncé de ce
lenune.

I l l ;m( n i t in tenant établir la propriété h. Soil 3'-3 un serment
quelconque, intérieur au domaine 1)', qui vér i l ie l o n l c - les condi-
tions indiquées dans l'énoncé de la propriété ^., ou nou.^ posons,
pour fixer les idées, V == i , i" === a. Donc, les deux rayons A| et A.j
sont dirigés du même côté du segment z':-\ et, de plus, on a les
inégalités

(,<[^-]<.-.
^L^l^-.. :[̂ "].
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Noire Lui est de démontrer que le segment ^' :" possède la pro-
priété N.

Soitcr un ensemble parfait quelconque, -situé sur le segment ^ z "
et possédant une mesure linéaire nulle.

i ^ ) . Mes linTO -— o.

Désignons par fj l'image dans le domaine i2 de l'ensemble rs.
L'ensemble // est évidemment partout discontinu. Nous allons
démontrer que
< \) longueur de q =-= < » .

Supposons tout d'abord que l'ensemble vs est une partie de
l'ensemble 11 et supposons que

< ")) longueur de q > ^ > o.

Soit H un carré, si lue dans le plan du domaine 12, qui contient
tous les points de l'ensemble q et dont les côtés sont parallèles aux
axes de coordonnées. Soit a la longueur de chaque côté de ce carré et
soit n un nombre entier et positif quelconque. Partageons le carré R

en /\n2 carrés égaux de côtés ;—• A cet effet, divisons chaque

côté de R en 2 n parties égales et menons par les points de sub- -
division les droites parallèles aux côtés de ce carré. En numérotant
les droites ainsi obtenues de gauche à droite et de haut en bas,
désignons parR/1, le carré compris entre (i— ly01»® et (âèaw droites
verticales et entre (y—,yè»e ç^yième droites horizontales (•). Le
carré R sera alors partagé en ^n2 carrés R^j, i ̂  i<^ 2/1, i ̂ j'^ 2 n

de côtés a- •a n
Désignons par /^ /<) le nombre de carrés R/'. qui contiennent à

son intérieur ou sur son contour les points de l'ensemble q. La

somme des périmètres de tous ces carrés est égale à >-a-p—• II

résulte donc de (5) et de la définition de la longueur d'un
ensemble, que

^.ap^
^ -i->^

( l ) Nous supposons que l'un des axes de coordonnées soit horizontal et
l'autre vertical.
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pour toutes les valeurs de n supérieures à un nombre N, conve-

nablement choisi. Nous pouvons d'ailleurs supposer que -^ < i ,
de sorte que

^ ^<'.
|)our ji ^> N.

Désignons par p ^ , (s == i , 2 ), ( t == i , 2), le nombre de carrés R/'^
qui contiennent à son intérieur ou sur son contour les points de
l'ensemble q et pour lesquels les indices i et j sont de la forme

^) i - .s (mod 2). j --= / (mod •<).

On a évidemment

«p /^^SS7^-
.•>•-: i i --.-1

En comparant (6) et (9), on voit que, pour chaque valeur d^
/( > N, il existe au moins une paire d'indices s et t tels que

<•<>) l^'>Wa^

Les indices s et t qui figurent dans cette inégalité dépendent en
général de n.

Numérotons dans l'ordre quelconque tous les carrés R/'; qui
contiennent à son intérieur ou sur son contour les points de l'en-
semble q et pour lesquels subsistent les relations (8), les indices s
et t étant les mêmes que dans l'inégalité (10). Désignons ces
carrés par Q/^, i ̂ l^p^^el soit w/1 un point du carré Ç)1/1 qui
appartient à l'ensemble q. Désignons par F/1 lecerclede centre^/1

et de rayon •al-. Il résulte de la définition des carrés Q/' que

(n) w l ^ l w r l ) ï — - ^

où 1-^.Ï, 1^7^, i ̂ /^. Donc les cercles IY n'ont pas de
points communs intérieurs.

Désignons par z^le point de l'ensemble OT dont l'image est w / 1 ,
c'est-à-dire choisissons le pointa de telle façon que/C^/715) == ̂ m.
Tous les points z^ \ i ̂ ^/^, appartiennent donc à l'ensemble II



- 163 —
cl se trouvent sur le segment z1z\ puisque l'ensemble OT est situé
sur le segment z ' z " et appartient à Fensemble H.

Considérons les rayons r , ( z ) et le nombre a, définis plus haut ,
et posons

T^T^'L

' ^ l ^ P ^ t ï 1 ̂ l '^v. Désignons par^/J les points situés respective-
ment sur les rayons ̂  et tels que

..•-,) ^'=4.-

On voit, diaprés l'inégalité (7) , que ^- < a, lorsque / i>N. On
obtient donc de l'inégalité (12)

(iT) ^-s/?^7 ( / i > i N ) .

Diaprés la propriété 3° de l'ensemble II, indiquée dans l'énoncé du
lemme du paragraphe A, la distance de l'ensemble II à la frontière
du domaine D est supérieure à Œ. Il résulte donc de (i3) que les
points z / ' f , i ^ l^p^tï I ^ ̂ ^î n > ^ » se trouvent à l'intérieur du
domaine D.

Posons /(^;)= w^ et désignons par ^w^w^' les courbes,
situées dans le domaine î2, qui sont des images des segments

i n
II résulte de la propriété 4° des rayons T / (^ ) , indiquée dans le

lemme du paragraphe A, que

, . f(^)-fW) . i
< I 1 ^ ——^-^—— < a^

Dour tous les points z situés sur les layons correspondants

^ ï^ /^ ;• }il<^P^l-

et tels que [ z — zj^ \ ̂  <7.
On obtient de (12), (i3) et ( i4) que

(i.) ^7^^< ̂ ,

pour tous les points \v situés sur les courbes correspondantes
\v'[1 w'f\\ où /i, l e t i sont des indices quelconques vérifiant les
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inége^lilés n > N, iS /?i^, i^^/^. 11 résuie Je Finégalité ( i f ) ) el
de la dédnilion des cercles r/'' que, pour n > N, toutes les courbeî»
^ H'/' ^'i", sont situées à rinlérieur des cercles correspondants I'/' .

Nous avons déjà vu que, pour l-^. l\ les cercles F/' et F// n'ont
pas de points communs intérieurs. Donc, pour l-^. /f, les courbes

- n'/' ^f", el ^ (xt/' ^r'i' et» P31* suite, les segments s / 1 z / ^ , : ' i " 3/;
n'ont pas de points communs, quels que soient les indices / et /',
iS /^^ >$^^

Considérons les triangles z / ' ^/<, J/^, i^ /S/^- Nous «liions
démontrer que ces triangles vériucnt toutes les conditions i", •>". 3"
el 4° du Icmnu* 1 de ce paragraphe, on Fon suppose que la droilc </,
«lui figure dans l'énoncé de celemme, contient le segment ^'3'. Tout
<j'abord, on voit, d'après ce qui précède, que les segments ;:/' c//,,
-'/' ^/'.. n oui |)as de points communs avec les segmcnis z / " z./^ ,
^ i " :.i'\, M 1^:1'. Nous avons donc la condition 4°- I^n ten.inl

< om|»le de la relation (i^), on obtient immédiatement la condition

i", où l'on pose o =— —' l^uisque les points z/' , i^l^p,"^ app<n-

(ieniient a l'ensemble OT. qui est situé sur le segment z ' z " et dont
l.i mesure linéaire est nulle, on obtient de même la condition 3°.
Pour obtenir la condition 2°, rappelons-nous que les segments
;/' ^//, et ^/( z/\, sont .situés respectivement sur les rayons

^.-=T.<^ » et T^T^/' ..

En comparant la dénnilion des rayons A,, A.» avec la propriété i"
des rayons T / ( ^ ) , indiquée dans renoncé du lemme du paragra-
phe i, on obtient les inégiilités

< , r . , IA,^/'^, \<^ \^^7^^\<^

I > ui î>(^ue les rayons A( et A.j sont dirigés du même côté du ser-
ment ï7?, il résulte des inégalités (2) et (i()) que les triangles
z ; ' 5/',, ;?/'.; possèdent un seul point commun ^f1 avec le segment
Ïz^r^ous avons donc la condition 'î°.

\^^ >egments z / ' z/\ et z / 1 ;/', étaint situés respectivement .sur
l < 1 . ravons T/', == T, ( z / 1 ) et T/^ = ̂ (s/' ), on obtient Finégalilc

T' ̂  8<M)' > [^ ̂ ^ ̂ \ >so07 {l il ̂ !f)'
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si Fou tient compte de la propriété ^ des rayons 7,(^), indiquée
dan» renoncé du lemme du paragraphe t. En appliquant le lem me l
de ce paragraphe, nous pouvons écrire, pour n Tî?

.î n f 7 a \
••7) ^^^«o^T^
où la fonction s ( o ) vérifie la condition l i m 2 ( o ) = = = o . En compa-

rant les inégalité» (10') et (17). on obtient
^ __j_ .(l^\.
^ < •îsinî<oi»'r^ \ \n )

Celle inégalité es»t im|»ossible, puisque ^ > o et

,. / ï ^ \
lllll î ( ——— ) - 0.
n.. \\nf

Nous arrivon?» donc a une contradiction, en supposant que la Ion- •
gucur de <7>o. Il en rébulle que chaque ensemble parfait OT,
situé sur le serment ?T\ aj»parlenant h l'ensemble II et ayant une
tiicsure linéaire nulle, possède dan-» le domaine û une image q de
longueur nulle.

Supposons à présent que vs soit un^ensemble parfait de mesure
linéaire nulle, situé sur le segment î , mais n'appartenant pas
nécessairemeni à l'ensemble H. Soit e la partie commune des
ensembles Vf et II. L'ensemble e est fermé ou fini (en particulier,
vide). Désignons par ̂  le noyau parfait de l'ensemble <?('). L'en-
semble w,, possède évidemment une mesure linéaire nulle,

Me? linroo == o.

Désignons par ff^ l'image dans le domaine îî de l'ensemble CTQ-
D'après ce qui précède.
, i,S » longueur de 7,; ==- o.

On peut facilement démontrer que l'ensemble O T — C peut être
représenté sous la forme

TU—— C ^ ^ , ̂ i'

(1) On dit «lue l'ensemble paifail cïo cl le noyau parfait d'un ensemble fermé e,
lorsque 0=0»-+-/(. où h est un ensemble fini, dénombrîibic ou incxislant.
Lorsque l'ensemble e est fini, dénombrable ou inexistant, l'ensemble n^ est vide.
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on chacun des ensembles OT/ est une portion de cr, entièrement
extérieure à l'ensemble II. D'après l'énonce du présent lemme, la
fonction /(:•) est monogène en chaque point. ; qui se trouve à
Pintérieur du domaine I), mais n'appartient pas a l'ensemble I*.

Le segment z' z' étant à l'intérieur du domaine I)', il résulte donc
de la définition de ce domaine qu il existe un domaine D( qui con-
tient a son intérieur tous les points de l'ensemble r*)/et dans lequel
la fonctiony(^) estpartout bolomorpbe. On en conclut facilement
que

( 1 * 1 ) longueur île </,== < » .

où (fi est l'image de l'ensemble w/ dans le domaine 12 ( ' » .
Soit q l'image dans le dom.»îne i2 de l'ensemble w. Il résulte de

ce qui précède que l'ensemble cf peut être représenté sous la forme
3C

7 = 7'^V"-+-^7/-
/ i

où l'ensemble q' est fini, dénombrable ou vide. En tenant compte
de \ i ^ } et (19), on en conclut que

longueur il<' »/ =:- <».

Puisque l'ensemble </ estrima^e dans le domaine S2 d'un ensemble

l)arfait quelconque, situé sur le segment ;':• et possédant une

mesure linéaire nulle, on voit que le segment z s" possède la pro-

priété N. Donc chaque segment 3';', intérieur au domaine D'.
possède la propriété N. si les rayons A) etA' j sont dirigés du même

( ') (.ela résulte de lu ren»i'»rque suivante : Si la fonction f(^) est holomorplie r»
l'intérieur d'un domaine 1), et si I- est une <'ourbc rectifiable située à l'intérieur
de ce domaine, l'image de L dans !«' domaine il est aussi une courbe rectidabir
et l'on a l'inégalité

longueur de L' 'jM, longueur de I.,

où L'est Pimage de la courbe L et M est le maximum de \f ( 5 ) j sur la courbe !..
P<(r siiile, si l'ensemble (o^ se trouve dans un dom.line !>,. inicrieur au domaine 1» , ,
et si tous les points de (*), sont enfermas duns des contours fernu''s simples qui
-<• trouvent dcins l)/ et dont la somme d«-s longueurs est inférieure u un nombre
positif c, l'ensemble y., image d»' «o,, s»-ra enferme dans des contours fermés
simples dont la somme des longueurs est inférieure à '»M ;. <»ù M' est le maximum
de f ( ^ } , dans D;..
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côté de ce segment et si les inégalités (a) sont vérifiées. Le raison-
nement reste le même, si Fon prend, au lieu des rayons A( et A,
deux rayons quelconques A/, et A,,, (f ^± F, i < i'<v^ i ^ i ' ^ ) . 11 en
résulte que les rayons A( possèdent la propriété 6. qui figure dans
renoncé du présent lemme. Le lemme est donc complètement
démontre.

6. Dans ce paragraphe nous démontrerons le théorème énoncé
à la fin du paragraphe 1. Nous commencerons par démontrer un
lemme qui est une conséquence du lemme 2 du paragraphe pré-
cédent.

LEMME. — Supposons que la fonction /(<?) est monogène en
chaque point du domaine D, sauf peut-être aux points d^un
ensemble parfait P qui contient des points intérieurs à D.
Supposons^ de plus, qu^il existe un ensemble II, appartenant à
P et partout de deuxième catégorie sur P, dont chaque point
possède la propriété K\

Dans ces conditions on peut déterminer un domaine D', inté-
rieur à D et contenant à son intérieur les points rfôP, et deux
droites d^ et d^ perpendiculaires l'une à Vautre^ situées dans
le plan du domaine D et telles que chaque segment z ' z\ inté-
rieur au domaine D' et parallèle à Vune des droites d^ ou d^
possède la propriété N.

Démonstration. — Lorsque la propriété K" est remplie en un
point z , on peut déterminer trois rayons rectilignes ti(z), f=== i » a , 3 ,
issus du point ^, situés sur trois droites différentes et tels que

}\m[ii(z)]
fi > o

f^^h)-f(z)
h < —— 30.

Nous pouvons donc appliquer le lemme 2 du paragraphe précédent
en y posant v==3 . Par suite, il existe un domaine D^, intérieur
à D et contenant à son intérieur les points de P, un nombre posi-
t i f o- et trois rayons rectilignes fixes A/, i | ^ i^3, qui sont situés
dans le plan du domaine D et possèdent les propriétés a. été. indi-
quées dans Renoncé du lemme 2 du paragraphe précédent.

Il résulte, diaprés un raisonnement élémentaire, qu^on peut
LÎX. 12
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déterminer dans le plan du domaine 1) deux droites d\ et rf.j qui
possèdent les propriétés suivantes :

a. Les droites rf^ et d^ sont perpendiculaires 1 une à l'autre.
(3. On peut choisir parmi les trois indices i -==: i, i -.=-=. 2 et i = 3,

deux paires d'indices (/,, i", ) et (i.,, <'.,), ^ T^r* ̂ ^ < > < te^ ̂ ^
les rayons A/^, A/, sont dirigés du même côte de la droite d\ et
vérifient les inégalités

7 < | A,,. </i 1 <' 7-.—— T. ( ' »

c r< |A^ . ^ |<^ -7 .

(diidis que les rajons A, , A^ sont dirigés du mnne côté de la
drohe (/a el vérifient les inégalités

^<|A,,^|<T:-^

7 < [ \i'^(i.i | < 7 : — — 7 .

On en conelut, d'après ra propriété b. indiquée plus liant, que
ch.ique seginent z1 z\ intérieur au domaine 1)' et parallèle à l'une
des droiles ^ / i ou d^ possède la propriété N. c. o. F. D.

IN eus nous servirons encore de la définition suivante :

Soit P(a*) une fonction d^une variable réelle x définie dans un
intervalle (a, &). Nous dirons avec M. Lusin que ^(^) ci la pro-
priété N, si l'ensemble de ses valeurs pour les valeurs de x appar-
tenant à un ensemble quelconque de mesure nulle a aussi une
mesure nulle,

M. Lusin a démoniré le théorème suivant :

Lorsqu'une fonriion continue F (x) ne posscde pas la pro-
preté N dans nn intervalle (a, 6), il existe toujours dans cet
intervalle un ensemble par f ail r, de mesure nulle tel que les
valeurs de F { x ) sur r. constituent un ensemble de mesure posi-
ff\'e.

Donc unefonctio/i continue F (x} possède nécessairement la
propriété N lorsque les valeurs de F(^) sur un ensemble par-

( ') On peut elloîsir sur chacune des droites d^ et d^ une direction quck-onque.
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fait quelconque de mesure nulle constituent aussi un ensemhir
de mesure nulle ( [ ) .

Nous pouvons maintenant démontrer le théorème énoncé a la
f i n du paragraphe I . Donc nous supposons que Injonction f{'3 )
effectue une correspondance binni^oque^ Incontinue et directe
rntre les p o i n t s des domaines D et iî et f/ue la p r o p r i é t é K est
remplie en cliaque point intérieur au domaine 1) , sauf peut-être
aux points d un ensemble E^fini ou denoml)rable. Nous allon.s
démontrer que, dans ces conditions, la fonction j ( J ) est liolo-
inorplie à l'intérieur de I ) .

Considérons les points intérieurs au domaine 1) au voisinage
desquels la fonctiony*( z ) n'est pas partout holomorphe. Désignons
|>ar I* l'ensemble de tous ces points augmenté de leurs points
limites sur la frontière de I ) . L'ensemble P est évidemment un
ensemble parfait. Pour démontrer le théorème il sutïil de démon-
trer que l'ensemble P ne contient pas de points intérieurs au
domaine Dt*2) .

Supposons que l'ensemble I * contient des points intérieurs à D
et désignons par II l'ensemble de tous les points de P, intérieurs
a D et n'appartenant pas à l'ensemble E. L'ensemble II est partout
de deuxième catégorie sur P, puisque l'ensemble E est fini ou
dénombrable.

Il résulte de la délinition de l'ensemble H que chaque point de
cet ensemble possède la propriété R'7. Donc, en vertu du lemme de
ce paragraphe, on peut déterminer un domaine D' et deux droites
d \, </2 qui possèdent toutes les propriétés indiquées dans l'énoncé
du lemme. Le.^ droites d^ d^ étant perpendiculaires^ Pune à
l 'autre, nous pouvons les prendre pour les axes de coordonnées,
en faisant une transformation linéaire convenable de la variable ;.
Donc chaque segment ^r z ", intérieur au domaine D' et parallèle à
l 'un des axes de coordonnées, possède la propriété ^. De plus, le
domaine D' cont ient a son intérieur les points de l'ensemble P.

Nous allons démontrer que la fonction f ( ^ ) est holomorphe à
l ' i n t é r i eu r de D'. Prenons, à l ' intérieur de D', un rectangle quel-

i ' i LUSIN, L'inté^r'i Ir l ' I In xcl'ic tri^onofftefnque [Recueil m«thémati<}uc
( I r l < i .^<)CK''tc mat Iteinn tique de Moscou, 1 9 1 0 , p. 109 (en russe) 1 .

('-') Dans ce cas l'ensemble P est évidemment vide.
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conque R dont les côtés sont parallèles aux axes de coordonnées.
Pour démontrer que Li fonction f ( z ) est holomorphea l'intérieur
de I) ' , il suffit de démontrer que

//(3W^o,
^ (:

ou C est le contour du rectan"le R
0

Posons

{ ' t } -s — ''' 4- i v . .A-s) — «< -y. y ' } -4- ip(./'. y),

où .r, y, fz (d-, r ) et ^(^, ) - ) sont des quantités réelles.
Désignons par ( x , , ) - , ) , (x^ r ,) , (.^Va), (^,,.r,), ^ < ̂ ^

.r' <^}'^ ^^ coordonnées des (inatre sommets du rectangle ^l.
I l est facile de voir que la projection sur une droite quelconque

d u î i ensemble parfait, par tout discontinu de longueur nulle est un
ensemble de mesure linéaire nulle. Puisque chaque segment j'^",
intérieur au domaine D' et parallèle à l 'un des axes de coordon-
nées, possède la propriété N , il résulte du théorènu de M. Lusin,
énoncé au début de ce paragraphe, que les fonctions u ( x ^ y ) et
('(./;, r), considérées comme des fonctions d'une seule variable *r,
possèdent la propriété N dans Fintervalle {x^ x ^ ) pour toutes les
valeurs constantes de y dans l 'intervalle (r i .y-j) . Par la même
raison, les fonctions u\x^ r)el (•(.r, ) - ) , considérées comme des
fonctions d'une seule variable y, possèdent la propriété N dans
l'intervalle (y \ ^ y - i ) pour toutes les valeurs constantes de x dans
l'intervalle (;r,, x^).

Dans la s u » » e , nous nous servirons du théorème suivant :

^oitf(z) 11 ne fonction continue et univalente dans le domaine
I ) . Supposons qu^il existe à l'intérieur de 1) un ensemble me-
surable E' de mesure positive dont chaque point z est l ' e x t r é -
mité de deux rayons rectUignes ^i'^) et t ^ ( z ) situes sur deux
droites différentes et ven/lant les conditions

r i . ' \\ A-3 ^- AS') — A 3 )l i m s u p < i ( 5 ) '—-———————v •
^z>o \z

limsup^^jl^^-^)•-* "—r L - \ - .' j * _
Aa>-o | .A3

< ;-x,

<-;-x.



1 7 1

Hors la fonction / ( ; ) possède une différent n'Aie fotfde f l < '
Stolt:- { ^ ' ^ ^ ( [ i i e partout dans E C ' .

Nous avons suppose que la fonction / ' { z ) a la propriété K. en
chaque point intérieur du domaine I ) , sauf peut-ê t re aux points
d un ensemble E fitu ou dénombrable. Donc chaque point ;. inté-
r i e u r au domaine I ) , mais n 'appartenant pa> a rensemble E, est
l 'extrémité de trois rayons recti l ignes / / ( ; ? ) , / --^ i , 2, 3, si tuée ^ u i
l iois droites dilicrentes et tels q u e le^ t iols limites •

^.i/,,.,ij^^±^^^ . < . . , , > , • ; , . '

existent et possèdent la mrme'valeui ( inie. Puisque, par hvpolhe^ ' .
la fonetiony'(;) est cont inue et univalente, il résulte d'après 1 < -
théorème cité que/(;: ) possède une dinerenlielle lolale de Stoitz
]ïres€iue partout à l ' i n té r i eur du domaine I ) . Nous avons déjà démon-
tre au paragraphe î que la fonction /( ;) est monogéne en chaque
point.: ou elle a la propriété K ' e t , en même temps, possède une dine-
rentielle totale de Stollz. Donc la fonction /'(J) est monogéne presque
partout a l ' intérieur du domaine D. Il en résulte, d'après le lemme
du paragraphe 3, que le module \f ( ^ ) | est une fonction sommable
a r in té r i eur de I) . On voit , en résumant, ((lie les quatre dérivées
partielles

<)u <)u i)v <)\-
( ) . r î à y f f).r ' ()y

existent et vérifient les relations

Ou <)v au <)v>
ô.r " ày f ày '"" <)x

I)resque partout à l'intérieur du domaine I). De plus, chacune de
ces dérivées partielles est sommaLle à l'intérieur de D.

Considérons l'intégrale

//,^.

{ { ) D. MENCHOFF, Sur les différentielles totales des fonctions univalentes
^ Mathernatische Annalen, t. 1 0 > , fasc. 1 , p. 7')^.



on C est le contour, parcouru dans le sens positif, du rectangle 11
considère plus hau t . On a, en vertu de( : î ) ,

\ ' / /( s) clz ---r j ^u d.i — v < / r ) + / / (r dx -4-' u dy'\.
^ < : ^c ' «^c

Faisons une transformation de l'intégrale curviligne / u / / } • e n
«•'c

une intégrale double. La dérivée partielle -^ étant sommable a' à.r
J ' in té r ieur du domaine I ) , il résulte d 'un théorème de M. Fubini ^ }
que l'intégrale

r"';'',/...
J ^ <),r

considérée comme une ronction de la variable r, existe au sens de
M. Lebesgue pour toutes les valeurs de y dans l'intervalle (y^y^Y
sauf peut-être les valeurs d'un ensemble e de mesure nulle. De
plus, cette intégrale représente une fonction sommable et l'on a la
relation

r r^u . . /^ , r^àu ,
» > ) I I - - t l . t (fy .-- 1 ( î y 1 —(h\

J J^ ôj- J J^ - J^ àx

Nous avons déjà vu que la fonction n (x, y), considérée comiiK»
i i n < 1 fonction d 'une seule \ariable x, possède la propriété N dans
l ' intervalle (./,, x^ pour toutes les valeurs dey dans l'intervalle

O'".^-')- ^ ) e pbis, la d é r i v é e — e s t sommable pour toutes les

valeurs de )• dans (y,, y._>) qui n'appartiennent pas a l'ensemble <\
I I en résulte, d'après un théorème sur les fonctions possédant la
propriété N (-'), que u ( x ^ y ) est absolument continue dans l'in-
tervalle (.r,, .r,>) pour toutes les valeurs de y dans (y,, y^) qu i
n 'appart icnneni pas a l'ensemble <\ Donc, en vertu d'un théorème

' ' • ) Vnir, par exemple, CAnATHi:ononY. lî^ellc Funktionen, Leipzig, 1918, p. 63 '.
( '-') MENCHOI-F, Sur l« représentation conforme des domaines pî<nifi ( Mdlh.

Annnîen, t . !),'), ('«tsc. ;'), 1920, p. 6 'p.
L'énonce'- du théorème est le suivant :

Toute fonrtion continue V { x } ( f y n n t In propriété N dans l'intervalle (.C,,A\)
et possédant une dérivée wmmahie F' (j-), finie presque partout dans rpf
in t f i ' ^ i i l i f ^ est une fonction ab^i/ume/ît continue.
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de M. Lebe>gue,

< 6 ) Ç '^./.r-= n(,r,. y ) — ( , r , . v)

pour les mêmes valeurs dey.
Puisque Mes<? == o, il résulte de ( F ) ) et ( ( ) )

r r i)n ' /*r2 r y t rI I —d.r dy — J u \ . r . ^ y \ r { y — f ^,./-,.yWy== f udy.
J J \\ < j • t ' Jy^ Jy^ ' ' C .

Kn répétant les mêmes raisonnements pour les intégrales j n d . i ' »
*- '< .

I c dx^ I » '^/r , on trouve finalement de la relation (4) '-
^/(: ^c

/* . , /• r / an ^ \ , . . r r [ au ^ \1 / i ;; ) </3 ^ — / / ( . -+- -— <if <(y 4 - 1 I I ( - — — ) <lx <f\ •
.4 J J^ \^ à.r] J J J^ \</r ^ y ]

On a donc
j f^) t/5 ------ 0,

^C

puisque les relations (.i) sont vér i f iées presque partout dans le
rectangle R.

iNous avons supposé que R est un rectangle quelconque situe a
l'intérieur du domaine D/ et ayant les côtés parallèfes aux axes de
coordonnées. 11 en résulte que la fonction/(^) est liolomorphe à
l'intérieur du domaine D\ ce qui est impossible, puisque le
domaine D' contient à son intérieur les points de l'ensemble P,
au voisinage desquels la fonction/( 3 ) n^est pas partout holo-
morphe. On voit de cette contradiction que l'ensemble P ne
contient pas de points intérieurs au domaine D et, par suite, la
fonction /\z) est liolomorphe à l'intérieur de D, ce qui achève la
démonstration du théorème.

Remarque. — Le théorème en question cesse d^être vrai, lors-
qu^on remplace dans son énoncé les trois rayons ^ i ( ^ ) , t^(z) et
t : i ( z ) par deux rayons / < ( s ) et ^(-s). On le voit sur l'exemple
suivant :

y'< ; ) == ( j- -t- } ' cos y. ') -4- (r s in a,

où z == x — / ) ' et a est un nombre constant, compris entre zéro
et '-'-.•^
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7. Dans les deux paragraphes suivants nous démontrerons un
îni tre théorème, analogue à celui démontré dans les paragraphes
précédents. Tout d'abord nous introduirons une définition. Nous
dirons (pie la fonction / ' ( z ), cont inue dans un domaine D, possède
la propriété K en un'point 5, s41 existe deux rayons rectili^nes / i
et ^, issus du point ^. situés sur doux droites différentes ( ' ) et
tels que les deux l i m i t e s

,. /'. . - ^ A ; > — / ' ( 3 t , .11 ni ( f j \ '-————————'—— ( t. == r , ' > . } ,

existent et possèdent la même va l eu r f i n i e .
Nous démonîrerons le théorème suivant :

Supposons que la fonction / { ^ ) i continue et univalente dans
un domaine. D, possède la propriété K^ en clianue Doint inté-
rieur a ee domaine^ sauf peut-être aux points d'un ensemble
f^ni ou dennfti/n'ahle. Dans ces conditions^ la fonction f ( z ) e s (
liolofnor/)lte n l ' i n t é r i eu r de I).

Nous commencerons par démontrer deux lemmcs :

LEMMK I. -- Soit / ( ^ ) une fonction continue {non nécessaire-
ment univalente.) dans un domaine 0. Supposons que f(z) /)os-
sede la propriété K en un point z^, intérieur à D, et en même
temps, possed/' en ce rmint une différentielle totale de Stoitz.

Hans ces c o n d i t i o n s . !a fonction f(z) est monogêne au
point 3,».

Démonstration. — Les raisonnements seront presque les mêmes
que dans le para^i aplie 1. N o u s posons J == x -{- y, ;?„ == .1 •„ r- / ) ' ( » ,
les quat re qu. int i tés . / , Y ^ ./ < , et )'(, étant réelles. Par hypothèse, la
fonction / ( .3 ) possède une différentielle totale de Stollz au point ;̂ , ;

donc les dérivées partielles ' - —— et ('—— existent pour ./ • == .7;̂

) -==^',( et , <le plus, on a la relation

i i > /'» ; } ==; /', ( ; ) -4- ^( z )

i ' ) Nous supposons toujours que les rayons ^ et ^ sont s i t u f s dans le plan du
dom<i inc D.
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OH
/'i(s)== / '(^o'-ï- .U.r--,/-o)— B(^-— ro\

c2) ^[^1 , «^[^1 .' L àx j.^.,, L ^ J^o
< 3') :.(^)-—2^) ( ; — ^ u » et lim i ( z ) = o.

•̂  '̂  ^(>

On a de la première relation ( 2 ) ,

< i ) / , (3 . , ) - - - . /^ ,>>.

De plus, on voit des relations (3) que la dérivée ^(^o) existe el
possède une valeur nulle; donc la fonction ^ ( ^ ) est monogène au
point ZQ

Puisque, par hypothèse, la condition K7 est remplie au point ;?,>,
il existe deux rayons rectilignes t\ et ^, issus di t point ^y , situés
sur deux droites différentes et tels que les deux limites

(.. li..,^,/'^-^-^"1 a^,,.,).
A c ^ o •̂

existent et possèdent la même valeur finie A ( 1 ) . En comparant la
relation ( i ) avec la relation o ' (^y) == o, on obtient

.. „ . , / • , f3, .4*As)—/ ' (3o) ' / •i (> ) li m { t i ) '— -— -——•——-^ == A (/ == i, '>.}.
A ^ > o -^3

l.orsque A == B == o, nous avons de la première relation (2)

/i^) ^/(^o) == const.

et par suite, en vertu de ( i ) et de la relation 9'(^o) = °? 1e1 fonc-
tion y'(5) est monogène au point ^.

Supposons, à présent, que Fune au moins des quantités A ou B
«oit différente de zéro. Supposons, par exemple, que B -yé. o. Nous

considérerons tout d^abord le cas où le rapport ^ est réel. Soit

d une droite quelconque, passant par le point ZQ et située dans le
plan de la variable ^. Supposons tout d^abord que la droite d ne
coïncide pas avec la droite d^ définie par l'équation

A {x — .t\, ) ̂  B (y — Vo ) == o.

( ' ) Le nombre A peut être égal à zéro.
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La fonction /i (;:) étant linéaire par rappori à . /—. / ' y et r— »' ,» ,
.si 1 < ; point ;? parcourt la droite <l le point correspondant ii'i ==/'((;)
décrit dans le plan de la variable n'i une droite A(</). Il est clair que
le nombre À qui figure dans les relations (6), n'est égal à zéro que
d<ms ie cas où les deux rayons / , et t^ coïncident avec la droite c/n,
ce qui est impossible, puisque ces deux rayons se trouvent sur
deux droites différentes. Donc, dans le cas considéré, 7 ̂  o. Par
sui te, si b» point ,; parcourt un des rayons / ( ou /._,, le point corres-
pondant u'i ==-f\ (^ ) décrit respectivement des rayons rectiligncs T,
ou T^ dont l'extrémité commune se trouve au point

De plus, il résulte de (6) que

r A i i A . - i
: [ / , . /J^Ui . l-'.l

le sens de rotation des angles étant le même. Lorsque le rap-

port . est réel, on voit facilement que toutes les droites A(<^) se

confondent, ce qui est incompatible avec la relation (^), puisque
les ra\ons /, et ^ se t rou\enl sui deux droites ditt'érentes. Donc le

rai)port .; est imaginaire, (l'où il résulte que la fonction j \ ( : - }

ellectue une corresi)ondance l)iunl\oque ci bicontinue entre les
Doints des deux plans j et ir,.

En tenant compte des relations (^), on voit que la transforma-
tion n i - / 1 ( ̂  ) ( > s * une transformation de similitude, c'est-à-dire
la Jonction / i ( - 3 ) est une fonelion linéaire de la variable ^. 1 1
résulte donc de (i ) et de la relation ^ ( ̂ u ) —-̂  o que la fonction /( ; )
e*'l mono^éne au point ^ ,1 . c. o. F. D.

Le second lemme que nous démontrerons dans ce paragraphe
est une conséquence immédiate du second lemme du paragraphe .').

L|:M\N t2. — S(//),/}o.^on^ que la j o n c t i o n /(^). continue < ' f
univalente dans un domaine D, est monogène en chaque point
de <'e domaine^ sauf peut-être anjc points d'un ensemble par-
fait P </fu contient des points intérieurs à D. Supposons de
plus q u i l existe un t'nsemble H, ap/x/fte/ia/it àP et partout de
deuxième catégorie sur P, doni chaque point possède la
propriété K".

Dans ces conditions^ on peut déterminer un domaine D', inté-
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rieur à D et contenant à son intérieur les points de P, et deux
droites non paraîîèles d^ et d^ situées dans le plan du domaine D
et telles que chaque serment ^ z\ intérieur au domaine D
et parallèle à Vu ne des droites </, ou </._,. possède la propriété N.

Démonstration. — Lorsque la propriété K est remplie en 1111
point z, on peut déterminer deux rayons rectilignes /, ( j ) cl /.,^ )
issus du point -3, situés sur deux droites différentes et tels que

^."-s" ̂ ^-^ —
Nous pouvons donc appliquer le lemme î du paragraphe 5, en y
posant ^ :-= 2. Par suite, il existe un domaine D', intérieur à D et
contenant à son intérieur les points de P, un nombre posit ifs et
deux rayons rcclilignes fixes A, , Ag qui sont situés dans le plan du
domaine D et possèdent les propriétés a. et 1). indiquées dans
l'énoncé du lemme 2 du paragraphe o.

En tenant compte de la propriété tt., on peut déterminer dans
le plan du domaine D deux droites d^ et d^ possédant les pro-
priétés suivantes :

a. Les droites d^ et d^ ne sont pas parallèles;
,3. Les rayons A| et A.j sont dirigés du même côté de chaque

droite rf, et rf.j et vérifient les inégalités

^l-^^/J77 < — ^ ( ( ^= î , - z ; y -^ ï , •>»-). ( ' )

On en conclut, d'après la propriété />., que chaque s(.^-
ment^7"^ intérieur au domaine D' et parallèle à l'une des droites d\
ou û?.j, possède la propriété N. c. o. F. D.

8. Nous pouvons maintenant démontrer le théorème énoncé
au début du paragraphe précédent. Les raisonnements seront à
peu près les mêmes que dans le paragraphe 6. Nous considérerons
les points intérieurs au domaine D au voisinage desquels la fonc-
tion /(s); n'est pas partout holomorphe et nous désignerons par P
un ensemble parfait qui consiste en tous les points qui possèdent
<îettc propriété et leurs points limites sur la frontière de D.

{ 1 ) ^ous choisissons sur chacune des droites c/, et (/., une direction quelconque.
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Pour démontrer le théorème, il su f f i t de démontrer que 1 e(tsend)le P
ne contient pas de points intérieurs a D.

Supposons, au contraire, que l 'ensemble P cont ient des points
in té r ieurs 1̂1 D et soit E rensemble de points intér ieurs à D dans
lesquels la propriété K n'e^t pas r e m p l i e . Par hypothèse ,
rensemhie E est ( in i ou dénoml)ral) le ( r). En désignant ( )a r 11
l'ensemble de tous les points de P, intérieurs à D, mais n'appar-
tenant pas à E, on voit donc que 11 est partout de deuxième caté-
gorie sur P. D'ailleurs chaque point de II possède la propriété K .
11 en résulte, d'après le lemme ^ du paragraphe 7, qu 'on pi u t
déterminer un domaine D', contenant a son i n t é r i e u r les po in t s de
l'ensemble P, et deux droites < / i , ^/.j, non parallèle^ et telles due
chaque segment z ' z \ intér ieur au domaine D et parallèle a l 'une
des droites d\ ou </^. possède la propr ié té N.

Nous allons démontrer due la l o n c t i o n / ^ ) est holomorphe à
l ' intérieur du domaine D . Soit Q un parallélogramme quelconque
((ni est situé à l ' intérieur de I ) et dont les côtés sont parallèles aux
droites <7( et d^. Comme il est facile de voir , pour démontrer que
la fonction f(^) est holomorphe a l ' in tér ieur de I) . il suff i t de
démontrer que
M. . //(.-),/, ==•<> .

ou C est le contour du parallélogramme Q.
Posons, comme précédemment,

' ' ; z •^=- x ^- i \ , /'( ; » •== ff { . / ' . i ) -4- / ( • ( . / ' , i i .

où ^, y, M(.r, } ) et ^(jr, r) sont des quant i tés réelles. Par hypo-
thèse, la fonction f(z) possède la propriété K en chaque point
intérieur du domaine 1), sauf peut-être aux points de l'ensemble K.
qui est f i n i ou dénombrable. Donc chaque point ^, in té r ieur au
domaine D, mais n'appartenant pas à l'ensemble E, est l^extrémité
de deux rayons rectilignes t \ ( ^ } et ̂  :Q situés sur deux droites
dillérentes et tels que les deux l imi tes

lim [<,(,)] Ar±^=/-
As>o -A-•

< 1 ' L'ensemble E peut même être victe.



- 179 -
existent et possèdent la même valeur finie. Par suite, on a pour les
mêmes poinis z

li.^ l^r^jl^^^--^ <^ î,.).
Ar.-^u i A3

Kn tenant compte que la fonction y (;;) est continue et univa-
lente et en appliquant le théorème sur les différentielles totales
dont renoncé se trouve dans le paragraphe 6, on voit que la fonc-
tion y(^) possède une différentielle totale de Stoitz presque par-
tout à rintérieur du domaine D. D'après le lemme 1 du para-
graphe 7, la fonction f (z) est monotone en chaque point z où elle
a la propriété V^.'" et, en même temps, possède une différentielle
totale de Stoitz. Donc la fonction f(z) est monogéne presque par-
tout à l'intérieur du domaine D. Il en résulte, d'après le lemme
du paragraphe 3, que le module \f{^) \ est une fonction sommable
à rinlérieur de 1). On voit, en résumant, que les quatre dérivées

. 11 ou àv au àv . , ./, , , .partielles — 5 —, .- » — existent et vérifient les relationsr <//• <)./' à y à y

/ . » ^ f)u _ àv <)u _ àv
' <Àr =r ày ) ()y == ~ ̂ x

presque partout à l'intérieur de D. De plus, chacune de ces
dérivées partielles est sommable à l'intérieur de D.

Considérons l'intégrale /•/,.
*-'r.

W.-,

le contour C ayant la même signification que plus haut. Choi-
sissons les directions sur les droites d\ et û?s de telle façon que

| A -|
l'angle [ r f i , d^ \ compris entre zéro et TT, soit parcouru dans le sens
positif de d\ vers rfg. Désignons par a et (3 les angles formés par
les directions choisies sur les droites d\ et d^ avec la direction
positive de l'axe des x. Soient Zh= Xk-^-iy^ k= 1 , 2 , 3 , 4 » les
sommets du parallélogramme Q, numérotés de telle façon que le
contour C soit parcouru dans le sens positif et que les directions
des segments ^, ̂  et z\ ^4 coïncident respectivement avec les direc-
tions sur les droites d^ et rfa- Prenons deux variables réelles î, et
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r, déhnics par les relations

^ ./ — ./•, „ ^ ces a 4- T, co^ ^.

et considérons une variable complexe Ç= Ï + /^.
Soient ^ et y^ Ic.s valeurs des variables \ et y, qui correspondent

aux valeurs x^ et .̂ des variables x etj". Posons r/, == ÏA-t- c^-. On
voit immédiatement que

1 ') } ^ :- T.! '--'- •f^ "-• s. - : 0, ^2 -:: ?:,. ^:! ̂  ^^ .

Par sui te , le point Ç décrit dans un [dan auxiliaire le contour F d 'un
rectangle H, lorsque le point z décrit le contour C. Les côtés du
rectangle \\ sont parallèles aux axes des i et des -n et leurs longueurs
^ont égales a ;:_> et ^3.

Faisons une transformation de l'intégrale ff(z)d:., eu intro-

duisant la variable auxi l ia i re r = : 4- i ' n . Nous aurons

1 ( 1 1 I ./' :: '̂ '' s; I | < // cosa — » • sinst » ^/Ç 4. ( // co^ — c MH ^ » //r, ]

4- / ^ j • » • t'o- a -4- ^ sin a ') (/^ 4-( c cos ^ .4- // sin ^ i / /^ |.

"ù les fonctions // et t sont considérées comme des fonctions des
x . i r i ab i r s i et y;, c'est-à-dire

^ i i •= / / ( . / i - + - ^ co>a 4- •'', < '<>^ .'i. i i-h î >ina+• r^in •} i.

\ c = » f . / - i 4. ï c<^3( ̂  fj cos ^. ri 4. ç sin a-(-r. •'in , - - ' .

Transformons l ' intégrale curvi l igne ( ( ) ) en une intégrale double.
l)'a|)i 't '-s la ddini t ion du parallélogramme Q, tous les serments rec-
l i l i ^ n < * s j o i î ^ i i ; i n ( deux cotés opposés de ce parallélogramme et
paral lè les a u x deux (( l i t res côtéh possèdent la |)ropriélé N. De j ) l i i s .
lorsque le pnini ^ décrit un de ces segments, le point correspon-
dant Ç dé( ril un segment parallèle à l'axe des :: ou a Faxe des y,.
Les sommets du rectangle K avant les coordonnées (o, o), (i.j, o),
( £ j î ^2)? (0' ^:0 OI1 démontre, (m raisonnant comme dans le para-
i:rapbe (i, que les fonctions n et (\ dénnies |)ar les relations (-) et
considérées comme des tondions d'une seule variable Ï, possèdent
1«( propriété N dans l 'intervalle (o. :._,) pour toutes les valeurs cons-
lantes de •f, dans l'intervalle (o, y , : » ) . De même, pour toutes les
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valeurs constantes de \ dans l'intervalle (o, Ïs) les fondions M et r
possèdent la propriété N dans l 'intervalle (o, Yî;i), lorsqu'on les
considère comme des fonctions d'une seule variable ïi.

Nous avons déjà démontré que les quatre dérivées partielles
f)f{ l)v <)ft ÔV . . ! ? • / • J l • l\-r-» — » —, — existent presque parlout a 1 intérieur du domaine D///• ().r <)y <)y r l i
et sont des fonctions sommables à l 'intérieur de ce domaine. De
plus, la fonction f(z) et, par suite, les fonctions u(x, y) et r(cr, y}
possèdent une différentielle totale de Stoitz presque partout a

l'intérieur de I). 11 en résulte que les dérivées partielles-y.? -^ »
<—» —> considérées comme des fonctions des variables Ï et r^
') r, i ) ^

existent et vérifient les relations

/ OU ( ) H ' ) l f . < ) l f < ) l f r <)H . ,\ — ----- posa 4- — si il y-, -— - co? •l .+• - sin ^.
\ ô^ <).i à} <}^ ôx ' à y

( (S ) /
/)(• ^(' ^f . ^C ^C „ ^P . ,.-, =.= , co^a-^- -r-siiiy.. . - == . -cos^-^- — sin^.(^ç t).r (h- <)^ <).r ôy

presque partoul dans le rectangle R.
Le parallélogramme Q étant à l'intérieur du domaine 1), les

dérivées partielles -^» ̂ ï -^î ̂  sont sommables à l'intérieur de Q,j ^- ^ ^r ^r
d'où il résulte, d'après (8), que les dérivées partielles < u , ( v - - ,

' - — i <-^-f considérées comme des fonctions des variables 'i et TÎ, sont
^ àr^
sommables à l'intérieur du rectangle R.

En appliquant lo théorème de M. Fubini, on voit, comme dans
le paragraphe 6, que la fonction -pr? considérée comme une fonction
d'une seule variable Ï, est sommable dans l'intervalle (o, ^<j) pour
toutes les valeurs de ri dans l'intervalle (o, r^) qui n'appartiennent
pas à un certain ensemble e de mesure nulle. De plus, on a la
relation

r r 0 1 1 ̂  / r'" / r10^ ̂«p / / ^^^= / ^ / ^s.
" ^ K ^ ' - < » ^ n '*

l^iisque la fonction u possède la propriété N dans (0 ,^2 ) pour
toutes les valeurs constantes de YÎ dans ( o, ^3), on démontre,
comme dans le paragraphe 6, que la fonction u estabsolument
continue dans ^o, îa) pour toutes les valeurs constantes de f] qui
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n'appartiennent ))as à rensernblc <?. Par suile. on a la relation

/:>'• •<^>-

( 1 0 1 ^; '<}-— '"o, ^),
A) ^

pour les mêmes valeurs de YÎ.
Puisque Mese == o, il résulte de (9) et (10)

r r au ,, , r^ r^r r à i i ,, , r^ r^ r
/ / ^^'/T1== / ' l { (^ r i ) f / • r .— / n(o.r,)(lr,--= ,nl^

v v^ <* ^O »-'» ' ./j^J J ^ ^ ^ ' ^ J , 'If^^^-^ / /(0«

lui répétant les mêmes raisonnements pour les intégrales /\ -dr^
r > rJ udi et j \'d^ et en tenant compte de la relation ( ( ) ) , on trouve,^n

'Y

. , . r r i r r i <)ff ^ ' ^ ^ \ni / . /<- - • ̂ - == / / ( — - ces a 4- - -in 2 4- œs/J — ,— sin ̂  ) </s </r
^c ^ ^u \ '̂̂  ^ ^ç • /^ > / ' '

. _ . r r ( ^ on .
~r l I I 1 — - cosa — sina

J JR \ ^ ^ïî/n \ ^ ^

^S-?^^-?)^^
11 résulte des relations (<S)

^-^'ï—îi-P-^—.
• / o ^ <^/ , ^//s.n(.-^_ .^.c.>s,l-^co..,

• / n '̂ ^^ . ^(^sin(a — ?) ==: — - , sin ,S -r — ï.in a,
d.r ^ l ^^

i • / . ^»' ^c „ ^c! s i n » a — ^ » „ - cos 3 — - cas a.
'< < ) } <)i 1 ^T(

l^i comparant ( i i ), ( i ->) et (3), on obtient finalement

f/\.-^/3=(».

Nous avons su|)posé que C est le contour d'un parallélogramme
(pielconque situé à l'intérieur du domaine IV et avant les cotés
parallèles aux droites d^ et d^. Il en résulte que la fonctîon/( ; )

. est holomorphe à l'intérieur de 1 )', ce (lui est impossible, puisque le
domaine D' contient à son intérieur des points de l'ensemble P, au
voisinage desquels la fonction/(J) n'est pas partout holomorphe.
Donc la fonction/^) doit être holomorphe partout à l'intérieur du
domaine I). c. ç. F. D.


