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SUR LES FONCTIONS MONOGENES;

Par M. D. Mencuorr.

1. Soit /(=) une fonction d’une variable complexc z, définie
dans un domaine borné D. On dit que cette fonction est univalente,
lorsqu’a deux valeurs différentes de 'argument s il correspond
toujours deux valeurs différentes de la fonction f(z). Supposons
que la fonction /f(3) soit continue et univalente dans un
domaine D. Alors cctte fonction effectue une correspondance biu-
nivoque et bicontinue entre les points du domaine 1) et d'un autre
domaine Q situé dans le plan de la variable w = f'(z).

Soient E et E' deux ensembles de points situés respectivement
dans les domaines D et Q. Nous dirons que 'un de ces ensembles
est 'image de J’autre, lorsque les points de ces deux ensembles se
correspondent mutuellement. En particulier, nous dirons qu’une
courbe de Jordan I, située dans le domaine L, est I'image d’une
autre courbe J, située dans le domaine D, lorsque les points de ces
deux courbes se correspondent mutuellement.

La correspondance entre les points des domaines D et & étant
toujours biunivoque et bicontinue, supposons qu'une courbe de
Jordan fermée et simple, située d’'une fagon arbitraire dans le
domaine D, soit parcourue dans le méme sens que son image dans
le domaine 2. Nous dirons, dans ce cas, que la correspondance
entre les pointes des domaines D et Q est directe.

M. Ilarald Bohra démontré le théoréme suivant :

La correspondance entre les points 5 et w = f(2) des deux
domaines D et Q étant biunivogque et bicontinue, supposons
ga’enchaque point s du domaine D ta quantité

fGG+ ) —f(5)
h - -~.:¥ -

posside, pour h tendant vers zéro, une limite ¥ien déterminée,’”
- Lo e
finie et differente de zéro.
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Dans ces conditions f(3) est une fonction holomorphe & Uin-
terieur du domaine Dy ow bien une fonction conjuguée i une
fonction holomorphe.

Daillewrs, o fonction f(z) doit étre nécessairement holo-
nmorphe, lorsque la correspondance entre les points des
domecines V) et & est directe.

Ce théoréme n'est pas vreai, lorsque la fonction f(z) n’est pas
univalente (')

La (uestion se pose de savoir, si Uon peut remplacer la condi-
tion d’existence de la limite

lim | :

"no»)

par une autre condition, moins restrictive. A cet ellet, nous intro-
duirons les notations suivantes. Soit ¢ un vayon rectiligne issu d’un
point s et situé dans le plan di domaine D. Nous désignerons par

iy N (z, 1)

>0
la limite de Ta quantité A (z, /i) lorsque A tend vers zéro de telle
fagon que le point 34/ reste toujours sur le rayon (. Nous dirons
que la fonction f(z) posséde lapropriétée K" aupoint s, lorsqu’on
peut trouver trois rayons rectilignes ¢; (=1, 2, 3), issus du
point z. situés sur trois droites différentes (2) et tels que les trois
limites

P
I (1) | e e ((=1,2,%)
P h . ( v
existent et possédent la méme valeur finie (non nécessairement
différente de zéro).
Cette définttion posée, nous démontrerons le théoréme suivant :
La correspondance entre les points des domaines D et Q étant

biunivoque, bicontinue et directe et la fonction f(3) ayant la
méme signification que plus haut, supposons que la propriétée K’

cU HL Bouw, Ueber streckentreue und konforme Abbildung ( Math. Zeitschrift,
t. 1, 1915, p. joi).

(* On suppose loujours (ue les rayons ¢, soient situés dans le plan du
domaine D,
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est remplie partout a Uintérieur du domaine D, sauf peut-étre
e points d'un ensemble fini ou dénombrable.

DNans ces conditions, la fonction f(z)est holomorphe cc I'inti-
rieur du domaine 1) (1),

2. Pour démontrer le théoréme énoncé a la fin du paragraphe
précédent, nous aurons besoin de la notion de la différentielle
totale an sens de Stoltz. Soit /() une fonction de la variable com-
plexe 5 = x + ¢)-. Nous pouvons considérer cette fonction comme
une fonction de deux variables réelles x et 1. Nous dirons que la

fonction f(z) posséde une dilférentielle totale au sens de Stoltz ¢n
af (s

)r

un point donné z= . + 71, lorsque les dérivées partielles

r)/.l S . . L, ey .
¥ = existenl en ce point ct, de plus, vérifient la relation

‘

e

M4 ds)—fiz)= (-U(—:)A.r+ MA;‘ 4+ :(Az) Az
/ . I)4I~ L)‘) . N ’

on
lim :(Az) =0 ot 2= Ar 47y,

Az >0

les accroissements Ax et Ay étant réels.
Tout d’abord nous démontrerons le lemme suivant :

Lesse., — Supposons que la fonction w= f(z) eflectue une
correspondance biunivoque, bicontinue et directe entre les
points z et w des domaines D et . Supposons, de plus, qu’en
un point s, situé  l'intérieur du domaine D, la fonction f(3)
possede la propriété K' et, en méme temps, posséde une diffé-
rentielle totale au sens de Stolts.

Dans ces conditions, la fonction f(3) est monogéne au
point z,. :

Démonstration. — Posons 3 ==& + iy et 5y=1xy + L),, ol
x, v, £, et y, sont des quantités rvéclles. Puisque la fonction f( z)
posséde une différentielle totale de Stoltz au point z,, les dérivées

(V) L'énoncé de ce théoréme se trouve dans une Note : Sur la representation
conforme des domaines plan (1), MeNcHovr, Comptes rendus de I'Académie
des Sciences a Paris, t. 187. 17 septembre 1928, p. H02).Je conserveici les nota-
tions de cette Note. '
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l""'"‘“('s e el ~-h-— existent pour £ ==.r,, ¥ =y, et, de plus,
on a la relation
oy fror—/fiz mAlxe—2x4 +Bovr— v #(s)s—3,,
ou

A [We)] w2

A =1 - - y = | ——

~ dr Az k, ' l).b' r=.r,

¥Y=Je Y=Y

et

himg )= o.
2+ Ze

Fn posant
(2) f(:.,) +A(z —2.) + Ihyw-_y,l):'/',(:.,, £ IV I—&, =@z,

on peat écrire la relation (1) sous la forme
(8 G =005+ 505).
On a, de plus,

) fi(z0 = f(z).

De la deaxicme relation (2) il résulte immédiatement que la
dévivée < 3,) existe et posséde une valeur nulle. Donc la fone-
fion 2 (3) est monogéne au point 3u.

Puisque, par hypothése, la condition K’ est remplie au point z,,
il existe trois rayons rectilignes ¢; (/== 1, 2, 3) issus du point z,,
situés sur trois droites différentes et tels que les trois limites

| /' 0 +A3>) _‘/"‘:’ l| /oy

lnn <I )
Az

extstent et possédent la méme valeur finie. En comparant la rela-
tion (5 ) avee la relation ¢’ (z4) = 0, nous obhtenons

Inntt: ,(w+_\ '_'/':'HI

A »o S !

. P T Az fi03y)
l |/" . B . S =
}".'.. l Az l

(r=1,2

Donc les trois quantités

(€3] lim (¢;)

]./‘.(:0-1‘—_\:»—-./'.( 3 .l
A: >0

= (=1,2,3) -

possédent la méme valeur finie.
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Lorsque A = B =: o, nous avons de la premiére relation (2) :
Si(3)=f(3,)=c nst.

et, par suite, en vertu de (3), la fonction /(=) est monogéne au
point z,.

Supposons, a présent, que Pune au moins des quantités \ ou B
soit différente de zéro. Supposons, par exemple, que B3 o.

N . . . \ . ..
Commeil est bien connu, si le rapport [} est imaginaire, la fonc-
)

tion w, = f' (=) effectue une correspondance biunivoque et bicon-
tinue entre les points des deux plans s et w,.

. . \ .
Nous considérerons tout d’abord le cas ou lerapport i est réel.

Soit d une droite quelconque, passant parle point 3, et située dans
le plan de la variable z. La fonction f, (=) étant linéaire par rap-
port a x — ., et y — y,, la quantité

posséde la méme valeur finie R(d) pour tous les points 5" et "

situés sur la droite d. D’ailleurs, il est facile de voir que, si - est

réel, il existe une droite d, telle que R(d,)=o0 et, en méme
temps, les deux quantités R (d') et R(d”) ne peuvent étre égales
que dans le cas on les droites d’ et d” font le méme angle avec la
droite d,. 1l en résulte que, dans le cas considéré, il n’existe pas
trois rayons rectilignes ¢; (i =1, 2, 3), issus du point 3, et situés
sur trois droites différentes, pour lesquels les trois quantités (5)

X R A
possédent la méme valeur. Donc, dans notre cas, le rapport & ne

peut pas étre réel et, par suite, lafonction f, (5) = w, effectuc une
correspondance biunivoque et bicontinue entreles points des deux
plans z et w,.

Soit C un contour simple fermé décrit dans le plan z autour du
point 3, et soient I et I', les contours décrits respectivement par
les points correspondants w = f(3) et &, = f,(z). Si le con-
tour G est suffisamment petit, il résulte de (3) et de la rela-
tion ¢'(3,) =0 que les contours I' et T, sont parcourus dans le
méme sens, lorsque s décrit le contour C. Puisque la fonc-
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tion w = f(z) elfectue une correspondance divecte entre les points
des domaines D et Q. la fonction w; = /', (z) doit effectuer aussi
une correspondun(:c directe entre les poinls des pluns s el oy,

Les trois quantités (5) ctant égales et la fonction f, () étant
linéaive en . — &, el ) — y,. le point «; décrit toujours une cir-
conférence. lorsque le point correspondant s décrit une circonfé-
rence. Il en résalie que la transformation ==/, (z) est une
tran~formation de similitude et, par suite. la fonction /, (3) est une
fonction linéaive de z. En tenant compte de (3) et de la rela-
tion 2 (3,0 =0, on voit done que la fonction f(3) est monogeéne
au point z,. G0l v,

3. Supposons que lafonction f(2) posséde les mémes propriétes
que plus haut. Nous établivons une condition suffisante pour que
la dérivée f7(z) existe el soit sommable presque partout dans un
ensemble mesurable. Tout d'abord, nous démontrerons le lemme

survant :

Levone, — Nodt f(3) une fonction continue et univalente,
définie dans un domaine D. Supposons que cette fonction Pos-
sede une déricée finie f'(2) presque partout dans un ensemble
mesurable E dont chaque point se trouce a Uintéricur du
domaine D (V).

Alors le module de f'(5) est une fonction i carré sommable,

cest-d=dire Uintégrale double [ / [/'(:) |* dxdy possede une
JOJE

valeur finie.

Nans restreindre la généralité de la démonstration. on peut sup-
poser que f'(3)F o presque partout dans E. Dans ce cas, on peul
considérer ce lemme comme une conséquence dulemme Il du para-
graphe T de mon Ouvrage publi¢ aux Math. dnnal. (t. 95, fasc. 5.
1926, p. 665); il suffit de remplacer la condition de conservation
des angles par la condition plus restrictive d’existence de la déri-

(') Nous désignerons, dans la suite, par MesE la mesure superficiclle de I'en-
semble E. De méme, nous dirons qu'une propriété quelconque est remplie
presque partout dans B, lorsque cette propriété est remplie en chaque point de
15, sauf peut-étre aux points d’un ensemble de mesure superficielle nulle.
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vée finie f'(z) dilférente de zéro et de prendre la quantité | f'(z)
au lieu de la quantité

'

Sz 4+ Az

lim sup
s 0
Dans le lemme cité j'ai supposé que I'ensemble E coincide avec
I'intérieur d'un domaine, mais celte restriction n’est pas essen-
tielle; la démonstration reste la méme si 'on remplace un domaine
‘par un ensemble mesurable E quelconque.
Nous donnerons ici la démonstration divecte de ce lemme.
Supposons, comme précédemment, que f'(3) = 0 pour tous les
points 5 de I'ensemble E. Soit E, I'ensemble de points 5 apparte-
nant a 'ensemble E et vérifiant la condition

(1) /l—l<"/”(:)§:/1,

oun=1,3. 3. .... Nousavons, d'apreés la condition du lemme,

(2) MesE = Z]\Im .

n=1\

Pour démontrer que I'intégrale
[f]/'(:) 12 e dy
b E

posséde une valeur finie, il suffit de démontrer que la série

P3

O .
{3 Z n2? Mesli,

no=t
¢st convergente.
Soit N un nombre entier et positif quelconque. Pour chaque

valeur de n. vérifiant les conditions

(9 nEN, Mesk, 2> o,

nous prendrons un ensemble parfait quelconque P, appartenant a
I'ensemble E,, et possédant une mesure positive. En supposant que
les ensembles P, soient fixes, déterminons, pour chaque valeur de
n vériliant les conditions (4), un domaine D, qui posséde les pro-

priétés suivantes :
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v

1* L’ensemble P, est a Uintériear du domaine D,,.
" Lorsque n z£n’, les domaines D, et D, n’ont pas de points
communs.

3 Les domaimes D, sont a Uintériear du domaine D ().

En général. les domaines 1), ne sontpas connexes.

En vertn de Pinggalité (1). on peut déterminer pour chaque
point 5 de U'ensemble P, an cercle (1(3) de centre z qui se trouve
almiériear du domaine D, et pour lequel subsiste U'inégalité

e n—1&

quel gque soit 27 dans e cercle Coz). 1 est elaie que clm([.ue
cercle (33 concentrique a G (s) et de ravon inférieur A celui
de Ci2) possede les mémes proprietes.

Nous vovons done que chaque point 3 de I'ensemble P, est le
centre dune infinité de cereles €7 5) dont les rayons peuvent étre
pris aussi petits que Fonveut. Alors. en vertud’un théoréme connu
de MU NVutaly, on peut choisiv parmi les cereles G/(2) une suite
dénombrable de cevcles €, C. ... G,

ricurs et tels que les points de I'ensemble P, qni n'appnrtiennent

....deux a deux exté-

pis it ees cercles constituent un ensemble de mesure nulle. On
peut done déterminer un nombre enticr et positif p, tel que

I'n

O 3 .|||4‘~||el,,> Mes P2,

Soient respeetivement 3, et 1, le centre et le rayon du cercle G,.
Puisique les cereles G ont €Lé choisis parmi les cercles G'( =), il
resulte que tous les cercles G, se trouvent a lintérieur du
domaine D, De plus. en vertu de (3). nous aurons l'inégalité

/“'1-—/(\,)

S

T n—i

pour tous les points =" du cercle C;.

(' Lorsque MesE,_ =z o, nous supposerons que l'ensemble P
sont vides

et le domaine D,

"
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Désignons respectivement par £, et o, les images dans le planw
du domaine D, et du cercle C;. De méme. désignons par «; 'image
du point 3;. Prenons dans le plan « le cercle T'; () de centre w; et
de rayon (n — 1)r;. 1l résulte de Pinégalite (7) quele cercle T se
trouve a 'intérieur du domaine »; et, par suite,

(8 Faire dew; > mrf(n—uo = (n—n2lVaire de €;; ().

Puisque les cercles G sont deux a deux extérieurs ct se trouvent
a l'intérienr du domaine 1),,. il résulte que les domaines ; sont
deux a deux extérieurs et se trouvent a 'intérieur du domaine 2,,.
ar suile,
43
(9 I'aire de Q,, Zaires de w;.

i=1
En comparant les inégalités (9). (8) et (6), on obtient

(10 Faire de @ >> = (1 — 1) Mes P,

En vertu de 2" et 3°, les domaines D,, n’ont pas de points com-
muns ot se trouvent a lintéricur du domaine D. Donc les
domaines £2, n’ont pas aussi de points communs el se trouvent i
I'intérieur du domaine . Il en résulte

N
'aire de Q,, gzuires de Q,,
n=i
ct, par suite. en vertu de (10),
N
(1) Vaire de @ > -{-2("—])2 MesP, (3).
-‘n 1

Pour chaque valeur de n la mesure de l'ensemble parfait P,
peut ¢tre prise aussi voisine que I'on veut de la mesure de I'en-

(') Lorsque n =1, on remplace le cercle I'; par le point w,.

(2) Nous conviendrons duppeler P’cwire d’un domaine ouvert la mesure de I'en-
semble de ses points intérieurs.

(3) L'inégalité (10) n’est valable que pour les valeurs de n vérifiant les condi-
tions (4); lorsque MesE, =0, on remplace dans linégalité (11) la quantité
MesD’, par zéro.
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semble E,. On obtient done de l'inégalité (11)
N
(12) I'aire de © 2 ‘lznz——-l»'ﬁ MesE,.
.)Il e |
Puisque le domaine £ est borné et que le nombre N peuat étre
pris aussi grand que I'on veut. il résulte de I'inégalité (19) que la

*
~ R
2 (n—u1it Mes ks,

n=i

série

converge. Donc la série (3) st aussi convergente. et par suite, la
fonction  f'(z) est a carré sommable dans I'ensemble E.

4. Dans la démonstration du théoréme énoncé a la fin du para-
graphe I, nous nous servirons de la remarque suivante. En sup-
posant que les conditions du théoréme soicnt remplies, désignons
par ' un cercle quelconque situé¢ a l'intérieur du domaine D.
Soit Q Pensemble de points, contenus dans L'y au voisinage des-
quels la foncuon f(3) n’est pas partout holomorphe. 1.’ ensemble ()
est évidemment un ensemble fermé qui ne contient de points
isolés que sur la circonférence du cercle I'. Pour démontrer le
théoréme, il suflit de démontrer que I'ensemble () ne contient pas
de points itéricurs au cercle I' quelle que soit la position de ce
cevele a 'imtérieur du domaine D.

Nous introduirons tout d’abord les définitions sutvantes : soit w
un domaine ouvert contenant intérieurement les points d'un
ensemble parfait P. Désignons parlll'ensemble de poinisde Pl inté-
vicurs am.augmenté de lears points limites sur la frontiére de o.. On
dit, dans ec cas, que U'ensemble Il est une portion de 'ensemble P
délinie par le domaine ». Nous dirons ensuite qu'un cnsemble H,
appartenant a un ensemble parfait P, est partout de dewriéme
catégorie sur P lorsque cet ensemble n’est pas de premicre caté-
gorie sur aucune des portions de I'ensemble P ().

Soit B3, A3) une fonction réelle de deux variables complexes

‘i On dit qu'un ensemble E est de premiére catégorie sur un ensemble par-
fait P lorsque E peut étre représenté comme une somme d’un nombre fini ou
d'mne intinité dénombrable d'ensembles non denses sur P.
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5, Az et soil ¢ un rayon rectiligne issu d’un point 5 et situé dans
le plan du domaine D). Désignons par

lim supifH) Bz, Az
Jim pitrBis, ),
la plus grande des limites de la quantité B(s, As) lorsque Az tend
vers zéro de telle fagon que le point 5+ As reste toujours sur le
rayon ¢t. Posons
. SN —[(3)
[HTESUIEARE e
Az >0 P As

= L3, t);

L.(5, t) est un nombre non négatif, fini ou non.
Nous démontrerons tout d’abord le lemme suivant :

Lemue. — Soit f(35) une fonction continue (non nécessai-
rement univalente) définie dans un domaine D et soit P un
ensemble parfait situé¢ dans 1) et contenant des points inte-
rieurs @t ce domaine ('). Désignons par v un nombre entier et
positif qui ne dépend pas de = et supposons qu’il existe un
ensemble I appartenant a Uensemble P et partout de deuxiéme
catégorie sur P, dont chaque point 3 estl'extrémité de v rayons
rectilignes ti(z), i=1, 2,3, ...,v, qui sont situés sur v droites
différentes et, de plus, vérifient les conditions

) Lz (3] -l+» ({=1,9,3,...,9)

Alors il existe une portion 11 de Uensemble P, située a Uinté-
ricur du domaine D, et un nombre positif o tels que chaque
point s de Uensemble W est Uextrémité de v rayons rectilignes
zi(3), i=1,2,3, ..., v qui possédent les propriétés suivantes :

. l A _] , 5 .
1 | ti(3'), (3" )| o (C=0,2,3, ..0,v) (2),
quels que soient les points ' et 3" de U'ensemble1l.
"o
20 8003 | 7i(3), 7;(3) | L = — Rooa,

UZ], 6, ]==1,2,3, ...,9 pour tous les points 3 de II.

(') On dit qu'un ensemble I> est situé¢ dans un domaine D lorsque tous les
points de P’ se trouvent a I'intérieur ou sur la frontiére dec D.
. N . ,
(*) Nous désigncrons par l_t', t" l la valeur comprise entre zéro et = de l'angle
qui est formé par les rayons ¢’ ct (",

LIN. I
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" La distunce de Uvnsemble W a la frontiére du domaine D
est superieure a s.

= f(]
1 —etee— | - =
i =TT e 7

td

pour tous les points 3 de Wl et pour tous les points 7 situes sur
les rayons correspondants =i(z), i =1, 2. 3, ..., v et cérifiant
Uinégalité o < |7 -— 5] <3,

Démonstration. — Soit A un rayon recliligne fixe situé dans le

plan du domaine D. Désignons par : A,/\t;( s): la valeur (h'..l‘allglt‘,.
compiée dans le sens positif de A i ¢;(5) ct comprise enive zéro
el 2 (). Soient p, ny, ny, ny, ..., n, des nombres entiers et
positifs quelconques. Désignons par G(p, nyyny, o..yn,) un
cnsemble de points 3 qui appartiennent a 'ensemble 11 et de
plus, possédent les propriétés suivantes :

A n; 1
() VA I\.n————'»- _— =00
Soop Soop

x T n 8 .. .

(/') - <|A'/‘:“»I,":'J< n—_ - (i#.[.l.'[ =1.. :‘...A.';rt
! r

‘/1,!—/’1.»

-

() |<

pour tous les points § du domaine D qui sont situés sur les ravons

ti(z),r=1,2,3,...,v ctvérifientI'inégalité o <

“ 1 vésulte de la définition de Pensemble M que
R XGip.omy.ny oo on = HL

la sommation étant étendue a toutes les valeurs entiéres et posi-
tives de p, ny. na, ..., n,. L'ensemble H étant partout de deuxiéme
:atégorie sur P, on voit de larelation (2) qu’il existe une portion Il
de I'ensemble P et des valeurs déterminces des nombres p, ny,
Ny ...y 1, telles que Pensemble correspondant Gi(p, ny, ny,y ..., n,)
est partout dense sur II. On peut d’ailleurs supposer que P'en-

. Lo . [ 1

{ ') Lorsque les dirvections A et ¢,( 3) coincident, nous prendrons y A £,1 3)v= o,

(2 L'ensemble G(p.n,. n, ..., ny)est vide lorsque les nombres n,. n.. .... n.,
~ont suflisamment grands,
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semble 11 est a I'intérieur du domaine D et que la distance de
1

'ensemble Il a la frontiére de D est supérieure & —— -

I'
En posant pour ces valeurs des nombres p, n., Nyy ooy Ny,

N 1
()

=7, Giponyong, cooony) =G,
"(NPII

nous voyons ue l'ensemble G est partout dense sur II. Pour les
points 5 de 'ensemble I, nous définirons les rayons 7;(z) de la
maniére suivante. Posons 7,(5)=1,(3), i=1, 2, 3, ..., v aux
points = de I'ensemble (I, G)( ). ¢t, pour les points 5 de 'en-
semble Il — Gy soit 7;(3), ¢, =1.2, 3, ..., v une des positions
limites du rayon #;(3'), lorsque =" tend vers s en restant toujours
sur 'ensemble G.

Nous allons démontrer que I'ensemble I et les rayons =;(3),
=1, 2,3, ..., v possé¢dent les propriétés 1°, 2°, 3" et 4° qui
ligurent dans Pénoncé du lemme.

Tout d’abord il résulte de Vinégalité («),

A, 1 . . .
[.,|~».,¢..)]§,| 1; (C=1,2,3,...,v),
pour tous les points 3’ et 3" de I'ensemble II, le nombre p étant le
méme que dans les relations (3). De méme, on obtient de 'iné-
galité (&),
A 3
;Sl'l(“’)* ./(- )] S —-1—)7

[ =)y f=1,2,3, ...,v pour tous les points z deIl. En compa-
rant.les deux derniéres inégalités avee la premiére relation (3), on
obtient immédiatement les propriétés 1" et 2° des rayons 7;(z).
Puisque la distance del’ensemble H a la frontiére du domaine D est

supérieure & — oop’ on obtient de méme la propriéié 3°.

Passons a la propriété 4". Sont 3 un nombre positif fixe (uel-

conque, inférieur ou é¢gal & ’
200

, I
() 0< 6 —,
' = woop

et soit = un point quelconque de I'ensemble II.

(') Nous désignons par (If. G) la partie commune des ensembles I et G.
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Désignons par ¢;, i =1, 2,3, ..., v un poinl situé sur le rayon
=i(z) et tel que

tH) l:i_s‘:a'

En supposant que 3’ est un point arbitraire de I’ensemble (i,
désignons par ¢, i=1,2,3, ..., v le poinl situé sur le ravon
t;(5') et tel que

(6) )7 — e

On a, en vertu de (4) et (6),

v o ; . .
Si— S (=1, ....%),

i

d’ou il résulte, en vertu de (¢),

(L) —f(3) A . .
—f—é,—-_f,‘—— <p (F=1,2,3,...,9)
=j T S

()
Le rayon ©;(3), i=1, 2, 3, ..., v est une des positions limites

du rayon ¢;(z") pour 3" tendant vers 3. Il résulte done des inc-

galités (5) et (6) que le point £; tend vers ¢; lorsque z' tend vers 3

et, par suite, en vertu de (7) et de la premiére velation (3),

JEH—=[z)
'd -

i~

b N L TR .

Puisque d estun nombre arbitraire, inférieur ou égala oy =0 il
200

résulte de la définition des points Z;, que les rayons 7;(3) pos-

s¢dent la propriété 4°, ce qui achéve la démonstration du lemme.

5. Les domaines D, Q ct la fonction f(z) ayant la méme signifi-
cation (ue plus haut, nous dirons qu'un segment rectiligne 7z,
intérieur au domaine D, posséde la propriété N, lorsqu’a tout
ensemble parfait, situé sur ce segment et possédanl une mesure
linéaire nulle, il correspond dans le domaine 2 une image de lon-
gueur nulle ().

(') On définit, avec M. Painlevé, la longucur d'un cnsemble parfait partout
discontinu de la maniére suivaate : .

On commence par cnfermer tous les points de 'ensemble dans des contours
fcrmés, cn nombre fini, dcux & deux extérieurs. La longueur de I'ensemblc scra
alors la plus petitc des limites dc la somme des longueurs de ces contours
lorsque leurs dimensions tendent simultanément vers zéro.
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" Nous allons considérer dans quelles conditions les segments
rectilignes, situés a l'intérieur du domaine D, possédént la pro-
priété N. Nous démontrerons deux lemmes dont le premier a un
caractére auxiliaire par rapport au second.

Levme 1. — Soit & un ensemble fermé situé sur une droite d
et possédant une mesure linéaire nulle,

i ' Meslinm =0 (')

Supposons qu’il existe v triangles AiB;C,y i —=1,2,3, ..., vqui
sont situes dans un plan passant par la droite d et, de plus,
possédent les propriétés suivantes :

" ABi=NCi=8 (F=1.9,3....,v)
ol 3 ne dépend pas de 1.

2° Chacun des triangles A;B;C; posséde un seul point
commun A; avec la drodte d.

30 Les points \jy i =1, ». 3, ..., v appartienncnt & Uen-
semble .

4° Lorsque j = i, les segments A;B; et A;Cjn'ont de points

communs avec avcuir des segments A B; et A C,.

Dans ces conditions, on .« U'inégalité

:(9)

() v < T
! .0 sin A

’

ott €(8) est une fonction de Uargument positif o qui tend
rers séro avec 9,

3) lim:(8)=o,
O>0

et X est un nombre positif qui ne dépend pas de i, et, de plus,
vérifie les inégalités )

N .
(i) ‘Z—)\>[v\iB[,AiC[]>>\ (2) (l:l,'l,s,...,\').

(') Nous supposons que l'ensemble & est situ¢ sur un segment fini de la
droite d.
(*) La fonction :(3) dépend en général de l'enscmble @, mais ne dépend pas
de A !
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Démaonstration. — Désignons respectivement par B, et C) les
points situés sur les segments A;B;, A;C; et tels que

-

o
;== -

RNV

Fig. 1.

Nous allons démontrer que, pour i 3£, les triangles A;B; C, et
A;B;C) n’ont pas de points communs inlérieurs.

En effet, en vertu des conditions 2° et 4°, le point A; est extérieur
au triangle A;B;C; et le point A; est extériear aun triangle A;B;C,.
De plus, en vertu de 4°, les segments Iﬁ?; et X;CI n'ont de
points communs avec aucun des segments AB et A;C).

Dounc, si les deux triangles A;B;C; et A;B;C; avaient des
points communs intérieurs, un des points B; ou C; serait a I'inté-
ricur du triangle A ;B C}, ou bien un des points B; ou C; serait
a l'intéricur du triangle A;B;C;. Les raisonnements étant les
mcémes dans tous les cas, supposons, pour fixer les idécs, que le
point B; soit & 'intérieur du triangle A;B; C;.

Puisque le segment A;B; n’a pas de points communs avec les
segments —mij et AJ—(; et que le point A; est extérieur au triangle
A, B5C;, le segment A;B; posséde nécessairement un point com-
mun avec le segment Wj- Par suite, le segment B,—BT n’a pas de
p()inls communs avec le St‘gnlent B;—C‘;—.

Il vésulte de (5) que la distance entre deux points quelconques
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du triangle A;B;C; est toujours inférieure a - D’autre part. on
obtient de 1" et (3),

=

fi
il e

=Y

Le point B; étant a I'intérieur du triangle \;B;C}, on voit donc
que le point B; est extérieur a ce triangle. Mais le segment B B,
n’a pas de points communs avec le segment B C’; donc, le seg-
ment B} B; posséde un point commun avec un des segments A;B;
ou A;C;, ce qui est impossible, puisque, en vertu de 4°, le seg-
ment \;B; n’a pas de points communs avec les scgments .T,_]T,
et TJ—L—] Il en reésulte que, pour (£, ¢, j=1,2, 3, ..., vles
triangles A;B; C; et A;B;C; n'ont pas de points communs
intérieurs.

Désignons par e(d) 'ensemble de points sur la droite d qui se
trouvent a la distance inférieure ou égale a 29 de 'ensemble .
Puisque P'ensemble w est un ensemble fermé de mesure linéaire
nulle, on a

() lim Mes line(a) = o.
¢>0

Il est clair que I'ensemble ¢ () consiste en tous les points appar-

tenant & un nombre fini de segments K Fy, s =1, 2, 3, ..., p,
deux a deux extérieurs, et, par suite,

]l
(= Mesline(a)=ZL‘TF}.

s==1

De plus, chaque point de 'ensemble wm est a 'intérieur de 1'un des

=~

segments EF; ctse trouve a la distance supérieure ou égale a 24
des extrémités de ce segment.

Soit I I, F/E] un rectangle qui posséde les propriétés sui-
vanles :

a. Les segments E/ I et I I] sont perpendiculaires au seg-

ment E;F; et la longueur de chacun de ces segments est égale
a 4.9,




— 158 —
. Les points E; et F se trouvent respectivement sur les seg-

‘ments E E’ et F, F a la distance égale des cxtrémités de ces
segments.

Fig. 2.
Es Fi
c.
z
B’i q
E F,
S
A.,_' S
Es FL
Il en résulte que
(8 ;l l‘:; I, = I
et )
(o l'aive de E4F, )L,

De plus, chaque point de I’ensemble = est a I'intérieur de 'un des
pius, jue p
rectangles E.F, F/E et se trouve a la distance supérieure ou
égale a 2 6 du contour de ce rectangle.
Puisque les points A, i=1, 2, 3, ..., v appartiennent a
I'ensemble @, il résulte de (5) que chaque triangle A;B;C)
q L i
i=1,2,3, ...,v se trouve a l'intérieur de I'un des rectangles
E I F'E’. Nous avons déja vu que les triangles \;B;C; n’ont
v s Ty .I l g T
pas de points communs intérieurs. Puisque les segments EF; et,
. ’ AU
par suite, les rectangles E 17
résulte donc

NG

" E! sonl deux a deux extérieurs, il

v

/)
(10) Zaires de A/ BjC) < Eaires de B V11
i=1 s=1
Il résulte de (4) et (5) que

aire de A,B;C;: —l .’\,‘“l’- ;\[(;:» Sil][;\iB[, AiCi] > ,L)az sini.
92

2
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lin comparant cette derniére inégalité avec les relations (g),
(), et avec I'inégalité (10), on obtient

oo, . ~ . N
T)vo-’ sinz < j6 Mes line(o),

cl, par suite,
€(6)
~ X T
0 SIM /.
ot
€(6) =128 Mes line(o).

Il résulte de (6) que
lim:(8)=o,
3o
ce qui achéve la démonstration du lemme.

Nous démontrerons maintenant un second lemme qui joue un
role fondamental dans la démonstration du théoréme énoncé a la
fin du paragraphe 1.

Tout d’abord, nous dirons que les deux rayons rectilignes t,
et 7y sont dirigés du méme cité d’un segment %' 5" situé dans le
plan des rayons 7, el 7, lorsque les deux rayons rectilignes, issus
d’un point quelconque sur le scgment et possédant les mémes
directions (ue les rayons t el 7y, sont situés du méme coté du
segment 25", [énoncé du lemme est le suivant :

Levme 2. — Supposons que la fonction f(z) est monogéne en
chaque point du domaine D, sauf peut-étre aux points d’un
ensemble parfait P qui contient des points intérieurs a D.
Supposons, de plus, qu’il existe un ensemble H appartenant
a P et partout de deuriéme catégorie sur P, dont chaque
point s est l'extrémité dev rayons rectilignes ti(3),1<iSv,v>1,
situés sur v droites différentes et tels que

limsup|¢;(3)] M'——‘—Ai)‘\-iwoc (1<),
>0 ! /o - T

Dans ces conditions, on pcut déterminer un domaine D',
intérieur a D et contenant & son intérieur les points de P, un
nombre positif ¢ et v rayons rectilignes fixes Aiy, 1<i<v, qui
sont situés dans le plan du domaine D et possédent les pro-
priétés suivantes : i

a. Les rayons A;, 1<i(<v ont unc extrémité commune et



vérifient les inégalites
A oL :
So0g < [A;, .\/_I < = —8oos (Pt fogiSv ) g0

h. 8i les deuwr ravons A, et M., choisis purmi les rayons

Ai, 1ZiZv, sont dirigés du méme coté d'un segment quel-

conque 33" situé a Uintérienr du domaine 1), ot si

‘ 4 <[A,A-:’_:]\ =—7.

i
o clafss]
Lo LA 3’7" | < m—17.
le segment 3'3" posséde la propricté N.
Démonstration. — En tenant compte du lemme du para-

graphe %, on voit, d’aprés les conditions du présent lemme, qu’il
existe une portion II de 'ensemble P, située a l'intéricur du
domaine D, et un nombre positif o, tels que chaque point z de
I'¢nsemble 1L est Pextrémité de v rayons rectlignes :(3), + S0<y,
qui possédent les propriétés 1, 2°, 3° et 4° indiquées dans I'énoncé
du Jemme du paragraphe 4. Soit D’ un domaine, intérieur au
domaine D, qui contient & son intérieur les points de 'ensemble
mais ne contient pas d’autres points de I'ensemble . Il est clair
(u’on peut toujours déterminer un tel domaine.

En supposant que z, est un point quelconqgue de I'ensemble I,
posons A; =7;(3,), 1 <i<v. Les rayons 4; poss¢dent une extrémité
commune et sont bien déterminés, lorsque le point 3, occupe une
position fixe.

En tenant compte de la propricté 2" des ravons 7;(3) (énoncé
du lemme du paragraphe %), on voit immédiatement que les
rayons A; possédent la propricté «. indiquée dans I'énoneé de ce
lemme.

I faut maintenant établir la propriété . Son 3 un stpment
quelconque, intérieur au domaine D', qui vérilic toutes les condi-
tions indiquées dans I'énoncé de la propriété b., o nous posons,
pour fixer les idées, ¢/ =1, " = 2. Donc, les deux rayons A, et A,
sont dirigés du méme coté du segment 23, et, de plus, on a les
inégalités
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Notre but est de démontrer que le segment 3'z" posséde la pro-
priété N.

Soitw un ensemble parfait quelconque, situé sur le segment 3’5
el possédant une mesure linéaire nulle.

3) . Mes linw = o,

Désignons par ¢ I'image dans le domaine 2 de I'ensemble ®.
I’ensemble ¢ est évidemment partout discontinu. Nous allons
démontrer que

) longueur de ¢ == o,

Supposons tout d’abord que 'ensemble w est une partic de
I'ensemble 1 el supposons que

(H) longueurde ¢ > & > o,

Soit R un carré, situé dans le plan du domaine &, qui contient
tous les points de 'ensemble ¢ et dont les cotés sont paralléles aux
axesde coordonnées. Soita lalongueur de chaque coté de ce carré et
soit n un nombre entier et positif quelconque. Partageonsle carré R

4 . . - a o« e
en 4n* carrés égaux de cOiés —- A cet cffet, divisons chaque

coté de R en 2n parties égales et menons par les points de sub-
division les droites parallé¢les aux cotés de ce carré. En numérotant
les droites ainsi obtenues de gauche a droite et de haut en bas,
désignons par R/ le carré compris entre (¢ — 1)"*™° et i'*** droites
verticales et entre (j —1)*™° et j*™° droites horizontales ('). Le

carré R sera alors partagé en 4n? carrés R/}, 1<i<2n, 1{j<an

de cotes .
2n

Désignons par p' le nombre de carrés R/ qui contiennent &
son intéricur ou sur son contour les points de 'ensemble ¢. La

. , X aa ptv
somme des périmétres de tous ces carrés est égale a ———Ill—- 11
résulte donc de (3) et de la définition de la longueur d’'un
ensemble, que

) 2 ap'h)

n )

(') Nous supposons que l'un des axcs de coordonnées soit horizontal et
I'autre vertical.
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pour toutes les valéurs de n supéricures & un nombre N, conve-

.. . a
nablement choisi. Nous pouvons d’ailleurs supposer que ~<'
3
de sorte que
a
(7) L &L

pour n > N.

Désignons parp /', (s =1,2),(¢ =1, 2),lenombre dc carrésR
(ui contiennent & son intérieur ou sur son contour les points de
I'ensemble ¢ et pour lesquels les indices ¢ et j sont de la forme

(8) {.::s(mod 2), J =t(mod 2).

On a évidemment

2 2

o) [)’"'::2 21)‘,:',.

a0 =

En comparant (G) et (9), on voit que, pour chaque valeur d¢
n >N, il existe au moins une paire d’'indices s et ¢ tels que

. P n
(10) PS> g8

Les indices s et ¢ qui figurent dans cette inégalité dépendent en
général de n.

Numérotons dans I'ordre quelconque tous les carrés R/} qui
contiennent a son intérieur ou sur son contour les points de I'en-
semble g et pour lesquels subsistent les relations (8), les indices s
et ¢ étant les mémes que dans l'inégalité (10). Désignons ces
carrés par QyY, 1<I<pl et soit w/" un point du carré Q" qui
appartienta 'ensemble ¢. Désignons parI'}*’ le cercle de centre w "

et de rayon 2. 1l résulte de la définition des carrés que
4 n A

—— a
. W > <
(1) oWtz
oulzZ U, 1 ISP, 1<U<p/,. Doncles cercles I'/' n’ont pas de
points communs intérieurs.
Désignons par z}* le point de 'ensemble w dont'image est w}"',
¢’est-a-dire choisissons le point z;* de telle facon que f(3;") = w/".

Tous les points 33", 1 <I<p."/, appartiennent donc a I'ensemble’ Il
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el se trouvent sur le segment 32", puisque I'cnsemble w est situé
sur le segment 2’3" et appartient a I'ensemble II.

Considérons les rayons 7;(z) et le nombre o, définis plus haut,

et posons
TP = 2 ()
Y= )

SU<pS,, 1<i<v. Désignons par z,; les points situés respective-
ment sur les rayons 7} et tels que

(12) /05 = .

- . ’, . 3 aaalits (- 3 sa . .
On voit, d’aprés P'inégalne (7), que L lorsque n > N. On
obtient donc de I'inégalité (12)

(13) 2tz Lo (n > N).

D’aprés la propriété 3° de I'ensemble II, indiquée dans I’énoncé du
lemme du paragraphe 4, la distance de I'’ensemble II a la frontiére
du domaine D est supérieure a . 1l résulte donc de (13) que les
points /7'y 1 <I<p), 1<i<y, n > N, se trouvent & l'intérieur du
domaine D.

Posons f(35/") = w{}’ et désignons par _w;" &} les courbes,
situées dans le domame Q, qui sont des images des segments

W)

T
1l résulte de la propriété 4° des rayons 7;(z), indiquée dans le

lemme du paragraphe 4, que

SE&)—f(s")

af) &z — v
pour tous les points z' situés sur les rayons cérrespondants
<, 15igy. 1808ps
et tels que |z’ — 3" |<o.
On obtient de (12), (13) et (14) que

—— a
1) Wt < ——,
( ) 1] 4n

pour tous les points ' situés sur les courbes correspondantes
W/ w/", ou n, leti sont des indices quelconques vérifiant les
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inégalités n > N, 1<7<y, 1 IS p, . Il résule de l'inégalité (1) et
de la définition des cercles I’} que, pour n > N, toules les courbes
— /" w/ sont situées a 'intérieur des cercles correspondants I’ .
Nous avons déja vu que, pour I £ 1, les cercles I') cet',’ n’ont
pas de points communs intérieurs. Donc, pour {4 /', les courbes

—w/wl et _w/ w/ et, par suite, lesscgments 5" 37, 3" 3/

n'ont pas de points communs, uels que soient les indices ¢ et 7/,
1Si€y, 1S5Sy,
Considérons les triangles 5, = 3/, 1</<p’,. Nous allons

2

démontrer que ces triangles vérifient toutes les conditions 1, ». 3°
et §°du lemme 1 de ce paragraphe, ou I'on suppose que la droite d,

ui figure dansl’énoncé de ce lemme, contient le segment :'3". Tout
d’abord. on voit, d’aprés ce qui précéde, que les segments =/ =",

"

3/ 3/, n'ont pas de points communs avec les segments 3,/ 37,
5" 5/, st LU, Nous avons donc la condition 4. En tenant
compte de la relation (12), on obtient immédiatement la condition

T N30 ), : L " ar
1", ot I'on pose 6 == ™ Puisque les points 5, , 1${$p ", appar-

ticunent i I'ensemble m. qui est situé sur le segment 3'5" et dont
la mesure linéaire est nulle, on obtient de méme la condition 3°.

Pour obtenir la condition 2°, rappelons-nous que les scgments

"o_n 4

- - -
S et E sy

2

sont situés respectivement sur les rayons

f— n n

=Ty et =T

En comparant la définition des rayons A,, A, avec la propriété ¢
des rayons 7;(5), indiquée dans I'énoncé du lemme du paragra-
phe 4, on obtient les inégalités

) ——  —
i IAP 3/ 50 l<3a IA'-" 3" 5, I <s=.

Puisque les rayons A, et A, sont dirigés du méme coté du seg-

ment 5'z", il résulte des inégalités (2) et (16) que les triangles

:" 5., 3,4, possédent un seul point commun 3,

i

avee le segment
z'z* Nous avons donc la condition 2°.

f.es ~egments 3,* 3, et 3" 3/, étant silués respectivement sur
les ravons t, =7,(5,") et 7/, = 72(5/" ), on obtient l'inégalit¢

= — — A <
=800 > | e A | TR usispde.
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si Pon tient comple de la propricié »° des rayons =,( 3), indiguée
dans I'énoncé du lemme du paragraphe 4. En appliquantlelemme |
de ce paragraphe, nous pouvons écrire, pour n =N,

_ . " qn .(3e
”.') P (in)’

sesinSon s\

ou la fonction £(4) vérilic la condition limz(3) =o. En compa-

[

rant les inégalités (10) et (15), on obtient
& 1 [7a
v < ssmRons \ in
Cette inégalité est impossible, paisque g > o et

T ("’_:..’) - o

"> 2 N ]

Nous arrivons donc i une contradiction, en supposant gue la lon- -
gucur de g >o. Il en résulte que chaque ensemble parfait @,
situé sur le segment '3, appartenant i Pensemble II et ayant une
mesure linéaire nulle, poss¢de dans le domaine 2 une image ¢ de
longueur nulle.

Supposons i présent que ® soit un ensemble parfait de mesure
linéaire nulle, situé sur le segment 3’5", mais n’appartenant pas
nécessairement & Pensemble . Soit ¢ la partie commune des
ensembles w et . L’ensemble ¢ est fermé ou fini (en particulier,
vide). Désignons par », le noyau parfait de I'ensemble e (*). L'en-
semble ®, posséde évidemment une mesure linéaire nulle,

Mes linw, = o.

Désignons par ¢, l'image dans le domaine € de I'ensemble w,.
Daprés ce (ui précede.
LIS lonzueur de g, = o.
On peut facilemen! démontrer que 'ensemble » — e peut étre

représenté sons la forme

*€

Al

¢ :~2 Lofs

iz

101

(') On dit que ’ensemble parfait &, et le noyau parfait d’'un ensemble fermé e,
lorsque € =, A, ou A c¢st un enscmble fimi, dénombrable ou inexistant.
Lorsque P’ensemble e est fini, dénombrable ou inexistant, I’ensemble o, cst vide.
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o chacun des e¢nsembles m; est une portion de &, entliérement
extérieure a 'ensemble Il D’apres 'énoncé du présent lemme, la
fonction f(z) est monogéne en chaque point : qui se trouve a
I'intérieur du domaine 1), mais n’appartient pas a I'ensemble I'.
Le segment 5’3" étant a P'intérieur du domaine 1), il résulte done
de la définition de ce domaine qu’il existe un domaine 1); qui con-
tient i son intériear tous les points de 'ensemble w; et dans lequel
la fonction f(z) est partout holomorphe. On en conclut facilement
que

) longueur de ¢, = o.

ou ¢; est 'image de 'ensemble m; dans le domaine £ ().
Soit ¢ 'image dans le domiine £ de I'ensemble . 11 résulte de
ce (ui précede que Pensemble ¢ peat étre représenté sous laforme

»”
. N
f[ =+ Y +Z gi-
i1
ou I'ensemble ¢’ est fini, dénombrable ou vide. En tenant compte
de (18) et (1g), on en conclut que

longueur de ¢ = o.

Puisque I'ensemble ¢ estl'image dans le domaine & d’un en<emble

P

parfait quelconque, situé sur le segment 3'z" ¢t possédant une

mesure linéaire nulle, on voit que le segment 3’ 3" posséde la pro-
, [ 8 p 1

priété N. Donc chaque segment 3’2", intéricur au domaine 1),
posséde la propriété N. si les vayons A, ¢t A, sont dirigés du méme

'y Celarésulte de la remarque suivante : Si la fonction f (3) est holomorphe a
lintéricur d’un domaine D, ct si L. est une courbe rectifiable située a l'intérieur
de ce domaine, I'image de L. dans l¢ domaine Q est aussi une courbe rectifiable
ct I'on a l'inégalité

longueur de I.”  2M, longucur de L.,

oit L' est Pimage de la courbe L et M est le maximum de | /" (3)]| sur la courbe I..

PPar suite, si 'ensemble o, se trouve dans un domaine ), intévieur au domaine b,

ct si tous les points de w; sont eufermds dans des contours fermés simples qui’
<¢ trouvent dans D et dont la somme des longueurs est inféricure @ un nombre

positit z, Fcoscmble ¢, image de w,. scra enferm¢ dans des contours fermés

simples dont la somme des longueurs est inférvieurea » Mz, oa M’ est le maximum

de  f'(3) dansDj.
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coLé de ce segment et si les inégalités (2) sont verifiées. Le raison-
nement reste le méme, si 'on prend, au lieu des rayons A, et 4,
deux rayons quelconques A, et A, (' 1", 1<y, 1 <" Sy). Hlen
résulte que les rayons A; posscdent la propriété b. qui figure dans
'énoncé du présent lemme. Le lemme est donc complétement
démontré,

6. Dans ce paragraphe nous démontrerons le théoréme énoncé
ala fin du paragraphe 1. Nous commencerons par démontrer un
lemme qui est uné conséquence du lemme 2 du paragraphe pré-
cédent.

Lemme. — Supposons que la fonction f(z) est monogéne en
chaque point du domaine D, sauf peut-étre aux points d'un
ensemble parfait P qui contient des points intérieurs a D.
Supposons, de plus, qu’il existe un ensemble 1, appartenant a
P et partout de deuxieme catégorie sur P, dont chaque point
posséde la propriété K”.

Dans ces conditions on peut déterminer un domaine D', inté-
ricur a D et contenant & son intérieur les points deP, et deux
droites d, et dy perpendiculaires U'une & l'autre, situées dans
le plan du domaine D et telles que chaque segment 3'3”, inté-
rieur au domaine D' et paralléle & U'une des droites d, ou d,
possede la propriété N.

Démonstration. — Lorsque la propriété K" est remplie en un
point z, on peut déterminer trois rayons rectilignes ¢;(z), {=1, 2,3,
issus du point s, situés sur trois droites différentes et lels que

lim[ ()] &i""h)—”f-‘i’ <,
h>o
Nous pouvons donc appliquer le lemme 2 du paragraphe précédent
eny posant v—=23. Par suite, il existe un domaine D', intérieur
a D et contenant a son intérieur les points de P, un nombre posi-
1if ¢ et trois rayons rectilignes fixes A;, 1|<i¢<3, qui sont situés
dans le plan du domaine D et possédent les propriétés a. et b. indi-
quées dans I'énoncé dulemme 2 du paragraphe précédent.
Il résulte, d’aprés un raisonnement élémentaire, qu'on peut
LIX. 12
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déterminer dans l¢ plan du domaine 1) deux droites d, ct d; qui
possédent les propriétés suivantes:

2. Les droites d, et d, sont perpendiculaires I'unc a lautre.

B. On peut choisir parmi les trois indices { == 1,{ == 2 et { = 3,
deux paires d’indices (7,,7,) et (i,, £,), {,Z 1}, 1,7 (,. tels que
les rayons A;, A/ sont dirigés du méme coté de la droite , et
vérifient les inégalités

< A dy )< m—3.

7 < IA,»".(/.|<::——3.

tandis que les rayons A;, A, sont dirigés du méme coté de la
drofte d, et vérifient les inégalités

s A, dy] T w— s

A dy| <m—3.

On en conclut, daprés la propricté b. indiquée plus haut, que
-

chaque segment z' 5", intérieur au domaine 1)’ et paralléle a I'une
des droites 4, ou d, posséde la propriété N. C. 0. F. b
Nous nous servirons encore de la définition sulvante :

‘

Soit I'(z) une fonction d’une variable réelle & définie dans un
mtervalle (a, b). Nous dirons avec M. Lusin que (&) a la pro-
A4 ’ M b
priété N, si 'ensemble de ses valeurs pour les valeurs de z appar-
tenant a un ensemble quelconque de mesure nulle a aussi une
mesure nulle.

M. Lusin a démontré le théoréme suivant :

Lorsqu’une fonction continue ¥ (z) ne possede pus la pro-
pricté Ndans un intercalle (a, b), il existe toujours dans cet
(ntervalle un ensemble parfail = de mesure nulle tel que les
valeurs de F(x) sur = constituent un ensemble de mesure posi-
live,

Donc une fonction continue ¥ (x) posséde nécessairement la
propriété N lorsque les valeurs de F (x) sur un ensemble par-

(") On peut choisit sur chacune des droites d, et d, une direction quclconque.
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Jait quelconque de mesure nulle constituent cussi un ensemble
de mesure nulle ().

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme énonceé i la
fin du paragraphe 1. Donc nous supposons que la fonction f(3)
effectue une correspondance biunivoque, hicontinue et directe
entre les points des domaines D et Q et que la propriété K est
remplie en chaque point intérieur au domaine ), sauf peut-étre
anx points d'un ensemble E, fini ou dénombrable. Nous allons
démontrer que, dans ces conditions, la fonction f(3) est holo-
morphe a Uintériewr del).

Considérons les points intérieurs au domaine 1) au voisinage
desquels la fonction f( 5) n’est pas partout holomorphe. Désignons
par P I'ensemble de tous ces points augmenté de leurs points
limites sur la frontiére de 1). L’ensemble P est évidemment un
ensemble parfait. Pour démontrer le théoréme il suffit de démon-
trer que l'ensemble P ne contient pas de points intérieurs au
domaine 1) (2). '

Supposons que Pensemble I contient des points intérieurs a D
et désignons par H 'ensemble de tous les points de I, intéricurs
i 1) et n’appartenant pas a l'ensemble E. L’ensemblc¢ H est partout
de deuxiéme catégorie sur P, puisque I'ensemble E est fini ou
dénombrable.

1l résulte de la délinition de I'ensemble H que chaque point de
cet ensemble posséde la propriété K”. Done, en vertu du lemme de
ce paragraphe, on peut déterminer un domaine I)’ et deux droites
d, ds qui possédent toutes les propriétés indiquées dans I'énoncé
du lemme. Les droites d,, d, étant perpendiculaires_l'une a
I’autre, nous pouvons les prendre pour les axes de coordonnées,
en faisant un¢ transformation linéaire convenable de la variable .
Donc chaque segment 3z, intérieur au domaine 1)’ et paralléle a
I'un des axes de coordonnées, possede la propriété N. De plus, le
domaine D)’ contient i son intérieur les points de I'ensemble .

Nous allons démontrer que la fonction f(z) est holomorphe a
Uintérienr de D'. Prenons, a Pintérieur de D', un reclangle quel-

(' LUusIN, Lintégrale et la série trigonométrique | Recueil mathématique
de la Société mathematique de Moscou, 1915, p. 109 (en russe) !,
(*) Dans ce cas I’enscmble P est évidemment vide.
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conque R dont les cotés sont paralléles aux axes de coordonnées.

Pour démontrer que la fonetion f(3) est holomorphe a l'intérieur
de 1), il suffiv de démontrer que

i j_/(:.ulz:-n,
(¥
on ( est le contour du rectangle R.
'osons
) = ly.  f(3)=wax.y)+ie(r, y),

ou e, y, w(x, vy et o(x, 1) sont des (uantités réelles.

Désignons par (2, 1), (€2, 171, (223 ¥2)y (21, 32)y, & <Xy
21 <04, les coordonnées des quatre sommets du rectangle 1.

Il est facile de voir que la projection sur une droite quelconque
d'un ensemble parfait, partout discontinu de longueur nulle est un

ensemble de mesure linéaire nulle. Puisque chaque segment 3’ : "
intéricur au domaine 1)’ et paralléle a 'un des axes de coordon-
nées, posséde la propriété N, il résulte du théoréme de M. Lusin,
énoncé au début de ce paragraphe, que les fonctions u(z, y) ct
¢ (x, »), considérées comme des fonctions d’une seule variable z,
possédent la propriété N dans intervalle (2, x,) pour toutes les
valeurs constantes de y dans l'intervalle (3-, y.). Par la méme
raison, les fonctions w(z, 1) el ¢(z,)’), considérées comme des
fonctions d’une seule variable y, possédent la propriété N dans
Iintervalle (), 53) pour toutes les valeurs constantes de r dans
Pintervalle (x,, z.).

D)ans la suite, nous nous servirons du théoréme suivant :

Noit f(3) unefonction continue et univalente dansle domaine
D. Supposons qu’il existe & Uintérieur de 1) un ensemble me-
surable E' de mesure positive dont chaque point s est ’extre-
mité de deux rayons rectilignes t/(z) et ty(3) situés sur deux
droites différentes et vérifiant les conditions

limsup |¢,(3)] Sz +3s) )0 ;)‘ < --x,
Az >0

Az
Sz +3d3)—f(3)
As

< - %

lim sup [2,(3))
Az>o0 '
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Lors la fonction [(z) possede une différenticlle totale e
Stoltz presque partout dans E (1),

Nous avons suppos¢ que la fonction f(3) a la propriété K en
chaque point intérieur du domaine D, sauf peuat-étre aux points
d'un ensemble I fini ou dénombrable. Doune chaque point =, inte-
ricur au domaine 1), mais n‘appartenant pas a Pensemble I8, est
Fextremité de trois rayons rectilignes ¢, (301, === 1, 2, 3, situés sur
trois droites diftérentes et tels que les trots limites

existent et possedent la mémevaleur finte. Puisque, par hypothese,
la fonction f(=) est continue et univalente, il résulte d'apres le
théorcme cité que f(3) posscde une différentielle totale de Stoltz
presque partoutalintéricar dadomaine D. Nousavons déja démon-
teé an paragraphe 2 que la fonction f( 5) est monogene en chaque
point zou elle alapropriété K" et, en méme temps, poss¢de une diffe-
renticlle totale de Stoliz. Doncla fonction /(=) est monogéne presque
partout a I'mtéricur du domaine D. Il en résulte, d’apreés le lemme
du paragraphe 3, quele module | f'(5)] est une fonction sommable
a Pintérienr de D. On voit, en résumant, ue les quatre dérivies
partielles
Ju  Ju Je v

;ﬁl ().—}/7 ’)7_’ ’Ty—‘

existent et vérifient les relations

oh du  dv Ju v
! Jr ()y’ Jy =
presque partout a l'intérieur du domaine D). De plus, chacunc de
ces dérivées partielles est sommable a l'intérieur de 1.
Considérons U'intégrale
j Slards.
¢

('y D. MeNcuoFr, Sur les différentielles totales des fonctions univalentes
( Mathematische Annalen, t, 105, fasc. |, p. 75).
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ou (i est le contour, parcouru dans le sens positif, du rectangle I
considéré plus haut. On a, en vertu de (2),

=y /f(z) ds ::/(u dr — o dy) + if(v de 4+ wdy).
G C

oy

FFaisons une transformation de Vintégrale curviligne /tll()'un

e
Lo L., . Ju .
une intégrale double. La dérivée partielle i étant semmable a
I'intéricur du domaine D, il résulte d'un théoréme de M. Fubini (')
que I'intégrale

considérée comme une fonction de la variable y, existe au sens de
M. Lebesgue pour toutes les valeurs de y dans Vintervalle ()1, 2).
sauf peut-éire les valeurs d’un ensemble e de mesure nulle. De
plus, cette intégrale représente une fonction sommable et 'on a la
relation

R c S 2 Ju
i) b/~/“‘;);1"l/.l(/_) _L’” ({}j;|,(1_r(IJ'

Nous avons déja vu que lafonction w (z, y), considérée comme
une fonction d’une seule variable z, posséde la propriété N dans
I'mtervalle (.ry, x,) pour toutes les valeurs de ¥ dans lintervalle

(o Ju
(yivw). De plus, la dcrnvee')— est sommable pour toutes les
RARS T

valeurs de )- dans ()7, 372) qui n’appartiennent pas i I'ensemble ¢.
Il en résulte, d’aprés un théorcme sur les fonctions possédant la
propriété N (*), que u(x, y) est absolument continue dans l'in-
tervalle (oryy ry) pohr toutes les valeurs de » dans (), 3y) qui
n'apparticnnent pas a 'ensemble ¢. Donc, en verty d’un théoréme

) Voir, par exemple, GaraTnEODORY, Reclle Funktionen, Leipzig, 1918, p. 63+,

*) MENGHOFF, Sur la représentation conforme des domaines plans ( Meuth.
dnnalen, t. 0, fasc. H, 19206, p. 655,

L’énoncé du théoréme est le suivant :

Toute fonction continue F(x) ayant la propriété N dans Uintervalle (x, x,)
et possedant une dérivee sommable ¥’ (x), finie presque partout dans ret
intervalle, est une fonction. absolument continue.
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de M. Lebesgue,

) u
(6) ) ./: ’-)—(Ir =y, y)y—(r.y)
pour les mémes valeurs de y-
Puisque Mes e = o, il résulte de (H) et (6
1

//‘J—L‘¢11 4/}/ = [ wery yidy — [ woy Y dy = /ur(;'.
Ty ) vy G

J
Iin vépcélant les mémes raisonnements pour les intégrales / wlr,
[N

/'v dz, /l «/y, on trouve finalement de la relation (4) :

% L%

Ju i Ju Jo
/Jn.)t/.. _—/f( —-) drily +If. A (:)._;' -——’)j/>r/.L dy.

On a donc

/‘.f(l)llz =0

¥
puisque les relations (3) sont vérifices presque partout dans le
rectangle .

Nous avons supposé que R est un rectangle quelconque situc a
I'intéricur du domaine D’ et ayant les cotés paralléles aux axes de
coordonnées. 11 en résulte que la fonction f(3s) est holomorphe a
I'intérieur du domaine D', ce qui est impossible, puisque le
domaine D' contient a son intérieur les points de l'ensemble P,
au voisinage desquels la fonction f(z) n’est pas partout holo-
morphe. On voit de cette contradiction que I'cnsemble P ne
contient pas de points intérieurs au domaine D et, par suite, la
fonction /'(3) est holomorphe a l'intérieur de D, ce qui achéve la
démonstration du théoréme.

Remargque. — Le théoréme en question cesse d’étre vrai, lors-
qu’'on remplace dans son énoncé les trois rayons ¢,(3), £,(3) et
t;(3) par deur rayons t,(z) et £,(z). On le voit sur I'exemple

P A p
sulvant : .
J(z)= (a4 ycosz) 4 i)=sinz,

ou 3=z -~ {) ct 2z est un nombre constant, compris entre zéro

et I
2
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7. Dans les deux paragraphes suivants nous démontrerons un
autre théoréme, analogue a celui démontré dans les paragraphes
précédents. Tont d’abord nous introduirons une définition. Nous
dirons que la fonction /(3). continue dans un domaine D, posséde
lapropriéts K" en un’point sz, s'il existe deux rayons rectilignes 7,
et ¢y, 1ssus du point z. situés sur deux droites différentes (') et
tels que les deux limites

oz Az — [z

lim ;) — 2
A- -0 " Az

(£==1,2),

existent el posscdent la meéme valeur finie.
Nous démonirerons le théoréme suivant :

Supposons que la fonetion f{3), continue et univalente dans
un domaine D, posséde lu propriété K" en chaque point inté-
reeur @ co domaine, sauf peut-éire aux points d’'un ensemble
Sini ow dénombrable. Dans ces conditions, la fonction [(3) est
holomorphe i U'intéricur de 1.

Nous commencerons par démontrer deux lemmes :

Lemwe |, — Soit f(5) une fonction continue (non nécessaire-
ment univalente) dans un domaine . Supposons que f(z) pos-
sede la propriété K™ en un point z,, intérieur i D, et en méme
temps, possede en co point une différentielle totale de Stolts.

Dans ces conditions. la fonction f(3) est monogéne au
point z,.

Démonstration. — |.es raisonnements seront presque les mémes
que dans le paragraphe 2. Nous posons s = x -+ )", 5,==4'y -+ ()4,
les quatre quantités ., i, r, et ), étant réclles. Par hypothese, la
fonetion /( z) posseéde une différentielle totale de Stoltz au point 3,
afz) )z
'/ -— et ('/ )

o Dy

donc les dérivées partielles existent pour .« = .x,,
2=y, et, de plus, on a la relation

t Jrar=Licar4203)

') Nous supposons toujours que les rayons ¢, et ¢, sont situcs dans l¢ plan du
domaince D.
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ou
'f'] (:) :.f( Sp) + \(o— )+ B \l —j'o),
(2) NRH [
A= dr |, = »”’ b= Jdy 1-::«-0’
A ‘ Y=Y
03 P(3)=3(5)(3— 3y el lim ¢(3) = o.

On a de la premiére relation (2),
e S0 == S0

De plus, on voit des relations (3) que la dérivée ¢'(z,) existe el
posséde une valeur nulle; donc la fonction ¢(z) est monogéne au
point 3,
Puisque, par hypothése, la condition K” est remplie au point =,
il existe deux rayons rectilignes ¢, et ¢,, issus du point z,, silués
sur deux droites différentes ct tels (ue les deux limites
h) lim ()= — (T =1,2),
(5] NEACY \: L=1,0),
existent et possédent la méme valeur finie A (!). En comparant la
relation (1) avec la relation o'(3,) = o, on obtient
J1(30433) — [(30)

(6) lim (¢;) <"

- = A I‘:l.'l\).
A:‘-)O A: ( . |

lorsque A = B = o, nous avons de la premiére relation (2)
J1(z)=f(5,) = const.

et par suite, en vertu de (1) et de la relation ¢'(z,) =0, la fonc-
tion f(z) est monogéne au point z,.

Supposons, a présent, que 'une au moins des quantités A ou B
soit différente de zéro. Supposons, par exemple, que B £ o. Nous

. \ A . oy
considérerons tout d’abord le cas ou le rapport & est réel. Soit

« une droite quelconque, passant par le point 3, et située dans le
plan de la variable z. Supposons tout d’abord que la droite d ne
coincide pas avec la droite d, définie par I'équation

Alr— )+ B(y—y) =o.

(') Le nombre » peut étre égal & zéro.
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La fonetion /,(z) étant linéaire par rapport a.» —.ryet )y — 1y,
sile point z parcourt la droite «/ le point correspondant w, = /()
décrit dans le plandela variable oy une droite A( /). [l est clair que
le nombre & qui figure dans les relations (6), n'est égal a zéro que
dans {e cas on les deux rayons 7, et ¢, coincident avec la droite /.,
ce quest impossible, puisque ces deun rayons se trouvent sur
deux droites différentes. Done, dans le cas considéré, 2 o< o. ar
suite, st Je point = parcourt un des rayons f( ou ¢, le point corres-
pondant w, = f,(z) décrit respectivement des rayons rectilignes T,
ou Ty dont 'extrémité commune se trouve au point

o, _-_:./',n I :./.‘ ol

De plus, il résulte de (6) que
L2 ]2 [l ],
le sens de rotation des angles ¢tant le méme. Lorsque le rap-
por! T\:' est véel, on voit facilement que toutes les droites A(d) se
confondent, ce qui est incompatible avee la relation (5), puisque
les rayons ¢ et ¢, se trouvent sur denx droites différentes. Done le
rapport I est imagimaire, d'on al résulte que la fonction '/.(‘:)
elfectue une correspondance biunivoque e¢i bicontinue entre les
points des deux plans z et v,

En tenant compte des relations (6), on voit que la transforma-
tion oy - fy(z) est une transformation de similitude, c’est-a-dire
la fonction /,(3) est une fonction lincaire de la variable . 1l
vésulte done de (1) etde [avelation 2'(z0) == o que la fonction /( z)
esl monogéne au point z,. C. Q. F.D.

Le second lemme que nous démonirverons dans ce paragraphe
est une conséquence immédiate du second lemme du paragraphe .

Levue 20 — Supposons que la fonction f(3), continue ¢t
nunivalente dans un domaine 1), est monogeéne en chagque point
de ce domaine, sauf peut-étre anx points d’'un ensemble pur-
Jait P qyui contient des points intéricurs i D. Supposons de
plusqu'il existe un ensemble 11, appartenant a P et partout de
deuciéme catégoric sur P, dont chaque point possede la
propricté K", :
Dans ces conditions, on peat déterminer un domaine D', inté-
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riecur a D et contenant & son intérieur les points de Py et deur
droites non paralléles d, et dy situées dans le plan dudomaine
et telles que chaque segment 5" intérieur au domaine D'
et parallele a Uune des droites d, ou d,. posséde la propriété N.

Démonstration. — Lorsque la propriété K" cst remplie en un
point 3, on peut déterminer deux rayons rectilignes ¢, (3) et £,(3)
issus du point z, situés sur deux droites différentes et tels que

Sz ssi—fiz

Az < 4 x.

Aljn:ﬂ{ tii 3y
Nous pouvons donc appliquer le lemme 2 du paragraphe 5, en y
posant v == 2. ar suite, il existe un domaine D', intérieur & D et
contenant a son intérieur les points de P, un nombre positif 5 et
deux rayons rectilignes fixes A,, A, qui sont situés dans le plan du
domaine D et possédent les propriétés a. et b. indiquées dans
I'énoncé du lemme 2 du paragraphe 3.

En tenant compte de la propriété a., on peut déterminer dans
le plan du domaine D decux droites d, el d, possédant les pro-
priétés suivantes :

a. Les droites d, et d, ne sont pas paralléles;

3. Les rayons A, et A, sont dirigés du méme coté de chaque
droite d, et d., et vérifient les inégalités

- 3<[A,~{\d/].—: _— (E=1,2; J=1,2). (1)

On en conclut, d’aprés la propriété 5., que chaque scg-
ment ;777 intérieur au domaine D' et paralléle a I'nne des droites d,

ou d,, posséde la propriété N. C. Q. F. D.

8. Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme énoncé
au début du paragraphe précédent. Les raisonnements seront a
peu prés les mémes que dans le paragraphe 6. Nous considérerons
les points intéricurs au domaine D au voisinage desquels la fonc-
tion f(z) n’est pas partout holomorphe et nous désignerons par P
un ensemble parfait qui consiste en tous les points qui possédent
cette propriété et leurs points limites sur la frontiére de D.

{') Nous choisissons sur chacune des droites d, et ¢, une direction quelconque.
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Pour démontrerle théoreme, il suffit de démontrer que ensemble P
ne contient pas de points intérieurs a D. '

Supposons, au contraire, que U'ensemble P contient des points
intérieurs & D et soit E 'ensemble de points intéricurs a D dans
lesquels la propricte K™ n’est pas vemplie. Par hypothése,
I'ensemble I est fini ou dénombrable (). En désignant par I
I'ensemble de tous les points de P, intéricurs a D, mais n’appar-
tenant pas a 15, on voit donc que H est partout de deuxiéme caté-
goric sur P, D’ailleurs chaque pointde I posséde la propriété K.
Il en résulte, d'apres le lemme 2 du paragraphe 7. qu'on peul
déterminer un domaine 1), contenant a son intérieur les pomnts de
l'ensemblp P, et deux droites o/, «/., non paralleles et telles que
chaque segment =57, intéricur au domaine D et parallele a Pune
des droites d, ou oy, posséde la propricté N.

Nous allons démontrer que la fonction /() est holomorphe a
I'intérieur du domaine D', Soit QQ un parvallélogramme quelconque
ui est situé a intérieur de D7 et dont les cotés sont paralléles aux
droites /, et dy. Comme il est facile de voiv, pour démontrer que
la fonction f(z) est holomorphe a Uintéricur de D', il suffiv de
démontrer que‘

R . /i/‘(:)'/: = o,
e
ou C est le contour du parallélogramme Q).
P’osons, comme précédemment,

C I=a A, Sz i Ao, v

oux, )y u(x, y)eto(x, y)sont des quantités réelles. Par hypo-
these, la fonction f(z) posséde la propriété K™ en chaque point
intérieur du domaine D, sauf peut-étre aux points del'ensemble I
qui est fint ou dénombrable. Donc chaque point z, intérieur au
domaine D, mais n’appartenant pas a ’ensemble E, cst extrémité
de deux rayons rectilignes ¢,(3) et ta(z) situés sur deux droites
différventes et tels que les deux limites

A':iglollt(a')] *

"v L'ensemble £ peut méme étre vide.
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existent et posscdent la méme valeur finie. Par suite, on a pourles
mémes points 3

+AH—f(2)

fim ot} £

}(-(-oo (I=1,2)
I

En tenant compte que la fonction f(3) est continuc ct univa-
lente ct en appliquant le théoréme sur les différentielles totales
dont I'énoncé se trouve dans le paragraphe 6, on voit que la fonc-
tion f(z) posséde une différenticlle totale de Stoltz presque par-
tout a l'intérieur du domaine D. D’aprés le lemme 1 du para-
graphe 7, la fonction f(z) est monogéne en chaque point z ou elle
a la propriété K” et, en méme temps, posséde unc différentielle
totale de Stoltz. Donc la fonction f(5) est monogéne presque par-
tout a l'intéricur du domaine 1. Il en résulte, d’aprés le lemme
du paragraphe 3, que le module | /'(5) | est une fonction sommable
a I'intérieur de 1. On voit, en résumant, que les quatre dérivées

partielles (ﬁ-‘, ‘lﬁ, ‘-’it, i existent et vérifient les relations
Jo’dr dy” Jdy
3) Ju _; Je Ju e
Jdr — dy’ Jdy T dx

presque partout a lintérieur de D. De plus, chacune de ces
dérivées particlles est sommable a I'intérieur de D.
Considérons l'intégrale

t(;f(:)«/:,

le contour C ayant la méme signification que plus haut. Choi-
sissons les directions sur les droites d, et dy de telle fagon que

I'angle l'd|/,\(12—| compris entre zéro et m, soit parcouru dans le sens
positf de d, vers d,. Désignons par o et 8 les angles formés par
les directions choisies sur les droites d, ct d, avec la direction
positive de l'axc des x. Soient sz = xx+ iys, k=1, 2,3,4, les
sommets du parallélogramme Q, numérotés de telle fagon que le
contour C soit parcouru dans le sens positif et que les directions

des segments 3, 3, et 5, 3, coincident respectivement avec les direc-
tions sur les droites d, et d,. Prenons deux variables réelles £ et
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7 déhinies par les relations

»

o R R A LR
v . .
{ V== E.\lﬂ 4 sin 3

Tebr.

Soient I ct 74 les valeurs des variables el 7 qui correspondent
aux valeurs x; et ) des variables et ). Posons = I+ i On
voit immédiatement quek

et considérons une variable complexe { =

1) £

3!

vy

. B
RN 13

g =z

oy
~

IO R h A Ty =

Par suite, le point £ déerit dans un plan auxiliaire le contour I'd'un
rectangle R, lorsque le point z décrit le contour C. Les cotés du
rectangle R sont paralleles aux axes des Z et desn etleurs longueurs
sont égales d 2, et vy,
Faisons une transformation de 'intégrale ff(z)d;. ¢n intro-
A

duisant la variable auxiliaire 2 =2 4 in. Nous aurons

iy /./'( sid: o= / [ e cosz — e sina) df 4 (1 cos— ¢ sin 3|
Jy AR

+ / frvcosa 4 wsina) dE A e cosd b ousin 3.
. I‘
ot les fonctions « ¢t ¢ sont considérées comme des fonctions des

variables 2 et 7, Jest=d=dire

V= 0 Teosa o eos o Exing 4 0 sin 3.

boe= g Eeosx e cosso a4 Esinz 4 o sin g,

Transformons Uintégrale curviligne (6) en une intégrale double.
Dapres a définition du parallélogramme Q, tous les segments rec-
tlignes joignant deux ¢otés opposcs de ce parallélogramme et
paralléles anx deux autres cotés possedent la propriété N. De plus.
lorsque le point 3 déerit un de ces segments, le point correspon-
dant ¢ décrit un segment paralléle a 'axe des 2 ou a Paxe des «,.
Les sommets du rectangle R ayant les coordonnées (o, 0), (2., 0),
(Zay 1), (0, 03) on démontre, ¢n raisonnant comme dans le para-
;_"rnpl\e 6, que les fonctions et ¢, définies par les relations (7) et
considérées comme des fonctions d’une seule variable Z, possédent
la propriété N dans I'intervalle (o. Z.) pour toutes les valeurs cons-
tantes de v dans lintervalle (o0, 7,). De méme, pour toutes lés
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valeurs constantes de % dans U'intervalle (o, ,) les fonctions « et ¢
possédent la propri¢té N dans l'intervalle (o, ), lorsqu’on les
considére comme des fonctions d’une seule variable 7.

Nous avons déja démontré que les quatre dérivées partielles
Jue dv o du v ye L, . . ;
pralr il e existen! presque partout a l'intérieur du domaine D
et sont des fonctions sommables a I'intérieur de ce domaine. e
plus, la fonction f( 3) et, par suite, les fonctions u(z, y) et ¢(x,»)

possédent une différenticlle totale de Stoltz presque parloul Q
().

Uintérieur de D. Il en résulte que les dérivées aruelles ‘
[ p )E ()r

o
a7, J,

existent et vérifient les relations

» considérées comme des fonctions des vanables et o,

Ju Ju O Ju . Ju du 0% o+ Ju . 1"

—_— oz - COS — 8 7. . = - SO,
< JE da dy o, Jr Jy ma
(%)

de de o Je de o .,

Z)E == iy COS X 4 — ) sinz. ()',—‘ =y - €08 3 4 ) sin {3,

presque partout dans le rectangle R.
Le pamllélo«rramme Q étant a l'intérieur du domaine D), les

t Je z)ll Jo

dérivées partielles — sont sommables a l'intérieur de Q,

oo’ l)l 4l
Y e . r)u Jo
d’ou il résulte, d’aprés (&), que les dérivées partielles - g I

Ju Iy e, . . .
==y —, considérées comme des fonctions des variables Z el 7, sont

Jr " d,
sommables a 'intérieur du rectangle R.
Iin appliquant le théoréme de M. Fubini, on voit, comme dans

le paragraphe 6, que la fonction %‘z—t, considérée comme une fonction
d’une seule variable %, est sommable dans lintervalle (o, z2) pour
toutes les valeurs de 7 dans l'intervalle (o, v3) qui n’appartiennent
pas a un certain ensemble e de mesure nulle. De plus, on a la
relation
Ty
1) / ()“ ({E lr, = [ ) dr, ‘~)l—1 dt.
J S J Jo

Puaisque la fonction w« posséde la propriété N dans (o,£,) pour
toutes les valeurs constantes de v dans (o, n3), oii démontre,
comme dans le paragraphe 6, ue la fonction « est absolument
continue dans (o, ;) pour toutes les valeurs constantes de »n qui
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n‘appartiennent pas a I'ensemble e. Par suite. on a la relation

w()l
e = u(k,,
Ell ll(

(ro) 1) —uio, ),

0
pour les mémes valeurs de 7.
Puisque Mese = o, il résulte de (g) et (10)

J o
[ " (Ic(lr,_f (s 1) :/r—-[ w(o,n) dr, =

[Illl’fl.
.
" <]

Iin répétant les mémes raisonnements pour les intégrales [t‘("fn
L% “

fltd’i_ et /“ dt, eten tenant compte de la relation (6), on trouve
Jr p

vt

1 .['/1 dz = A (—— o Cos % 4 4));, sin -+ ’4))%, cos '3 — T;sm )l/-t/r
f( NIV Ty
“+ [ - — uw —_— - SN % :
r 4)7)
t)‘ T :
— u)~ ﬁ + . ~|n ‘5 41; 1/‘r‘_.
l -

Il résuite des relations (8)

[, du Ju

sin(z—§) Vg =T —)—E-nu B+ 7 sin a,

du du ., ou
i) sin(x— ) ,)) == .’)g cos 3 — —‘ cos 7,
sin(a — 8){)‘—7 = l»)‘: sin 3 —+ ad sin a,

S JE R A

. L e de N o0
bosin{x— &) 0 = - cos3— - -cosu.

{ ) Js ! dr,

Iin comparant (11), (12) et (3), on obtient finalement

/"/'( 3yds = o.
</

Nous avons supposé que G est le contour d’un parallélogramme
(uelconque situé a l'intérieur du domaine D' et ayant les cotés -
paralléles aux droites d; et d,. Il en résulte que la fonction f( =)
_est holomorphe a l'intéricur de 1), ce qui est impossible, puisque le
domaiue D’ contient & son intérieur des points de 'ensemble P, au
voisinage desquels la fonction f( =) n'est pas partout holomorphe.
Donclafonction f(2) doit étre holomorphe partout al'intérieur du
domaine D).

C. Q. F. D.



