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SUR LES DOMAINES D’EXISTENGE DES FONCTIONS
DE PLUSIEURS VARIABLES COMPLEXES;

Par M. Henrr Cartan.

I. — Introduction.

1. On sait; depuis les travaux de F. Hartogs (') et E. E. Levi (2),
que les domaines d’existence des fonctions analytiques de plusicurs
variables complexes ne sont pas des domaines quelconques. En
particulier, si le domaine d’existence d’une fonction analytique
d’une variable complexe a pour frontiére une hypersurface (a trois
dimensions réelles) qui satisfait a certaines conditions de régu-
larité, il existe une expression différentielle qui fait intervenir les
dérivées partielles du premier membre de I'équation de I’hyper-
surface et qui doit posséder un signe déterminé.

G. Julia (3) a montré plus tard que 'enscmble des points ot une
famille de fonctions holomorphes est normale jouit de propriétés
tout a fait analogues. Cela est assez naturel, car les propriétés des
domaines d’existence des fonctions holomorphes ont un rapport
étroit avec celles des domaines de convergence des séries de fonc-
tions holomorphes.

Malheureusement, le fait de connaitre des conditions néces-
saires et suffisantes pour qu’une hypersurface soit, au voisinage
d’un de ses points, la frontiére d’existence d’une fonction analy-
tique, n’entraine pas la connaissance de conditions nécessaires et
suffisantes pour qu'un domaine donné soit le domaine total
d’existence d’une fonction analytique. A I’heure actuelle, le pro-
bléme de la recherche de telles conditions nécessaires et suffi-

(') Voir, notamwment, Ueber analytische Funktionen mehrerer unabhding.
Verdnd. (Math. Ann., t. 62, 1906, p. 1-88),

(*) Annali di Matematica, série IlIe, t. 17, 1910, p. 61-87, et t. 18, 1911,
p. 69-79. )

(*) Sur les familles de fonctions analytiques de plusieurs variables (Acta
mathematica, t. 47, 1926, p. 53-115). '
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santes n’est résolu que dans certains cas particuliers ('), Une
classification des domaines s’impose a ce sujet; elle sera indiquée
aun® 2.

Le présent travail est une contribution a la recherche de condi-
tions nécessaires et suffisantes. Nous en trouverons dans des cas
trés étendus. C’est en étudiant les propriétés des domaines de
convergence uniforme des séries de fonctions holomorphes que
nous obtiendrons de telles ~s3nditions. En passant, nous appor-
terons quelques compléments aux théorémes de G. Julia.

Les problémes dont nous veigns de parler sont en relation avec
un probléme important, non en:ore résolu : « Est-tl vrai qu’étant
donné un domaine univalent (*) quelconque, toute fonction holo-
morphe dans ce domaine y soit développable en série unifor-
mément convergente de polynomes? » Appelons normal tout
domaine D qui jouit de la propriété suivante : « Toute fonction
holomorphe dans D admet un développement en série de poly-
nomes, qui converge uniformément au voisinage de tout point
intérieur a D. » La question est de savoir si tous les domaines
univalents sont normaux. Or, nous verrons que les domaines nor-
maux jouissent de propriétés remarquables qui, vraisembla-
blement, n’appartiennent pas a tous les domaines univalents. Il
suffirait donc de donner 'exemple d’'un domaine univalent qui ne
posséde pas I'une de ces propriétés, pour montrer du méme coup
Iexistence de domaines non normaux. Encore resterait-il a carac-
tériser les domaines non normaux.

2. Sauf avis contraire, nous n’envisagerons, pour simplifier,
que des domaines univalents et ouverts, dont tous les points
intérieurs sont a distance finie (?). Nous raisonnerons sur I'espace
de deux variables complexes x ¢t y, mais nos raisonnements s’ap-
pliqueront a un nombre quelconque de variables. Nous nous bor-

(') II en est ainsi, notamment, dans le cas des domaines de Reinhardt et,
plus généralement, des domaines cerclés. Voir H. CARTAN, Les fonctions de
deux variables compléxes et le probléme de la representation analytique,
Chapitre V (Journ. de Math., o* série, t. 10, 1931, p. 1-114). Ce Mémoire sera
désigné par la lettre [C] dans le présent article.

(*) Un domaine univalent est un domaine tel qu'un point quelconque de
I’espace appartienne au plus une fois au domaine. '

() Cela ne veut pas dire que nous n’envisagerons que des domaines bornés.
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nerons a considérer des fonctions holomorphes, laissant de coté
les fonctions méromorphes pour ne pas compliquer des questions
déja difficiles.

Nous dirons qu’'un domaine D est maximum s’il existe une
fonction f(z,y), holomorphe dans D, qui n’est holomorphe en
aucun point frontiére de D.

Un domaine D sera dit maxzimum au sens large si, élant
donné un point frontiére quelconque x,, yo de D, il existe une
fonction f(z, y) holomorphe dans D et non holomorphe en z,, 3.
Comme cette fonction f peut dépendre du point z,, y,, il n'est
nullement certain gu’un domaine mazximum au sens large soit
maximum. Nous verrons ‘cependant que tout domaine normal,
maximum au sens large, est maximum.

Un domaine D sera dit pseudo-convexe (') en un point fron-
tiere £y, ¥,, s'il existe une hypersphére S, de centre z,, y,, et une
fonction f(z, ), holomorphe dansla région communeaDetS, et
non holomorphe en z,, . Un domaine qui est pseudo-convexe
en chacun de ses points frontiéres sera dit partout pseudo-
convexe. 1l est clair qu’un domaine maximum au sens large, et
a fortiori un domaine maximum, est partout pseudo-convexe.
Rien ne prouve que la réciproque soit exacte. ’

E. E. Levi a précisément donné une condition nécessaire et
suffisante pour qu’'un domaine soit pseudo-convexe en un point de
sa frontiére, dans le cas ou celle-ci est une hypersurface a trois
dimensions qui satisfait, au voisinage du point considéré, a cer-
taines conditions de régularité. Pour qu'un domaine & frontiére
réguliére soit maximum, il faut donc que la condition de Lewvi
soit vérifiée en chaque point de la frontiére.

Mais nous voulons des conditions nécessaires et suffisantes
pour qu'un domaine soit maximum. Nous en trouverons pour tous
les domaines normaux (sans faire aucune hypothése restrictive sur

_la nature de la frontiére), en introduisant une nouvelle catégorie

de domaines, qui sera définie au n° 6: celle des domaines
strictement converes. Mais, alors que la catégorie des domaines
partout pseudo-convexes contient celle des domaines maxima,
celle des domaines maxima contient cclle des domaines strictement

(') Ce terme semble avoir été adopté par les mathématiciens allemands.
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convexes. Autrement dil, tout domaine strictement convexe est
maximum (théoréme V). La proposition réciproque est vraie pour
les domaines normauz.

Voici une autre question : Etant donné un domaine qui appar-
tient a I'une des quatre catégories précédentes (partout pseudo-
convexe, maximum au sens large, maximum, strictement convexe),
les propriétés qui caractérisent sa catégorie se conservent-elles par
une transformation analytique arbitraire de I'intérieur du domaine
en un autre? Nous verrons au n° 9 qu’il en est bien ainsi, sans
Jaire aucune hypothése sur la fagon dont se comporte la trans-
Sformation au voisinage de la frontiére.

Voici enfin un dernier probléme : Etant donné¢ un domaine D,
non maximum, toute fonction holomorphe dans D est holomorphe
dans un domaine plus grand, d’aprés la définition méme d’un
domaine maximum. Mais cela ne prouve pas qu'il existe un domaine
maximum A, tel que toute fonction holomorphe dans 1) soit aussi
holomorphe dans A. Il en est pourtant ainsi pour des classes
fort générales de domaines ('), en particulier pour tous les
domaines normaux.

II. — Domaines convexes relativement a une famille de fonctions.

3. Plagons-nous dans un espace & a un nombre quelconque de
dimensions réelles. Sois &F une famille de fonctions (réelles ou
complexes) continues dans un domaine ouvert X, borné ou non,
dont tous les points sont a distance finie.

Par exemple, si & a uatre dimensions, on pourra le considérer
comme l'espace de deux variables complexes x et y, et envisager, _
par exemple, la famille & de toutes les fonctions holomorphes.
dans un domaine X (*), ou méme la famille formée par les fonc-
tions d’'une classe particuliére de fonctions holomorphes dans X;
c’est ainsi que nous envisagerons parfois la famille de tous les
polynomes en z et y, le domaine X étant alors tout I'espace a dis-
tance finie.

(*) Voir aussi, a ce sujet, mon Mémoire du Journal de Math. déja cité.

(?) Lorsque nous parlons de toutes les fonctions holomorphes dans X, nous
n’entendons pas nous limiter aux fonctions qui ne sont pas holomorphes
ailleurs.

LIX. 4
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Derinition. — Un domaine D sera dit convexe relativement
a une famille & de fonctions continues dans X si D est inté-
rieur (') a X, et si, étant donnés arbitrairement un domaine
Jermé Do completement intérieur (*) aD, un point frontiere M
de D, intérieur a X (s’il existe de tels points), et une hyper-
sphére S de centre M, intérieure a X, il existe au moins une
Jonction f de la famille &, telle que le maximum de son

module dans S soit supérieur au maximum de son module
dans D,.

Par exemple, un domaine borné convexe (au sens ordinaire du
mot) n’est autre qu'un domaine convexe relativement a la famille
des fonctions linéaires a coefficients réels des coordonnées de
Pespace.

Dans I'espace de deux variables complexes z et y, un domaine
cerclé convexe centré a l'origine (*) n’est autre qu'un domaine
convexe relativement a la famille des polynomes homogénes du
premier degré en z et y. )

Dans le méme espace, un domaine cerclé maximum, centré a
l'origine, n’est autre qu'un domaine convexe relativement a la
famille de tous les polynomes homogénes en x et y. C’est une
conséquence immédiate des résultats que j’ai établis dans mon
Mémoire [C] [voir la note (') de la page 47].

De méme, un domaine de Reinhardt (*) maximum n’est autre
qu'un domaine convexe relativement a la famille des monomes
x™yP (m et p entiers, positifs ou nuls). On en déduit aussitét la
propriété caractéristique de la relation entre les rayons de conver-
gence associés d’une série double de Taylor.

(') 1l est entendu, dans tout ce qui suit, que par « domaine intérieur & X »,
nous entendons un domaine dont lous les points intérieurs sont intérieurs a X,
sans rien préjuger des points frontiéres,

(*) Un domaine fermé est dit complétement intérieur 3 un autre si tous ses
points frontiéres sont intérieurs & l'autre.

(3) Un domaine cerclé centré a lorigine est défini par les propriétés sui-
vantes : 1° l'origine (z =y = o) est un point intérieur; 2° si z,, ), ¢st un point
du domaine, z = z,eit, y = y,ei est aussi un point du domaine quel que soit
le nombre réel 6. )

(*) Un domaine de Reinhardt (centré a I'origine) cst défini par les propriéiés
suivantes : 1* lorigine est un point intérieur; 2° si z,, y, est un point du
domaine, z = z,eif, y = y,ei? est aussi un point du domaine, quels que soient
les nombres réels 6 et g.
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Quelques conséquences immédiates de la définition précé-
dente. — 1° Si une famille & de fonctions continues dans X fait
partie d’une famille plus étendue &, de fonctions continues dans X,
tout domaine convexe relativement a F est, a fortiori, convexe
relativement a &, .

2° Soit une suite infinie de domaines fermés D,, ..., D,, ...,
dont chacun est complétement intérieur a 2 et complétement
intérieur au suivant. Soit D le domaine formé de I'ensemble de
tous ces domaines. S¢ chaque D, est convexe relativement a une
famille F de fonctions continues dans % (la méme pour tous
les D), le domaine D est lui-méme convere relativement a & .

Cette proposition est une conséquence immédiate de la défi-
nition: nous laissons au lecteur le soin de I’établir.

4. Tutoreme I. — Soit F une famille de fonctions continues
dans un domaine X, et soit D un domaine intérieur a 2. Parmi
tous les domaines, convexes relativement a &, qui con-
tiennent D, il en est un, A, qui est intérieur a tous les autres.
Nous I'appellerons le plus petit domaine convezxe (relativement

&F) qui contient D.

Si D est convexe relativement a &, A ne sera autre que D lui-
méme. Un autre cas limite serait celui ou A est confondu avec 3.

Démonstration. — D peut évidemment éire considéré comme
le domaine limite d’une suite infinie de domaines fermés D,, ...,
D,, ..., dont chacun est complétement intérieur & D et complé-
tement intérieur au suivant; ces domaines doivent étre choisis de
fagon que tout point intérieur a D soit intérieur a 'un au moins
des D, ct, par suite, a tous les suivants.

Etant donnée une fonction quelconque f de la famille &,
soit ay , la borne supérieure de son module dans Dp, et soit Ef ,
I'ensemble des points de¢ 2 ou l'on a

]flgafﬂ"

Soit E, 'ensemble commun aux E , relatifs a toutes les fonc-
tions de la famille &, et soit A, I’ensemble des points intérieurs
a E,; A, se compose d’un ou plusieurs domaines connexes, donf
'un, A,, contient évidemment I'intérieur de D ,. Chaque domained, -
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est intérieur au domaine suivant A, ,; I'ensemble des A, corres-
pondant a toutes les valeurs de p, définit un domaine A qui
contient D. .

Je vais montrer : 1° que A est convexe relativement a & ; 2° que
tout domaine qui contient 1) et est convexe relativement a F con-
tient aussi A. J’aurai alors établi le théoréme 1.

1° A est convexe relativement a F. — En effet, soient A, un
domaine fermé complétement intérieur a A, et S une hypersphére,
intérieure & X, dont le centre M est un point frontiére de A. Si p
est assez grand, A, contient A, et des points intérieurs a S; I'hy-
persphére S, contenant alors au moins un point frontiérc de A,,
contient au moins un point frontiére de 'un des Ef, , détinis plus
haut. 1l existe donc un point P de S, ¢n lequel une fonction f de la
famille & a son module plus grand qu’en toul point de D,, et
méme qu’en tout point de Ap, d’apreés la définition de A,. 4 for-
tiori, lc module de f au point P est plus grand que la borne supé-
rieure de ce module dans A,. Le domaine A est donc convexe rela-
tivement & .

2° Supposons qu’il existe un domaine A’, qui soit convexe
relativement a &, contienne D et admette un point frontiére M
intérieur a A. Montrons qu’une telle supposition est absurde. En
effet, M serait intérieur a A, pour des valeurs assez grandes de p;
p étant ainsi choisi, soit A} un domaine fermé complétement inté-
rieur a A’ et tel que D, soit complétement intérieur a A,. Soit
aussi S une hypersphére, de centre M, tout entiére intérieure
4 A,. Puisque A’ est convexe relativement a &, il existe une fonc-
tion f de la famille & dont le module en un point P de S est plus
grand qu’en tout point de A,. La borne supérieure de f serait
donc plus grande dans A, que dans D,. Or ceci est en contra-

diction avec la fagon dont on a défini A .
c. Q. F. D.

III. — Domaines strictement convexes relativement i une famille
de fonctions.

5. Dérinirion. — Etant donnée une famille & de fonctions
continues dans un domaine ouvert D, D sera dit strictement
convexe relativement a la famille &, si @ chaque domaine
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Jermé Do, complétement intérieur a D, on peut associer un
domaine fermé D), complétement intérieur & D, qui jouit de
la propriété suivante : étant donné arbitrairement un point M
intérieur aD, mais extérieur a D, il existe une fonction de la
famille F dont le module en M est plus grand qu’en tout
point de D,.

D’aprés cette définition, il est clair que si D est strictement
.convexe relativement a une famille & de fonctions holomorphes
dans un domaine X (contenant D), il est convexe relativement
a . Nous verrons au n° 6 que, dans certains cas, la réciproque
est vraie.

Une condition nécessaire et suffisante pour qu’'un domaine
ne soit pas strictement convere. — Elle va résulter immédia-
tement de la définition; aussi I’énoncerons-nous sans démons-
tration.

Pour qu'un domaine D ne soit pas strictement convexe relati-
vement a unc famille &, il faut et il suffit qu’il existe un domaine
fermé D,, complétement intérieura D, et unesuite infinie de points
M,, ..., M,, ..., intérieurs & D, n’ayant aucun point limite
intérieur a D, et tels que, étant donnée une fonction quelconque -
de &, son module en chacun des points M, soit au plus égal a la
borne supérieure de ce méme module dans D,.

6. Plagons-nous dans lespace de deux variables complexes x
et y. Pour abréger le langage, nous dirons que D est conveze
relativement a X, si D est convexe relativement a la famille de
toutes les fonctions holomorphes dans 3. De méme, nous dirons
que D est strictement convexze s'il est strictement convexe relati-
vement a la famille de toutes les fonctions holomorphes dans D.

Tutoreme Il. — §i un domaine fermé D est complétement
" intérieur @ un domaine X,et si D est convexe relativement a X,
. Ul est strictement convexe.

Supposons, en effet, que D ne soit pas strictement convexe, et
servons-nous de la condition nécessaire et suffisante énoncée a la
fin du numéro précédent. Conservons les mémes notations. Toute
fonction holomorphe dans D, et de module au plus égal & un dans
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D,, aura son module au plus égal 2 «n en chacun des points M ,.
Désignons par M un point frontiére de D qui soit point limite
des M,.

Cela posé, donnons-nous un domaine fermé D,, complétement
intérieur a D, et tel que D, soit complétement intérieur a D,. Soit
aussi S une hypersphére de centre M et de rayon o assez petit
pour que S soit intérieure a 3. Supposons, en outre, p assez pelit
pour que toute translation, de longuecur inférieure a 2p, trans-
forme D, en un domaine contenant encore le domaine D,, et
transforme £ en un domaine contenant encore le domaine D.

Puisque D est convexe relativement a 2, il existe une fonction
J(x,y), holomorphe dans £, de module au plus égal a un dans D,
et de module plus grand que un en un point (£, ) de S. Or, il
existe un point M,(zp, 1) intérieur a S. Je considére alors la
fonction

s(e, y=fle—ap+E&)y—yp—+mn);

elle est holomorphe dans 1); son module est au plus égal a un
dans D, et plus grand que «n en M,. On arrive ainsi a une con-
tradiction. C. Q. F. D.

Tuéoreme . — Si un domaine est convexe relativement a
la famille F des polynomes en x et y, il est strictement con-
vexe relativement a &F, et, a fortiori, strictement convexe.

Comme plus haut, on raisonnera par 'absurde, avec cette diffé-
rence que, le domaine D n’étant plus supposé borné, les points M,
pourraient n’avoir cette fois aucun point limite a distance finie.
Or, cette derniére éventualité est a rejeter, car si les points M,
tendent vers linfini, on peut évidemment trouver des polynomes
du premier degré (z ou y par cxemple) qui soient bornés dans
le domaine D, (en effet D,, étant fermé, est borné) et ne soient
pas bornés sur I'ensemble des points M,. Comme plus haut, on
arrive 4 une contradiction, et le théoréme est démontré.

La démonstration marche, en somme, grice au fait suivant : si
I'on effectue une translation de I'espace, tout polynome en x et y
reste un polynome. En remplacant les translations par des homo-
théties, on retrouverait des propositions qui m’ont servi dans mon
Mémoire c¢ité |C] : ‘
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Tatoreve I bis. — Siun domaine est convexe relativement
a la famille des polynomes homogénes en x et y, il est cerclé
et strictement convere relativement a cette famille.

Tutorime Il ter. — Si un domaine est convexe relativement
a la famille des monomes r™yP (m et p entiers positifs ou nuls),
c'est un domaine de Reinhuardt, et il est strictement convexe
relativement a cette famille.

7. Restons toujours dans ’espace de deux variables complexes
x ety.

Tutorime 1V. — Si un domaine 2 est strictement convere, et
si un domaine fermé D est complétement intérieur a 2, le plus
petit domaine convexe (relativement a X) contenant D est lui-
méme complétement intérieur a 2, et, par suite, est strictement
conveze (théoréme II).

En effet, 2 étant strictement convexe, au domaine D est associé
un domaine fermé D', complétement intérieur a %, qui jouit de la
propriété suivante : M étant un point quelconque de X, extérieur
a D', il existe une fonction holomorphe dans 2, dont le module est
plus grand en M qu’en tout point de D.

Reportons-nous alors a la fagon dont est défini le domaine A,
plus petit domaine convexe (relativement a £) contenant D (n° 4).
Nous voyons que A est certainement intérieur a D’

C. Q. F. p.

IV. — Les domaines d’existence des fonctions holomorphes
de deux variables.

8. Tutorime V. — Tout domaine strictement convexe est
mazximum. :

Ce théoréme se déduit du théoréme suivant :

Tutorime V1. — Soit D un domaine strrictement convexe rela-
tivement a une famille & de fonctions holomorphes dans D.
E't.ant donnée une suite infinie quelconque de pointsM,, ...,
M,, .... intérieurs a D, n’ayant aucun point limite intérieur

\

a D, on peut construire une fonction F(z, y), holomorphe
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dans D, qui s’annule en chacun des points M, et cela de fagon
que les variétés sur lesquelles F s’annule soient obtenues en
égalant i des constantes certaines fonctions de la famille F.

Montrons d’abord que le théoréme V est une conséquence du
théoréme VI.

Appliquons en effet ce dernier au cas ou la famille & est celle
de toutes les fonctions holomorphes dans D, et ou les points M,,
admettent comme points limites tous les points frontiéres de D.

Je dis que la fonction F(z, y) correspondante n’est holomorphe
en aucun point frontiére de D. Supposons en cffet que F soit holo-
morphe en un point frontiére M, et par suite en tous les points
frontiéres voisins ('). Comme chaque point frontiére est point
limite de points M, la fonction F serait nulle en tout point de la
frontiére voisinde M,. D’autre part, au voisinage de My, F s’annule-
rait sur des caractéristiques réguliéres, en nombre fini, ayant un
nombre fini de points d’intersection: la frontiére se composerait
d'un certain nombre de ces caractéristiques. Soit P un point fron-
tiere appartenant a Pune de ces caractéristiques et a une seule; au
voisinage de P, la fonction F ne s’annulerait pas ailleurs que surla
frontiérce. C’est impossible, puisque F s’annule aux points M, inté-
rieurs & D). L’hypothése faite est donc absurde : F(z, v) n'est
holomorphe en aucun point frontiére de D, et par suite D est
maximum. C. Q. F. .

Passons a la démontration du théoréme VI. Considérons D
comme le domaine limite d’une suite infinie de domaines fermnés
Dy, ..., D,, ..., dont chacun est complétement intérieur a D et
complétement intérieur au suivant. La définition d’un domaine D
strictemenl convexe relativement a une famille J associe a chaque
domaine D, un domaine fermé D, complétement intérieur a D.
Soit alors n, la plus grande valeur de »n tclle que M, soit extérieur
a D). Puisque les points M, n’ont aucun point limite intérieura D,
n, tend vers 'infini avec p.

Cela posé, il existe, dans la famille &, une fonction f,(z, y),
égale a «, au point M,, et dont la borne supérieure dans D, est

(') Nous supposons donc que D n’a pas de point frontiére isolé. Il est d’ailleurs
facile de montrer que si D avait un point frontiére isolé, D ne serait pas stricte-
ment convexe. Le théoréme V est donc valable sans aucune restriction.
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plus petite que | a, |. Il en résulte qu’on peut construire 1n produit

infini
II( g(x ¥ ))en i,y

p=1

Rpiop= L v (L) e (L)

de fagcon que ce produit.converge uniformément au voisinage de
tout point intérieur a D (il suffit de répéter le raisonncment
classique de Weierstrass). Ce produit représente unc fonction
I (z, v), holomorphe dans D, qui remplit toutes les conditions de
I'énoncé. ¢. Q. F. D.

avec

9. Comme nous ’avons dit dans l'introduction, on est amené a
considérer, dans I'espace z, y, les quatre catégories suivantes de
domaines :

1” partout pseudo-convexes;
2° maxima au sens large;

3° maxima;

4° sirictement convexes.

Tous les domaines d’une quelconque de ces catégories appar-
ticnnent a la catégorie précédente.

Nous allons montrer maintenant que chacune de ces catégories
se conserve par une transformation analytique arbitraire.
D’une fagon précise, soit D un domaine univalent appartenant ala
catégorie a (¢ =1, 2, 3, 4), et soit

X=f(z,y), Y=g(x,%)

un systéme de deux fonctions, holomorphes dans D, qui trans-
forment D en un domaine univalent A (*). Sans rien supposer
sur la fagon dont se comportent f et g sur la frontiére de D, je
dis que A est, lui aussi, de la catégorie a.

La proposition est presque évidente pour a = 4, car il résulte,

(') Le raisonnement que nous allons faire s’applique également au cas des
domaines non univalents, pourvu qu’ils ne soient pas ramifiés, c’est-a-dire qu’ils
soient univalenls au voisinage de chaque point intérieur.
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de la définition méme d’un domaine strictement convexe, que la
propriété, pour un domaine, d’étre strictement convexe, se con-
serve par toute transformation analytique.

Montrons, en second lieu, que le transformé d’un domaine D
partout pseudo-convexe c¢st un domaine A partout pseudo-
convexe. Soit

(1) N=f(x,y), Y=g=)

la transformation de D en A, et soit

(2) r=F(,Y), r=G6(XY)
la transformation inverse de A en D. Les domaines D et A étant

supposés univalents, on a partout

D(f, &)
D(x, y)

D(F, G) .
# o, m ;ﬁ 0.

Si A n’élait pas partout pseudo-convexe, il existerait un point
frontiére X,, Y, de A, jouissant de la propriété suivante : étant
donnée une hypersphére quelconque X, de centre X,, Y,, toute
fonction de X et Y, holomorphe dans la région commune a A et 2,
est holomorphe en X,, Y,. Alors les fonctions

v v . 1

I (‘\1 Y ): G(‘\) Y)) -D(TG_)‘
D(X,Y)
seraient holomorphes en Xo, Yo. La transformation (2) serait
donc réguliére en X, Y,, el transformerait le voisinage de X,, Y,
en un voisinage univalent V' d’un point frontiére x,, yo de D.
Inversement, dans la région V, f(x, y) et g(x, ) seraient holo-
morphes, avec

D(f, &)
D(x, )

Z 0.

Soit alors S une hypersphére de centre zo, y,, intérieure a V.
Puisque D est partout pseudo-convexe, il existe une hypersphére
S’ intérieure 4 S, et une fonction ¢(z, ¥), holomorphe dans la
région commune a D et S', et non holomorphe en z,, y,. Posons

G(X,Y)="3[F(X,Y),G(, ‘\’~)‘|.
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® (X, Y) serait holomorphe dans la région commune a A et a une

certaine hypersphére X de centre X,, Y,; elle serait donc holo-
morphe en X,, Y,. Or on a '

e(z, )= ‘l’[f(xy.?’): &(x, »)],

et, par suite, ¢(x, y) serait holomorphe en z,, j-,. Nous arrivons
a une contradiction. : c. Q. F. D.

On montrerait de la méme fagon que le transformé analytique
d’'un domaine maximum au sens large est mazimum au sens
large.

10. Il nous reste enfin & montrer que le transformé analytique
d’un domaine maximum est maximum. Nous établirons d’abord
le lemme suivant :

Lemme. — Soient k fonctions holomorphes dans un domaine A.
S¢, en chaque point frontiere de A, 'une au moins de ces fonc-
tions n’est pas holomorphe, il existe une combinaison linéaire
de ces fonctions qui n’est holomorphe en aucun pomt Sfrontiére
de A; A est donc maximum.

Soient en effet fi, ..., fi ces fonctions. Donnons-nous une
suite infinie de points frontiéres de A, M,, ..., M,, ..., 1elle que
tout point frontiére de A soit point limite de cette suite. 1l suffit de
trouver une combinaison linéaire des f; qui ne soit holomorphe en
aucun point M,,.

Or, en un point frontiére donné M,, il existe au ‘plus A —1
combinaisons liméaires homogeénes distinctes

Za;f;

qui soient holomorphes en M,; sinon, les f; seraient toutes holo-
morphes en M,. Pour qu’une. combinaison Za,f; soit holomorphe
en M,, il doit donc exister au moins une relation linéaire homogéne
entre les &;.

A chaque M, est ainsi associée une telle relation; toutes ces
relations étant en infinité dénombrablo, il est clair qu’on peut
choisir les constantes «;"de maniére qu’ aucune de ces relations ne
soit satisfaite. La fonction correspondanle Ea, /i ne sera holo-
morphe en aucun pomt M,, etle lemme est démontré.
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Cela posé, soit D un domaine maximum, et soit A le transformé
de D par une transformation

(1) X =/f(z,7), Y=é’($=.}’);
soit
(2) r=F(X,Y), _}’:G(X,Y)_

la transformation inverse.
. D et A sont supposés univalents (nous I’avons dit plus haut une
fois pour toutes). On a donc

Difi &) D(F, G)
Dix.y) " o DN, Y) 7 o.

Je vais montrer que A est maximum. Je considére pour cela une
fonction o(z, y), holomorphe dans D, et non prolongeable au dela
de D (par hypothése, il existe une telle fonction). Je pose

(X, V)=9[F(X, Y), G(X,Y)].
Les quatre fonctions
. . 5 ‘ N 1
(X, Y), F(X,Y), G(XY) D(F, G)
D(X,Y)
sont holomorphes dans A. Je dis que, Ny, Y, étant un point fron-
ticre (uelconque de A, 'une au moins de ces quatre fonctions
n’est pas holomorphe en X, Y,. Sinon, en raisonnant comme plus
haut, on verrait que ¢ (.r, )') serait holomorphe en un point fron-
tiére z,, ¥, de D, ce qui est contraire a I’hypothése.
Il suffit donc d’appliquer a ces quatre fonctions et au domaine A
le lemme qu’on vient d’établir. Ainsi A est maximum.
C..Q. F. b.

CoroLLAIRE DU LEMME. — Le domaine commun a plusieurs
domaines maxima (en nombre fini) est lui-méme maximum.

V. — Les domaines de convergence uniforme des séries de fonctions.

11. Soit X un domaine ouvert d'un espace & a un nombre quel-
conque de dimensions. Considérons une série de fonctions (réelles
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ou complexes) continues dans X

Srfotoo i fut

qui converge uniformément (vers une fonction fini¢) au voisinage
d’un point O intérieur & X. L’ensemble des points de X au voisinage
desquels la série converge uniformément constitue un domaine qui
n’est peut-étre pas connexe; soit D la partie connexe de ce domaine
qui contient O. Nous appellerons D le domaine de convergence
uniforme de la série.

Tutorime VII. — Soit F une famille de fonctions continues
dans un domaine X. Etant donnée une série de fonctions de la
Samille &, qui converge uniformément au voisinage d’un
point O intérieur it &, le domaine de convergence uniforme de
cette série est convexe relativement  la famille & .

En effet, soit Dy un domaine fermé complétement intérienr au
domaine de convergence uniforme D, et soit S une hypersphére,
intérieure a X, avant pour centre un point frontiére de D. Nous
allons montrer qu’il existe une fonction de la famille & telle que le
maximum de son module dans S soit supérieur au maximum de
son module dans D,.

Envisageons a cet effet un domaine fermé D),, complétement
intérieur 3 D, qui contienne D, et des points intérieurs a S. Il
suffit de montrer I'existence d’une founction de F telle que le
maximum de son.module dans S soit supérieur au maximum de son
modaule dans D,. Or, soit

Si+ooot+Sat...

la série envisagée, et soit ¢, le maximum de |f,| dans D,. La

série 25,, est convergente, a cause de la convergence uniforme.
1
Soit E l'ensemble des points de X ou l'on a, quel que soit n,

Ifnlgen;

‘soit A l'ensemble des points intérieurs & E, et soit A'la parue'
connexe de A qul contient le pomt 0.
Il est clair que A contient D, et est contenu dans D Pulsque A
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contient D, A contient des points intérieurs a S; 1l existe donc au
moins un point frontiére de A intérieur & S, soit M. Dans un
voisinage arbitraire de M, il existe un point ou I'on a

%fn | > &p,

pour une certaine valeur de n (sinon M serait intérieur a 4). On
peut supposer qu’un tel point est intérieur a S.

En résumé, on a|f, | ~¢, en un point de S, et |f.|<{e, en
tout point de D,. Comme f), appartient a la famille &F, le théoréme
est démontré.

12. Plagons-nous dans l'espace de deux variables complexes x
et y.

Turoreve VIL bis. — Si¢ une série de fonctions holomorphes
dans un domaine X converge uniformément (vers une fonction
Jinie) au voisinage d’un point O intérieur a L, le domaine de
convergence uniforme de la série est convexe relativement a X.

Il suffit en effet d’appliquer le théoréme V1I au cas envisagé.

ReéciproQue pu tutoreMe VI bis. —Si un domaine D est con-
vexe relativement a un domaine X, c'est le domaine de conger-
gence uniforme d’'une certaine série de fonctions holomorphes
dans X.

Considérons en effet une suite infinie de domaines fermés
D, ..., D, ..., complétement intérieurs a D, dont chacun est
complétement intéricur au suivant, tout point intérieur a D étant
intérieur a 'un d'entre eux (et par suite a tous les suivants).
Donnons-nous aussi une suite infinie de points M,, ..., M,,...,
intérieurs a X, appartenant a la frontiére de D, et admettant comme
points limites tous les points frontiéres de D intérieurs a 2. A
chaque M, associons une hypersphére S,, intérieure a X, de
centre M, et de rayon p, <lirixp,,:_— o).

pr=

Par hypothése, il existe une fonction f,(z, y), holomorphe
dans 2, telle que la borne supérieure «, de sonmodule dans D, soit
plus petite que la borne supérieure 8, de son module dans S,; en
multipliant au besoin f, par une constante, on peutsupposerf,=1.
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Soit alors 4, un entier tel que la série z(a,,)"r soit convergente.
p=1

z[fll('v!}’)}k”

converge uniformément au voisinage de tout point intérieur a D.
Je dis qu’elle ne converge uniformément au voisinage d’aucun point
frontiére de’ D. Soient en effet P un tel point, et K une hyper-
sphére de centre P; il ¢xiste une infinité d’hypersphéres S, inté-
rieures a K, et, par suite, il existe une infinité de fonctions f, dont
le module est égal 4 un en un point de K (ce point peut varieravec
la fonction f,,). La convergence n’est donc pas uniforme dans K.

La série

C. Q. F. D.

13. 1l est a peine besoin de rappeler que la somme d’une série
de fonctions holomorphes est une fonction holomorphe dans le
domaine de convergence uniforme (puisqu’on a exclu ’hypothése
de la convergence vers l'infini).

Faisons encore la remarque suivante : une série de fonctions
holomorphes dans 2 étant supposée converger uniformément au
voisinage d’un point O, I'ensemble des points de 2 ou cette famille
est normale constitue un domainc; la partie connexe D' qui con-
tient O est identique au domaine de convergence uniforme D
défini plus haut.

Il est clair, en effet; que D’ contient D. Inversement, D con-
tient D', car si une série de fonctions, appartenant & une famille
normale dans D', converge dans un domaine intérieur & D', elle -
converge umformément dans D',

14. Combinons maintenant le théoréme VII bis avec le théo-
réme II. Il vient immédiatement :

Tutorkme VIII. — Si le domaine de convergence uniforme
d’une série de fonctions holomorphes dans un domaine 2 est
complétement intérieur () a Z, il est strictement conveze, et,
en particulier, maximum.

(') Par « domaine ouvert complétement intérieur 3 un domaine I », il faut
entendre un domaine intérieur & un domaine fermé Ilui-méme complitement
intérieur & X,
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Cette proposition compléte le théoreme de (5. Julia, relatif a
I'ensemble des points ou une famille est normale.
Fn combinant le théoréme VII avec le théoréme Ill, nous

trouvons :

Tuéoreme IX. -~ Le domaine de convergence uniforme d’'une
séric de polynomes est strictement convexe relativement a la
Jamdlle des polynomes. et, en particulier, maximum.

Réciproquement, tout domaine strictement convexe relative-
ment a la famille des polynomes est le domaine de convergence
uniforme d’une certaine série de polynomes (1).

Javais déja montré, dans mon Mémoire [ G|, que le domaine de
convergence uniforme d’une série de polynomes homogénes est
maximum. D’uue fagon précise, en combinant le théoréme VII
avec 'un des théoréemes LIl bis et 1 ter, nous trouvons :

Theorewe IX bis. — Le domaine de convergence uniforme
d'une serie de polynomes homogenes est strictement convere
relaticement a la famille des polynomes homogénes. Récipro-
quement, tout domaine strictement convexe relativement a la
Sanmiille des polynomes homogénes est le domaine de conver-
gence d'une cerliaine série de polynomes homogénes.

Tutonive IX ter. — Le domaine de concergence uniforme
d'une serie double de Taylor est strictement convexe relative-
ment «la famille & des monomes x"yP (m et p enliers positifs
ou nuls). Réciproquement, tout domaine strictement convexe
relativementa & est le domaine de convergence uniforme d'une
certaine séric de Taylor.

Comme je I'ai déja dit, on déduit de la la propriéié caractéris-
tique de la relation entre les rayons des cercles de convergence

associeés.

VI. — Les domaines normaux.

15. Nous resterons désormais dans 'espace de deux variables
complexes x el ).

(') Cette réciproque s'établit comme la réciproque du théoreme VII bis (no 12).
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Rappelons la définition donnée dans I'Introduction : « un
domaine univalent D est dit normal si toute fonction holomorphe
dans D y est développable en série uniformément convergente de
polynomes. »

Tous les domaines cerclés (et a fortiori les domaines de
Reinhardt) sont normaux, puisque toute fonction holomorphe dans
un domaine cerclé y est développable en série uniformément con-
vergente de polynomes homogénes (|G|, théoréme 1I).

Tatorime X. - - Tout domaine normal maximum est stricte-
ment convexe relativement a la famille des polynomes.

Soient en cffet I) un tel domaine, et f(z, y) une fonction holo-
morphe dans D et non prolongable au dela. Son développement en
série de polynomes aura évidemment D pour domaine de conver-
gence uniforme; le théoréme IX entraine le théoréme X.

En somme, pour qu’un domaine normal soit maximum, il
Saut et il suffit qu’il soit strictement convexe relativement a la
Jamille des pelynomes (conséquence des théorémes V et X).

Tutoneme X1. — Soit D un domaine normal. Il existe un
domaine normal maximumA, quijouit dela propriété suivante :
toute fonction holomorphe dans D est ausst holomorphe dans A.

En effet, le plus petit domaine convexe (relativement a la
famille des polynomes) contenant I) est strictement convexe (théo-
véme 1), donc maximum (théoréme V). Soit A ce domaine.

Soit alors f(z, y) une fonction holomorphe dans D. Son déve-
loppement en série de polynomes a pour domaine de convergence
uniforme A’ un domaine convexe relativement & la famille des
polynomes (théoréme VII). Comme A’ contient D, A’ contient A,
et f(z, y) est holomorphe dans A.

Il reste & montrer que A est normal. Or, toute fonction holo-
morphe dans A est a foitiori holomorphe dans D, et admet par
suite un développement en séric de polynomes qui converge uni-
formément dans D), donc dans A. _ C. Q. F. D.

16. Les nomaines majorasLEs. — J'ai introduit cette classe de
domaines dans mon Mémoire [C] (Chap V, § ). Par définition,
un domaine non ramifi¢ D est « majorable », s'il existe un

LIX. 5
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domaine A, non ramifié, maximum au sens large, qui contient
) et jouit de la propriété suivante : toute fonction holomorphe
dans D est aussi holomorphe dans A. Le domaine A est dit associé
au domaine D. Dans le cas ou le dowaine associé est maximum, le
domaine D sera dit « strictement majorable ».

Le théoréme \I peut alors s’énoncer ainsi : tout domaine nor-
mual est strictement majorable, ct le domaine associé est normal.

Nous allons indiquer quelques propriétés communes a tous les
domaines majorables; elles appartiendront ¢n particulier a tous les
domaines normaux.

Tatoreme X1, — Tout domaine, marimum au sens large,

qui contient un domaine majorable, contient le domaine
associlé.

Soient en effet D un domaine majorable, A le domaine associé,
A’ un domaine maximum au sens large qui contient D. Si le
domaine A’ ne contenait pas A, il aurait un point frontiére M
intéricur a A. Soit f(z. ) une fonction holomorphe dans A’ et non
holomorphe en M; f(z. y), étant holomorphe dans 1), serait holo-
morphe dans A, donc en M. Il v a contradiction.

C. Q. F. D.

Cororraire. — Le domaine associé a un domaine majorable est
unique: en effet, si un domaine A’ jouit, vis-a-vis de D, de la
méme propriété que le domaine associé A, il contient A, d’aprés le
théoréme précédent. Pour la méme raison, A contient A'.

C. Q. F. D.

Tutorime NI, — St wn domaine strictemnent majorable est
maximum au sens large, il est mazximum.

Soit en eflet ) un tel domaine; il est, par hypothése, maximum
au sens large; comme D se contient lui-méme, on peut lui applhi-
quer le théoréme précédent. Donc D) contient le domaine associé A;
mais A contient ). Le domaine 1) est donc identique a A, qui par
hypothése est maximum. C. Q. F. n,

CoroLLAIRE. — 87 un domaine normal est mazximum au sens
large. il est maximum; il est méme strictement convexe relati-
vement a la famille des polynomes (théoréme \).
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Tueovkme \IV. — Soient ) un domaine majorable, A le
domaine associcé. Si une fonction, méromorphe dans D, n'y
prend pas la valeur a, elle est méromorphe dans A et n’y prend
pas la valeur a; si une fonction est holomorphe et bornée dans
D, elle est holomorphe et admet la méme borne dans A.

En cffet, s1 f(z, y) ne prend pas la valeur a dans D, la fonction

sz y) = Tl —a
est homolorphe dans 1), et par suite dans A. C. Q. F. D.
Si maintenant I'on a
iz )M

dans D, la fonction f(x, y) ne prend dans D aucune valeur de
module plus grand que M; elle ne prend alors dans A aucune de
ces valeurs, et 'on a aussi, dans A,

o y) i< C. Q. F. b,

CoroLLame. — 8t un domaine majorable est borné, le
domaine associé est borné.

En effet, les fonctions = et y, élant bornées dans le premier
domaine, sont bornées dans le second. C. Q. F. D.

Tutorime AV (). — Soient D un domaine majorable, et A
le domaine associé. St une transformation analytique trans-
forme D en un domaine D' non ramifié, D' est majorable, et la
méme transformation transforme A en A', domaine associé
a l)l

Soit en cffet

(0 A A O Y o= g{x, y)

la transformation de 1) en 1)'. Les fonctions f et g, étant holo-
morphes dans D, sont aussi holomorphes dans A; puisque leur
déterminant fonctionnel ne s’annule pas dans D, il ne s’annule pas
dans A, La transformation (1) transforme donc A en un domaine
non ramifi¢ A'. Puisque A est maximum au sens large, A’ est aussi
maximum au sens large (¢f. n°9).

(') Cf. [C], Chapitre V, th¢oreme XLI1L.
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Il reste @ montrer que toute fonction ®(X, Y), holomorphe
dans D', est aussi holomorphe dans A’. Or, posons

e, ¥) =B f(x, ), g(, h2lB

La fonction ¢(x, y) est holomorphe dans D, donc dans A. On
en déduit aussitot que @(N\, Y) est holomorphe dans A'.
C. Q. ¥.D.

Remarque. — Si 1) estsirictement majorable, [)’ est strictement
majorable. En effet, A étant maximum, son transformé A’ est maxi-
mum (n"9).

CoroLLatke pu THROREME X V. — Toute transformation analy-
tigue biunivoque d’un domaine majorable en lui-méme est en
méme temps une transformation analytique biunicoque du
domaine associé en lui-méme.

Remarquons enfin que tout domaine qui contient un domaine
majorable D et est contenu dans le domaine associé A estlui-méme
majorable et admet A comme domaine associé. A l'aide de cette
remarque et du corollaire précédent, j'ai indiqué dans mon
Mémoire [C] (Chap. V, § 5) un procédé général de construction
de domaines qui n’admettent aucune transformation analytique

en eux-mémes.

17. La notion de domaine normal est susceptible de généralisa-
tion. Par définition, un domaine 1), intérieur & un domaine X, sera
dit normal relativement a X, si toute fonction holomorphe dans
D v est développable en série uniformément convergente de fonc-
tions holomorphes dans X. Les domaines normaux considérés plus
haut se présentent alors comme les domaines normaux relative-
ment a tout 'espace a distance finie (').

Tutorime XVI. — Soit D un domaine normalrelativement a
un domaine X. Soit A le plus petit domaine convexe (relative-
ment & X) contenant D. Le domaine A est normal, et toute
Sfonction holomorphe dans D ¢st aussi holomorphe dans A.

(') Il est clair, en effet, que si une fonction est développable en série unifor-
mément convergente de fonctions entiéres, elle est développable en série unifor-
mément convergente de polynomes.
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En effet, soit f(x, y) une fonction holomorphe dans D. Elle ¥
admet un développcement en série de fonctions holomorphes dans 2.
Cette série admet un domaine de convergence uniforme A' qui
contient D (par hypothése) et est convexe relativement a X (théo-
réme VII bis). Il contient donc A (théoréme 1), et f(z, 1) est
holomorphe dans'A. Le domaine A est normal, car toute fonction
holomorphe dans A est a fortiori holomorphe dans D, et, par
suite, admet un développement en série de fonctions holomorphes
dans X, qui converge uniformément dans D, donc dans A.

C. Q. F. p.

Tutorime XVIl. — Soient X un domaine strictement conveze,
et 1) un domaine complétement intérieur a . Si D est normal
relativement a X, D est strictement majorable.

Soit en effet A le plus petit domaine convexe (relativement a X)
conténant 1. D’aprés le théoréme IV (n® 7), A est complétement
intérieur a X, donc strictement convexe (théoréme II), et, en
particulicr, maximum. D’aprés le théoréme XVI, toute fonction
holomorphe dans D est aussi holomorphe dans A.

C. Q. F. D.

Puisque D est strictement majorable, D jouit de toutes les
proprigtés énoncées au n* 16. ‘



