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QUELQUES RELATIONS FONCTIONNELLES ENTRE LES SERIES
DE DIRICHLET GENERALES;

Par M. S. MaxpeLerosT.

1. Nous commengons par généraliser la relation fonctionnelle
bien connue de Riemann qui existe entre £(s) et {(1— s)

TS
COS§ —

0 ' T ) = 2T(8) 5 8 ()

Une partie de notre méthode consiste a employer la formule de
Poisson sous les différentes formes que lui a données M. Mor-
dell ().

Voici les deux énoncés de M. Mordell.

L’énoncé A : on a

@ X [ r@ensede= B L =0+ f(n o))

T e
si les conditions suivantes ont lieu :

a. f(x) est de variation bornée dans les intervallqé

e<|a| <N |

quelles que soient les quantités positives ¢ et N.

b. f(z) est absolument intégrable pour

|| <N
c. f(x) posséde une dérivée du second ordre pobur |z|> N.

d. lllim f@)= lim f(2)=o.
r|l=w x|l=w

(*) Voir pour A : Proceedings of the Cambridge Phil. Society, vol. XXIV,
Partie 4, 1928, p. 586 et, pour B, Journal of the London Mat. Society, vol. 4,
Partie 4, 1929, p. 286.
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e. Les intégrales

S r@da, [ r@an [Cir@ide. [0 d
sont convérgentes. |

/. La série
N S (n—0)+ f(n+0)]

n—-—»
L)

converge.
L’énoncé B : on a

(3) 3 =3 [r@ensid

»
n—=—ow® n=—-—wm
< L]

si les conditions suivantes ont lieu.

a'. Méme condition que d.
b'. f(z) et f'(x) sont continues.
/. Les intégrales

ff(z)(u et f | f'(e) | de
Cﬂnvergent.

Le symbole 2 a la signification suivante : .

n—=—w
4o -

D =lim 2

"::ﬁ n:—l
C’est en employant A que M. Mordell démontre (1) ('), et il
démontre la relation d’'Hurwitz
L—s, a) _ 2i‘(s)$ cosf—si cos(2xna) + sin%si gin(zxna)s

(2m)* ' 2 ns ns
n=1\ n=l\

ou

O 1
L(s, a)zz‘m’

n=0

en employant B (?).

(') Proceeding of the Cambridge Phil. Saociety, loc. cit.
(2) Journal of the London. Math. Society, loc. cit
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Outre la formule de Poisson, nous employons une formale due
a-M. lladamard et concernant les séries de Dirichlet admettant
une abscisse de convergence absolue. M. Perron I’a généralisée ¢n
substituant 'abscisse de convergence absolue a celle de conver-
gence simple. Nous employons ce théoréme sous la forme trés
générale que lui a donnée M. Marcel Riesz ('). Rappelons
(uelques définitions ¢t théorémes de la théorie de sommabilité des
séries de Divichlet également dus a M. M. Riesz.

La sériec Xa, est dite sommable (2, A) ou A >0, si

AN s
> (o — Ay Wy,

1 fim

m x

Ly M

wk
existe.
(.. Si Xa,e ' est sommable (2, &), 2a,e '+ est sammable

5> 9 s 3 -il.§ 3

i,
Il existe donc une abscisse =3, de sommabilité (7, A).
L'expression
\ - e
) SN D N U7 R
Y

wk

tend d’aillcurs uniformément vers une fonction analytique f(s),
(quand o tend vers U'infini, s restant dans un domaine borné tel
que g >> g2 > 4.

D. De méme la série Xa, 22 e¢="* est uniformément sommable
(%, &) dans ) et I'expression

- o .
: () — Ay )/‘ [ /4;1 e~ hmd

Loy 0

I
m ©

v représente la fonction (— DP LI (s

E. Si Xa,e " est sommable (&, ') pour s =, on a uniform¢-
ment pour 37> g' & > g’

Sy o( tken

(') Hanoy et M. Rigsz, The general theory of Dirichiet's series, Cambridge,
University Press, 1915 (n" {8).
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c¢est-a-dire

lim
=

I'. Enfin voici le théoréme de Riesz qui généralise cclui de
MM. Hadamard et Perron.
Si Xa, e " est sommable (A, £) ona pour A2 Lk et ¢n posant

5 > Max (o, 740

. . Pk 1) TriE s
(5) E (o —np )ty = —— f /T-— s.
C ’ 2TL ., . skt

) taiw

Nous conviendrons de dire que 2a, e est sommable (2, o)
quand elle converge dans le sens ordinaire de ce mot, et nous
désignerons par ¢, son abscisse de convergence simple.

De méme nous dirons qu’clle est sommable (A, — 1) si elle
converge absolument. Nous désignerons par ¢, son abscisse de
convergence absolue.

Aucune ambiguité n'est a craindre car la sommabilité de
M. Riesz n’est définie que pour k > o. _

G. Il résulte alors, d’apreés les théorémes connus, que les théo-
rémes C, D ont encore lieu si k=0, -— 1. Le théoré¢me E a lien
pour A = o; pour k= —1 on doit remplacer o par O, c’est-a-dire
on apourag >0+ € uniformément

JHOH=0m=0qr)
autrement dit
| fes)] < M.
H. Le théoréme I a lieu pour A =o0, —1, a condition d’y

poser k"> o.

2. Pour rendre les énoncés plus accessibles, nous énongons le¢

premier théoréme d’aberd pour k = o0 et A = — 1, ensuite pour &
quelconque.
Tatorive 4. — Sodt ¢(s) une fonction représentée par une

série de Dirichlet
(6) Eu,,e‘xn‘, $ =T+t

dont l’abscisse de convergence simple a4 est négatice. Suppo-
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sons que

(7) (o) =73"(0)=79"(0)=o.

Posons
s(2mni)=b,; e(—2ani)=0b_,.

Pour s réel et tel que
(8) 2 <53

la relation suivante a lieu

* ; _Wis * b T b
¢ (n—ip)y¥lap=1(s)——|e * 2—"+e'—' 2-—'1
(J) 2 2 \ m) m ( )(Qﬁ)s ey s

na=l hnn 1 1

Toutes les séries de (9) convergent si (8) a lieu. Les séries
du second membre de (g) convergent uniformément dans tout
domaine borné situé dans le demi-plan

(10) T> ek, (¢>0)

Takorime 1. — Si (6) posséde une abscisse de convergence
absolue o_, négative, et si

(1) 7(0)=5'(0)=0,
la relation (9) a lieu pour
(12) 1 <i s <2

Les séries du second membre de (9) convergent uniformément
dans tout domaine borné tel que

(13) [ B
Taiorime 1©. — Supposons que la serie
(6) Sa,e—ns
posside une abscisse de sommabilité (3, k)
or < 0.

Supposons que la fonction correspondante o(s) (') est telle

Z (w— l,,)‘a_e—\l‘-s

(') Cest-a-dire ¢(s) = u!i__r.n” hagw —

pour ¢ > 7,.
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que

(14) 2(0)=9'(0) =...=3mr(0) =0
ol

(1)) mp=1[k] ().

Ces conditions étant vérifiées, la relation
To_mis > b ﬂ c
(9) z E (n—lm)‘—‘am=l‘(:)(2—;?[e 2 Z’Tg +e® 2,7';]
N hmen 1
a lieu pour s réel tel que
(16) k+2<1<mip+3.

Les séries du second membre de (9) convergent uniformément
dans tout domaine borné de la variable s, tel que

s> k+2 -+«

Remarquons que d’aprés les conventions de la page 233, les
théorémes I4 et I peuvent étre considérés comme cas particuliers
du théoréme I¢ énoncé pour k2o et k=—1. '

Démonstration des théorémes 14, 18 et Ic.

Il s’agit donc de démontrer le théoréme I pour k20 et k= —1.

Soit z un nombre réel tel que

a7) k+1<gs < mg+ 2.

On a d’aprés F (pour k >>o0) et d’aprés H (pour k =0, — 1),

pour n entier positif

) ) l‘(z—+-l) U'+la?(‘
(18) E (n—ip)an= —a ,/;,_10 sf_'*';e’”df’

<

ot ¢’ > o.
Il résulte de (14) et (17) que la fonction

?(s)ens
si+2

(19) Fa(s)=

(1) [z ] désigne le plus petit entier non supérieur 3 z.
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est holomorphe dans le rectangle ouvert de cotés

T om0, T=17, =1, 0, 1= —/,.

et continue dans ce rectangle fermé. (i étant la frontiérve de ce
rectangle on a

(20) I F, (s ds = o.
&

Cette égalité a d’ailleurs licu pour tout n |voir (1g)| positif,
négatif ou nul.
D’apres (17) et d'aprés E (pour 4 >0) et G(pour A =o, - 1).

on voit que

lim 1,3 +* Myr= o

ol =
uniformément par rapport a ¢ qui varie dans Pintervalle

0 g-':'.

On a donc, d’apres (18). (19), (20) et (21),

. Tiz4n 7 z(inh
2 (1 — 1y VFtlyy = / ‘( enildt

A . (11 yv+3

e <

ou, en posant

{ =,
: _miza
. . U(s+ 1ye * r o(aninr) )
) Z (n— 2.V, - e / ...[TT PRTL IRy
Ll n w R
n étant entier positif.
z et z étant réels, on posc
FERSRT LN
avec
logsr mlog ri—iz pour r <o,
el
log.r réel pour .r>o.
’osons

s(2zin e T o N
bl ._J) + Tee) =T+ iTolr).

s
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Il est facile de veoar que les fonctions réelles T,(r) et T,(ux)
satisfont aux conditions du théoréme A. En effet :

a a lieu, car T, (z) et T,(x) sont analytiques en x pour
jr|>N.

b et ¢ sont évidemment vérifiés.
d et ¢ résultent immédiatement de D, (17) et E pour k> o, et
de G'pour k=0, —1.

S alieu d’aprés (17) et E pour A >0, et G pour A =0, —1.

On a donc d’aprés le théoréme A

(99 AN “;(27\:1'@;)8,”,.1(1 N ¢(2n%i)
o il s L= n+s
T * nN=—=-—eu
=

Nous allons maintenant démontrer que

o . .
. *Teo(amar)
(2%) FOTA) umiedy = o,
. . ot ’

sinfo. :
n<o étant donné, et p étant positif, on constate quc la série

E a,, e~()....~n+pl:,

m
est sommable (p, A) avec

My = hom— R -+ p,
pour ¢ > o et que cette série fournit la fonction

(s) = g(s)em—ris. (1) 4

Comme on ne restreint pas la généralité en supposant

. )">07 (’)
on voit que
p<r—n-+p.

(') Voir HarDY et RiEsz, th. 57.

O'+im
7y Car f e dv=0sit<o.

@ —in
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Comme d’autre part on voit d’aprés (18) que

r(i+z) °+“'¢( )

2 [p—0Om—n+p)la,= Y = ersds
An—n+pp T—i=
’ .
l‘(1+z) 0"‘1”?(8)8"-‘
= si+z S5
27T 1w

on constate immédiatement que pour n<oona ..

[ ‘
® \‘(s)e"" Is
stz 8= 0,
G'—1

(24) résulte de cette formule et de la formule (21).
Les formules (18), (23) et (24) démontrent les théorémes I=, 16
et I,
Pour voir que le second membre de (g) converge uniformément
dans toute région fermée, située dans le demi-plan
o> k-4 2 o+ g,
il suffit de constater d’aprés E que
b,= O(nk‘*")
3. Soit

(25) 2(8) T e M4 aye S A . .- are—ps

si (11) a lieu, on peut écrire pour » >},

P » »

Z (n— A )y = N3 E am—+ zns—1 E A
m=1 m=1 ° m=\
+;(Z_—_ _1\715—12 (Z—‘Z)lg (2—9)(3—3) )‘ﬂl +...
2! 3 3.4 n o

m

= "("_l)n =2 f(3, h n);

f(z, A, n) étant borné quand z varie dans un domaine borné de la
variable complexe.
Il en résulte que

2 (n—2Ap)am

m=1

=0 (nds—z)_ Q)

(') Rz désigne la partie réelle de z.
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La série du premier terme de (g) dont le terme général est

Z (” -_ )~11c)x‘—1 Am
b n

e

converge donc dans ces conditions, uniformément dans tout
domaine borné de la variable complexe s, situé dans le demi-plan

g <{2—:.
Posons

(26)

‘ Ny = [)\mJ -+ 1,

{ = Rp— T
On constate immédiatement que pour ¢ < o, le premier terme
de (g) peut étre mis sous la forme

14

2 anl:(l -— 3, Hm)~

m=1

Si donc on pose en particulier

o(s) = (1— emgl\)z =1—2¢

-+ e,
4

Le théoréme I8 a licu et I'on peut écrirve (¢) sous la forme

=S
3 COS - -~
9,
(»7) z’«’mC(l—Sv o) 7;31‘(S)mt_.(s),
m=1 ’

ol

@y =1, My = — 2. az—1,

-~ -~ l b

Ay == 0, Nha == 9 ry =T,

et ou %1 (s) est la fonction représentée par la série

(28) im \1—;—X>C(S)~

n=—0

On conslate aussi d’aprés cette derniére égalité, qne le pre-
mier membre (27) est égal a

’.(1———%>C(f—s).

d’ou la relation de Riemann.
LVIIL. 16
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4. Nous allons maintenant démontrer le théoréme suivant :

Tatoreme 1. — 87 o4 est Uabscisse de sommabilité (h, k) de
la série a,e= ", on « pour

2 > Max (o, 34)

et pour s réel supérieur a k -+ 2, la relation suivanie :

v

~

-
O P4 annt)

2 N ¢ o€
(24) Ze—"-’” 2 (n— 7)Yy =1 \"‘)(.,‘,-)x ( Y (B
N n— )

n I €N

DT

Ces séries convergent pour s > Ak -+ 2, le second membre de
cctte égalité converge absolument et uniformément dans toute
région bornée du demi-plan

P DR S

Ce théoréme est aussi valable pour A =—1 et A =
Ciomme dans la démonstration du théoréme 17, on voit que si

a7 Max (o, 950,

on a

xX--i= .
- S)P””
/ 1(«‘— — dt,

e

~.

ons=x+it,n >oel

i~

AN x
<ols N
/ — )'e‘“[ dl == o

sz

v r—i=

sin § o.
En employant d’autre part le théoréme B sur la fonction

Zi\*
(") <n ——»2—> = A*=e*1087, JogA = log Al +iga, —m < ga<Jo.

. : ' : . d )
(*) (& ~+2mit) o= Blre= ¢logBiilia logB - log, B |+ igs — PR

(SR

On peut aussi employer a cet cffet le théoreme A.
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cet emploi étant légitime, comme on le constate immédiatement,
on obtient le théoréme I<.

5. Supposons A =—1 (c’est-a-dire que XZa, et posséde wne
abscisse de convergence absolue), et soit

oy Max(o, 5.

En conservant les notations (26) pour m=1, 2, ... posons en

plus .
Ly =—logu,, < —log(n,—u,).

Supposons que
L/u ey I‘nu

lim L, = =.

m==x

Ll est facile de voir que si I'on désigne par ¢’ 'abscisse de con-
vergence absolue de

E e ttmre=bms

m=—1

on a
(30) 3’ <o,

En effet comme la série

- oo
2w, eTim?

converge, comme d’autre part
lim u,, = o,
Ne—=— e

la série

( '“> A I r(,,,] e Mmt

converge aussi, d’ou (30).

Posons
Cpy = a,e"me,

et écrivons le premier terme de (29) sous la forme

: Z Conlm o (n—n,)s—1e(n—nmr,

n nm<n
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Cetle cxpression est composée des lermes de la forme

G (1 -+ 7')'\;" em

m=1.2. ... o0, L.

La série
g e—r ) ? o 1
i (g A=) T d 110
=1

1=

converge quel que soit .
Y’apres (30) la série

. Los—1) U .
(,,,,e' -miS = ( R
m m

converge absolument pour g >>1.
On voit donc que la série [voir (31)]

. 11 2 1o
E I (‘m ! 2 —
(Mg )= 0

m re=G

converge pour s >1.

[l ¢n résulte que si Xa, ™ posséde une abscisse de conver-
gence absolue 7 | et si g

x> Max (0.5

on peut intervertir 'ordre de sommation dans le premier terme

de (29), et le théoréme 1l nous donne dans le cas, oa &k = —1
o N e &
{ i?‘) z“mz I e 1 Z C,,, e lwis=1)
(o =t= 1))
m n=1 meee

s
ol »
1

L€ s(r-t-onxwi)
|(‘S) s s
(27) Zi\
Nz "'—';—_

n, étant une suite quelconque d’entiers positifs et z étant
positif, la formule (32) a lieu chaque fois que I'on pose

siog >1.

()= XGC, enire lms
ou
T = [1',"‘- e—'uur
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et que la série

’
s 1,

e >0 (06 fixe)
converge.
On voit en effet que dans ces conditions la série

Tty e ot = B0,y ennT e=hms
posséde une abscisse de convergence absolue o_, et que
r > Max (o, 5_,).
Pour que (32) ait lieu, il suffit donc que

- 1, ;Cm!

(33) Tim =2 <6
(33
N . I’l ~

et que n,, soit une suite d’entiers positifs croissants.
Cees conditions étant vérifiées posons

(x4 onai) = Y, e=rmv 2

_
2‘ sm g9 = La [ - /oy~
= 1‘“’6-0 I 20 UMY - 1;-11 [ROERIY
\‘;i , ) m
/ . . y 2 i
s(x—2n=i)=Ya,e lwic-2nni
N\ - - o,
= 2 Copere Tmevae Lboani S (n> o
m
. . —~L .
(N = E Cope—¢ me=ylx;
m
.
(35) L = el @)
8 = = GelS: a).
(n - a)
n=:1

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme suivant :
Traeorime IlI. -— Soit I'(s) une fonction représentée par une
série de Dirichlet
(21) F(s) = EC,. e~Las.
n

Supposons qu’on ait
tim LCn] <o.

ngEoe n

Cette condition étant vérifiée quelle que soit la quantité
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fire x >0, on a la relation suivante

-
. 2j .
I { S'} e — (‘," :A,,q— 5. € l.,,,’,

m=1

I'(s +1) ‘y

s
sl AT sd1)e L, Y(®) (2 7 )5+t p—s—1 gRis
tom Py

nis
v + w.?“ .
Ztew)(s+1)e 7

ou

(s =

les 2t B0 el yo) étant deéfinis d’apres (34).
On voit ainsi que des séries de Dirichlet trés générales peuvent
étre exprimées par 'intermédiaire des séries de la forme

~ o,
(10 4 ()
n=—+u

o1 ol est réel oucomplexe et les fonctions transcendantes connues.



