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QUELQUES RELATIONS FONCTIONNELLES ENTRE LES SÉRIES
DE DIRICHLET GÉNÉRALES;

PAR M. S. MANDELBROJT.

1. Nous commençons par généraliser la relation fonctionnelle
bien connue de Riemann qui existe entre Ç(s) et Ç(i_ s)

T.f --•
cos —

(1) ^-s)-=^s^s^•

Une partie de notre méthode consiste à employer la formule de
loisson sous les différentes formes que lui a données M. Mor-
dell ( 1 ) .

Voici les deux énoncés de M. Mordell.
dénoncé A : on a

(2) 2 jT/(^2--^ ̂  ^[/(.-o)4-/(.4-o)j. '

"--^ ao n^

si les conditions suivantes ont lieu :

a. f{x) est de variation bornée dans les intervalles

s < M < N

quelles que soient les quantités positives e et N.

b. f (x) est absolument intégrable pour

x \ < N

c: /{x) possède une dérivée du second ordre pour | x \ > N.
d9 1H" /(-^)= li m /'(.r)=o.

| X == ao | .y | — —

P^r^r À •proceedw^ °f the Cambridge Phil. Society, vol. XXIV,

^ 4 S^£ ' pour B' Jwrnal of theLondon Mat- societ^ To'- 4'
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<?. Les intégrales

f'f(x)dx, f 'f(x)d.r, f\f\x)\dx.,. f '\f\x)\dx

sont convergentes.

/. La série

2 tA^-<>)+/(^+o)J
n=— »

converge.
L^énoncé B : on a

(3) ^ /(7î)= ^ y f(x)e^î-dx
/<=: — ao n== — »

•c «•

si les conditions suivantes ont lieu.

a'\ Même condition que d.
V\ f(x) etf'(x) sont continues.
c'. Les intégrales

Ç f{x) dx et Ç \ f\x) | dx
»/— » ^/— «

convergent.

Le symbole N1 a la signification suivante :

s -& i •
n •=. — » n== — A

+ *

C^est en employant A que M. Mordell démontre ( i ) ( ' ) , et il
démontre la relation d^Hurwitz

. ï r ( s } \ TVS yi cos(23c/ia) . KS n̂ ^(inna)
t(ï—s, a) == -——/ cos— > ——-———- 4-sin— y ————-
" ' / (-Âr.y 1 '2 ^J 71^ 2 ^d /l^

ou

^^^T^rn^(n-^-ay
w=o

en employant B ( 2 ) .

( 1 ) Proceeding of thé Cambridge Phil. Society, loc. cit.
(2) Journal of thé London. Math. Society, loc. cit



Outre la formule de Poisson, nous employons une forma le due
a M. lladamard cl concernant les séries de Dirichlet admettant
une abscisse de convergence absolue. M. Perron Fa généralisée en
substituant ^abscisse de convergence absolue à celle de conver-
gence simple. Nous employons ce théorème sous la forme très
«énérale que lu i a donnée M. Marcel Riesz ( ' ) . Rappelons
quelques définitions et théorèmes de la théorie de sommabilité des
séries de Dirichlet également dus à M. M. Riesz.

[.a série i<7,, est d i te sommable ()., /» ) où /. "> o, si

^ M.) — A,// }/'n „,
i • i - i i i t 1 1

, . » lui) -'"_-, -- —
/,) x C "̂

existe.
C. Si ^.OnC /"' est sommal)le (/., À ) , ^a,,r ' " • ' est sommable

7 ^> •J' ( S 7 - //. S 7 ' • - {'/"}.

Il existe donc une abscisse o- == TA: de sommabilité (/., /•).
l/ex pression

'̂ ( (•) — À,,, ^' f< ine /"'s'
^^

tend d'ailleurs uniformément vers une fonction analytique f(s\
quand w tend vers l'infini, .v restant dans un domaine borné tel
que 7 > Œh+z > î7A.

I ) . De même la série ^a,,/^"'"' est un i fo rmément sommable
()., /» ) dans D et l'expression

.2 o — A in Y u ,„ A^ e- / " ' s

I • / I I I ^
I I lit -'-—- — — -

v rej)i 'esciite la fonction (— i)^/^1^)».
E. Si ^.a/fC -A"V est sommable ( A , /> ) pour .s == s\ on a nnifornH^

ment pour T ^> 7 + £ ^> 7

/\S ) -- 0( / ^ ' ' s)

^ 1 ) IIAI!I)V el M. IÎIESZ, 7'Ae général theory of IHricli l^t's séries, Camid'idgc,
niversi ty I^ress, r(r,5 ( n" 18).
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c'est-à-dire .-.l̂ i-
F. Entin voici le ihéorème de Riesz qui généralise celui de

MM. Hadamard et Perron.
Si îa,,e ^ est sommable ()i, k) on a pour Â^ A et en posant

y> Max< o, T/. > .
v ' z / r(A- -i) /^'- /x /•<^

< *' ) J^ (0) — A/» -)' ̂  =: —^7"~ , , / , Ï^^'
,, r A- i ) / / < ^ )

,k'^^=:—————.—— 1 ' ——c(S.

Nous conviendrons de dire que ^a,,<? ^ est sommable (X, o^
quand elle converge dans le sens ordinaire de ce mot, et nous
désignerons parao son abscisse de convergence simple.

De même nous dirons quelle est sommable (^, — i) si elle
converge absolument. Nous désignerons par <r , son abscisse de
convergence absolue.

Aucune ambiguïté n'est à craindre car la sommabilité de
M. Riesz n'est définie que pour k > o.

G. Il résulte alors, d'après les théorèmes connus, que les théo-
rèmes C, D ont encore lieu si <Âr== o, - i. Le théorème E a lieu •
pour À = o ; pour À- == — i on doit remplacer o par 0, c'est-à-dire
on a pour <r > <y_i -+- £ uniformément

f(s'}.=- 0(i)= < > ( j / " | )
autrement dit

|/(.)|<\[.

H. Le théorème F a lieu pour À == o, — i , à condition d\v
poser k'^> o.

2. Pour rendre les énoncés plus accessibles, nous énonçons le
premier théorème d'abord pour k == o et À = — i, ensuite pour À
quelconque.

THÉORÈME K — Sait ^ ( s ) une fonction représentée par une
série de Dirichlet

( f ï ) l:^»^-^. S - = = 7 — i t

dont l'abscisse de convergence simple^ est négative. Suppo»
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sons que

(7 > ^ ( o ) —- s\o) = o\o) = o.

Posons
z(ï'Kni) ==/>„; ? (—2^/ î i ) == 6_,,.

Pou/' 5 /•e^f ̂  ̂ / ^(/e

( K ) •>. <^< 'î

la relation suivante a lieu

co i 2 —^—^•^-.f^i^-^i^l-/ /-1 '-".^^ L i i J

Toutes les séries de (9) convergent si (8) a lieu. Les séries
do second membre de (9) convergent uniformément dans tout
domaine borné situé dans le demi-plan

(*°) î>-^., ( 2 > 0 )

THÉORÈME P. — Si (()) possède une abscisse de convergence
absolue o_i négative^ et si

(n) 9(0) = ^ ' { o ) = o ,

la relation (9) a lieu pour
( 1 2 ) I < s < 7.

Les séries du second membre de (9) convergent uniformément
dans tout domaine borné tel que
(13) 7 > T - ^ - £ .

THEOREME F'. — Supposons que la série

0>) ^anC-^

possède une abscisse de sommabilité (^, k)

<Sk < 0.

Supposons que la fonction correspondante cp(^) (') est telle

V (w—\)ka^e-^

( ï ) C'est-à-dire <?'(s) = lim ^s^î————.—————— poar <r> T..
o>=» t*^ • x
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que
< i 4 ) ?(o) == 9'(o) =.. .=-,®(^u-i-s)(o) = o

où

{ i 3 ) mk=[k] (j).

C^ conditions étant vérifiées^ la relation

(.» 2 2;——)——r<*)^L-^i;^^^2Sl
^ '.»,</< L i J

ci lieu pour s réel tel que

(16) k-\- •î < i < ̂ u4- 3.

Les séries du second membre de (9) convergent uniformément
dans tout domaine borné de la variable s^ tel que

ÎT > k 4- '2 -4- £.

Remarquons que diaprés les conventions de la page a33, les
théorèmes ïa et î0 peuvent être considérés comme cas particuliers
du théorème Ie énoncé pour jk^o et k = — î .

Démonstration des théorèmes î^, I* et Ie.
Il s^agit donc de démontrer le théorème 1e pour k ̂  o et k = — i.
Soit z un nombre réel tel que

(17) À:-hi < s < m^-h 2.

On a diaprés F (pour k^>o) et diaprés H (pour k ===^o, — î) ,
pour n entier positif

(.H) ^(^x^^^^r^^.^^ ^-.< ;
où cr'> o.

Il résulte de ( i 4 ) et (17) que la fonction
m( »\pris

(•9) F'^)=-iÏ^-

( l) [*r] désigne le plus petit entier non supérieur à x.
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est liolomorphe dan^ Ir'rectangle ouvert de côtés

7 fc 0. 7-=^ 7'. /«==/ . ,>o . / S ^ — — / „ .

(-1 continue dans (u- rectangle fermé. C étani la frontière de ce
rectangle on a

< •>0) / F , , ( s } d / s —- o.

<^elte égalité a d'ailleurs lieu pour tout /? [vmr ( 1 9 ) ) positif,
négatif ou nul.

D'après (17) et d'après E(pour À >o) et G (pour / == o, i).
( » n voit que

l i r n I'',, i 7 .̂ //o > r: o

uniformément par rapport a <r qui varie dans Pintervallo

<*^$'7'.

On a donc, d'après (»8), (i^), (ao) et (21) ,

2 . . rc:^n /•lc s<i7^<,/-., ̂ -._^_^ rTnîTf'^
/„,</» x

ou, en posant
/ c- ••» ?:.r,

_TC/'iS-+ ( ,

< .„ ^ („ - ,,, Y.^ ^.l^.^ ^111^^.^

^<" ( ï " t ' '•- K 'rt^

// étant ent»er positif.
x et a étant réels, on pose

.< 3t Sr (»al«»S.»^

avec
lo$;./ sa !<>};, .r j — 17: (M>ur .r < o,

el
l<»g '̂ r̂ i pour .r > o.

l/osons
^^ ^ T(.r)^ T,(.r^ 4-n',<.r (.
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11 est facile de vonir que les fonctions réelles ï»^) et 'Ï^^)
satisfont aux conditions du théorème A. En effet :

n a lieu, car T ^ ( x ) et T^(x} sont analytiques en ;r pour

\^\>^.

/> et c sont évidemment vérifiés.
d et ^ résultent immédiatement de D, (17) f t E pour A > o, et

de G i)ou r />" == o, — i .
/a l ieu d'après (17) et E pour À > o, et G pour /. = o, — i .

On a donc diaprés te théorème A

' < n 2 f-^i^^-. ̂  K .̂
n—.— <i6 x n==——

Nous allons maintenant démontrer que

,.,^) /^i^-^^^^-o.
*• - JC

.si /< ^ o.
/ < < o étant donné, et p étant positif, on constate que la série

^(^r/,^-('--w^*<,
m

est sommable (|UL, À') avec

y-ni --•- A,»—— M -4-p,

pouir o- >> (TA et que cette série fournil la fonction

'^(s) == ï(s)e^-P^. (') .

Comme on ne restreint pas la généralité eu supposant

>->^ (î)
on voit que

p < Ai——71-hJD.

( l ) Voir HARDY et RIESZ, th. 57.
^(T'-H»

-(^ Car / e'^^ ̂  = o si T ^ o.
./(y' — / »
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Comme cTautre part on voit cTaprès (18) que

^ [p-^-n^^,,= ̂ ^•r^^le^
-A,,.-nT/,</, '•iltl ^-"" s '

rCi-t-a) /•^'••^(^e"-'-,=---X-,.-ÏTÎr- '
on constate immédiatement que pour n ̂ o on a

f-^,^,
^a'—i» "

(24) résulte de cette formule et de la formule (21).
Les formules ( ï8) , (a3) et (24) démontrent les théorèmes 1°, P

et Ie.
Pour voir que le second membre de (9) converge uniformément

dans toute région fermée, située dans le demi-plan

<J>Â:+^^3 ,

il suffit de constater diaprés E que

^=0(71^').

3. Soit
( -25 ) ;?(&•}•"• a i e—^ -4- a^ e~^5 -(-... J- a-k e~\5

si (i i) a lieu, on peut écrire pour n ̂ > \p
p P P
^ (n — \,iiYn,n-= nz ̂  dm-^- zn^1 ̂  ̂ m^m

m == l w == 1 • m == l

^s-i-) ._.yr(z--2),, , (z-a)(g-3) X^. •l
+ •->.! n' 2^[~3——AOT-"————Tî———"^^•••J

771

-•«. ii-LzilInc-s /•r- 5 n}'—— , /t ^/ ^ ̂  y A, II, } ,

y (^, ^, /t) étant borné quand ^ varie dans un domaine borné de la
variable complexe.

Il en résulte que

^(71--^)^ =0(71^). (1)

(' ) R>z désigne la partie réelle de z.
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La série du premier terme de (9) dont le terme général est

^ (n — A^y-1 a,n

^ ,,,<fi

converge donc dans ces conditions, uniformément dans tout
domaine borné de la variable complexe s, situé dans le demi-plan

7 <^ 'A —— i.

Posons
( ^m= [A,nJ - r - I ,

(•2^) » _ „ lV i- //i — /t m — A //^ •

On constate immédiatement que pour a < o, le premier terme
de (q) peut être mis sous la forme

P
^, ^/«S( i — s, ^,,0.

in •^-~ )

Si donc on pose en particulier

( -^Y - ' 1
Q^s) ^- \i — e ~ / =- î — 9. e - 4- c~~-\

Le théorème ï0 a lieu et l'on peut écrire (9) sous la forme

3 cos- -

(•<7) ^(*,»Ç(i-^, A»,) - Kr(,) ̂ Çi(^),
nt=^\

OÙ
a i -^ i , </2 ^~ — >)' • ^3 '= T ?

l
À ] ^ 0. /^ ^ ^ » A3 — î ,

et où Çi(^) est la fonction représentée par la série

^) 2(^l-Iv--(I-i)ç(')•
/i^O

On constate aussi d'après cette dernière égalité, que le pre-
mier membre (27) est égal à

•,(.-^0-).

d^où la relation de Riemann.
L V I I I . I6
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4. Nous allons maintenant démontrer le théorème suivant :

THEOREME II. — .S7 O-A est l'abscisse de sommabilife (/.., A ) <^
/a ^/'i<? ^a,^"'"', o/i a yyo^/-

./• > Max(o, 7/,)

<?/ /?oî//' s réel supérieur à À 4- 2, /a relation sni^anfe :

... ^-^'"--^-"-•'(•^^È1-^^^ (".
" ^m <" fl -s^ y: [ f < -— ———_ )

Ces séries convergent pour s > A +y , le second membre de
cette égalité converge absolument et uniformément dans toute
région bornée du demi-plan

<7 > k 4 •> -Ô- 2

Ce théorème est aussi valable pour / ==— i et k -̂- o.
Comme dans ]a démonstration du théorème \r, on voil que si

./• "^> Max(o, o/.\
^ > À + i ,

on a

2 (.-/-.)-„, -^^.-fî^^
^,«<" " * •>'-^

on .s' -== .r -{- i t y n ^> o et

/ Ïi*-^^/^/^-o
/ .s- '^^

SI /l ̂  0.

En employant d'autre part le théorème B sur la fonction

F(^-^±:^)_ (.)
x ; (.r - • 2^^>^^ l / "

( xi V*
( ' ) // - ̂ ) = A^ ̂  lo« A, log A .. log A 1 -+- (^A, - TC < ÇA < o.

P) (^-+- 'ïTtit}^^-- 1^^= plo»B,,)-+-s, logR _ 1^ ^ -h<'?y, — TC < - Î)R ,: r.

On peut aussi employer à cet effet le théorème A.
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cet emploi étant légitime, comme on le constate immédiatement,
on obtient le théorème Ie.

o. Supposons A = = = — i (c^est-à-dire que ^a,,^7^ possède mne
abscisse de convergence absolue), et soit

.r ""̂  M < ( \ ( o. 7 — i ) .

En conservant les notations (26) pour m== i, 2, . . . posons en
plus

L/«-^— 10^,/,^— lo?:(/î,/,—).„,').

Supposons que
^ IH -- 1 ^> 1 •'//(;

lim L,,, •r x.
m •s' x

11 est facile de voir que si l'on désigne par (/ Pabscisse de con-
vergence absolue de

^ (f^e 'I ,n.C ç-Lm.^

m == i

on a

OQ) 7^0.

En effet comme la série
S \,i^\ e-w

converge, comme à1 autre part

lim UL,,( --- o,

la série

W ^ 1 <(n,\ €-"^'

converge aussi, d'où (3o).
Posons

C ,„--==- a^-^^,

ol écrivons le premier terme de (29) sous la forme

V V c^fijL,/,.^ (//—^,»)}<-^-(^-^»x
n n m ̂  "
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Celle expression est composée des termes de la forme

( ; , / / ( ;JL,^^- /'y-' e ' • ' • .
in -—.. i . •>. . . . ; / •*s=o . i . - » . . . . .

La série
^ c—7'^' . ̂  e- ' •''

^ [^m-^-f')'^ ' - ̂  /- ' -^

converge quel que soit a.
IV<iprès (3o) la série

,̂;,,,,e-,.,,,(.-i)̂ ,̂,,,..,
/ /< / / /

converge absolument pour o- ^> i .
On voit donc que la série [voir (3 i ) |

Y i r i V _e—1

2^' / / / 1 2J ( ; JL / / / •4 • /~(^•JL/// •4- /•)1-<7

converge pour o- >• i .
Il en résulte que si ^.a,/^"'"5 possède une abscisse de conver-

gence absolue 7 , et si
./• ^> Max (o . 7_i »

on peut intervertir l'ordre de sommation dans le premier terme
de (29), et le théorème II nous donne dans le cas, où k = — \

H.) V < : V - - - — . - - . Vc^ —--i)
' ^J ^J^:J-// ,-r-/•)• ' ' ^

//< //r= 1 / / /BC 1
7Î /'.s'

e 2 ^ ^ ( ./• -i - 2 /i T; / )
'"^T^ 2j -/—^Y--'/<— v ^^

si o- >- i.
/^^ étant une suite quelconque d^enliers positifs et x étant

positif, la formule (32) a lieu chaque fois que l'on pose

ou
^ ( s ) -— ^^,,,e":,^e - / - "

A/«= n'n,^ e - 1 - ' " ,
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et que la série

^ ' C^ e ' 1 1 ' " û > o ( o ( ixc)
converge.

On voit en effet que dans ces conditions la série

I; a,n e -^ - S C,n <ff/lM'»•c ̂ mî

possède une abscisse de convergence absolue OL-< et que

/ > Max(o, 7-1).

Pour que (32) ait l i eu^ il suffit donc que

( • H t Tim L~-c îl <-o
//i

et que n^ soit une suite d'entiers positifs croissante.
Cjes conditions étant vérifiées posons

9(^ -4- ^nT-.i) s- 1</^, ^—'•"i "^"•2-"ï"/i

^7 < - / , / < ? " ' L'"c 2r :Lm^ -- 2,f ( ^ > < > ; .-V <-/,/(;"' L '"^ S^'"4"^^-- 2^

j 9 (J? — •->. /t7:f") -s- ^ ̂ ^, ̂  /- ' r -2^r.f;

r at V <--,/. f ' (- -Lm.^ î(- -^"•/tK/ _ ;̂ ^^- ( n > o >.

.(r^^C.,^-^^^^;

//(

(^ È^-^-^"^-
Nous pouvons maintenant énoncer le théorème suivant :

THÉORÈME III. — Soit F(^) une fonction représentée par une
série de Dirichlet

(•2i) F(À-)-VC^€-I-\

n

Supposons c/ifon ait

li,n îiî Ll <o.
n»=.x 1

6'e^^ condition étant vérifiée quelle que soit la quantité
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fixe .^^>o, o/z a la relation suivante

r^)--^ C^.^—.s-. e '-n

: > ^l.^'^ r^,F><.s-- i - i^ 2 4-7(•r)(2^y+l.r-•î-îô^
7: /5 "1

^.»•/»••)(•< 4-i) e
O//

7 ^> 1

/e.s ^( / , (3^ ^^ /^ c^/i/ dèjijiis d ' a p r è s (34).
On voit ainsi que des séries de Dirichlel très générales peuven t

être exprimées par l ' in ter inédia i rc des séries de la forme

v.-_/"-.-
^^ \ n -\- ( I )•'•'

où ^/ est réel ou complexe et les fonctions transcendantes connues.


