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SUR UNE ÉQUATION AUX DÉRIVÉES PARTIELLES
DU TROISIÈME ORDRE;

PA R M . 1 ) . Y . J 0 K E S f: 0 .

M. P. lïumberl ( * } a attiré l'attention sur Inéquation aux dérivées
partielles du troisième ordre

/ . . ,- ^l ^l (^l; , ^U
(^ A^U te -—— -*- ——— -t» -—— — J -——.——. •:- o.

< ) . i ' < h " t)^ à./'àvàz

qui généralise, à certains points de vue, l'équation de Laplace

^\ ^V
w ^-h^^0-

«l'ai établi encore un rapprochement entre Inéquation (i) et
l'équation (2), en démontrant un théorème pour Inéquation (i)
nnalogue au théorème de Lord Kelvin pour inéquation de Laplac^.

Ce théorème est le suivant :

Si U(.z*, r, z) est une intégrale de V équation (i), ̂  posant

p — ./-t -»- r3 -<" s3— '^xyz,
l<i fonction

,. , . l •r'1-—yz r2—^ s 2 — . / • ( \
^^^—^-T-'-T—'-T-)

es( encore une intégrale de l'équation (i).
La démonstration de ce théorème mettra en évidence plusieurs

intégrales élémentaires de inéquation (l).

1. Soient '^ r/, Ç trois fonctions de x, y, z et posons

^ ' 1 = - t<;,^^.

' ' i P. HUMBERT, Sur une généralisation de V équation de Lu pi ace {Journal
df Mdth. pures et appliquées, î9'-<9, p. i4•:>)•
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Calculons A^Ui ; on trouve sans difficulté

, ,. . ^U <^U . W .̂  à3 V1 { ) ^l)l = Al r̂ -4- A--^ 4- A^ 4- ̂ i 5^^
-,3B^-.... .D^-f-...

^S2 ai} ày
,„ ^L „ àV4-3El^-^--}-••• ^ ^ ^ 4--"'^Ç^TI <7Ç

011

•-(^(^©•-^^Ê

c =. ^ L</r> ̂  — rf!' '̂  — ̂  rf!: 1'1 <).r L ^ (̂ .r ày àz as ày J

+ 'R \.)à^ ^ —'^î ^ _ ̂  ̂  1
rfr L "y.^y -̂l' ^2 ^2 ^x j

^ <ç r r f» i ^ _ ̂ i «ç _ ̂  <>ç T
rfz |_ ' rf^ rfs rf-c <J^ </y àx\

u^ R ^r /<>s\" ^ ^ i . ^ f / ^ v ^ ^T
^ "^ArK^} -^5^J+^H^/-dr^J

^r/<»ç\1 rfç rfïi
^JzLV^/ ^<>yJ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . » . . » . • • . . • • • • • • • • • • • • . • • • • • • »

n - ̂ \à^ ^ s i . ^ r ^ ^{ 1 1 ^r^ ^t i
'""^L^r* <^^J ^[^ ^C^J ^L^1 ^^J

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . • • • • . . . . . . • • • • • • • • • • • • • • • • y

0 p ^ ^r^î ^s i .^ r^6 - ^ i, ^f^s ^? i
< ' Ll~ ^L5îî~^5îJ <^L^ àx^\ âs\à^ àxày\

<r^_^^i <r^_^^i <r^_^^-i
^^L^r1 ^^J àyVày^ àxàs\ ' às[^ àsày\

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . • . . • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • T

„ ^ç ^S ^E , ^S
^1 ^=: ̂ ^.F4'^""3^^^

2. Posons
, . .. x^—»'j r'—sj- .. s»—.a
(^ ^—p-^ y^——,——t ^--V

où

(il) P =- •r; -^- J^ -t- s^— 3j^r&
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Remarquons les identités

(1-2) x^ 4-yr, -+- .zÇ -— i

et encore

(.0 "-•iï-=^ ^-i;Ï=^ ï-^j;.

En dérivant Ç, YÎ, Ç par rapport à .r, y et j nous avons

, ^ _ ^_3» ^-_ i_3^ ^ -_2 :—3^
^ - 7" J ç 5 ^^ j9 ^çî àx~ p j^

(i4) ^——i-3S^ .^^^-^^ ^=---3^i ^ ' . p ^y P ày p
\ ^ - y •\^ ^ - ^ Yrr ^ - ̂ -sr-' Jï--~/;- '>^? ^'""p""^'11' ^ - ^ " ( > -

Tenant compte des relations ( ï3 ) , nous pouvons encore écrire

, ,,. ^ç x ()r\ y ^j ^
(•n ^——p-^ J r — — ) ; - ^ " ^ — — ^ - 3 ^

11 résulte encore des égalités ( i 4 ) c^ïïe

f)ï ài\ ^ ài\ __
àx (jx ày àz '
ài\ ô^ ()^ à^
àx àx ày àz ^ '

^ à! _ ^- ^ = o
.̂r .̂r à y <)./',

et d'autres relations analogues.
SI nous dérivons les formulés ( i 4 ) nous avons

et

€1 =_ 2 I8^ i i^-^2 p p ',
à^ _ i

l8ÇT^.
é^ ̂ 5 />

11 résulte que

ë-yl;-'i(°-'"-?)-.

on trouve aussi

.,6') ^ -^--o ^s -^IL-O<Ib ) ~à^~ àz àx -^ ~à^ ~ àx ày ~
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3. Remarquons que d'après les relations (16) nous avons

D i = D i = D 3 = o
et aussi

K(=; E î=Ea= o.

De même en utilisant les formules (i4)» nous avo"*'

B,=-(^+3-riî;y'(^+3Çïi)

-(^(^^-(ï^r^).
-G^yo^)
^^(^^^(î^)-

c^esl-à-dire
Bi= B, = = . . . = = Bc=o.

Nous savons que

1 log[(*r 4- a)î -+-.T 4- ^3— 3 (a* -+- a)yz}

est une intégrale de l'équation (i). En dérivant par rapport à a et
en faisant ensuite a == o, nous obtenons une nouvelle intégrale de
l'équation (i) qui est précisément ^. Donc

Fi== Fs== Fs==o.

En tenant compte des formules (i4) on a

A i = A s = A s = H
où

H,_(^^-(^^-(^,^'

-'(^'^(^^X?"^)-
Enfin tenant compte des formules (i5) et ( i4 )^ nous avons

r - ^ r^ ^s ---^ ̂ i -^^ r^ ^ --dhî ^1cl~ àx [àjc àx àz ày\ ày \_ày ày àx àz]

ûiç [ âr, <Ç _ <h\ â^ 1
"̂  àz YÔZ àz ày àa;\9

c'est-à-dire
Ci=-H.
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11 résulte alors que l'équation (3 ) se réduit à

\ l - il /^3L -L- < ) " ^ ^l > ^l1 \A: ; l JSH(^^^- !-^- {J^^)-nA- l-

ce qui prouve que \i,(x, y, ^ ) est aussi une intégrale de l'équa-
tion ( i ). Le théorème est donc démontré.

4. Soient/et g deux fonctions de .y, y el ^. On démontre sans
peine que

-, 1 7 » A, ( VA. > -^/ A, ̂  4- ̂  A:.,/

^ 3 < ± \0/. ̂  _ ̂  ^| . f \àf ̂  _ àf ̂ \
/ <).r [//r .̂r ^r ()z J /^ [^ r̂ àz àx\

^ t) \àl ̂ _^/ ̂  | )
<)z [^^ /^ ^ ày \ \9

Remplaçons dans celte formule/par y, et^parÇ. Si nous tenons
compte que -n et Ç sont des intégrales de l'équation (i), etaussi drs
relations ( i 5 ) nous aurons

^(T.O-O.

ce qui prouve que y^Ç, %, ^r, sont des intégrales.de ̂ équation (i).
De même si nous faisons dans la formule précédente

nou.s aurons

A : . ^ - ^ ^ A ^ - , - 3 J ^ r ^ y - ^ ^ i ^ \
[d.r[\àx) ày àz\ ' ' " \

^^A.,,+6^^.---^\.^/^i__^i_\
(^•\</^ ^ - ^3 / ' ( ^ - \ ^ à.ràz)

,^ /^S ^S \)
ôz {àz2 àa:ày)\

M a i s A 3 ; = = o , et d'après les relations (16) la parenthèse est
nulle, donc

^^-•s- o.

ce qui prouve que ^2, r^, ̂  sont des intégrales de V équation ( i ) .
Si nous tenons compte aussi des relations (i3), nous déduisons

que î ' ̂  Ï sont des inté^rales d€ l'équation <i) .
Faisons maintenant dans la formule ( i - )

f=y-^=--^
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nous aurons

.<,,,,̂ ...̂ ,A.(»)-.;,i,;.[.;(S:£-|.g)]+...;.

Il résulte d'après les formules ( i y ) que

A:,<:"Tp^ o,

ce qui prouve que ^Yj, ^Ç, Y^, ^-'Ç, î-^., î2^ ^/^ des intégrales
de F équation (i).

Remplaçons dans la formule (17) /par ^ et^par^. Nous aurons

^<?)=;^<^)4-S^^

. ̂ ^LJ/^Y-^ ^ 1 ? ^ I»l̂  i L\^/ .̂̂  ^3.1 i )
c'esl-à-dire

^_, î(f\\ (^Y^ (f.y-:^ f f] =6A,.
lÀ^-1'/ \<^/ V^2 / ^«r ^r ^J

Mais nous avons démontré plus haut que

'.'"'-(^'••••^"-(^-'sy-Gi-^y
-••(?-•"•;)(?--••S;)G+1E")•

Si nous faisons les calculs, on trouve

II •=-— -'- — -()- [(.rî— yz') T.Î; -»- ( r2— ;.r̂  r^ -4- ( ^—xy'} ÇT» |/^> y/- . . .

- ̂  [^v'^-f-./PS2^ ̂ -:s^- ̂ (•^ ̂ .^ + sÇ)]

^^!^r2(^-^)^;2S•2(^---Sî)^"^•2^2-S•n)J•

Si nous tenons compte des formules (12) et (i3), on déduit
immédiate nient que

P-
Donc

A,(^)-=:^(v)^A3(^)^--.

On démontre de la même manière que

MW;)-^-


