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SUR LES FONCTIONS DE DEUX VARIABLES COMPLEXES.
LES TRANSFORMATIONS D'UN DOMAINE BORNE D
EN UN DOMAINE INTERIEUR A D;

Par M. Hgesri CArran.

I. Soit, dans 'espace des deux variables complexes x el y, un
domainc D, univalent ou non (). Par définition, un domaine A
sera dit intérieur a D s'il existe dans A un point O qui coincide
avec un point intérieur a D, et si, étant donnée une courbe quel-
conque intéricure a A et fermée dans A, partant de O ety revenant,
celte courbe est aussi intérieure a D et fermée dans D. En particu-
lier, si D posséde une variété de ramification intérieure a A, cette
variété est aussi une variété de ramification pour A.

Cela posé, si A est intérieur a D, deux cas sont possibles : oubien
il existe une courbe intérieure a A, fermée dans D et non fermée
dans A, ou bien il n’existe pas de telle courbe. Dans le second cas,
A sera dit univalent par rapport a D; cette convention est toute
naturelle, car, dan~le cas ou D est univalent, A est univalent s'il
est univalent par rapport a D, et réciproquement.

Dans tout ce qui suit, nous envisagerons un domaine borné D con-
tenant I’origine (# =y = o) a son intérieur et non ramifié al’origine;
nous envisagerons en méme temps des systémes de deux fonctions

X = flr, y)y=axr--by-..., Y=g(r,y)=az-+by -.... (2

(') Jadopte ici, en ce qui concerne les domaines non univalents, les conven-
tions que j'ai exposées dans mon Mémoire : « Les fonctions de deux variables
complexes et le probléme de la représentation analytique », qui doit paraltre
sous peu dans le Journal de Mathématiques (voir, au Chapitre I, les numéros
| et 3). Ce travail sera désigné ici par la lettre [A]. Je rappelle que, sauf avis
contraire, je ne considére que des domaiues ouverts, c'est-d-dire dont tous les
points sont intérieurs.

(?) Cette notation abhrégée signific

£ (0, 0) = g(o, 0) =0,
Jof (0, 0) Jdf (0, 0)
o @ 9y =0

0g(o,0) a og(o, 0) Iy
ox a

’
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holomorphes et uniformes dans D, telles que le domaine A, engen-
dré (') par le point X, Y lorsque le point z, y décrit I'intérieur
de D, soit lui-méme intérieur a D; mais nous ne supposerons pas
a priori que A soit univalent par rapport a D. Nous dirons aussi,

pourabréger, queles fonctions fet gtransforment D en un domaine
intérieur a D.

Par exemple, si D est le domaine suivant
tri < i<,

nous supposerons f(z, y) et g(z, y) holomorphes et uniformes
dans ce domaine, avec

Slo.0)=g(0o, 0)=0,
P<n gi<.

2. Rappelons une proposition fondamentale (*) qui peut s’énon-
cer de la fagon suivante :

Tutorive I. —— Soit D un domaine borné contenant l’origine
et non ramifié a lorigine. Si les fonctions

Jle yys=x4..., glr.y)y=yr+4...

transforment D en un domaine intérieur a D, on a néces-
sairement

Sl y)=.r, glr, y)=y.

(") Dans mon Mémoirc déja cité, j'ai convenu de ne parler de « domaine
engendré par deux fonctions f et g » que dans le cas o les équalions

f(xv)')z a, g(zv)')zb

ont sculement des solutions isolées quelles que soient les constantes a ct b. Ici,
je ne ferai pas cctte convention restrictive; d’ailleurs, au lieu de dire, .comme
dans le texte : « le domaine engendré par le point X, Y est intérieur a D », je
.pourrais dire : « lorsque le point z, ¥ décrit une courbe quelconque intérieure
a D et fermée dans D, le point X, Y décrit une courbe intérieure & D et fermée
dans D ».

(2) HENRt CARTAN, Les transformations analytiques des domaines cerclés les
uns dans les autres (Comptes rendus de I’ Ac. des Sc., t. 190, 1930, p. 718, § 2).
Voir aussi une démonstration un peu simplifiée dans [A] (Chap. II, n* 6, thio-
reme VII).
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Le but essentiel de ce travail est d’établir le théoréme suivant :
Tutorime 1. — Soit D un donaine borné contenant U'origine,
et non ramifié a Uorigine. Supposons que les fonctions

(1) Sflx.y)y=ac4 by +—.... glr,yy=aaor--by4...

transforment D en un domaine A intérieur a D. Alors:
i On a
lab'— ba' | <1
2° Dans le cas ou
labl—ba'| =1,

le domaine A est nécessairement identique a D ; autrement dit,
la transformation (1) est une transformation biunivoque de D
en lui-méme.

Ce théoréme est en quelque sorte une extension aux fonctions
de deux variables du théoréme connu : « Soit

f(x)=ax ...

une fonction holomorphe pour | z| < 1, de module inférieur a un.
Alors :

1° On a
jalsr;
2° Dans le cas ou
jal=1,
on a nécessairement
f(x)=ax.»

La premiére partie du théoréme II se démontre presque immé-
diatement, ct n’est d’ailleurs sans doute pas nouvelle. Mais la
seconde partie est plus -intéressante; en outre, son exactitude ne
pouvait nullement étre prévue; je vais en effet indiquer une pro-
position analogue qui, elle, n'est pas exacte.

Considérons pour cela le lemme de Schwarz : « Soit

f(x)y=ar . ..

une fonction holomorphe pour | z | <1, de module inférieur a un.
Alors :

1° Ona

ACIINYEAT
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2" Si, en un point particulier z,, on a

CS(xo) =xo s
alors on a partout '
Sy =1zl

Essayons d’étendre cette proposition aux fonctions de deux
variables, holomorphes dans un domaine borné. Limitons-nous au
cas de I’hyperspheére

R I A

la premiére partie du lemme de Schwarz se généralise de la fagon
suivante (') : « S1 f(x, ¥)et g(x, y).sont holomorphes dans I’hy-
persphére, et nulles au centre, ¢t silon a
WACRONE IV (CA ORI
alors on a
Sy e glr. y)y 2o By ity

Mais il n’y a rien d’analogue a la seconde partie du lemme de
Schwarz; ’égalité

Slr, )24 gz y)t=ri24ly?

peut en effet avoir lieu en un point particulier z,, y, différent de
I'origine, sans avoir lieu partout. Prenons par exemple

S pmaate, gl )=

I"e

)

~

I'égalité a lieu toutes les fois que y est nul; mais, si y n’est pas
nul, on a (en remarquant que lz| <1, |yl<<t)

, 2 Ty b IRYE
SOy A gl e e s g g
S o= ' P 16 4
T S U Y 4
St =4 e e <a Py

C. Q. F. D.

3. Avant d’aborder la démonstration du théoréme 11, j’établirai
plusieurs propositions préliminaires.

(') La démonstration sera indiquée au n° 4 de ce travail.
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Lemue 1. — Soit ) un domaine borné contenant Uorigine,
et non ramifié a l'origine. Si les fonctions

(1) Jriy)Eard4bre. ... s(r.)y=drxbyy ..
transforment 1) en un domaine intérieur al), alors les modules
des racines 1 et )" de U'équation
(2) ' M—(a4+ )0 +ab—ba'=o
sont au plus égaux & un.

L’on sait en effet qu’au moyen d’'une méme substitution linéaire
effectuée sur z, y et sur X, Y, la substitution
(3) X =ax + by, Y =a'x+0y
peut prendre la forme

X =x, Y =iy,

sauf dans le cas ot X’=1"; dans ce dernier cas, la substitution peut
étre ramenée a la forme

X =nue+ by, Y =)y

Par conséquent, en effectuant sur le domaine D une transfor-
mation linéaire convenable, on peut supposer que la transforma-
tion (1) a 'une des deux formes suivantes

(4) Slroyy=iao+..., glr. y)y=ny-...,
N flr.y)=Na by ... glx, y)y=n"y+....

Itérons cette transformation, et posons, d'une maniére générale,

fn("'_s )= fl SJu—(xy ¥) gn (e, y)) = fn—|[f(-l‘, ) &z )|,
gn(r, y)=g&|[ fui(x, y). gumr(x, ¥)] == gur | f(2, ¥), (2, ¥) |

Les fonctions f), et g, sont uniformément bornées dans D, car
f et g sont bornées, le domaine D étant lui-méme borné. Leurs
dérivées partielles du premier ordre sont donc uniformément bor-
nées a Iorigine. Or on a visiblement

l)fn(oy 0) — \n dg’l("? O) — \'n
dz 7 dy '



ce qui exige donc
12 <, SRR N
C. Q. F. D.
Corollaire. — On a en particulicr

Lab'— ba'| <1,
puisque :
ab'— ba' = \'W;

la premiére partie du théoréme II est donc établic.

Remarque. — On sait que les racines de 1'équation (2) restent
invariantes si I’on transforme la substitution (3) par une substitu-
tion linéaire homogéne quelconque de déterminant non nul. 11 est
bon de remarquer que, si f, et g, désignent les itérées d’ordre n

de fet g,
fu:"n-[*'l’n}"’.'-uy gn:("u*‘b‘u}/—;‘--w
I’équation
Ar— (vtn+ I);l);‘ + 1y ,'Iu_ bn'lln =0

a pour racines les puissances n'*™* des racines de I’équation (2).

Lemme 2. — Soit D 1in domaine borné contenant l'origine,
et non ramifi¢ a lorigine. Si la transformation

(1) S y)y=ar4by A .., glo . y)=dar+by—+...

transforme 1) en un domaine intérieur i D, et si Uon a

b —ba' | =1,

on peut effectuer sur 1) une transformation linéaire de fagon
que la transformation (1) prenne la forme

) f(r, y)=weir . ... g(x, y)= yeiB+... (et 3 réels).

En effet, d’apres le lemme 1, on a forcément
;\” = } ' | =1I.
Si 2’1", la transformation (1) peut prendre la forme (4), et le
présent lemme est établi.
Si 3=V, la transformation (1) peut étre ramenée a la forme



(4'). On a dans ce cas

o, y)y=s=nrr+ b=y +.. |

L En(r, y)=in"y +.. ..
ce qui exige .
= 0,

et, par suite, la transformation a bien la forme (5).

ConoLLAtRE. — Si |ab'— ba'| =1, et si N =1", alors on a
b bl

nécessairement
a=b=el, a=b6=o.

En effet, on peut, d’aprés ce qui précéde, transformer la substi-
tution (3) par une substitution linéaire, de fagcon a lui donner la
forme
(1) X =wxed, Y = yeil;

mais alors la substitution (3) est identique a sa transformée, et elle
a elle-méme la forme (3'). C. Q. F. D.
On voit que si I'on a

ab—ba = “ Y _

on a A==2%'=1 la transformation (1) a donc la forme
S(r,y)y=uo-+..., g(x, y)=y+...;

d’aprés le théoréme I, elle se réduit a la transformation
identique.

4. La métrique de M. Carathéodory. — l.a théorie de M. Cara-
théodory (') va nous permettre d’étendre le théoréme I a un cas
plus général; cctte extension est indispensable si I’on veut aborder
la démonstration du théoréme II.

Tutorime I bis. — Soit D un domaine borné contenant ’ori-
gine, el non ramifié a 'origine. Considérons une suite infinie
de transformations analytiques

X = fulw, y), Y =gn(z,y) [Sn(0,0)=gn(0,0)=0],

(') Voir, par exemple; Ueber die Geometrie der analytischen Abbildungen
(Math. Sem. Hamburg. Uniy., 6, 1928, p. 96-143).
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dont chacune transforme D en un domaine intérieuraD. Sup-
posons que les fonctions f, et g, convergent respectivement vers
deux fonctions holomorphes f et g de la forme

Sro )= e glr.y)sry-+4+....

la concergence étant uniforme au voisinage de tout point inté-
rieur aD. On a alors

S ). gl y)=y.

Ce théoréme n’est pas une conséquence immédiate du théo-
réme I, car rien nc prouve a priori que le point f(x, y).
g(z, v) reste intérieur a D lorsque le point z, 3 décrit Pintéricur
de D; le point f, g, qui est un point limite de points intéricurs
a D, pourrait fort bien étre un point frontiére.

Avant d’établir le théoréme 1 bis, je rappelle briévementen quoi
consiste la méthode de M. Carathéodory.

Soient I) un domaine borné (univalent ou non), O un point
intérieur que nous supposcrons n’étre pas un point de ramification.
A chaque point M de D, associons un nombre positif ou nul (M),
défini de la fagon suivante : étant donné I'ensemble des fonctions
9(z, v), nulles en O, holomorphes et de module plus petitque un
dans D, les modules des valeurs prises en M par ces fonctions
admettent une borne supérieure d(M) plus petite que wun, et,
parmi ces fonctions, il en existe an moins une dont le module est
égal & d(M) au point M. Cela tient a ce que les fonctions
v(x, y) forment une famille normale dans D.

La fonction d(M) varie de fagon continue avec le point M; en
aucun point intérieur a D, d(M) ne peut admettre de maximum
méme relatif.

Cela posé. considérons une transformation analytique

(6) 2= f(r. ), Yy =g(r.y)

qui laisse fixe le point O et transforme D en un domaine intérieur
a D (*). Soient M un point quelconque intérieur a D, M’ son
transformé. Je dis que l'on a

d(M)<d(M).

(') Voir le n° 1 de cet article, et, en particulier, la note (') de la page xo00.
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Soit ¢n effet ¢(z, »°) une fonction holomorphe dans D, nulle
en O, dont le module est plus petit que un dans D et égal ad(M")
au point M'. La fonction

Y(z, y)= 9[,.[(1'7 Y): &(x, )]

est holomorphe ct de module plus petit que un dans D; elle est
nulle en O, et son module cst égal & d(M') au point M. Ona donc,
d’apres la définition de d(M),
d(M)2d(M).
C. Q. F. D.

Plagons-nous, en particulier, dans le cas ou D est I’hypersphére
le 2]y <,
le point O étant a 'origine. On a alors
dM) =z P+ y T

x et y désignant les coordonnées du point M. Par conséquent, si
une transformation de la forme (6) laisse fixe l'origine et trans-
forme I'’hypersphére en un domaine intérieur, on a ()

L f(z, )2+ 1 g(x, y) RSz |2+ |y |%

Revenons a un domaine borné quelconque D, univalent ou non.
Soit O un point intérieur a D, que nous supposerons n’étre pas un
point de ramification, et que nous prendrons pour origine des
coordonnées. Soit 2 une hypersphére de centre QO complétement
intéricure 2 D. En tout point de 2 ou de sa périphérie I', d(M) est
différent de zéro, sauf au point O; en effet, si la constante & est
assez petite, les fonctions kx et ky ont leurs modules inférieurs a
un dans D, et 'une au moins d’entre elles n’¢st pas nulle au point
M. Donc d(M) n’est pas nul.

Cela posé, lorsque M décrit T, d(M) admet une borne infé-
rieure p qui est atteinte en un point de I, puisque d(M) est une
fonction continue. Donc p n’est pas nul. Soit alors r un nombre
positif inférieur a p, et soit D, ensemble des points M de 2 pour

lesquels on a
d(M)<r.

() Nous avions annoncé cette proposition au n* 2 du présent article.
LYHI. 14
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D, est un domaine fermé complétement intérieur a 3, et, a for-
tiori, complétement intérieur a D. Si D, n’est pas connexe, il se
compose de domaines connexes dont I'un A contient le point O a
son intérieur. En tout point intérieur a A, on a

d (M) <7 1.

sans eégalité possible, puisque d(M) n’admet aucun maximum
relatif.

Je dis que, dans toute transformation analytique du domaine D
en un domaine intérieur a D, 'qui laisse fixe l'origine,. l'intérieur
de A se transforme en un domaine intérieur a A. Dans le cas
contraire, en effet, il existerait au moins un point M intérieur a A
dont le transformé M’ serail un point frontiére de A; on aurait

donc
deMW ) > d( M),

ce qui est impossible, comme nous 'avons vu.
Je dis en outre que le domaine A jouit de la propriété suivante :

Lemue 3. — FKtant donné un ensemble infini quelconque de
transformations analytiques dont chacune laisse fixe le
point O et transforme le domaine D en un domaine intérieur
a D, les transformés d'un point quelconque M, intérieur a A,
non seulement sont tous intéricurs a A, mais ont tous leurs
points limites intérieurs v A.

En cffet, soit M, un point intérieur a A, et soit

d(My) = 1< 0.

Soit A; ensemble des points de A pour lesquels on a
dONE L
A; est un domaine ferm¢ complétement intérieur a A. Or, considé-

rons 'une quelconque des transformations envisagées dans 'énoncé
du lemme; elle transforme M, ¢n un point M|, pour lequel on a

AWy ) S d( M) = 1
les transtormés de M, appartiennent donc tous a A;; par consé-

(uent, lears points limites sont tous intérieurs a A.

C. Q. F. D.
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Le théoréme | bis va se déduire immédiatement du lemme 3.
Reprenons en effet les notations de son énoncé; tant que le point
x, y est intérieur a A, le point f(z,y), g(x, y) estaussiintérieur
a A, d’aprés ce qui précéde. Appliquons alors le théoréme 1 au
domaine A et a la transformation

fle y)y=r-—.... g y)i= ¥ —+...5
on voit que 'on a, dans A,
f(l V)= g(r.yr=y.

Or f et g sont holomorphes dans le domaine D tout entier; les
identités précédentes ont donc lieu dans le domaine D tout entier.
Le théoréme I bis est ainsi établi.

3. 1l nous faut encore établir un lemme avant de démontrer le
théoreme 11,

Lemme 4. — Soit une suite infinie de couples de fonctions
Salx, ) )y gulZ, ), holomorphes dans un domaine quelconque
D; supposons que, pour chaque valeur de n,le domaine D,
engendré par f, et g, soit intérieur a D, et supposons en oulre
que lon ait

lim f,(z, y) = «.
n>w

limgn(x,y)=y,
n>x

la convergence étant uniforme au voisinage de tout poin! inté-
rieur @ D. Alors, étant donné un point P quelconque intérieur
a D, le domaine D, contient le point P a son intérieur pour
toutes les valeurs de n & partir d’un certain rang.

En effet, supposons d’abord que P ne soit pas un point de rami-
fication pour le domaine D, et soit X une hypersphére de centre P
intérieure a D. Le déterminant fonctionnel

D(fu- gn)
D(x, )

converge uniformément vers un dans X et, par suite, ne s’y annule
pas si n est assez grand. Le nombre des solutions du systéme



— 240 —
d’équations 1,
() Su(x.)) =a, aa(ay) =0,

intérieures a X, est alors donné par l'intégrale triple de Kronecker
étendue a la périphérie de 2. Prenons pour a et b précisément les
coordonnées du point P. Si n augmente indéfiniment, f,(z, ) et
gn(z, y) convergent uniformément vers x et j’; donc la valeur de
I'intégrale de Kronecker tend vers le nombre des solutions du
systéme
€T . = b,

intérieures a X, c’est-a-dire vers un. Par conséquent, si n est assez
grand, le systéme (7) a une solution intérieure a 2; le domaine D,
contient donc le point P a son intérieur. C. Q. ¥. D.

Si P est un point de ramification pour D), il suffit de transformer
le voisinage de P en un voisinage univalent, et 'on retombe sur le
raisonnement précédent. Le lemme est donc établi.

(. Démonstration du théordme II. — La premiére partie du
théoréeme a déja été établie (corollaire du lemme 1) 1l reste a

montrer que, si ‘
Lab—ba’ = 1.

la transformation (1) est une transformation biunivoque du domaine
D en lui-méme. Or, d’aprés le lemme 2, on peut supposer que la
transformation a la forme

() e, y)=rer4. .., glr.)) 2 yeid .. . (xetsréels).

~ Désignons cette transformation par S. Pour montrer que S est
une transformation biunivoque de D en lui-méme, je ferai voir :

a. Que deux points distincts quelconques de D sont transformés
par S en deux points distincts de D;

b. Que tout point de D est transformé d’un certain point de D
par S.

La n'*me itérée de S a évidemment la forme

(Sn) Su(r y)szreinx. . &n(x, y)=yeinB+. ...

Deux cas sont donc a distinguer.
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Premier cas. — a et sont tous deux commensurables avec «.
Alors il existe un entier p tel que I'on ait

(S#) Sole.y)y=x—+.... gple.y)=y+...,
et, par suite, d’aprés le théoréme I,
Sr(e,y)==z, &p(L,y)=y.

Autrement dit, S? est la transformation identique. Cela posé :

a. Soient M et M’ deux points quelconques distincts de D; si
leurs transformés par S étaient confondus en un méme pointde D,
leurs transformés par SP== S/~ S (') seraient aussi confondus, ce
qui n’est pas, puisque S” est la transformation identique.

b. Si un point P de D n’était transformé d’aucun point de D par
S, il ne serait transformé d’aucun point de D par SP= SSP—', ce
qui est absurde. '

S est donc bien une transformation biunivoque de D en
lui-méme.

Deuzxiéme cas. — L’'un au moins des nombres a et f est
tncommensurable avec n.

Un raisonnement classique montre que 'on peut alors trouver
une suite infinie d’entiers py, ..., pa, ... telle que I'on ait

limePnd = limelPn3=1.
ny> » n>x

D’autre part, on peut extraire de la suite p, une nouvelle suite
infinie ¢, telle que 'on ait

imfo () =f(e. )=+,

"liin_gq.(x:y) =g(x,y)=y—+...,
la convergence étant uniforme au voisinage de tout point intérieur
a D. D’aprés le théoréme 1 bis, on a

fle,y)y=z, = gz, y)=y.

(') A et B désignant deux transformations, je désigne par AB le produit de
ces deux transformations, la transformation B étant effectuée la premiére.
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Cela posé :

a. Soient M et M’ deux points quelconques distincts de D; si
leurs transformés par S étaient confondus, leurs transformés par
S7»= §9=~'S seraient aussi confondus. Or S7"(M) tend vers M, et
S7+(M') tend vers M'. Il y a contradiction.

6. Si un point P de D n’était transformé d’aucun pointde D par
S, 1l ne serait transformé d’aucun point de D par S7»= SS7-.
Mais ceci est en contradiction avec le lemme 4.

S est donc bien une transformation biunivoque de D en lui-
méme, et le théoréme II se trouve enfin complétement démontré.

Remargque. — Si D est un domaine cerclé borné, et si

lab'—ba’ | =1,

alors les fonctions f(z, y) et g(x, )) sont nécessairement
linéaires; on sait en effet que toutes les transformations d'un
domaine cerclé borné en lui-méme, qui laissent fixe le centre, sont
linéaires ().

7. Etude de quelques cas d’application du théoréme II :

Tutorime I1I. — Soit D un domaine bornécontenant l’origine,
et non ramifié a Uorigine. Supposons que les fonctions

(1) Sz, y)=ar-+by+..., g(xr,y)=ax -+ l)’.y—+—...

transforment D en un domaine intérieur a D; supposons de
plus qu’un certain domaine D,, contenant l'origine, intérieur
a D et univalent par rapport a D, soit transformé en lui-méme
de maniére biunivoque par la transformation (1). Alors cette
derniére définit aussi une transformation biunivoque de D en

lui-méme.

En effet, puisque le domaine D,. est transformé cn lui-méme,

on a
|ab’'—ba’ | <1

(') Voir-[A] Chapitre 1I, n° 6, théoréme VI. Voir aussi ma Note aux Comptes
rendus déja citée (t. 190, 1930, p. 718).
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mais la transformation inverse montre que 'on a aussi

tab’'—ba' i 21,
et, par suile,

iab'—ba' ! =1.
Le théoréme 1l s’applique alors. C. Q. F. D.
Tutorime 1V. — Soient
f’(r, y)= .z'"A—b ar +by —-. .., glr.y)y=ryo+aar+=0y+...
deur fonctions holomorphes dans U hypersphére
KA R EG P
et satisfaisant a Uinégalité

ISPl glr<r.
On a alors ‘

El
lab —ba’ | < (i ——:1'0.;0—)'0)'0)"',
et,sil'égalité est atteinte, les fonctions f(x,y) et g(z,y) défi-

nissent une transformation biunivoque de l'hypersphére en
elle-méme, et, par suite, sont homographiques.

Soil en effel ‘
X =F(r. y). Y =G(r, )

une transformation biunivoque de’hypersphére en elle-méme, qui
améne le point

au centre

On peut prendre par exemple

Vor e e Bl ) = T2 Yo (200t yoya)
0ot Ko Ve (X)) =

1——.1-50—)/}70

’

— = ( — / — T;. — V.
\/zo Lo == Yoo G(-T,- _"‘) vE (Lo), }’o-l‘)\ I— ZoLo—Yo)o .

‘ I — ZZo— Y Yo
Je considére les fonctions

Ji(r.p)y=F f(r. ). g(r,y)]=Ar+Byr+...,
e, Y=G6f(r. ). g, ) =Nr =By +. ..
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qui s’annulent pour £ =) =0.On a

[l)('fg.fg\)J T[])(F.G)] » D(f £)
“(\J), ‘}') L=yI=o N .D(J'; ‘}') =y, VI D(-l'.yV) r=y=0

" Done

AR —BAY| = !

= X ab'—ba .

(1 — Ty .;n —)’o‘;'o )§

Il suffit d’appliquer le théoréme Il aux fonctions f,(z, y) et
&1 (x, y), pour obtenir lc théoréme 1V.
On établirait de méme le théoréme suivant :

Tutoreme V. — Soient

f(r.y)ysri+ar-+by +..., glr.y)y=yy+arc+by—+...

deux fonctions holomorphes, de module plus petit que un pour
(8) [ <1, [yi<<1.

Ona
cab'— ba' | < (l — .1:(..[0) (l —_}'nj’(,),

et, si Ubgalité est atteinte, les fonctions f(z, y)-et g(x, y)
définissent une transformation biunivoque du domaine (8) en
lui-méme; on a donc, dans ce cas,

Sl )=o), g(a, y) =140
ol
Sy e () glr, y)=4(x),

les fonctions ¢ et § ¢tant des fonctions homographiques d’une
seule variable complexe.

8. Extension de la théorie précédente. — Nous allons d’abord
préciser le lemme 4 de la fagon suivante :

Lemme 3. — Soit une suite infinie de couples de fonctions
Sulz, ), gu(xy y), holomorphes dans un domaine quelconque
D. Supposons que, pour chaque valeur de n, le domaine D,
engendré par f et g soit intérieur a D, et supposons en outre
que l'on ait

limf, (x. y)=.r, limg,(r. y)=y,
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la convergence étant uniforme au vaisinage de tout point inte-
rieur a D. '

Donnons-nous arbitrairement deux domaines fermés A et A’,
tous deux completement intérieurs a D et univalents par rap-
port a D. Il existe alors un entier N tel que, pour toute valeur
de n supérieure a N :

1° le domaine A,-transformé de A par
(Sn) X=fule, p) Y=gu(r,)y)

soit univalent par rapport a D;
2° le domaine D,, contienne A' a son intérieur.

De méme que pour la démonstration du lemme 4, nous ferons
usage de I'intégrale de Kronecker.

Démontrons d’abord la premiére partic de I'énoncé. Si elle
n’élait pas exacte, on pourrait trouver une suite d’indices py, ...,
Pny + -+, et, pour chaque ‘valeur de l'indice, deux points distincts
M, et M, de A, tels que les transformés de ces points par S,
soient confondus en un méme point de D. On peut en outre sup-
poser que les points M, et M, tendent respectivement vers deux
points M ct M’ de A, lorsque n augmente indéfiniment; sinon, il
suffirait d’extraire de la suite des indices p, une nouvelle suite.

A cause de la convergence uniforme, les points M et M’ ont
méme transformé par la transformation limite de S, , qui est la
transformation identique; donc M et M’ sont confondus.

Supposons d’abord que M ne soit pas un point de ramification
pour D, et soit X une hypersphére, intérieure a D, de centre M.
Comme on l’a vu lors de la démonstration du lemme 4, le déter-

minant fonctionnel
D (fp.., &pa)
D(x, y)

ne s’annule pas dans X si n est assez grand, et le nombre des solu-
tions, intéricures a X, du systéme d’équations

(9) S, y) = ap,, &pa(Zy ¥) = bp,,

est donné par 'intégrale de Kronecker étendue a la périphérie de

X. Prenons pour a,, et b, les coordonnées du point transformé de
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M, par S, . Quand n augmente indéfiniment, a, et b, tendent
respectivement vers a et b, coordonnées du point M. Donc la
valeur de I'intégrale de Kronecker tend vers le nombre des solutions,
intérieures a X, du systéme d’équations

xro=d. y=0b,

c’est-a-dire vers un. Or, d’aprés les hypothéses faites, cette inté-
grale est au moins égale & deux. Nous arrivons donc a une contra-
diction.

Si M était un point de ramification pour le domaine D, on
transformerait le voisinage de M ¢n un voisinage univalent, et le
raisonnement précédent scrait encore valable.

La premiére partie du lemme est donc démontrée. La seconde
s’établit par un procédé semblable; nous laissons au lecteur le soin
de s’en assurer.

Tratorime IV, — Soit D un domaine borné contenant Uori-
gine O, et non ramifié a Uorigine. Donnons-nous arbitraire-
ment deux domaines fermés A et A', contenant O a leur
" intérieur, lous deux complétement intérieurs a D et unicalents
par rapport a D. Il leur correspond deux nombres réels k et k'
plus petits que un, qui jouissent des propriétes suivantes : soient

() Sers vz ar by 4. .. gl y)sae -0y ...

deuz fonctions analytiques arbitraires qui transforment D en
un domaine intérieur a . Alors :

1" st |ab’ — ba'| > k, le transformé de A par (1) est univalent
par rapport a D;

2" s(|ab'— ba'| > k', le transformé de 1) par (1) contient A’
a son intérieur.

Démontrons par cxemple la premiére partie de I'énoncé; la
seconde s¢ démontrerait d’une fagon toule semblable. Si le nombre
A n’existait pas, on pourrait trouver une suite infinie de transfor-
mations

(X = f(r. ) a, b,y +....
(S,') $ . y R o

LY = gu(r.yr=a,xr+b,y 4. ...

telles que le transformé de A par S, ne soit pas univalent par
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rapport a D, et telles que I'on ait

. lim| @, b, — byl | =1.
n> o
h désignant un entier positif quelconque, soit (S,)* la A'é™
itérée de la transformation S, ; le transformé de A par (S,)* n’est
pas univalent par rapport & D. En effet, il existe deux points de
A qui ont méme transformé par S, ; ils ont aussi méme transformé

par (S,)*=(S,)*'><S,.

C. Q. F. D.
Cela posé, soient 2, et 1), les racines de I’équation

e (d,+b,)i —a,b,—b,a,=o.

On peut supposer que %, et %, tendent respectivement vers des
limites 2’ et 2" quand » augmente indéfiniment (sinon, on
extrairait une nouvelle suite de la suite des S,). On a évidemment
[2']=]2"] =1. On peut donc trouver une suile infinie d’entiers
qp tels que 'on ait ‘

hm 2% = hm2"9% =1.
Donnons-nous alors une suite de nombres positifs ¢, ...,
&p, ..., tendant vers zéro. A chaque entier p on peut faire
correspondre un entier 1, tel que 'on ait

Vs Ny 3
. (An,,)/” NG [ E/u

i (7_;’1/. Yip— 3" | -Z2p.

On aura _
lim ( 7.;1")4/,» = lim ( ).,”Ip YIp = 1.
P> p>x
Appelons
Fo(e, )= \px-+-B,y-..., Gp(r. y) =Apa + By —...

les itérées d’ordre ¢, des fonctions f,

np €U G D’aprés ce qui
précéde, les racines de 'équation

P

W= (A= B+ A, B, — B, Ay =0

quisont égalesa(%,) et(h, ), tendentvers un quand p augmente
indéfiniment.

La famille des fonctions F), et G, est normale dans D, puisque
D est borné, et que le point de coordonnées F, et G, est intérieur
a D. Je puis donc extraire de la suite F,, G, une nouvelle suite
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(pour simplifier, je I'appellerai encore F,,,- G)) telle que I'on ait

limF,(r.y)=F(r,y)=Aoc+By—+...,

imG,(r. y)=G(r, y)=Ac+By+...,
la convergence étant uniforme au vofsinage de tout point intérieur
a D. Les racines de I'équation

W—(\+B))r+ AB—BA'=o

sont égales a un. Je peux donc supposer que j'ai effectué préala-

blement sur D, ainsi que sur les fonctions F, et G,, une transfor-
mation linéaire telle que I'on ait

F(r.y)=a+..., Gz, )=y +....
Mais alors, d’aprés le théoréme I bis, on a
F(z, y)=x, G(r, y)=y.

Appliquons maintenant le lemme 5 aux fonctions F, et G,, qui
convergent respectivement vers z et y. On voit que le transformé
de A par F), et G, est univalent par rapport a D. Or ceci est en
contradiction avec ce (ui a été établi au début : « le transformé de
A par (S,)* n’est pas univalent par rapport a D ».

Le théoréme VI est donc établi.

9. Appliquons par excmple les résultats précédents a I’hyper-
sphére. On trouve sans peine la proposition suivante :

Tutonkue VII. — Soient
(1) Jlroyyz=ar s-by +..., g, y)=ax+by+...
deux fonctions holomorphes pour
(10) b 2|y | <135
supposons en outre que l'on ait
IfiElgir<,
et posons

[ b’ —ba' | = u (uli).

Il existe deux nombres positifs r(u) et p(u), qui dépendent



— 219 —

seulement de u et non des fonctions envisagées, et qui jouissent
des propriétés suivantes :

1° le domaine transformé de l'hypersphére
lz 2+ ypr<r(u)?

par la transformation (1) est univalent;
2° le domaine transformé de Uhypersphére (10) contient
Uhypersphere ‘
ey <o ()
a son intérieur.
« Les fonctions r(u) et p(u), nulles pour u = o, croissent avec
u, et (c’est la le fait important) tendent vers un lorsque u tend

vers un.

Il serait intéressant de déterminer effectivement ces fonctions.



