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LA THÉORIE DU SPIRAL
ET SES APPLICATIONS A LA CHRONOMÉTRIE

{suite);

PAR M. J. HAAG.

IV. — Application au spiral cylindrique.

34. Spiral sans courbes. — Les formules (54) donnent

, 1 ^

Portant dans (55) et négligeant les termes du second ordre, il
vient
(69) ^-- ^ [ / ( \ )OÎ- / (B^OB].

En se reportant à (56), on a ( ' )

,7---- ^(ot-OH^-^^-^ot-OB,),

( 1 ) Cette formule peut être obtenue directement d 'une manière extrêmement
simple. La courbe F' du n° 6 est un < ercle de rayon

"•-^ "(.-?)•
A

au second ordre près. Si l'on prend Ox s u i v a n t OA, l'abscisse de son centre
9

est R — R' = R .- • Les coordonnées des extrémités de F et de F ' sont respective-
ment

x --: H ces (à, y =r-- Rsin ^
et

Q
x =•- R . -+- R' ces [à, y ' = R' sin ^,

en posant \ -+- 6 == ?.
Par soustraction, on obtient, pour u et i», les mêmes expressions qu'en pro-

;>-
jetant w sur Ox et Oy.

En projetant, de même, (70, on retrouve les formules de Caspari {cf. ANDRADE,
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en appelant B, la position du point B quand le balancier a tourné
de0 .

Finalement, nous avons, en portant dans (22) ,

> 2 El 6 —>
(70 ^LH.^81-

On voit que la réaction d'encastrement est dirigée suivant la
ligne piton-virole ( ' ).

Pour donner une idée de Fordre de grandeur de celte réaction,
prenons un exemple concret. L'unité de longueur étant le milh-
méire et l'unité de force le gramme, prenons

R =, 4; e(épaisseur ) == 0,07; A ( h a u t e u r ) = o/^4 ;
X = % o ? i ; E = 2 4 . i o 6 ; 6 = ^ .

On a
ABi

w == ——»
20

dont le maximum est o,4-
Puis,

Ee^h
^GRi-X^

dont le maximum est atteint lorsque le piton est opposé à la
virole et vaut o,o33, soit SS""8.

38. On a maintenant, en utilisant (5':),

^^.^-^-(i+.^^-ô)] ^°^(.sinco4-ecosco^

en posant w == —î— • Si Fon prend OA pour axe polaire, les coor-

Horlogerie et Chronométrie, p. 268. GROSSMANN, t. II, p. 234, donne aussi ces
formules, à un facteur K prés, dont il n'indique pas la valeur).

On a ensuite
M3-^^ ^Ô^I—COSP).

En portant dans (33), on a le couple complémentaire

•)FT
N = = J;^681"?-^1-^^

formule également due à Caspari (cf. loc. cit.).
( 1 ) Cf. ANDRADE, loc. cit. . . .
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données polaires du point G sont ( ' )

A ^ 0 K , .
( 7 > > (^ =-= ——— » p — — ( ^ sin œ -h 6 cos co ).

On voit qu'i l se trouve sur la bissectrice de Fan^le AOB,, ce qui
est du reste évident a priori^ par raison de symétrie.

On peut aisément, au moyen des formules (72) , construire les
différentes formes de la trajectoire du centre de gravité ( 2 ) .

Si l 'amplitude de l'oscillation est de 3oo°, la plus grande dis-
tance du centre de gravité à l'axe du balancier est obtenue

i>
pour À == 100° environ et Q == 3oo°. Elle vaut 5,6 .-; soit o'^.Sô

avec l 'exemple précédent. On voit qu'elle est importante.

30. Les formules (63) se réduisent à

\ - ~^-î C -— —— cosX, B == D == K = o.

En portant dans (61), on a l'erreur d}isochronisme

(7^ ^- -^[—i-F(eo)cosX1.

La perturbation est indépendante de QQ^ si cos À == o. On retrouve
la méthode de Pierre Le Roy ( ; {) .

Si le spiral possède au contraire un nombre entier de spires,
l'avance diurne quand l'amplitude passe de la valeur OQ à la
valeur 9^ est, en secondes,

M^lZ^^e^-^M].

( 1 ) En passant en coordonnées cartésiennes, on retrouve les formules de Cas-
pari^ rectifiées par Andrade (loc. cit., p. 268). Voir aussi Grossmann (loc. cit.^
\). » - î 7 et •>33}. Les formules de cet auteur sont équivalentes aux formules t ^ ' î )
ci-dessus, en négligeant -p. Je signale seulement deux fautes d'impression. A la

Lj
pa^e '^7, il faut changer le signe de cos a dans x. A la page a33, il faut changer
le signe de s ina dans y.

( 2 ) C'est en construisant de telles courbes que Grossmann a établi qualitative-
ment sa règle du point d'attache (n 0 37). Mais, d'après ce que nous avons vu au
n" "sîû, ces trajectoires n'offrent plus maintenant qu^un simple intérêt de curiosité.

( 3 ) Cf. ANDRADE, loc. cit.
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Parlons, par exemple, de 0o== 3oo°. La plus grande variïition
est obtenue pour 0,==i56° environ. On a F ( ô o ) = = i , 6 8
e t F ( 0 , ) = — i , 3 4 ; d'où

F ( O o ) - F ( 6 i ) = 3 , o ^

Si le spiral a 10 spire, on a

M -==, . 3,02 == i3-2 secondes.
47C"-

Telle est la plus grande erreur d^isochronisme que peut pré-
senter un tel spiral.Elle varie d'ailleurs en raison inverse du
carré du nombre des spires.

37. En négligeant le second ordre, la formule (66) se réduit à

(74) Z = ^ O B P ( 6 o ) ,

en posant
(75) V(x)=^(x)+s-^p,

La table et le diagramme de cette fonction se trouvent à la fin du
mémoire. On voit que P est négatif pour 170° < QQ << 325°. On en
conclut que la direction du vecteur Z se déduit de celle de OB par
une rotation de — -. Donc, si Fon veut se conformer à la règle du
n° 20, le point d'attache B doit être à gauche de la virole^ quand
le chronomètre est au pendu, en supposant que le sens de Fenrou-
lementestle sens de droite à gauche. On retrouve la règle de
Grossmann ( < )^

Calculons la perturbation maximum sur un exemple concret.
Soient D la densité du spiral et e son épaisseur. La marche diurne
maximum est (2)

i o 3 6 , 8 D X R 3 P ( e o )
— Ee2 .

Reprenons le spiral du n° 34, avec D == 8 et 0o= aoo0, ce qui

(1) Loc. cit., p. 212. Cette règle n^a d'aiHeurs pas grand intérêt pratique, carie
spiral cylindrique a toujours des courbes terminales et il n'est guère employé
que dans les chronomètres de marine, donc en position horizontale.

(a) L'unité de force est le gramme-poids et l'unité de longueur est le millimètre.
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donne à P(0o) sa plus grande valear absolue o, 22. On trouveM==62;
soit une variation maximum de 124 secondes pour deux posi-
tions diamétralement opposées.

38. Spiral avec courbes de Phillips. — Les vecteurs p \ g \
^p\§\ sont nuls, de sorte que pi = ç>\ == o et la formule géné-
rale (53) se réduit à

> RÎ r -—>• -—>-"i
W V= ^-L/A(A /)?.26-^OA /-+-/B(B /)p2<5^0B /J.

En l'appliquant à (56), on a, en négligeant les termes du troi-
sième ordre et se bornant au cas où les courbes terminales sont
symétriques^

> o2 r -—^ --^iw = ^ p^e-^OA'—e^OB'iJ,

en appelant B', la position de B', quand le balancier a tourné de
l'angle Q.

Si Fou amène A' en A7' par la rotation — 92 et B\ en B" par la
rotation 92, on peut écrire

> 62 —^w = = ,-;?,B"A";

d'où la réaction d'encastrement

> 2 El 62 —>{ 7 7 ) ^LKir^^^
Comme au n° 34, elle est dirigée suivant la ligne piton-virole^

car A."B" est parallèle à AB,. Mais, cette fois, elle est du second
ordre en r . Sa valeur maximum est atteinte lorsque les points
A." et W sont diamétralement opposés. Avec les données du n° 34
et la courbe III du n° 27, ce maximum est approximative ment
égal à i^ô; il est environ 20 fois plus petit qu'avec le même
spiral sans courbes terminales.

39. Employons maintenant la formule (07), en supposant tou-
jours les courbes symétriques. On a, au troisième ordre près,

^ = ̂  ?2 0~Ï' [— ( 4 i 4- 0 ) e-i^ 4- ( 4 i — 6 ) e1^^) ],
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ou

-> e —^ i^
Ç=—.y^pqOA'e 2 (6 cosco 4- 4 sinio),

X 4 - 6
œ == ——— 4- <p2-

——^
Si Y on prend un axe polaire parallèle à p 2^-2 y ^s coordonnées

polaires du point G sont

(78) a) =- ——— 4- 92, /* == — -;— 6(6 coso) -4- 4 sinco ).

Comme au n° 35, il se trouve constamment sur la bissectrice de
Pangle AOB( et cela est toujours évident a priori^ par raison de
symétrie.

Les formules (78) permettent de construire aisément les diffé-
rentes formes de la trajectoire du centre de gravité. En pre-
nant toujours 10 spires et la courbe III, la plus grande valeur de r,
pour ô=3oo°, est atteinte si À = i5o°— 292=— i45°y à un
nombre entier de circonférences près. Cette plus grande valeur est
égale à o .ogiR; ce qui donne, pour un spiral de 4mm ae rayon,
environ 3,6 centièmes de millimètre. Cet écart maximum est
10 fois plus petit qu^avec le spiral sans courbes terminales (n° 38).

40. Calculons maintenant la perturbation d'isochronisme.
Les formules (63) se réduisent à

A = C = D = o , B= i^(p^+p,2),

^ 2R4 . ^ • N
K = — — ^ p 2 p 2 C O S ( X - + - Ç 2 - + - ? 2 ^

En portant dans (61), on a la perturbation cherchée.
On ne peut choisir À pour la rendre indépendante de 9o î

donc, lu règle de Le Roy ne s'étend pas à un spiral muni de
courbes de Phillips.

Si Pon suppose les deux courbes symétriques, on a

Pî= P2ï ?2= ?2-

et la formule devient

(79) ^^-^yg^^+^ce^côs?] ^\^^).
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Si Ion construit les courbes

S^(8 )=3e2 -+ -aH(6 )cosp ,

on constate qu^entre a3o° et 3i5°, la courbe qui se rapproche le
plus (Tune horizontale est celle qui correspond approximativement
à (3 = 73° (voir le graphique à la fin du mémoire). Donc, on aura
le meilleur isochronisme en choisissant le point rattache de
telle manière que À == 72°— seps, à un nombre entier de circon-
férences prés, bien entendu.

Dans ce cas, Foscillation de S, dans Pintervalle en question, est
environ de 2 unités; tandis que si Fon prenait (3 === i8o°, elle serait
de î"5 unités, soit 88 fois plus grande.

Calculons la variation de marche diurne sur un exemple
concret. Supposons toujours 10 spires et la courbe III. On a

•i / -ï - ii '̂ 6'->,H?3=,,i; /-J.-^B; ^=^=0,9.

D'où
M = «"4oox,..x,.,«i ̂  ̂  ̂ ^S.

^OTT )*

Si l'amplitude passe de 35o° à 255°, on a AS == — 2 pour (3 == ^a°
et AS ==—173 pour [3==i8o°. La marche diurne diminue
de o^oi dans le cas le plus favorable ( i) et de o^SS dans le cas
le plus défavorable.

On voit qu*en choisissant Pangle d^enroulement comme il a été
expliqué plus haut, risochronisme du spiral est de Fordre du cen-
tième de seconde, c'est-à-dire pratiquement parfait.

Si l'on compare ces résultats à ceux du n° 36, on se rend compte
de Y énorme amélioration apportée par les courbes de Phillips
à I1 isochronisme.

41. Voyons maintenant /''influence du poids du spiral.
La formule (66) devient, en se bornant toujours au cas des

courbes symétriques,

^—^^[^^"^•^(^ol?^.],
'2 Li~

(1) Cette valeur est d'ailleurs vraisemblablement illusoire, car elle est à la
limite de l'approximation de notre théorie. Mais, ce qui importe, c'est précisé-
ment qu'elle est réduite à cet ordre de grandeur.
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en posant

(80) Q(.c)==4Jo(4-)-+-F(.r)==5Jo(.r)—^Ji(^) .

La table et le diagramme de cette fonction sont reproduits à la
fin de ce mémoire.

Faisons tourner A' de — 9 3 et B' de +?2 autour de 0. Nous

obtenons les points A" et B". Portons A^P== Q(0o)OB^. On a

( S i ) ^=-.J^p,ÔP.

Or, si 0o varie de 90° à 3oo°, Q(0®) oscille entre — 2,5 et i,3;
donc, P se déplace sur le segment PoP< • II passe en A" pour 0o==113°
et 268° environ. ->-

On voit que la direction du vecteur Z varie avec l'amplitude
de Voscillation. On ne peut donc fixer une rèçle du point d^ at-
tache convenant à toutes les amplitudes.

Observons cependant qu^en moyenne cette direction oscille
autour de OA", surtout si Famplitude reste voisine de 270°. Si l'on

choisit \ de telle manière que ^-+-293===^^ L conserve rigoureu-
sement la direction commune à OA" et OB\ Cette direction est

Fig. 2.

^PoW)

d'ailleurs celle de A'B\ Quant au sens de Z, il est opposé à celui

de OA1', si k est impair et pourvu que Q(0») reste inférieur à UH)
c^est-à-dire que Og reste inférieur t^Q0. PjEkns.ces cpnditipn^ on
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aura l'avance maximum en orientant le spiral de telle manière

-——>- . . . •
que 0\" soit dirigé suivant la verticale descendante. Cette orien-
tation dépend évidemment de la forme des courbes terminales, à
cause de l'angle cpa? cpi varie avec cette forme.

42. Calculons numériquement cette avance maximum dans un
cas concret. Supposons

d*où
A -h •>. ©2 ==- (. ̂  ̂  - "- 1 ) ̂  Ct 60 = 1 90° ;

Q ( 0 o ) = — - 2 , 5 .

Prenons la courbe terminale 1TI. On a
•> R2 —->-
Z : = — — — x i,o5 x 3,5 x OA".

L'avance cherchée est, d'après (42)?

-, wR^ - .. , DR^M =- —T— x 3.7 X ^() 4oo = iqio x î—r*
•À LL1 ' sLe-

En reprenant l'exemple du n° 34, avec D^^ 8, on trouve M ==88,3;
ce qui donne une variation maximum de lô^ô pour deux posi-
tions diamétralement opposées.

On voit que /'amélioration apportée par les courbes termi»
nales est beaucoup moins importante en ce qui concerne l'in-
fluence de la pesanteur qu'en ce qui concerne l^isochronisme.

Observons aussi que l'influence du poids du spiral peut
nuire considérablement à V' isochronisme (^). Si, par exemple,
nous supposons que OQ passe de 195° à 3oo°, Q(^o) augmente

->-
de — 2 , 5 à i , 3 ; et si le vecteur Z est dirigé suivant la verticale
descendante, le chronomètre retarde de 9 secondes, soit environ
ïofois la plus grande variation de marche susceptible d^être
obtenue en position horizontale (n° 40).

(1) On pourrait, il est vrai, éviter cette perturbation d'isochronismc apportée
par la pesanteur, en plaçant le chronomètre de telle manière que le vecteur OB"
fût horizontal. La composante verticale du vecteur Z ne dépendrait plus de 6,.
Mais, une telle condition serait difficile à réaliser pratiquement, car elle dépen-
drait de la forme des courbes rerrmnales.
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La conclusion pratiqua est que le spiral cylindrique ne doit
jamais être utilise en position verticale.

43. Influence d un défaut des courbes terminales. — Dans la
pratique, il est impossible de réaliser exactement des courbes ter-
minales satisfaisant aux conditions dr Phillips. Cherchons quelle
est l'influence de l'erreur ainsi commise.

Nous devons supposer, cette fois, que p i n'est pas rigoureu-
sement nul, mais seulement très petit. Dans ces conditions, il faut
conserver tous les termes des formules (63) et {W}. Si l'on sup-
pose, pour simplifier, que les deux courbes sont à peu près symé-
triques l'une de l'autre ( '), les coefficients A, B. G, I) , K subissent
les accroissements suivants :

K1

F AB^o,

> 1^

A \ = F^Ï -^r*)»

AC =-- -p;- pi ?', ros( A 4. ci 4- ®'i ' ;

•> \\ ''
Al) s= —— p.^ ^. ^ =- ^i ('os( A -t. 0, 4. ^.^ ) 4-p\ cos(X -t- s',-!- £3 );

AK^-o.

On en déduit la correction suivante de la formule (79) '-

<^.) A l '='-!p [(?î^??.):^:^:ÎG(ol( ^•^<;^?'l c (»s (A-h^ i4 ? ' , ) r < 0 , » 1 .

La valeur des angles ^i et ^, sont tout à fait quelconques, car
elles proviennent d^erreurs accidentelles concernant la position du
centre de gravité réel de chaque courbe terminale par rapport au
centre de gravité théorique. Quant aux nombres pi etp\ ils peuvent
très bien atteindre Pordre de (2).

Les trois termes (82) sont du même ordre de grandeur et, comme
leurs coefficients ont des valeurs accidentelles, il en est de même
de la perturbation de marche. On ne peut donc donner aucune
règle générale permettant de prévoir dans quel-sens agissent

(' ) Vutiernent dit, on suppose p, py et », y^,.
(2) Sur un spiral plat ayant donné un excellent réglage, j^ai trouvé, par agran-

dissement photographique, un rapport pi égal à —j -

L V I I I . i l
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le^t retouches faites aux courbes terminâtes. Ces retouche»
peuvent indifféremment provoquer une avance ou un relard.

On peut loulefois apprécier leur importance numérique. Suppo-

sons, par exemple, o» -== p, =- el calculons les limites entre

lesquelles peuvent varier les marches M|, M,», M:» correspondant
aux trois termes de (^).

On a d^abord, en supposant toujours 1 0 spires el la courbe III
/ . . \\ i \( ce qui donne == ^ » »

M,-=<>.• ; •».

Prenons ensuite ^^^l-^ d'où ^r^aao0, G(^ i )==5,<) et
F(0,)===- - o,/(. Suivant les valeurs de îSi el 9,, 3 peut varier

entre — '>.o\ et 4- api , c'est-à-dire entre — -: el -|- -. Donc,

—0.70^ M.,<<C < » . 7*).
De même,

—o.i^ M,<^o . i1 .

Si toutes les perturbations elaient de même sens. on voit (|uc
l'effet d'une telle retouche pourrait atteindre environ i%2.

Ouant à l'erreur d'isochronisme, elle provient de la variation
des fonctions G et F. L'oscillation de G, obtenue entre ^i == •î^^
et ^i == i(»o°, c'est-à-dire entre Oo== l2^^ et Oo== i i i°, est environ
é^ale à 1 0 . Cela pourrait donner une variation de M.j égale à ï\ •>..
I.'oscillation de F, dans le inêine intervalle, est de i ,3. La variation
correspondante de Mg pourrait être de ̂ ^^ ̂ n voitque le défaut
d'isochronisjne peut ( i t t e i j i d r e environ i*',^' ( 1 ) .

44. Vr()yons maintenant l'effet de la pesanteur.
On a, par la formule (66) et en négligeant l'accroissement du

premier terme, ( ini est du second ordre,

( S - { ) A Z ^ — ^ P ^ O o ^ i e ^ O } ? .

La longueur de ce vecteur est environ p, fois plus grande que
celle du vecteur (74) - rja perturbation maximum correspondante

(') Bien entendu, celte erreur s'ujoute algébriquement à celle qu'on aurait avec
des courbes de Phillips parfaites et qui a été évaluée au n» 10.
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se déduit donc de celle du n° 37 en multipliant par p, ce qui donne
1 2 secondes de variation de marche entre deux positions diamé-

tralement opposées^ si Fon prend p, == -I •

Bien entendu, à celte perturbation s'ajoute celle du n° 42. Si elle
était de même sens, on pourrait avoir une variation de inarche
totale de 29 secondes environ. Mais, ceci est un maximum, qui,
pour une valeur donnée de p,, ne peut être atteinte que tout à fait
fortuitement. Quoi qu'il en soit, on voit que le réglage aujc posi-
tions verticales doit être extrêmement difficile avec un spiral
cylindrique.

Ajoutons'que toute règle du point d^attache est pratiquement

impossible. Au vecteur Z du n° 41, il faut , en effet, ajouter le vec-
t e u r (8.^); lequel <itteint facilement l'ordre de grandeur du premier
< ' t peut moditier complètement sa direction. Comme l'angle o, est

totalement inconnu, il en est de même de l'orientation de Z.

V. — Application au spiral plat.

i3. Spiral sans courbes terminales. — La formule (55) se
réduit, en négligeant le second ordre, à

< X \ » V ̂  - [ H /•( A ) (~)X — \\' f( H ) OB J .

Sauf dans le cas où / (A) est accidentellement beaucoup plus
pet i t que/(B), on voit que le premier terme du crochet remportep /
de beaucoup sur le seconde car le rapporte == - est généralement

de Perdre de - ou -•i i)
La formule (56) devient, avec les mêmes notations qu'au n° 34,

w -— ° ( K OÎ — H' ORi )
Lj

ou, en négligeant le second terme,

> 6R ->
« > - — — O A .

D'où

<«.) ——^••oî.
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On voit que la réaction d'encastrement est dirigée sensible-
ment suivant le rayon qui aboutit au pilon.

Prenons un exemple ro//c/r^. Supposons les données suivantes :

K ' = - î ; \\'^ i; e - » < » . < » ? < ; A ^n . ^ : À - = ^ 7 : ;

d'où
L -SS- ( » < » ^ •==• 1 <S;Î..'').

On trouve
l^// ^

soit i •w milligrammes.

W. La formule ( . ^7 ) nous donne maintenant , en ne gardant que

le terme pr incipal ,
1< / 0 \ >

(^, r- ^ /^^<»\ .

On voil que le ee/itf'e de ^ l'agite décrit sensiblement un ser-
ment <le droite parallèle au rayon du /nton.

Si l'on gardait le second terme de (^7), on obtiendrait une (ra-
jeetoire plus com|>liquée, mais toujours voisine du serment ci-
dessus. La détermination de celle trajectoire serait facile, mais
no lire aiicnn intérêt pratique.

i7. Les formules (().!) se réduisent, en ne ^ardantque les termes

prineipau'x, a

\ s , l î-«-o. < 1 = - — < ' < ) " ) . . D s s k - s s o .

En |)ortant dans (61), il vient

( ̂  ̂  =r ——'———— ; — | ̂  •> z 1 F ( 0,, \ (•(»- À ;...

On voit que la re^le de Le Roy s'applique encore au spiral
plat. Toutefois, elle est beaucoup moins nette qu'avec le spiral
cylindrique, car elle a pour but de supprimer un terme de l'ordre

de !..» qui n'est pas éloigné de l'ordre ^ de l'approximation de la

formule.
Si l'on suppose, comme an n° 30, que ^ varie de 3oo° à i f)(>° et
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• i » i ' - ' •si l on prend £ == - et /. == 207: ( s o i l 10 sp i r e s ) , on trouve une

variation de marche fîiurne qui peut alteindre au maximum
28 secondes.

On voit que, pour un même nombre de spires^ îisochronisme
f'sl à.peu près quatre fois meilleur a^'ec le spiral plat qu\fvec
le spiral c y l i n d r i q u e . Cela tient à la présence1 du facteur e 2

devant F(^o), dans la formule (87).

48. Appliquons maintenant la formule (66). I l vient en négli-
geant les termes de l'ordre de r-,?

( ^ ) /•=. /^ -OH [ ' { 0,, >.

où Fon a posé

(^)) ï r . r )=- ^.1,(. /
. 1 , ( . / -

)

ï.a labié et le diagramme de cette nouvelle fonction se trouvent
à la fin du mémoire.

Pour i64°<, 9o<< 3oo°, elle est négative. On en tire la même
conclusion qu^au n° 37, en ce qui concerne le point d^attache,
Mais, comme au n° 47, cette conclusion est beaucoup moins nette^
car le vecteur Z donné par la formule (88) a un ordre de grandeur
qui n^est pas très éloigné de celui des termes négligés (1) .

La perturbation maximum de la durée d^oscillation est, en
secondes de marche diurne,

M-'̂ t̂,,.,,

Reprenons le spiral du n° 4o, avec D == 8 et ^o== '^-^o0:
d'oùU^o) ==— 0,28. On trouve que la valeur absolue de M est 2,85;
soit une variation maximum de 5',7 pour deux positions diamé-
tralement ooposées. La perturbation est environ 22 fois plus
p e t i t e qu'avec le spiral cylindrique du n° 37.

49. Spiral avec courbe extérieure et courbe intérieure de

( ' ) II correspond d'ailleurs au terme négligé de la formule (86). Ce sont les
sinuosités de la trajectoire du centre de gravité qui donnent lieu aux perturba-
tions de marche.
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l ^ l t i l l i f f s . — On a approximativement, d'aprés (5(>) ,

^••s- p^ .- ^^.0^» C ̂  . / H "~ H 0 K, A'.

La réaction d^encastrement n'a plus une expression simple
comme dans les cas précédents.

[{éprenons encore le spiral du n° K\ et supposons que cliaque
courbe terminale soit une courbe III. On a alors L == '^06. Si l'on
suppose que ^ :=- ^70°, les deux forces qui correspondent aux deux

termes de <r ont pour valeurs respectives c)'"^) et 2nlf!?. Elles font
euire elles un angle de 1 2 1 4 ° , 5 . Leur résullanfe est donc e.g'die
à S"'^,- e n v i r o n . Elle est i4 fois i)lus petite due. suns e o i i i ' I f e s
terminales.

On peut aussi calculer facilement le vecteur Ç et en déduire la
t r a j e c t o i r e du centre de cranté. Mais, le résultat n'est pa"»
simple, sauf si l'on néglige B/ devant R^ auquel cas la trajectoire

est un arc d<' paralfole^ car ^ se réduit a un trinôme du second
degré eu (/.

iï0. Calculons la pertur billion <7 ' i soc l i ron is ine.
l.es formules (() .^) se réduisent à

. ^- ( ( h — lr '''J^jL^y^l-1 r - '^"^

- s H i î ^ h — l ^ , ^
< . '=•——————^———<'()SA.

,|^H'( i< — « ' )
1 > = —— -- ——— ^.^ ( • ( > - < A -t- :/^, 1\ -̂  0,

en négligeant le cube do £ == - devant l'unité.

En portani dans (^i), il vient

AT <s,h-- i r^ >l<< i
^)) ^ - ^ - — — ^ — — — - ^ ^ ^ ^ ^ , V f O . ,

en ( )osanl
\ ( 0, ) •=r 1 . ') 0;-î U2 — — • > , ; POSA F ( 0 ) ) —— > SG.i C0?( A -4- ^.) » ( » ( 0| ).

l^our avoir une idée de la manière dont se comporte la fonc-
tion V7 (^i ; suivant les différentes valeurs de/., prenons un exemple
concret.
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Supposons d'abord que la courbe extérieure (1) soit la courbe 111 ;

de sorte que p^=i/)5 et 9.j== i47° î5 . Prenons £ == ^ et

A •S •.•>. 1 71 -̂  A ' ( —— 7T ^ A'^ 7: ».

On a

V ( 0 ) ==- i . ( ) ( ) 0 ^ — o. •'» F( 0 ) P O S A ' — o. ) î ^•( 0 » r o s < ' A ' -(- i i;",3 ) -

Cherchons l'importance de la somme des deux derniers termes
vis-à-vis du premier. Le maximum de celte somme, quand > /va r i e ,
a pour carre

v2— ( o , vr — o . i^')1 "t o - o ^ ' ( * ' 2 -

Si 0 varie de i i o° à 3oo°, le rapport -^^ ne dépasse pas o j 3.

On peut donc, sans erreur sensible, réduire ^ 7 ( 0 ) à son premier
terme, ce qui donne la formule approcfiée

YF > , ( H _ | ^ ) - S H6 .....
« ) i ) , -F2"——f7^—— ( h^n^L^ 0 '

Cette formule nous apprend que /^ montre retarde aux petites
amplitudes. Cet effet s'ajoute au retard bien connu dû à l'échap-
pement.

Évaluons le retard entre 3oo° et 200°, pour le spiral du n° 49.
Le roefTicient de 9^ dans (91) vaut 4 , 4 . 10 7 . On en déduit le retard
d i u r n e :

Vî •=- o ,8( ) | X 1, \ X ——; - o. )8.5 ( I <S ) -

Uisoclirotusine est donc de l'ordre de ^ seconde par jour.^

I l ne peut être amélioré que si la courbe extérieure satisjait
à la condition p ,==o . Si cette condition était •remplie, la fonc-
tion V se réduirait à son second terme. La perturbation serait
18 fois plus petite que précédemment. Mais, en réalité, cette valeur
serait vraisemblablement illusoire, parce qu'atteignant la limite de
l'approximation. On en conclut néanmoins que la perturbation
serait très probablement de l'ordre de quelques centièmes de

C) La courbe intérieure n:n plus (Tinmience, cnr p, et '^ ont disparu avec le»
termes en H'/. Mais, ceci suppose, bien entendu, qu'elle satisfait aux conditions
de Phillips/
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seconde tout au plus cl Yisoclironisme serait pratiquement
parfait.

o l . Examinons maintenant la perturbation due au poids du
spiral.

On a, par (()()),
> \\1 c-., e /^ ^ •-» K''2^'., e '̂-- —^
^ v— ———^—— 0 V- •,•), | •< .!„( 0., ) ^F( 0., > [OB'

-t- K—— h - : l (0„ t ( ) l r .
I^J.I

Le crochet du second terme ne dépasse pas 2,1 en valeur abso-
lue. En comparant ce terme au premier, on voit que leur rapport
est au plus do l'ordre de ^^: soit-!- si s == -"- Dés lors, on peut

1 o i *
écrire, avec une approximation suf f i sante ,

> \^-i r —^ > i
«,P » / ̂  ,. | — ., ̂ ( ) A' -t- :1 l < 0.. ) ( ) ? > ' [ .

Si 0^ varie de i^" à 3oo°, 3L) (^o ) oscille entre o et —o.S/ i ;
cette dernière valeur ( ' tant at teinte pour ^o^^00- T-'e second
terme du crochet est donc toujours plus petit que le premier (sauf
si p.j était très petit ).

^f l ' o n r^ut rendre Z minimum^ pour une valeur donnée de Oo
comprise entre les limites précédentes, il fau t prendre

( \ ) ' ï ) AS. ^îs^ •> ^ -4-1 )^.

••>- . ._^
Dans ce cas, Z a la direction OB'. Donc, OB' doit avoir la.

direction du pendant. Telle est la règle du point d'attache.
Si l'on a la relation (9.^), la perturbation maximum est

^i) y=/^i?,+•^.^,,ul.

Si l'on prend la courbe III, avec £ =-: -^ le crochet reste com-

pris entre i,o5 eto ,<S4, si 9o varie entre i6/i° et 3oo°. Avec le spi-
ral du n° 48, la marche diurne est comprise entre i"^ eto8^^.

Si, au lieu de (f)3), on avait
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le vecteur % serait maximum; le crochet de (<)4) serait remplacé
par p.j— 3eU(^o) cl varierait entre i ,o5 et 1 ,^6; la marche diurne
serait comprise entre 0^62 et i^S.

Si À est quelconque, la longueur de 7, est comprise entre les
valeurs extrêmes précédentes. De sorte que V écart maximum
entre deux positions diamétralement opposées ne dépasse
pas '^,9.

«^2. Spiral avec courbe extérieure et sans courbe intéru'ure.
— La formule (56) nous donne, en ne gardant que les termes
principaux,

{^5} ^^ ^[^T^ -^0 H: ^ > e ^ J o ^ o - ^ O ^ O B o .
L L A L • - 1 I.

Avec les données habituelles des spiraux plats, les deux termes
du second membre sont approximativement du même ordre de
grandeur. On ne peut donc obtenir aucune formule simple pour
la réaction d'encastrement.

En prenant toujours le même spiral et 0 = 270°, on trouve que
les longueurs respectives des deux vecteurs de (95) sont o,o3a

et o,oa3. 11 en résulte que la longueur de <r est comprise entre 0,009
eto,o53, suivant la valeur de l'angle de l'enroulement. D'autre
part, la réaction d'encastrement vaut 260 (F, en milligrammes.
Elle est donc comprise entre 2 et \^aï.

En faisant, à partir de la formule ( 3 7 ) » un calcul analogue au
précédent, on constate que la trajectoire du centre de gravite
est une courbe compliquée, pouvant se déduire, par addition géo-
métrique, d'un are de parabole et d'un arc de spirale d'Archimède.

**)3. Occupons-nous maintenant de l'erreur disochronisme.
En appliquant les formules (63), réduisant le second membre

de chacune d'elles à son terme principal et portant dans (61), on
trouve

,,,.,) ̂ -^i^,..^
-4- s2 — [ F ( 61 ) sin À -̂ ' i . ?2 0 ( 61 ) sin ( A 4- ?2 > 1 ( •
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En reprenant toujours le même spiral, on trouve que la marche
diurne a pour valeur

( ' ( ( 7 1 M -~ o. •.».().-^- o .o ) Oy* -4 o.o8i)[ F ( O i > sin A -4- • > . i G( 61 ) sin( A-t- i 17^, 'V)) .

Supposons, par exemple, que Oo p^sse de 270° à 180°, donc,
Ci passe de 2/J50 à i63". On a

AM ==• — o. ") i — o. i Vi s in A — i . ' { • > s in < A -4' î /^70,.5 > .

Su ivan I la valeur de /, A M oscille entre -+- o8,^ ci — l'^o. On
voit se manifester une injl ue / i r e très nette de rangle d^cnioiile-
înent sur r isocin onisine.

l^1 lerme dont la variation domine, dans la formule (97), est le
terme en ( j i (^ ) . 11 y a donc intérêt à annuler son coefficient, en
prenant /. == — i 47'^ ou 32°.^ à ^ / r près. La première solution
est d'ailleurs préférable à la seconde, car elle fait varier le te rme
en F ( ^ i ) en sens inverse du terme en ^ f .

Xi l ' o n prend '/. ---- 3()o° x À — i /i7<^•^ on ^

A l ^i^ U-1 H ,, , 1-, ;- ^ — .-..- £'• - 4 - 1 . ) . r - ^ o ' T — o - ^•s^ p i ' f O i » .

Avec l'exemi)!!' précèdent, la variai ion de marche est — 0^43 •
En comparant avec le n° ^)0, on voit que / ' isochronisme est aussi
bon (fi('n\'ec une courbe intérieure^ ,v/ l'on cfloisil eojt^enableincnt
/n \'(t /ru/' de Van^le d e n r o u l e î n e n t .

^i. Voyons maintenant r influence de la pesanteur.
La formule (^)6) devient, en la réduisant à ses termes principaux,

( < ( < s , /î= — ,. ^ c ^•-o v-^ t < - 1 < On ) < >n.

l.e rappor t ent re le premier lerme et le second e.^t de l'ordre de
grandeur de -„—,,—,— == , -_-—.-— Avec l 'exemple du n" ^)0, ce

rap|)orl est a i )p rox imad \ émeut égal à - — . - - — • Entre ^=i3o"

et (/o — 3oo", la foncl ioi i l ne dépasse pas o,3 en vdlcur absolue.
Donc, le rapport ci-dessus est au moins égal à r. et les deux formes
de ( ( ) ^ ) ont des grandeurs comparables. On en conclut, comme

au n" il, que la direction du recteur L dépend de F amplitude 0^.
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Si l'on veut une règle du point d'attache, il faut ^arran^er pour
—-^- ~ ^-

que les deux vecteurs OA" (n0 41) et / OB aient la même direc-
t ion. On leur donnera des sens opposés ( ( '), si l'on veut en outre
<|ue / ail une longueur min imum. Ces deux conditions sont réa-
lisées en prenant
{ ( ) l ) > A 4.9, ^->I.T: •C--^'

Dans ce cas, Z a la direction et le sens de — / ( )B, pour

iKo° <0..< ioo°.

On abouti t au même résullat qu ' au n" 37. On en conclut que Ut
ré^le de Grossmann est applicable, moyennant les i esti n ' t t ^ n s
précédentes.

Si la condition (99) n'est pas remplie, mais que ^o re^te compris
^nire 200° et 280°, U(V) reste inférieur a -o , - -» ; le premier
terme de ( < ) 8 ) est inférieur à la moitié du second et /a règle de
Grossniann est enrore a peu pre.s exacte.

.V). Calculons la perturbation maximum de marche diurne, en
supposant ( < ) ^ ) et les données du n" 48. On a

d'où

AT m,-H2 | . , H^
T-" 'Er-I^^^Tl^.

M-S; I l | L< O n » + - 0 . 1 1 J .

Pour ^-^ •>î-o°, U ( 0 o ) -==— o,23; M = — i , 3 , soit une varia-
tion maximum de 2', 6 environ entre deux positions diamétra-
lement opposées.

Si le second membre de (99) est diminué de TT, /. a la longueur
maximum et M devient égal à 3,7; ce qui donne une variation
maximum de 7^4 entre deux positions opposées.

Si, en se replaçant dans la première hypothèse, QQ passe de 3oo°
A 2 'jo0, L passe de — o, i3 à — 0,28 ; donc, M subit une variation

3itrale à i\6^. On voit que le poids du spiral peut influer assez
fortement sur l'isochronisme^ lequel es-t donc meilleur au plat
cfuau pendu.

( l) En supposant toutefois 60 > 165*, pour que L^) soit négatif.
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^)6. Influence d un clé faut des courbes terminales, — Faisons
les mêmes hypothèses qu'au n° 43, en prenant comme comparaison
un spiral avec courbes parfaitement théoriques au piton et a la
virole. On a, en se reportant aux formules (63),

h •
A \ BT . .f, AP»= 0.

' < ~

A<'. '•== -—.—,--- ^ i -\ co^' A •̂  9i r^i )' -^) '=ï °» -^^ '=" °-

en négligeant tous les termes d'ordre nettement supérieur a AA>
D'où

A'T .l^ . î H ' - 2 , , ,- n-,.— r- — .- ^ f — -.,- ^ i .̂  i <•<>- < A -<- ï i -*- ^ i » l' ( 0 1 > .

Si pi et p, sont du même ordre de grandeur, le second lerme est
assez petit vis-à-vis du premier, surtout si f j \ est voisin de 233°^
c'est-à-dire 0^ voisin de a()o0. On en conclut c^une retouche faite
sur la courbe extérieure provoque un retard de la montre^
(niaïul le centre de çra^ifé de ladite courbe se rapproche du
centre de gravité théorique ( ' ).

Appliquons la formule ci-dessus au spiral du n0 i3, en suppo-

sidit 0, = et négligeant le second terme. On trouve que Pavanée

est de <»\65.
l^efl'et sur l'isochronisrne est pratKfuejnent nul. Enlin, une

reloue lie sur la courhe i n t é r i e u r e j i a f)as d'influence apprè-
ciafde.

,V7. \ oyons maintenant la repercussion sur Inaction de la
pesanteur. On a, diaprés (66),

^^^^^"•t>V^'jï^n,r.

Il est facile de vérifier que les deux termes du second membre
sont à peu près du même ordre de grandeur, pour les valeurs

( ' » .S'/ la courbe intérieure n'existe pas ou bien s^ éloigne beaucoup d'une'
courbe de PhHUps et si 0, n'jest pas voisin <le '33', cette conclusion peut être
en défaut et rien ne permet de prévoir le sens de la perlurl»ation.



usuelles de 0^. Donc, dejs, retouches se mhlahles (ailes sur la
courbe extérieure ou sur la courbe intérieure ont sensiblement la
même importance dans le réglage aux positions verticales. Toute-
fois, comme les retouches faites sur la courbe intérieure n^ont
pas de répercussion appréciable sur Visoclironisme^ il vaut
mieux/aire le réglage aux position s verticales en agissant sur
cette courbe.

Ce réglage ne peut d'ailleurs être opéré que par tôtofinements^
parce qu'on n'a aucun moyen pratique de connaître l'angle 9,.
Supposons, par exemple, qu'une retouche remplace le centre de
gravité de la courbe intérieure par le point symétrique par rapport
au centre de gravité théorique. Cela revient à dire que p, ne

change pas el que '^\ est augmenté de T.. Si o\ est de l'ordre de

au moins, l'accroissement géométrique subi p;ir le vecteur /.est de
l ordre de grandeur de ce vecteur lui-même, comme on s'en rend

compte en comparant (100) à (92). Dès lors, la direction de Z
peut être complètement modifiée et le réglage aux positions rer-
licales est totalement à reprendre.

08. Cherchons à nous rendre compte de Y importance numé-
rique d'une retouche faite à l'une ou l'autre des deux courbes, en
prenant toujours l'exemple du n° 48.

Si p i == » la marche maximum provenant de ce défaut de la

cour l)e extérieure est
^ . } . s x \ > D / H 2

M - - ———,———— - o". î :
h e 1

soit o\<S entre deux positions diamétralement opposées.

Si o'--= •> on a de même
1 1 1 0

-,, < S . ( > , x i ^ J ) L H — .. , .
M --. ——-——;————L ( Oo ) — i. î > l < Oo ).

Si ^=2^0°, M'==—o^Ô, soit environ -seconde entre deux

positions opposées.
En comparant avec le n" 44-, on voit a^e/f ce qui concerne le

réglage aux positions verticales^ /'} effet d'une retouche est
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beaucoup moins sensible avec le spiral plat qu'avec le spiral

cylindrique.
La conclusion pratique est que ce réglage est plus facile et

qu'indépendamment de son encombrement, le spiral plat doil

être préféré au, spiral cylindrique dans tout appareil horaire

pouvant être utilisé dans diverses positions verticales.

Tableau des fonctions F, (*. H; P. 0, l1

0((h^res). I- ' (O). ( i ( 0 » . N ( 0 ». P(C). 0(0). 1 1 ( 9 » .

o . . .
| i > . . .
•»< » . . .
3o. . .
io. . .
')< » . . .
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» ) < » . .
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Fig. 3.

Courbe H.
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