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SUR L EFFET PENDULE SPHÉRIQUE
DANS L EXPÉRIENCE DU PENDULE DE FOUCAULT ;

PAR M. J| :AN CHV/ .Y.

Les théories qu on donne dans les Cours de Mécanique ration-
nelle sont insuff isantes pour expliquer complètement Inexpérience
de Foucault , et les expériences analogues faites avec des pendules
d 'un mètre de longueur, parce que dans ces expériences l'ampli-
t u d e des oscillations ne peut être considérée comme très petite.
On remarque cependant que dans l'expérience de Foucault la
rotation des axes de l'ellipse, que nous appellerons Y effet pendule
sphérique ^ est de sens direct comme la révolut ion sur l'ellipse, et
ne sa lua i t en rien expliquer la rotation rétrograde observée de
ces axes. Mais a priori Penet pendule sphérique pourrai t être une
fract ion importante de cette rotation et la diminuer no tab lement ,
et , au contraire , si la révolution sur l'ellipse et l 'etlet pendule
sphér ique étaient rétrogrades, cet effel pourrai t masquer la rota-
t i o n due a la force centrifuge composée. Or l'on peut ajouter
précisément que dans l'expérience de l^oncault l ' e f f e t pendule
s p ï i è r i ^ u e est une fraction extrêmement petite de la rotation
rrtro grade observée. Ce résultat est nécessairement contenu (^
dans les théories complètes données de l'expérience de Foucault;
je voudrais le démontrer ici par un calcul qui sans doute ne peut
trouver place dans un cours oral, mais cependant relativement
simple.

i\ous considérons Fangle 0, variation de l 'azimut du pendule
quand il passe du parallèle inférieur au parallèle supérieur, et
qui est donné en fonction du rayon / de la sphère et des cotes y.
et (3 de ces deux parallèles extrêmes, comptées à partir du centre

(') Voir notamment TISSERAND, Bulletin des Sciences mathématiques, '2® scrie,
i. f). i -SS i , p. .1,53.
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positivement vers le haut, par la formule connue (1)

„ F ^ '>. l v/( / -T- a ) ( / 4- p ) ( l — a ) ( / — ^ ) (1^-i o _.. i — — — — — — — - — •
-'a ^ l'^—z2) \ { z — a ) { ^ — z) [ (a+ 3) ^ — l1^ a^|

Et nous allons mettre en évidence le développement le plus
direct de l'élément d^intégration suivant les puissances de l<f
variable z -|- Z. Faisons le changement de variaLles

Z J^r l = //, a — l ==- ? /o , [•i 4 / ~— MI.

et développons cet élément suivant les puissances de t/, pour
arriver finalement au développement de l'angle 0 suivant les puis-
sances des nouvelles cotes Mo et u\- Remarquons que le dernier
facteur placé sous le radical du dénominateur est égal à

( a -t- ^ ) ( z 4- l ) +- ( l — a ) ( / — ^ ).

L'expression considérée devient

r1^ ^ l \/Mo u^ ( ̂ . l — uo ) ( ' i l — ui} du
•/.

28 = 1 — — — — — — — — — , . »

,̂  U ( ' l l — U ) V ( U— UQ) (^i — U)[(—— 9^4- UQ^~ Ui) H -+- ( ' } . l — — ( / o ) ( • - » / — U\

puis, selon les transformations,

( ». l — iiç) ( 'i. l — u\} — ( — a / -+~ Mo -̂  M i ) u _ (— ' ) . l 4 UQ-^-U\ } fi
( 0. / —( / ,» ) ( •% ^ — M| ) '4 /( •> / — U{)— U[ } -^ y/o ?/i

î/

M̂O^I

[ •A»
4/2

^o -L ^ >
<^

M ^ 2

;——r '11____du____/ « \ - * | ïT/^.e==-i /Moî^i / — . ^ ( i——, ) | i————
J,, It ^ { U — — U Q } ( U Ï — — H ) \ •2/ / | U' ^ H ^ { U — — U o } ( U i — l f ) \ •2// j Up M j

,-. 4 / 2

MO-I- MI

"̂""n""
II est évident d'abord, sous cette nouvelle forme, que les deux

derniers facteurs de l'élément d'intégration sont tous deux supé-

( * ) Cf. APPELL, Traité de Mécanique rationnelle, t. 1 ,3 * édition, 1909, p. 5i 3.
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ricur.s a Funité: car //o, //i < t, selon une propriété classique,

> f — n^ — / / i == — ^ y. wl- ^ )

sf>nt positifs. Par s-uite l'angle 2(-) est supérieur a l'expression

- -.- r " - < l u
\ / / . > / / i ! - _-:-=_rr:-_;..i- -.--——- »

*./;, // \ ( // — / / (» il ^( — n i

(lui, pai le chaudement de varial)les

~^ i i',i t ' i
devieni

. ',., \ i r — t ' i P t'n— f >

D'où l'iiié^.tlilc

">.-
( I la (lémun-.iralion <iinsi ohlenue n'est I)<IA' ^eiisihieiiient plus
longue que telle .luire démonstration <le la même inégalité.

Kxprimons m<(inten,(nl l.< dillérenee 2 H—;:. On voit qu'en
fonction de (i les deux dernier^ facteurs de l'élément d'intégration
(i^urant d.ins l'e\[)rtisslon considérée de 2(") admettent respective-
ment comme points singuliers les deux points // == •A / et

/

i , ^ > l { i f

Celle seconde quantité est positive comme 2 / e t supérieure à 2 /.
1 )onc les deux facteurs et leur produit sont développahles en séries
entières eu n convergentes dans le cercle n == 2 /.

l^r intégration la diflérence ^(^ — r. sera d'abord le produit du

facteur \ u^ u\ par une série entière en les variables u^ et u^
dont les coefdcienis contiennent des puissances de l'expression

/ / o / / i

f 4-

>l
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Mais celle expression est elle-même développable en série
entière en u^u^ et //o-4- «i si ces deux quantités sont assez petites.
Au total la différence aO — 7: est le produit du facteur \ i i ^ u ^ par
la somme d'une série entière, d'ailleurs symétrique, en les deux
v.n'iables //„ et u^ ' , soit, si l'on réduit cette série < iu terme constant
et aux termes de degrés i et 2,

A - - ^ \ ̂ 7 f ) ^' ̂  // ' .4. r)( ^î ^ ̂ "4- ^ / ' ) / / 1 1 .
'" " ̂  ~\T~ L ^ ' < > —^~ ~——""'^^——— * J

Si l'on met en évidence, au lieu des cotes / /o el ff^ les rayons h
et a des parallèle^ inférieur et supérieur, sriou les i dations

on obtient encore
'î 7.<ih \ ( » i n'^ ̂  b1 » ~|
-ïï7r['^- •ï.,i. -" •[•-^^-^[--ÏT/r

•^a et ib seront les axes de l'ellipse qui par approximation sem-,
blera tourner dans le plan horizontal.

Par suite, dans l'expérience de Foucault, la vilesse angulaire de
l'effet pendule sphérique résulte sensiblement du second terme 4e
la dernière expression de 26, terme calculé déjà ( ' ) par Resal,
et, en fonction de la vitesse GJ de révolution sur l'ellipse, comme
la différence ^ 0 — r . correspond à une demi-révolution, a pour
valeur

3 i<>ffh
S^

Le rapport de cette vitesse à la vitesse ^\ du mouvement rétro-
grade du à 1<( force centrifuge composée est

c) '\nh <i ' ï f (b ï f i 1

( . ) , ~^ ~ ' h Yî7 ~ ÏÏT7'

puisque le rappel t ^ est égal au rapport , des axes de l'ellipse.

En définitive le rapport des deux vitesses angulaires est inférieur
, s

1 000

( ' ) Traité de Mécanique générale^ t. 1 , 1873, p.. 1^7.
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Plus généralement, el par exemple dans les expériences faites
avec les pendules d'un mètre de longueur, où l'on est amené néces-

sairement à d'onner <ui rapport , des valeurs plus grandes. V eff'ef

pendule sphérujue, en raison de la présence du facteur ^UQ u , ,
reste très petite (fuand la quantité u^ est extrêmement petite^
même si la quantité 11^ est finie : c'est-à-dire pourvu que le pen-
dule passe à chaque oscillation tout prés de la verticale du point
de suspension, même si aux extrémités des oscillations il s'écarte
d'un angle fini de cette verticale. En d'autres termes la dine-
rence 20 — TT, considérée en fonction de ^y, est nulle pour ^<»-= < » ,
et fonction continue pour celte valeur .

Le même calcul s'applique au développement de l'inter-valle de
lemps correspondant à l'angle O, en une série double'cn u^ el ^ i .

ou en a et b^ dont le terme constant est nécessairement1'!/ -^»
y •*"'

et qui pour ?/„ == o se ramène à la série classique du pendule
circulaire.


