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LA THEORIE DU SPIRAL
ET SES APPLICATIONS A LA GCHRONOMETRIE;

Par M. J. larc.

I. — Théorie générale.

1. Enoncé mathématique du probléme. — Rapportons le
spiral 4 deux axes rectangulaires liés 4 la montre et dont I'origine O
est sur 'axe du balancier. L'origine des arcs étant le point A
d’encastrement avec le piton, appelons s I'abscisse curviligne d’un
point courant quelconque M, ¢ 'angle polaire de la tangente en ce
point et x, y ses coordonnées. Le balancier étant écarté de 'angle 9
de sa position d'équilibre, désignons par X, Y les composantes de

. . . El
la réaction d’encastrement exercée par la virole et par — 6 + N le
p par +

moment résultant de cette réaction et du couple d’encastrement
par rapport a O. Le couple N sera appelé couple complémentaire.

En affectant de I'indice zéro les quantités correspondant a I’état
naturel ('), onsait que l’équation fondamentale de la déforma-
tion est

) —

L’angle 7 ayant une valeur donnée, il s’agit de déterminer les
trois constantes X, Y, N el les trois fonctions de ¢, z, j- de s, de
telle maniére que I'équation (1) soit vérifiée indentiquement, ainsi
que les suivantes :

s 3
() rea 1-/‘ cosyds, r==a +f sing ds,
U [

ou a et b désignent les coordonnées du point A.
En outre, il existe des conditions aux limites.

.(') Nous supposons que cet ¢tat naturel est réalisé pour 6 = o, ce qui arrive
toujours si le spiral a ¢1é bien pose. ’
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D’abord, on doit avoir
( .‘) ?—Pp=0. pour s = o,

a cause de l'encastrement au piton.
L’encastrement a la virole exige ensuite que l'on ait, pour

s=L,

‘1) ——-;0:0.

(5) &= way= xopcosld — yypsinl, ¥y =yp=axmsinl - yoycosl,

-G

0u Zoy, yop désignent les coordonnées du point d’encastrement B -
avec la virole, dans la position d’équilibre. '

2. Calcul des réactions, connaissant la forme du spiral. —
Supposons connue la forme exacte T du spiral et proposons-nous
de calculer X, Y, N. .

Nous avons d’abord, en intégrant (1) de o a s,

. s s . .
(6) ?:?l)+oi:**"h—‘l(N_‘EY'J_.'lk)’

ou Z, v, désignent les coordonnées du centre de gravité de l'arc s
dans sa forme actuelle. )

Pour s =0, on obtient identiquement la condition (3). Pour
s =L, il vient, en tenant compte de (4), '

(7) N:E1Y—nlxy
ou £, n, désignent les coordonnées du centre de gravité G du
spiral entier ().

Les conditions (5) s’écrivent enfin

L L
(8) w.,:a+f cos ds, yB=b+»f sino ds.
0 [

1l s’agit de tirer X, Y, N du systéme (7), (8).

3. Considérons, dans la formule (6), X, Y, N comme des

(') La formule (7) montre que I'on pourrait supprimer le couple compiémen-
taire a condition d’appliquer [a réaction d’encastrement au point G et non au
point B. "
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variables indépendantes et %, n comme des fonctions données et
continues de s. Posons, pour simplifier I'écriture,

(9) 5:?0'*0E’ e::-E'Ll(N—EY—'—nX).

Les équations (8) s’écrivent
1. L

Sp— @ == cos(z -+ z)ds. Ye— ::f sin(z - ¢)ds.
0 0

Posons maintenant

(10) U =orpg—a— [ cos z ds, v=yy—b— sin z ds.
o

Les équations ci-dessus deviennent
A1 ‘ L
(Tr) u:/ lcos(z=-¢)—cosz|ds. O:f [sin(z i-e)—sinz]ds.
0 o .

Je dis que les seconds membres sont des fonctions entiéres de
N, Y, N

On a, par exemple,

. eh 1
(12) cos(3-+-¢g)— OS5 = E——cos :~_~h—>'
P

h=1

La série qui est au second membre est convergente quels que
solent 3 el e. D’autre part, les variables X, Y, N ayant des valeurs
complexes (uelconques, la variable ¢ a un module qui est une
fonction continue de s. Si s varie de o a L, ce module admet une
certaine limite supérieure M. Donc, dans tout cet intervalle, la

Il s’ensuit

. . L M/
série (12) est majorée par la série convergenle 2 AT

qu’elle est uniformément convergente et peut étre intégrée terme
a terme, par rapport a s, entre o et .. On obticnt ainsi un dévelop-
pement de la premiére intégrale (11) suivant les puissances de X,
Y, N et ce développement est convergent quelles que soient les
valeurs complexes attribuées 4 ces variables. Il constitue donc bien
une fonction entiére, que nous appellerons F(X, Y, N). Le méme
raisonnement s’applique a la seconde intégrale, que nous appelle-

rons G(X, Y, N).
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* Les équations (11) s’écrivent alors
(13) F(X.Y.N) = u. G(X.Y.N

Considérons maintenant u ct ¢ comme des variables indépen-
dantes. ) '

Le systéme (7), (13) définit X, Y, N comme fonctions implicites
de u, v, soit

() X =flu,0), Y=g(ur, N=h(u,v).

Je dis que ces fonctions sont holomorphes au voisinage des
valeurs définies par les formules (10), pourvu que les fonctions
de s par lesquelles nous avons tout a ’heure remplacé = et 1 soient
assez voisines des valeurs qu’elles ont cffectivement sur la
courbe T

Pour le prouver, il suffit de faire voir que le jacobien du systéme
est différent de zéro, quand on y remplace X, Y, N par les valeurs
qu'ont effectivement ces réactions et les fonctions Z, n par les

=)

valeurs qu’ellés ont effectivement sur I'.

~On a, d’apres (6),
: JF L sM o,
JX _——.[ sin g Fids.

Mais, la valeur actuellement attribuée a ¢ est exactement égale a
I'angle polaire de la tangente a I'. On peut donc écrire

L B

. Al
f "aSi“?d3=f sndy=LsnyJ.'€~f yids = L(myi—q%),.
0 A . ()

en appelant Lg? le moment d’inertie du spiral par rapport a Oz,
calculé avec une densité linéaire égale a un.

On peut répéter un calcul analogue pour les autres denvées
partielles, en introduisant le moment d’inertie Ly} par rapport
a Oy et le produit d'inertie Ln,, Finalement, le jacobien s’écrit,

Lz
au facteur <}< l) prés,

t—rime By—m mi—n q% —n, 7
J=| zimi—m pt—xfy o —& | =|—nm pi —b& |

0 — & 1 1 om =& I.

en utilisant des combinaisons de lignes évidentes.
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L\s . "
Au facteur (Pfl) prés, ce déterminant n’est autre que le discri-
minant de la forme quadratique

, L , ‘ o
(15) \\',:E—l(q%xﬂ+p?i2-'r 2— o0, XY 4 on NX — 2 NY),

(ue j'ai introduite dans un précédent Mémoire (). Cette forme
quadratique s’écrit, d’autre part,

L
(16) W,:E}f (N—orY 4+ yX)2ds.
o

Elle ne peut s’annuler que si ’'on a identiquement
N-—xY4+yX=o.

St le spiral n’est pas rectiligne, ceci n’est possible que pour
X=Y=N=o0. On en conclut que W, est une forme quadra-
tique définie positive. Donc, son discriminant n’est pas nul.

C. Q. F. D.

4. Continuité des fonctions f, g, h par rapport aux fonc-
tions ¢, n. — Supposons qu'on fasse varier infiniment peu les
fonctions £ et v servant a définir e. Il revient au méme de dire
(u’au lieu de les calculer sur la courbe I, on les calcule sur une
courbe voisine I'. Convenons, par exemple, que l’écart entre ces
deux courbes est de 'ordre d’une certaine quantité constante «,
jouant le role d’infiniment petit principal. Ceci veut dire que les
coordonnées de deux points M et M/, ayant méme abscisse curvi-
ligne s sur I' et ', différent par des quantités de la forme af(s),
f(s) désignant une fonction finie dans I'intervalle (o, L).

Les coefficients des séries entiéres F(X, Y, N) et G(X, Y, N)
subissent évidemment des variations del'ordre de «. On en conclut
que les coefficients des développements en série des trois fonc-
tions f, g, h subissent aussi des variations de cet ordre.

5. Ordre de grandeur de X, Y, N. — Si I'on se reporte aux

(1) J: Haag, Sur le calcul de certaines déformations elastiques, avec appli-
cation au spiral de montre (Bulletin de la Soc. math. de France, t. 56,
p- 249). '
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développements ¢n série des fonctions F et G du n° 3, on constate
qu'aucun d’eux ne posséde de terme constant. Il en est de méme
de I'équation (7). On en conclut que les fonctions f, g, A, qui,
rappelons-le, sont holomorphes en u et ¢, ne possédent pas non
plus de terme constant. Nous verrons, d’autre part, que u et ¢ sont,
dans la pratique, des quantités trés petites. Convenons de les
considérer comme des infiniment petits du premier ordrc. Nous
pouvons affirmer immédiatement que X, Y, N sont desinfiniment
petits d’ordre au moins égal a un.

Nous verrons, par ailleurs, que £, et v, sont du premier ordre.
Deés lors, 'équation () nous montre que, si X et Y sont d’ordre p,
N cst d’ordre p—+1. On en conclut que p =1, car si p dépassait
cette valeur, u et ¢ seraient, en vertu des équations (13), d'un
ordre infinitésimal supérieur a un, contrairement a I’hypothése.

Finalement, les composantes X, Y de la réaction d’encastre-
ment sont du premier ordre, tandis que le couple complémen-
taire N est du second ordre.

6. Détermination de la forme du spiral et calcul des réac-
tions par la méthode des approximations successives. — Imagi-
nons que l'on connaisse une courbe I' trés voisine de la forme
exacte T du spiral et supposons que I’écart entre les deux courbes
soit d’ordre k. Calculons X, Y, N par les formules (14), mais en
évaluant les coefficients des fonctions f, g, & & partir de la courbe
connue I'. Nous obtenons ainsi les valeurs approchées X', Y', N'.

Les crreurs commises sur les coefficients de f et de g sont
d’ordre k, d’aprés ce qu’on a vu au n° 4. Comme u et v sont du pre-
mier ordre et que les développements de f et g commencent par
des termes du premier degré, on voit que {'erreur commise sur X
et sur Y est d’ordre k—+1. La formule (7) nous montre ensuite
que Uerreur commise sur N est d’ordre k + 2.

Calculons maintenant l'angle ¢’ = z + ¢” par la formule

s " s ’ ’ ! 'y /!
(17) e:E—l(N—-EY—+—1;k);
puis z” et )" par les formules

s s
r=a —s—f cos 3" ds, y'=b +f sin ¢" ds.
0 . 0

LVIHI. 5
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Nous obtenons une nouvelle courbe I, voisine de I'.

D’aprés ce que nous venons de voir sur les erreurs dont sont
entachés X', Y', N, nous pouvons conclure que I'erreur imputable
a 9" est d'ordre A 1. 1l en est par suitc de méme des erreurs
imputables & =" et ). Donc, Udcart entre U et T” est d’ordre
b 1. L'ordre d’approximation ¢st augmenté d’une unite.

En répétant sur I les opérations faites sur ', nous obtenons
N, Y" avec Vapproximation d’ordre A + 2, N" avec 'approxima-
tion d'ordre £+ 3 ¢t I avec 'approximation d’ordre A -+ 2. En
continuant indéfiniment, on obtient une solution de plus en plus
approchée et, a la limite, on aurait la solution exacte.

Nous pouvons donc considérer que le probleme de la déforma-
tion du spiral et du calcul des réactions a la virole est théori-
quement résoli, avee une approximation illimitée.

7. Premicre approximation. — Elle est obtenue en supposant
que X, 'Y, Nsont nuls, donc ¢ = s. On est ainsi conduit a la log
de déformation habituellement admise en Chronométrie.

I’erreur commise sur g est ¢; elle est du premier ovdre, d’aprés
le n® 5. La premiére approximation est donc une approximation
du premier ordre.

8. Calcul de N, Y, N en deuxiéme approximation. — Pour
le calcul de N7 Y/, N', nous pouvons réduire les fonctions F et G
a leurs termes du premier degré, car nous commelfons ainsi une
ecreur du second ordre, d’aprés ce que nous avons vu au n® 3 sur
Pordre de grandeur de X, Y, N. On peut donc écrire

I

N}
|-‘=,_J e’ sin = ofs. G :[ :"coszds.
|

J v

On peat transformer F, par exemple, de la maniére suivante :

‘ & - g L
l_—.( Sdvi=—y )y ‘/0 R A»d.;_dsrL(yZ‘-ds,

puisque ¢’ s'annule pour s = o et s = L, d’aprés (17) et (7).
D’autre part,

de’ I , . .
= E-i(N — 'Y -y N,
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Donc,
W b

I = / 'lf‘.ll NI-—-,I‘/\/-"-‘V'\‘)dS.

v

En se reportant a la formule (16) et faisant un calcul analogue
pour G, on obtient finalement les équations
JIW) 1 dW/, 1 JW)

i
(%) = - —* = - b 0= —1,
9 2 oON'

X’ N

Introduisons la forme adjointe (')

. Kl .
(g Vi= il — 8w+ ogi —adier (plgt —njiws
i |

vy =i uea-a(n E —pinouw o0gil — iy ew |
avee :
= pigt —ni— gl —pint +on i,

Les équations (18) donnent

., 1 dV) 14V .
(20 \—;-'—)-u—, \__;~d—;’-, N._.

~ | -
=

oo I'on doit remplacer « et ¢ par les valeurs (10) et w par zéro

9. Ces formules peuvent étre considérablement simplifiées, si
'on a égard a 'approximation qu’elles supposent. Nous savons que
I'erreur commise sur X', Y' est du second ordre. Donc, nous
pouvons, pour le calcul de ces quantités, supprimer, dans les coef-
ficients de V, tous les termes qui sont au moins du premier ordre.
En particulier, nous pouvons annuler £, ‘et o, (n°3).

Sil’on tient compte maintenant de la quasi-symétrie du spiral
par rapport aux axes de coordonnées, on peut admettre que les

. o 4 2 , .
quantités n, et p; — ¢ sont de l'ordre de !;\— » en désignant par )

U'angle d’enroulement du spiral. Comme cet angle est toujours

g k2
2 2
trés gmnd, nous pouvons annuler n, et remplacer Py 9, par ~—_) ’

en appelant & le rayon de giration du spiral par rapport a

(") Cf. loc. cit., p. a5o.
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Uaxe du balancier. Dans ces conditions, V, se réduit a

EIT 2
= |- (e 2
V.= I [Iri(u v)+w]
etl'on a
(»1) X’ 2 El Y 'zElv’

Y Lk

u (4
avec une erreur de 'ordre de s etz

-
Appelons i le vecteur (') dont les composantes sont u et v. La
réaction d’encastrement est (*) ‘

(22) F= = w

10. Quant a N’, on l'obticnt par la formule (5)

. ,  2EI
(23) N=L—k,(51"_—"nu)'

Mais, pour en avoir la partie principale, il nous faut calculer
les parties principales de ¥, et de x,.

Il y a lieu d’observer tout de suite que ces parties principales ne
sont pas nécessairement les coordonnées £ et n', du centre de
gravité de I'. En effet, I'erreur commise sur I' est du premier
ordre. 1l en est donc de méme de I'erreur commise surf)| et 7.
Autrement dit, cette erreur est du méme ordre que les quantités
Z\ et n| elles-mémes. On ne peut donc avoir les parties principales
dez, et de m, qu’en poussant le calcul deT jusqu'a la deuxiéme

approximation.

11. Calcul de la forme du spiral en deuxieme approxima-
tion. — Nous commengons par calculer ¢” par la formule (17), en
y remplagant X', Y’ par les valeurs (21) et N’ par zéro, puisque

(1) Ce vecteur peut étre défini géométriquement de la maniére suivante. Il a
pour origine la position approchée de I'extrémité du spiral correspondant a la
courbe I'” et pour extrémité la position exacte.

>
(*) GrossMANN (Horlogerie théorique,t. 11, p. 228) donne la formule F = K.

mais sans préciser le coefficient K. Au surplus, sa démonstration n’est ni claire,
ni rigoureuse.
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celte derniére quantité est du second ordre. Nous avons ensuite
s s
z’ = a+f cos(s + ¢ )ds = .'c'—,f ¢ sinz ds,
L] o
s s
Yy =b+ f sin(z +-¢")ds =y'+f ¢"cos z ds,
Vo °

en négligeant toujours le second ordre.
On peut écrire, en intégrant par parties,

f "sinzd::f

0 A

| . s
Ody = c"y’—f -'lgi(_x’\”-&y’X’)ds.
(]

En faisant un calcul analogue pour I’autre intégrale, on a

o= S [ X (=Y g Y (=Y,

(24) bt

FEr I;l (X' (20 —n)+ Y (pr—a't)),
en adoptant pour l'arc s des notations analogues a celles qui ont

é1é introduites, au n* 3, pour le spiral entier. ' ‘

Telles sont les équations paramétriques de la deuxi¢me approxi. -

mation I'" du spival.

12. Calcul du centre de gravité. — Commengons par calculer
£ et v'. A cet effet, dérivons la formule

. At
I':A;[ c_os(lp.’+ .—E)dc

par rapport a §. 1l vient

d.l‘l lj.t . 1 f , l( , s ,
—_— = ssinzds =— o sdy'=— = sy — [_y ds
J6 LJ, : LJ L A

ar' s, , ,
= L=

ou

En faisant un calcul analogue sur 7' et résolvant par rapport a
n' et ', on obtient les formules (*) ‘

[ ! d)" ’ ’ ‘:l
1 ‘_-w—LFO_” :q::y*«L—s--

(') Cf. 3. Haaa, loc. cit., p. 263 [formaules (62)).
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‘n particulier, pour s = L, il vient

dyy , , dry
-""/7)—7 R et

(23) £, =y — e
Si I'on remarque, d’autre part, que 'on a, d’apres (5),

dry o Ay
TR g

FETE=IR

les formules (25) deviennent, en y remplacant x, et yo, par.r, — u
ety — ¢,
du

— . ) = — —

db

(260

U]

Al

A

On vérifie que ces quantités et, par conséquent, =, el 7, sont du
premier ordre, comme nous 'avions admis précédemment (n” 3)
par anjicipation.

13. Calculons maintenant la seconde approximation =}, q,. En
intégrant la premiére équation (24) de o a L et divisant par L, il
vient

L , 1
N\ . )
o=y b= E . / St t— "0 vils 4 [ S(E v ——n'" s,
b h LU 51T} :

0 <

Or, on a, en intégrant par parties,

)

. L
sqtds = L ¢\t — [ sy tds:

oy «fy
1. L
[ sn'ds = Lrny — [ srl s
“n L)
N n .
/ sy ds = [ st disty = = Lra'?:
) “A K .
WL 1 . B N ‘Y

/ sE Vs = [ s’ yids — L / )‘)" s = / s’y ds — ! I.2 (—{( gi),
AL g g g 3 dh

En portant déns (27), procédant de méme pour v et négligeant

.y . (15
des quantités de Uordre de -y on trouve
IS

o o NLL . Y'Ldg
\E = E o e — ) — oy T

SElI — db

NLdipgy YL ., o
Y e il R

1 28)

/ Y
EROE] P
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“ou l'on a posé
L

L
L2PR = f sa'tds. L2Q2 == [ sy 'tds.
A .

o

X R
Comme au n° 9, nous pouvons, a 'ordre de s prés, remplacer

. ‘e k2 R . .
Pt et ¢ par , - Dc méme, introduisons le second moment

d’inertie du spiral par rapport a I'axe du balancier, défini par

(29) L2h= / srids,

qui correspond a la densité linéaire fictive s. Nous pouvons rem-
.. ' h? .
placer P ct Q? par = et les formules (28) deviennent finalement,

en tenant compte de (21) et (26),

/ - dv h? v d(k*)
. V8= TR R
10
L 2 L du R w dCk)
WET A T RO Ta

‘Dans ces formules, A* et A* doivent étre calculés & partir de la
courbe I'. Vovons quelle est 'influence de 6 sur ces quantités.

La distance r du point courant a I'axe du balancier peut étre
confondue avec le rayon de courbure du spiral en ce point. Or, on
a, en premiére approximation, donc pour I,

L A g

P L2
d’ou

T
r= g
1+ -L3 0
d’on, en négligeant ;;,
’?= l'g(l—- %0).
. N . ()t . . .
On en conclut d’abord que la dérivée diilo )a pour partie princi-
YD .2 -2

pale — r2 Ll'—": clle est de 'ordre de '—)‘—’ Donc, it—‘(—,%——) est de l'ordre

A . ey C L e
de = et les troisiémes termes des formules (30) peuvent étre négli-
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gés. Pour la méme raison, on peut, en négligeant toujouars des

., v
quantités de 'ordre de 5)-, remplacer, dans les seconds termes, h?

et k2 par leurs valeurs naturelles. Fn définitive, les coordonnées
du centre de gracité du spiral sont données par les formules
suivantes

. dv du .
(31) El=;{§ —Ju, == "5 —J%
en posant
(12 .k

) I =15

ce rapport pouvant étre calculé a l'état naturel.

14. Calcul du couple complémentaire. — Portant (31) dans
(23), nous obtenons
(33 N — El d(u®t o)

[ T R

. we
avec une erreur de 'ordre de = ).

15. Influence du poids du spiral. — Si les forces appliquées
au systéme balancier-spiral dérivent d’une fonction de forces U,
I'équation différentielle du mouvement est

d*0 dU

Sde T

en négligeant 'inertie du spiral, dont j’ai calculé I'influence dans
tre travail (2). Le couple appliqué au balancier est donc .

un autre ). L I pphq @ @
d(AU)
q
Cela posé, si m désigne la masse du spiral, son poids dérive de

Si U subit 'accroissement AU, le couple perturbateur est

——— —p

> -
la fonction de force mg.¢, en appelant 7 le vecteur OG. D’autre
part, sous 'action de ce poids, {'énergie de déformation du spi-
ral ne subit qu’un accroissement du second ordre en m (*). On

L1
L& prés.
(*) J. Haaa, loc. cit., p. 263 et suiv..
(%) Plus généralement, on a le théoréme suivant :

(') Au facteur

TREOREME. — Soit un corps élastique, encastré en différents points fixes et



-a donc
T s
AU = mg .3
| —_—
etle ¢ il ‘ur es TR N
e couple perturbateur est my 7
Il. — Calcul des perturbations de marche.
16. Calcul de n et ¢. — Introduisons les nombres complexes

W= U1, 3Ly,

ou x, ) désignent les coordonnées du point M du spival, @ 'itat
naturel. Les formules (10) équivalent a la suivante
.

J
w = zyell — z,\-—j el3 el dy

ou, en inlégram par parlies,
B

[ e !
(31) w = rj zeibl /g,
: ‘YN

En séparant la partie réelle et la partie imaginaire, on obtien-
drait 1 et 0. Mais, ce calcul est inutile (*). Retenons simplement

que le vecteur w est le vecteur représentatif de I'imaginaire .

n'étant soumis a aucune autre force que les réactions d’encastrement. Appli-
quons-lui des forces ertérieures F infiniment petites du premier ordre. L'éner-
gie de déformation subit, de ce fait, une augmentation qui n'est que du
second ordre.

En effet, cet accroissement est ¢gal au travail de toutes les forces extérieurcs
pendant la déformation infiniment petite D produite pav les forces F. Or, les
forces d'encastrement ne travaillent pas. D'autre part, le travail des forces I pour
le déplacement D est du second o:rdre. Donc, P'accroissement de I'énergie de
déformation est du second ordre. €. Q. F.D.

(') En développant w suivant les puissances de 9, on obtient

- gan-t
u= X =0 G =~'+Z‘ P Ay
ll?:l n=—_
= 2-( (An 1Y ‘+z(_.) (?"" Vi

n=1 n=i

ol X,, Y, désignent, suivant la terminologie de M. Keelhoff (cf. loc. cit., p.257)
les coordonnées du centre de gravité d’ordre p, a 1'étyl naturel,
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A7. Calcul du centre de gravité. — 1.e nombre complexe cor-

respondant au vecteur £ = OG (') est, d’aprés les formules (31),

{=F “ir, :——ldw-—]w

ou
B

35) E [ se "[1+1'0<~s-— )] ds.
A L™ -

On en déduit
’ d7 "“_ i’)E s X s/s .
(35 m,_rj\ se [l<_f—~j>—“il(r‘_'),|d$.

I18. Perturbation d'isochronisme. — Sil'on a un couple per-
surbateur f(7), la perturbation subie par la darée d’oscillation est

U
i

|
1 -

donnée par la formule générale (2)

=
A2

. AT L
3 - = y COS 3 lv
(37 T S70.E / S(l,cos3)cosgc

Appliquons ceci au couple
El d(uz 4 ot

SO ==N=—75H —m

Si z désigne le nombre imaginaire conjugué de 3, on a, d'aprés
R WA
(‘{'I )7
nt 4tz l // ize T usu’s' (0Ls < L.o<<s<<L).

«/«u--&-v-) N (i = \—L\ ‘ L s—s' o
i f/ 33’ e ( i >4/.s4[.\.

Portant dans ( 37), il vient

AT oo . . : .
T ; 33 dsds’ eimeosy () 4 Gin cusy ) costs g,
0

en posunt

D’on

§—-s

m o= 0,
L

(') Nous supprimons dorénavant I'indice 1 correspondant au centre de gravité
G, du spiral enticr.
() € f. 3. Haag, loc. cit., p.271.
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[’intégrale définie qui se trouve sous le signe f $'exprime
immédiatement au moyen des fonctions de Bessel, en utilisant la
Jormule de Sommerfeld ('),

20 2T

(38 [ plrcosgein ;,]-Yv — [ elrvosgeiuy ,/; -] plr.

AR LK)

On a

AT

/ eime gy mcost)costo dy

o

o

Eane

———— 4L im ’l'?

) ey 4 e=tio O3 A oG el A Te—T3
’lllll NG
N 9

Jstmy—3),(my
n-_"

’
i

1}

0w [—.l._.< noy + J,0m)

]

srldatmy—mldicmo

en utilisant des identités connues (2).
Posons (*)

. . i
RTTH) Firy=Jlurm—uarditry=—|xlolax)]
o

Nous avons
({0 :'kl‘l’ = ey ff (0..3_;3 ds ds'.

Cette élégante formule peut se mettre sous une forme entiere-

ment g’:?onu‘u'i(/m' :
AT ‘ VeV
- R i ol 3
o = /A:'l’,"» /'fu,\l.mr[:(o(._l_.)dsds’.

19. Perturbation de marche due au poids du spiral. — Cette
perturbation est donnée par la formule ( *)

PR U194

(') Cf. JAnNke und Evpk, Funktionentafeln, p. 16g.

(*) Cf. loc. cit., p. 165,

(*) Signglons que la fonrtion F(Xx) est une fonction paire.

(*) Je signale, & ce propos, que la perturbation due au poids du balancner a
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> L . . . . .
7. désignant le vecteur représentatif du nombre imaginaire

. L r w ;6 peos¥
2= i, “”fo
N .
[ 24 -l'i({——j)ﬂocosq:]cos?tl?.

En appliquant de nouveau la formule (38), I'intégrale en ¢
s’écrit : ’

=) el ) ()
R (e e S
D'on

. A 8\ 1 /s
(43) 7= LJ H\l [j——:)J"(““l:)_6‘;'1'(\0"?,)]({3'

20. Regle du point d'attache. — La formule (42) nous

montre que la perturbation de marche due an poids du spiral est

.

une fonction sinusoidale de l'angle que fait la verticale avec une
direction déterminée du chronométre. On a Cacance marimum

lorsque le vecteur 1. st dirige certivalement ot vers le haut.
Les régleurs s'eftorcent de firer la position du point d’attache

du spiral au balancier, de telle maniere que celte avance

maximum ait lien /ms:/m’, la montre est au pendu (*). On voit

>
u'il suffit, pour cela, de s'arranger pour que le vecteur 1 soit

q ) | ) ger | o/

dirige vers le pendant.

été évaluée par Caspari sous la forme

AT l ag cosyp
o oM mme
R

= S(8,),

ou R désigne le rayon de gyration du balancier, a et ¢ les eoordonnées polaires
de son centre de gravité par rapport 2 la verticale descendante et S une fonction
dont Caspari a caleulé lc développrimeat en série. Eun réalité, rette fonction est

égale a {‘Jg)"

-, ainsi qu'on le trouve directement ¢a procédant comme ci-dessus.
L]
On peul aussi le vérifier. bien entendu, a partiv du léveloppement en séric.

(') Cf. GrossmaNN, loc. cit., p. 1.
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Dans ce cas, la perturbation est nulle pour les positions « pen-

dant a droite » et « pendant & gauche ». On a le retard maxi-
mum pour la position « pendant bas ».

III. — Formules générales convenant & la fois au spiral cylindrique
et au spiral plat.

21. Forme géométrique du spiral. — Pour poursuivre 'appli-
cation concréte de notre théorie, nous sommes obligés de swppo-
ser que le spiral a une forme géométrique déterminée.

Pour le spiral cylindrique, il n’y a pas de difficulté; on lassx—
mile & un cercle.

Pour le spiral plat, au contraire, les avis sont partagés. Certains
auteurs prétendent que c’est une spirale d’_Irchimede; d’autres
le considérent comme une développante de cercle. Nous allons
montrer, d’'une maniére précise, que ces deux formes géométriques
sont pratiqguement équivalentes.

Prenons une développante de cercle. Soient a le rayon

Fig. 1.

_1w,”

du cercle développé, p le rayon de courbure PM, ¢ l'angle
polaire de la normale. On a

p=r2—asy.

Calculons I'équation polaire. On a

D’autre part,

a a
0 =9—e¢ | e=arctang- = - +-....
P P
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Donce

o> a*
N Tk AN R P = se—al — — 4
5 e

Si I'on considére la spirale d’Archimede ayvant pour équation

r=y—al.

on voit que la distance MM’ des points des deux courbes qui ont
méme angle polaire est

, ot
Pe—rs= — g
ALI,J'\'

, . a* -
Voyons quel est l'ordre de grandeur de o SiR et R’ sont les
rayons exteémes et 2 le nombre des spives, on a

R—NR
"= :

TR
d’ou
& (R— R

g Sntxts

Prenons, par exemple, R = {"", R'=1. n=10; ona

a?

.14
— 10" 3,

2% ]

La distance MM’ varic entre 1,14 et 0,28 milliemes de milli-
m>ire. La formé du spiral n’est évidemment pas déterminée avec
une précision d’'un milliéme de millimétre. Donc, il est pratique-
ment indifférent de représenter le spiral par Uune ou Uautre
des deux courbes geométriques ci-dessus.

On peut aussi se demander quelle est la diffévence des longneurs
des deux courbes. La longueur de la développante de cercle

R:— R Rz —R"? a

\ . , L R
est - Celle de laspirale d’Archiméde est S —+ 5 log R

La spivale d’Avchiméde est un peu plus longue que la dévelop-
¥ O N N I . 1 oy
pante de cercle. La différence est a peu prés T SOIL o de milli-
métre. dans I'exemple ci-dessus, sur unedongueur totale de 15-""
environ. On voit que la diférence est insignifiante.
Le calcul numérique que nous venons de faire nous apprend que,
dans le calcul des coordonnées d'un point quelconque du spiral,
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i .. ., a . .
on peut negliger les quantités de Uordre de T0» qui seraient pra-

tiquement illusoires.
Dans ce qui va suivre, nous assimilerons le spiral a la spirale
d’Avchimeéde délinie par 'équation polaire

({4 r=R-—asz.
On a
o
ds —
Nous prundl‘ons
(47 ds = rdsz.

Co . a* .
commettant ainst une errcar relative de 'ordre de —; et, parconsé-
e

quent, inférienre a 'erreur relative inévitablement commise sur r.

22. Vecteur correspondant @ une densité fictive du spiral. —
Donnons au spiral une densité linéaire fictive, réelle ou imagi-
ginaice, f(M), M désignant le point courant. A cette densité nous
ferons correspondre le vecteur défini par I'intégrale géométrique

1

-> B__,
Ci6) : v=1 f OM f(M) ds.

LJ,

\
On pourra aussi considérer V comme représentant I'imaginaire

B
o) \ = Lf 5f (M) ds.
A

Nous allons calculer approximativement ce vecteur, en faisant
les hypothéses suivantes sur la fonction f(M) :

1 Son module est au plus de 1'ordre de grandeur de l'unité,
quelle que soit la position de M sur le spiral.

2° Elle admet des dérivées successives par rapport a I'arc décrit
par M, quand ce point suit le spiral. Si M suit le spiral en allant
vers A, nous représenterons la dérivée premiére, par exemple, par
la notation f,(M). Si, au contraire, M va vers B, nous écri-

rons f (M).
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L

. i . ) n , . -
3° Ladérivée n'™“ estaun plus de'ordre de <T> . k désignant un

nombre qui ne dépassera généralement pas 5.

23. Vecteur associé a une courbe terminale. — Soitla courbe
terminale T, (ui se raccorde en H' avec le spiral proprement dit
et se termine en H; de sorte que la lettre H devra étre, parla suite,
remplacée par A ou B, selon qu’il s’agira de la courbe extéricure
(cote piton) ou de la courbe intérieure (coté virole).

l.e point courant M étant pris sur cette' courbe, dévelop-
pons /(M) p:r la formule de Taylor; nous avons, en appelant
s Tare H'M,

<
. oy sn ,
(iR /(I\l\zz;'f‘,fﬂl N

n=—=ua
D’aprés 1a troisiéme hypothése du n°® 22, cette série converge
F Y , 8
rapidement. : '
Considérons maintenant le centre de gravité g, d’ordre p,
défim par

- > P L
Ogp= 1 f OMsr—1ds,
ir,
0
{ désignant la longucur de la courbe. Nous avons

t -1 ’ LR
{v:___l__ ./|I (" )/ OMsn—1(s
L (n=—n't J,
n=1

ou

«©
7 \ 1 i th— | ! g
(T Vo= TZ',?fﬂ (). 0g,.

n=li
Comme la séric (48), cette série converge rapidement.
24. Vecteur associé au spiral proprement dit. — Appelons u

le vecteur unitaire du rayon OM et ¢ son angle polaire, le sens
positif de yotation étant le sens de I’enroulement. Nous avons

. B"
LV = f r2f(M)eieds
N
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ou, en intégrant par parties et utilisant (44) et ( {5),

LV =[-—die#r:f(M) % [ [—2rafiM)gr3f o\ iesdy.
K

e

On pourrait répéier indéfiniment cette opération. Mais, dés la

. Lo , , A2Re .
troisiéme, les termes intégrés sont de I'ordre de a* ou de I 1l
«erait illusoire de les conserver. Nous nous contentons donc de

deux intégrations et nous obtenons

> St
i 50) LV =[(/R #2a) f(\V) R0 VD] 0N
= (R aa)f(B) =+ REfy B OB

25. Vecteur associé au spiral entier. -- Ecrivons la formule
(49 ), limitée a ses deux premiers termes, successivement pour les
deux courbes terminales et ajoutons a (H0); il vient

,,,,, > e

* > >
L\ = f( ,\';.(zog,ﬂ- ino,\')+f(|y).(1'ug', — m'OB')
, 2= —_ , 2 —»> , ~K
+ i (A (; Ogn—nz();\')ﬁ-ﬂ,m ). (7 Og,+ R0 )

+2a [f( \’,)E)k\)’—f(iB’)-(_)—B)’].

A chaque courbe terminale, associons les deux points définis de
la maniére suivante. Prenons, par exemple,la courbe AA’. Menons
la perpendiculaire 8 QA et, sur cette perpendiculaire, portons, du

R?

coté de la courbe, Op, = — - Sur la demi-droite opposée a OA/,

. Op.= "2 CGonstruisonsl ints anal - '
portons Up, = e onstruisons les points analogues p, et p, pour

la courbe BB'. On a

- L= —

(H1) { Opy=— ROV U Op, =iR'OB’;
> — > — ey

32 120py=—2R20\", 120py =—2R20B".

Deés lors, la formule ci-dessus devient
> e o >
) LV = 1f(\Ypigi+Uf(B)p &)
P A N
+- ;f‘x( N)p2gade ‘,‘)"fn(B P2 &y

i —> -
Foal (A OX —F(BYOR |.
LYII. 6
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On vérifie, comme il fallait s’y attendre, que cette formule ne
change pas quand on intervertit A et B, A’ et B'.

26. Alacourbe A’ A, associons lesaxes suivants : OX suivant OA/,
OY perpendiculaire a OX et dirigé vers la courbe. Nous appelle-

—_—— e
i . Ip g ‘
rons oy, 2, les coordonnées polairves du vecteur %‘3 = —pi'{f" etoy,
X s
. p
2n, . -
s les coordonnées polaires du vecteur %}f: = ,p}‘;é:-’ Ces (uatre
nombres se calculent a 'aide des formules suivantes :
! !
1 . . I
preusg =T, [ Nols. pising, g [ Yols —u:
57 Ty Ty
(51 L . -
2,008 Py = — - ’ s\Xis -1, 28iN, Dy = = - sYls.
! R, A ! i Rs

Nous désignerons par des lettres accentuées les quantités ana-
logues relatives a la courbe BB'.

Appelons enfin 7. 'angle de OA" avec OB', le sens positif de
rotation étant le sens de l'enroulement, de sorte que cet angle
est positif et mesure tout simplement l'angle d’enroulement du
spiral proprement dit. Avec ces conventions, nous avons

ne . - - ) -
Ipr g —=Roe 70\, szgizl{ipg e PO\,

S T [’-_' - A
I'p g, Rziez OB L Pagy = R23, e/?3 08",

En portant dans (53, il vient

(v LV (Rpye 7o va)fiN)y Rizye #fi \')!O\'

———

LRz el —oa) il Rzolefzy fue B OB

27. Conditions de Phillips. — Si les courbes terminales ont
une forme quelconque, les formules (53) et (55) montrent que le
o R* R e .
vecteur V est de ordre de - ou de . Il est infiniment petit du
. /. .
I

premier ordre, si 'on prend 5 pour infiniment petit principal.

Pour l'abaisser au second ordre, quelle que 3oit la fonction f,
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i faut et il suffit que g, soit en p, et g, en p',. Ce sont les con-
ditions de Phillips bien connues.

Pour Uabaisser au troisicme ordre, il faut que a soit nul et
(ue g, soit en p, et g, en p,. Autrement dit, le spiral doit étre
cylindrique et chaque courbe terminale doit satisfaire non seu-
lement anx conditions de Phillips, mais encore aur deur con-
ditions supplémentaires qui expriment que son centre de gravité
du second ordre se trouve au point p, défini au n® 23 ().

Je n’ai pu trouver aucune courbe satisfaisant a ces (uatre condi-
tions. Mais, je pense néanmoins u’il en existe. Faute de posséder
une telle courbe, on peut chercher, parmi les courbes de Phillips
connues, celles (ui donnent la plus petite valeur a g,. Jai fait le
caleul pour les courbes suivantes, empruntées a Grossmann (loc.

cit., p. 114 et suiv.).
I. n arcde cercle : p,==1,01); 9= 151°,75.
Il. Deuxquartsdecercleet unedroite: py=1,316;9;=102°5.
. Deux arcs de cercle : pa=—1,048 ; ¢a=149"5.
IV. Une droite (%) : sy==1,48: g1=81°,6.

On voil que les deux meilleures courbes sont les courbes |
et I, qui sont ¢ peu preés équivalentes.

On pourrait pousser plus loin le développement de la for-
mule (53) et, dans le cas du spiral cylindrique, reculer de plus en

plus Uordre de grandeur du vecteur {'—, en imposant de nouvelles
conditions aux courbes terminales (%). Mais, de tels calculs
seratent pratiquement illusoires, a cause de 'indétermination de
la forme géométrique du spiral (*). Nous pensons donc que la for-

"y Cf. 3. Haas, Extension des conditions de Phillips concernant le spiral
(Comptes rendus, \. 189, 1909, p. 86).

(*) Je signale que, pour cette courbe, il y a lieu de faire des réserves sur la
validité de la théorie. En c¢ffet, au point de raccordement avec le spiral, se trouve
un point anguleur, dont le rayon de courbure est nul. Or, I'extension de la théo-
rie de Saint-Venant au spiral n'est légitime que si Pépaisseur est infiniment
petite vis-ivvis du rayon de courbure {c¢f. J. Haau, Extension de la théorie de
Saint Venant aux fils élastiques (Annales de 1'Icole Normale supérieure,
A6, p.o1od) . .

() Cf.J. Hasa, Eztension des conditions de Phillips (loc. cit.).

(*) On peut ajouter aussi que la formule fondamentale (1) est elle-méwme une
formule approchée (cf. J. Huao, Extension de la théorie de Saint-Venant (loc.
cit.) dont I'approximation n’est pas illimitée.
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mule (53), qui entraine, pour V, une erreur du troisieme ordre,

atteint le maximum de précision compatible avec les données phy-
stques du probléme.

28. Calcul du vecteur w. - D’aprés (34), la densité fictive

correspondante est

y Vi
SOM) = j0ed], 5= AM.

Portant dans (55), il vient
. > or. ) 0 N e
1 56) W= '—[1(" pre (¥4 )a)ﬁ-l—l{:p-_»e_’f*]ﬂ\ﬂ

+ Ig[i( R'p\ei#| —ra)— #R”pf_,ei?f_,].(;l:b,

en appelant Ay et By les positions des points A’ et B', pour I'élon-
gation 4 du balancier.

29. Calcul du centre de gravité. — D'aprés (35), la densité
>
fictive correspondant au vecteur % est

nE —_
FOM) = [M— iﬂ(f —j>]e T, =M.

Portant dans (55), 1l vient

H7T) l,i:.: lnl( o e iHdgnapr—iy 0)—1{'-'.cze*"%lﬂ(zi—{—j0;](-)\6

0

] (2i—J'0 \] (»fn,.

-+ [1 Ripie®) —oa)(1+ij 0+ R20,eivh

Dans cette formule, on a posé ;=1 — /. De plus, on a négligé,

! . . .
dans chaque crochet, des termes en L OU [ qui sont loujours trés

petits vis-a-vis du terme principal.
Il nous reste a évaluer j et j'. On a, en négligeant les courbes

terminales,

R .

2 R2 — 2 R:— R’?2)2 2 2 R "

L2 = f u—;)rdrz({ R2):(R* +- Rt )i" I. (R24-2R"?);
Jre 2a? 24a 6




d’ou
he R~k 2 R™?
ST
et (")
1 RaRe
/=3 R Re

Pour le spiral cylindrique, on a j = j'= i'
Pour le spiral plat, on a, en négligeant R'? devant R,

. 1 .
_,::, j == =
)

3
30. Calcul de la perturbation d’isochronisme. — Elle est
donnée par la formule (41).
Le point M’ étant fixe, prenons pour densité fictive F| 6, 5

et soit V le vecteur correspondant. En lui appliquant la for-
mule (53), il prend la forme

6
' > —>
(58) V=D fa(M) U,
n=)\
en posant
SN , W
U, = p, &1, Si(M) = I F oolL >;
—~
T , v BM
U.=p\ g, f:(M)Z ‘T F(O. i >;
= e & Oy
Us= ps &9, Si(M') = mooF'<ﬂo/ I. >;
139) e~
> - " B'M’
U,= p, £,. So(M') = mﬁ.l”(ﬂo i );
- —— M’
U;=O0\', Se(M) = %‘. ¥ <o., __>,
> B'M’
= - sa
| Us=0B ‘fﬁtM):—-—v[T F <00 T >;

(') Remarquer que

d’ou
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¢n convénant que I'arc A’M’ est compté positivement de \' vers B
. 1 . [ ' l
et que Fare B'M est compté positivementl de B vers A’ ().
Nous avons maintenant

0 Ay o, R N R
2 YL OM s = 2’1 / Sut WA OM ds',
v
n

|-

—k

=

p
el

Appliguant de nouveau la formule (53), ona

60 ) r = ? Z \ { . l
0o - - 4 ‘ne .
1 kY. R Kupln »

n p

en posant
. .
= I.'/"‘ B,

1
3

.
Smo= I SN,

I* , i
Sn= faa( N, Rni = ~ fan B

) » L

wa . .., 2a ,
s :,—’—f,,( A%, Em== S B

n se reportant anx formules (59) ¢t remarquant que

. , 3
IFio)y =a1. F'io) = o. Fia)=— -
D)
on trouve
Enp =8Epn
ot
[ " . nw .,
F SRR S u'i-;l'lﬂlh. iy =0. S = .'|30,,l‘10| ).
20 val .
K= T Lo — T:_,—l‘(ﬂn:
[ =r . SXTT A
Hre = Ly’ Nayo= "I—_;“o" (RN Ny = 0. A’:s’—l"?l‘ol'
ral’
L= YT
) ) 120
gy = —— 03, gu=—,—l-— 031"y Lag= O
AL
al* .
X6 = s 0, 0
2 ol .
SCETRC TS PULRLTEE O
’ : ’ -
1as as .
Lz w Len = T fso= — g P

) I faui remarquer que fa fonction Fory est impaire.
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o Pon a posé
L’
0! = en TJ‘)
L'=L— ({4 !') = longucur du spiral proprement dit.
Les produits scalaires se calculent aisément et 'on trouve fina-
lement
AT 9 L’
6 L S 103+ CF (0,3 )
o T l{ﬁ+l{=[\+ it '("L,

an(uf) wsn(ed)]

(Giezi= s sy=—3s{dis) +3),05)),

en posant

CHo
?_ Hiez)= 2F'(s)y= st w ) (s)y—a3),03)
¢t
Régda+ R\ 24 faR3z,cos3,—R3: | cosg) = faz(R? - R'?)
3 Rég2 4 R'sg,2
B: - het] ¢2 ,

D) 1.4
R*R2p,0) cos(7 + 9 + %) 1
I 4+ 2aRR'[R'S) cos(h4 )1 —R 3z cos(hdeg))—2acos 1]}
1 ’

Gy Lz
2 RRY, " , . ' w2t N ,
b —T”—,,l{l{ 20,29CO8 (A 434 +3,y) -+ RIS 22 cos(h -4 ¢ 4 52)

'

~“+2alR'2g, cos(n 3y ) —2aR2p, cos (N + 9g)]

" = 2 R3RB2, 0, COSIA 4 0 4 F0)
| h= Y '
\ L:L

On véritie que si 'on échange les notations s¢ rapportant aux
deux extrémités du spiral, les formules ne changent pas (1), comme
cela est évident a priori. '

31. La formule (53) ne nous donnele vecteur V qu’au troisiéme
ordre prés (?), lorsque la fonction f ¢st de I'ordre de l'unité. Si
>
clle est d’ordre n, 'erreur sur V est d’ordre n + 3. Si les vec-

.
teurs U, et U, ne sont pas infiniment pelits, on en conclut que

(), Ne pas oublier (ue a change de signe.

() On suppose que —ll— et Zl.: sont de¢ Pordre de -:;, c'est-a-dire du premier ordre.
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I'crreur imputable a la formule (61) est du quatriéme ordre. Done,
les termes du quatriéme ordre des formules (63) sont, dans ce
cas. illusoires. lls ne doivent étre conservés que si les courbes
terminales satisfont aur conditions de Phillips, auquel cas
Ferreur est du cinquiéme ordre.

32, Répercussion d'une petite déformation du spiral.— Soit I;
le déplacement infiniment petit du point M sous Paction de cette
déformation. On a, en tenant compte de la symétrie de I'inté-
grale (41),

)__7,. /()\lo()\ll(f)u = )d;m

Enintégrant d’abord parrapporta s et appliquant la formule (38),
ceci s'écrit
A1 T
& (T)—‘— F"tl i
en posant
thi YT [fi' M) dls,

l.es densités /, et /, sont infiniment petites du premier ordre,
tandis queles autres sont du second ordre. Dés lors, s'iln’y a pas
de courbes de Phillips, on peut écrire

/AT ‘ S O
(6 0<T):~Z-jlll;,_, / lll'(ﬂ,, - )ds

o

— b N
+ e / nl’ ( 0, —BT-—K-> :l:] .

Sy« des courbes de Phillips. I'ordre infinitésimal de la
perturbation est reculé d'une unité.

On voit done que la présence des courbes de Phillips, outre
qu'elle améhore 'isochronisme, réduit considérablement les per-
turbations de marche provenant des petites déformations acci-
dentelles du spiral.

33. Calenl dela perturbation due aw poids du spiral. — Le
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vecteur 3, défini par (43), correspond a la densité fictive

Sis) = Ii [‘('j-_ T) J (o,.{) — "'" 1, <u., li)], s = AN,

Appliquons-lui la formule (53). On a, en réduisant chaque
second membre & sa partie principale,

./nz\')c‘—ll. j!“’j:(/-—lij(\lo“b—-i;—.l‘iou). /u.\p:—'ll;

o ay . Oy . , T

Su B »=i' [«/—I)J.AO..)—b:—,-—'—’—-l..«0..)——¢j——1)0..Jn.0.n—J.0°»)J
4 0

ou, en remplagant J, (4,) par

S0y — =10y

et se reportant a la formule (39),
SuiB) = { [ =1 F () — 4 (8,)).

Portant dans (55), il vient
> J . \ -
166) L= |:|1' Rzie= % —va)—R2p,e 7] O\’
1 - . R: , .. =
- (R'Z| ei¥—na) ""““’.*‘T,‘?'I‘”"'”‘"" (0]} 48
en posant
. 4 . J[(‘&l’)
Fi(e)=—jylolr -_—
(6 ‘ (7)) J)delr) 4 I
( Fytr) =)o)+ a—j)For.

(4 swicre.)




