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LA THÉORIE DU SPIRAL
ET SES APPLICATIONS A LA CHRONOMÊTRIE;

PAR M. J. HAAG.

I. — Théorie générale.

1. Énoncé mathématique du problème. — Rapportons le
spiral à deux aies rectangulaires liés à la montre et dont l'origine 0
est sur l'axe du balancier. L'origine des arcs étant le point A
d'encastrement avec le piton, appelons s l'abscisse curviligne d'un
point courant quelconque M, 9 l'angle polaire de la tangente en ce
point et .r, y ses coordonnées. Le balancier étant écarté de l'angle 0
de sa position d'équilibre, désignons par X, Y les composantes de

FI
la réaction d'encastrement exercée par la virole et par -. Q + N le

moment résultant de cette réaction et du couple d'encastrement
par rapport à 0. Le couple N sera appelé couple complémentaire.

En affectant de l'indice zéro les quantités correspondant à Vétat
naturel ( * ), on sait que l'équation fondamentale de la déforma-
tion est

d\ ç — ?» \ __ ^ ̂  N — ^ Y - 4 - y X
~ ' T T s - L "̂  El

L'angle ^ ayant une valeur donnée, il s'agit de déterminer les
trois constantes X, Y, N et les trois fonctions de y, .r, y de 5, de
telle manière que l'équation (i) soit vérifiée indentiquement, ainsi
que les suivantes :

< • > ) ./• -= a ^ f cos^tis, y =•= b -+- f sïa^ds,
•^(1 ^O

où a et b désignent les coordonnées du point A.
En outre, il existe des conditions aux limites.

.( l) Nous supposons que cet <-tat naturel est réalisé pour 0 = o, ce qui arrive
toujours si le spiral a clé bien posé.



— 61 —
D^abord, on doit avoir

{ ' } ) o — ?o = °- pour 5 = o,

à cause de V encastre ment au piton.
L^ encastrement à la virole exige ensuite que l'on ait, pour

s == L,

( / » ) s — 9 o = = 0 ,
( 5 ) x == J'K= ^oBCOsO—yousinO, y == ye= ^oiisin ^ yo»cos0,

011 •^ou? yoc désignent les coordonnées du point d^encastrement B
avec la virole, dans la position d^équilibre.

2. Calcul des réactions, connaissant la/orme du spiral. —
Supposons connue la forme exacte T du spiral et proposons-nous
de calculer X, Y, N.

Nous avons d^abord, en intégrant (i) de o à 5,

(6) ? = ?0-^ ° L ̂  à ̂ N ~ SY "- r<x)î

où ^ 7i désignent, les coordonnées du centre de gravité de Parc s
dans sa forme actuelle.

Pour 5==o, on obtient identiquement la condition (3). Pour
s == L, il vient, en tenant compte de (4),

( ;) N=ÇiY-7i,X,

où Ci, TO| désignent les coordonnées du centre de gravité G du
spiral entier ( 1 ) .

Les conditions (5) s^écrivent enfin

r^ r ^ .( 8 ) x\\ == a -+- I cosçû^, ya ==-b-^- f sm^ds.
t/O 0 .

Il s'agit de tirer X, Y, N du système (7), (8).

3. Considérons, dans la formule (6), X, Y7, N comme des

( * ) La formule (^ ) montre que l'çn pourrait supprimer le couple complémen-
taire à condition d'appliquer la réaction cTencastremcnt au point G et non au
point B. ;
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variables indépendantes et ;, r] comme des fonctions données et
continues de ,s\ Posons, pour simplifier récriture,

«.)) ^?o -OF . - ^ ( N - S Y - T î X ) .

Les équations (8) s^écrivent

.riç—a^ j cos (s - z ) d s . y\\—b --- j sin( s E } < / S .
JQ ^ ^o

Posons maintenant

r^' r1' .{ 1 0 ) /< ==./•,{—a— f co^Zf/s, v = v\\—h— f sïnzds.
' - ' i l t/o

ï.es équations ci-dessus deviennent

( T I ) u == I [ cos (s - - £ ) — c o s z ] f / s . v ••= f [s in fs 1 - £ >—sins lûf^ .
^o ^o

Je dis que les seconds membres sont des fonctions entières de
\ , Y , X

On a, par exemple,

/ Y £A / f.TC \( i •>. ) cos ( z — e ) — cos s = y — cos 1 ^ — A — ) •
Âsàh\ \ < /

La série qui est au second membre est convergente quels que
soient z et e. ÏVautre part, les variables X, \ , N ayant des valeurs
complexes quelconques, la variable s a un module qui est une
fonction continue de s. Si s varie de o à L, ce module admet une
certaine limite supérieure M. Donc, dans tout cet intervalle, la

série (12) est majorée par la série convergente ^,i,r* II s^ensuit

qu'elle est uniformément convergente et peut être intégrée terme
à terme, par rapport à .?, entre o et !.. On obtient ainsi un dévelop-
pement de la première intégrale (i i ) suivant les puissances de X,
Y, N et ce développement est convergent quelles que soient les
valeurs complexes attribuées à ces variables. Il constitue donc bien
une fonction entière, que nous appellerons F(X, Y, N). Le même
raisonnement s'applique à la seconde intégrale, que nous appelle-
rons G(X, Y, N) .
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Les équations ( i i) s'écrivent alors

( i - - î ) F ( X . Y . N ) - = u. G{\. Y. N ) == r.

Considérons maintenant u et v comme des variables indépen-
dantes.

Le système (7), (i3) définit X, Y, N comme fonctions implicites
de u, ^, soit

( i \ ) \ ==y( u, v). V == g( u, v ), N == /i( M, P ).

Je dis que ces fonctions sont holomorphes au voisinage des
valeurs définies par les formules (10), pourvu que les fonctions ,
de s par lesquelles nous avons tout à l'heure rempîacé ;, et •f\ soient
assez voisines des valeurs quelles ont effectivement sur la
courbe F.

Pour le prouver, il sufHt de faire voir que le jacobien du système
est différent de zéro, quand on y remplace X, Y, N par les valeurs
qu'ont effectivement ces réactions et les fonctions '^ YÎ par les
valeurs quelles ont effectivement sur r.

On a, d'après (6),
<)¥ r^ . sr^ , .
^-.t ^EI^

Mais, la valeur actuellement attribuée à 9 est exactement égale à
l'angle polaire de la tangente à F. On peut donc écrire

^ /,» ^*-
f s^sinscis^ I s^€lf==[sr^y]vi—| y^ds = L( "iruyi— yî ), -

,L B /,L

sr^ s'm^ds ==: / s r t d y = \ s r ,
^0 ^A . ^It

en appelant Ly3 le moment d'inertie du spiral par rapport à O.r,
calculé avec une densité linéaire égale à un.

On peut répéter un calcul analogue pour les autres dérivées
partielles, en introduisant le moment d'inertie L//^ par rapport
à Oy et le produit d'inertie L / / i , Finalement, le jacobien s'écrit,
au facteur ( . - ) près,

yÏ—yi7!! { i y i — i i i\\—y^ q^ — ^ i ^i
J = XY T) i —— Tli p3 —— JT, Ci . X^ —— Ci == —— 7li p\ —— Cl

Tïl — — C i 1 TTÏt — — S i I .

en utilisant des combinaisons de lignes évidentes.
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Au facteur (-- ) près, ce déterminant n'est autre que le discri-

minant de la forme quadratique

( I 5 ) wl== Èi^^-^31724- N2—2/<,XY^9.T i iNX—-2ÇiNY) ,

que j'ai introduite dans un précédent Mémoire ( < ) . Cette forme
quadratique s'écrit, d'autre part,

i /-L

( i^) ^ " p f / ^—^^-y^^'

Elle ne peut s'annuler que si l'on a identiquement

N — . r Y 4-yX==o.

*S7 /e spiral n} est pas rectiligne^ ceci n'est possible que pour
X = Y = N == o. On en conclut que W« est une forme quadra-
tique définie positive. Donc, son discriminant n^ est pas nul.

c. Q. F. D.

4. Continuité des fonctions /, g-, A /?ar rapport aux fonc-
tions Ç, Y). — Supposons qu'on fasse varier infiniment peu les
fonctions i; et YÎ servant à définir e. Il revient au même de dire
qu'au lieu de les calculer sur la courbe F, on les calcule sur une
courbe voisine F'. Convenons, par exemple, que l'écart entre ces
deux courbes est de l'ordre d'une certaine quantité constante a,
jouant le rôle d'infiniment petit principal. Ceci veut dire que les
coordonnées de deux points M et M', ayant même abscisse curvi-
ligne s sur r et r\ différent par des quantités de la forme a/(<î),
f(s) désignant une fonction finie dans l'intervalle (o, L).

Les coefficients des séries entières F(X, Y, N) et G(X, Y, N)
subissent évidemment des variat'ons de l'ordre de a. On en conclut
que les coefficients des développements en série des trois/onc-
tions y, g^ h subissent aussi des variations de cet ordre.

o. Ordre de grandeur de X, Y, N. — Si l'on se reporte aux

( l) J: HAAG, Sur le calcul de certaines déformations élastiques^ avec appli-
cation au spiral de montre {Bulletin de la Soc. math, de France, t. 56,
P- 249).
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développements en série des fonctions F et G du n° 3, on constate
qu'aucun d'eux ne possède de terme constant. Il en est de même
de l'équation (^7). On en conclut que les fonctions y, g^ A, qui,
rappelons-le, sont holomorphes en u et F, ne possèdent pas non
plus de terme constant. Nous verrons, diantre part, que u et v sont,
dans la pratique, des quantités très petites. Convenons de les
considérer comme des infiniment petits du premier ordre. Nous
pouvons affirmer immédiatement que X, Y, N sont desjnfîniment
petits d'ordre au moins égal à un.

Nous verrons, par ailleurs, que Ci e t y j i sont du premier ordre.
Dès lors, l'équation (^) nous montre que, si X et Y sont d'ordre p,
N est d'ordre /?+1. On en conclut que p = ï , car si p dépassait
cette valeur, u et v seraient, en vertu des équations (i3), d'un
ordre infini'tésimal supérieur à un, contrairement à l'hypothèse.

Finalement, les composantes X, Y de la réaction d^ encastre-
ment sont du premier ordre, tandis que le couple complémen-
taire N est du second ordre,

6. Détermination de la forme du spiral et calcul des réac-
tions par la méthode des approximations successives. — Imagi-
nons que l'on connaisse une courbe F7 très voisine de la forme
exacte T du spiral et supposons que l'écart entre les deux courbes
soit d'ordre /f. Calculons X, Y, N par les formules ( i4)» maiis en
évaluant les coefficients des fonctions y, g^ h à partir de la courbe
connue F'. Nous obtenons ainsi les valeurs approchées^r, Y7, N\

Les erreurs commises sur les coefficients de f et de g sont
d'ordre Â', d'après ce qu'on a vu au n° 4. Comme u et v sont du pre-
mier ordre et que les développements de f et g commencent par
des termes du premier degré, on voit que l'erreur commise sur X
et sur Y est d^ordre / r+i . La formule (^) nous montre ensuite
que l^ erreur commise sur N est d''ordre k -4- 2.

Calculons maintenant l'angle 9" == 3 + e" par la formule

ri;) ^"= ^(N'-S'Y^TÏ'X--);

puis x ' 1 et y^ par les formules

xH=a-^ f cos^'ds, y=&-h f s'm^'ds.
•̂ o . «/»

LVIII. 5
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Nous obtenons / / / /<? nouvelle courbe F", voisine de F.
D'après ce que nous venons de voir sur les erreurs dont soin

entachés X/, \ \ ÎV, nous pouvons conclure que l'erreur imputable
a 9' est d'ordre À 4-i . Il en est par suite de même des erreurs
imputab les a x " et y " . Donc, l'écart entre F et T ' est d'ordre
/. -h i . L'ordre d^ approximation est augmenté d'une unité.

En répétant sur F' les opérations faites sur F', nous obtenons
X.", \" avec l 'approximation d'ordre / 4-2, N" avec l'approxima-
tion d'ordre À'+ 3 et F avec l'approximation d'ordre Â'+a. En
continuant indédniment, on obtient une solution de plus en plus
approchée et, à la limite^ on aurait la solution exacte.

Nous pouvons donc considérer que le problème de la déforma-
tion du spiral et du calcul des réactions à la vil oie esl théori-
quement résolu, avec une approximation illimitée.

7. Première approximation. —Elle est obtenue en supposant
(fue X , V , N sont nuls^ donc 9 == ^. On est ainsi conduit à la loi
de déformation habituellement admise en Chronométrie.

L'erreur commise sur 9 est e; elle est du premier ordre, d'après
le 11° o. La première approximation est donc une approximation
du premier ordre.

S. ( aïeul de \, Y, EN en deuxième approximation. — Pour
le calcul de V, V, ]N , nous pouvons réduire les fonctions F el G
a leurs termes du premier degré, car nous commettons ainsi une
erreur du second ordre, d'après ce que nous avons vu au n° F) sur
Fordre de grandeur de X, ^ , ]N. On peut donc écrire

I' :=* — f £ " sin j fis. ( » -s f e cos z f/s.
l/" J»

On peut transformer F, par exemple, de la manière suivante :

ï -. C ' " i ' ^ ; " / i i i / ' 1 'du . r 1 ' ' ^ " ,1 --^ -A --1^), ^ ,, ^d^j y ^ d , ,

puisque e ' s 'annule pour s == o et s == L, d'après (17) et (7) .
D'autre part,

^.^.N-./.-v-.-yx.
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Donc,
., i. .,

^ / n ' ^ '—^-^^^

En se reportant à la formule (16) et faisant un calcul analogue
pour G, on obtient finalement les équations

i <AV, _ i <W. i<AV,
(ï" ^'T-JV- •—TT- °^.-1W

Introduisons la forme adjointe ( 1 )

Kl
( ̂ ) v'^ LIT 1 ( //:f """ ç t î ) u l ̂ ( ylî ~Yl? ̂ ''^ ̂ 'î y? ~ ̂  '^ï

•X / I i — C i •ri i )MP-»~^(/liÇi—//f'/i, )M^-^.(y : fÇ|—//|•y), )(,•«').

avec
1 » ' ̂  7^? — "î — y?ÇÏ —/^f<f ̂  ̂ , Ci r.,.

Les équations ( 1 8 ) donnent

c,o> V - - — L , Y^l-J-, N ' - - — —
•2 VM •^ (/P < É^W

ort l'on doit remplacer u et r p.ir les valeurs (10) et w par zéro

9. Ces formules peuvent être considérablement simplifiées, si
l'on a égard à Papproximation quelles supposent. Nous savons que
l'erreur commise sur X', Y' est du second ordre. Donc, nous
pouvons, pour le calcul de ces quantités, supprimer, dans les coef-
ficients de Vi , tous les termes qui sont au moins du premier ordre.
En particulier, nous pouvons annuler ^ et -/ïi (n° 8).

Si Pon tient compte maintenant de la quasi-symétrie du spiral
par rapport aux axes de coordonnées, on peut admettre que les

quantités /i, et p\ — q\ sont de l'ordre de v-1 en désignant par \

Vangle d^enroulement du spiral. Comme cet angle est toujours

très grand, nous pouvons annuler n, et remplacera, q\ p a r — »

en appelant k le rayon de giration du spiral par rapport à

( * ) Cf. /oc. cit., p. a5o.
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V axe du balancier. Dans ces conditions, V\ se réduit à

Vi=^[^(^-^)4-^]

et ron a
, -,, .El . .El
(2I) ^Lî  ^L-^

avec une erreur de Fordre de ^ et - •
A A

-••>-

Appelons w le vecteur ( 1 ) dont les composantes sont u et r. Z,a
réaction d^ encastrement est (2)

t ^E I^(...) ^U-i"-

10. Quant à N', on F obtient par la formule (7)

-,, .El .
( . • { ) N = ^^(Ç,p--y^l^.

Mais, pour en avoir la partie principale, il nous faut calculer
les parties principales de ̂  et de Y]| .
il y a lieu d^observer tout de suite que ces parties principales ne

sont pas nécessairement les coordonnées ^ et f}\ du centre de
gravité de r'. En effet, l'erreur commise sur r' est du premier
ordre. Il en est donc de même de l'erreur commise surE,, et r/,.
Autrement dit, cette erreur est du même ordre que les quantités
'^\ et Y/, elles-mêmes. On ne peut donc avoir les parties principales
de £, et de Y Î ( qu5en poussant le calcul de T jusqu^à la deuxième
approximation.

11. Calcul de la forme du spiral en deuxième approxima-
tion. — Nous commençons par calculer e" par la formule (17)» en
y remplaçant X', Y' par les valeurs (21) et N7 par zéro, puisque

( 1 ) Ce vecteur peut êire défini géoméiriquement de la manière suiv.mtc. Il a
pour origine la position approchée de Pextrémilé du spiral correspondant à la
courbe F" et pour extrémité la position exacte.

-;^
( î ) GROSSMANN (Horlogerie théorique, t. II, p. 228) donne la formule F = K.(V

mais sans préciser le coefficient K. Au surplus, sa démonstration n'est ni claire,
ni rigoureuse.



cette dernière quantité est du second ordre. Nou^ ayons ensuite

a^r^a-h f cos(^ 4"e")rf<,== a? '—^ t^sinz^,
^ ^o

y ^ b ^- f sin (z 4- t")ds ==y'^ f ^cosydi,
»/o »7»

en négligeant toujours le second ordre.
On peut écrire, en intégrant par parties,

f\^msds= f ̂ dy'^Cy1— r'^-(--xY ^ y'\!)ds.
J^ J/, J^ cti

En faisant un calcul analogue pour l'autre intégrale, on a

«)
^ /-^-4-gj [X'(-y^4-y'«)-+-Y'(-n'4-çy')],

^ [X'OV- n') -+. r^-.r'C)],

El'
y==y'-4- < . , ,

en adoptant pour rare s des notations analogues à. celles qui oni
été introduites, au n" 3, pour le spiral entier.

Telles sont les équations paramétriques de la deuxième approxi*
mation T" du spiral.

12. Calcul du centre de gravité. — Commençons par calculer
£' et r/. A cet effet, dérivons la formule

jr'== j cpsi(p»-^,)<fo

par rapport à ô. 11 vient

àjF' i /• ï . . , i r 1 1 . iï—lJ."•"d'=-U""'—'l("/-f,'•''")
S -1«-^>-

ou

En faisant un calcul analogue sur y ' et résolvant par rapport à
y/ et Ç', on obtient les formules (*)

. ^==^—L^-, i^"=<y-4:L-^.

( l ) Cf. î . HAAO, toc. cU., p. a€? [formules (6î)î
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l̂ n particulier, pour s === L, il vient

„, . <iy\\ d.rit^^ ç,=^—^, •,,^r^-^-.

Si l'on remarque, (Tautre part, que l'on a, d'après (5) ,

//./•H <7yi{-^-^ n^o. -^-,,^0.

les formules (23 ) devu'nnent, en y remplaçant .r,, et y^ par./^— u

, ,. .., «'/«' , ^«
<- ' '^^-^ r••" -^- (••

On véride que ces quantilcs et, p ir conséquent, ^ et r^ sonf du
premier ordre^ comme nous l'avions admis précédemment ( n" ,1))
par anticipation.

13. Calculons maintenant la seconde approximation Ï , , •n\. En
iiilé^r.inl la |)rt lmiére équation ( a ^ ) de o à L et divisant par L, il
vient

v / ' 1 v r 1 '
'•>', » Ê'i -= C'i FYj- ^ .V( //'-'——.r'Tt' ^/.V 4. y.y ^ A- ( ^r'-- / / ' » .̂V.

Or, on a, en intégrant par parties,

f .^q'^-tls =-. \^ (j\ '2— f . s t ' " ^ :

r' r^f sn ds =- L'-' n\ — f s.r y ' f ï s \

.1- /» H
f .ST/ r'(/.V •= I 5T( ' / / ( .ÎT/ ) = - I/2 T,'.'-' :

F r' ' i C ' • y « / ''^' ^ F ' ' t T r d( a'? }1 s^ r//.s =• 1 .v,r r^ .v—L / > «7^= / A.r r /̂.s — - L2 —L,1—.
1 n *'« ^f ' ^' • ») ' ' ) - ^

lîn |)ortaut dans (27), procédant de même pour y/, et ne^li^eant

des <f nantîtes de l'ordre du t, » on trouve

^^^-w'-^''^i •,»»s ) '
/ , , VL d(p^} Y'L ,, . .
f r..-T^+^,-^-^K^</>.J-'t^.
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où l'on a pose
L /,!.

L^P',-1^ / s^ds. L^V,'" / ^ 2^,

Comme au n° 9, nous pouvons, à l'ordre de ^- près, remplacer

//,"* el q'^ par ' • D^ même, introduisons le second moment

d'inertie du spiral par rapport à l'axe du balancier, défini par

< -»9) \/lhî= j sr'^ls,
•- 0

qui correspond à la densité linéaire fictive s. Nous pouvons rem-

placer P,-* elQ.2 par - et les formules (28) deviennent finalement,

en tenant compte de (ai) el (26),

i t." _ €l{> __hî _îL d^î}\ç l ~ ^H} ~f^u~~~n^~~d^9
{ \{\ ) <

) „ _ du A2 u ^(A-2)
( ^'-"'rie'F^^T^ "T/T"

Dans ces formules, A' et A'2 doivent être calculés à partir de la
courbe r\ Voyons quelle est l'influence de Q sur ces quantités.

La distance /• du point courant à l'axe du balancier peut être
confondue avec le rayon de courbure du spiral en ce point. Or, On
a, en première approximation, donc pour f,

i i
'• '0

d'où
^0

-î1

d'où, en négligeant ^» ,..,,(,-̂ .y
On en conclut d'abord que la dérivée ' a pour partie princi-

pale — 77, - î—0: elle est de Fordre de /-). Donc, ( ,> est de Fordre
i.-i

de — el les troisièmes termçs des formules (3o) peuvent être négli-
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gés. Pour la même raison, on peut, en négligeant toujours des
quantités de l'ordre de y, remplacer, dans les seconds termes, A2

et A 2 par leurs valeurs naturelles. En définitive, les coordonnes
du centre de gi adté du spiral sont données par les formules
suivantes

. dv . du
ni) ^=~^-J^ ^-Te-^
en posant

. A'-
^ ^ ) J -= ^'

C(î rapport pouvant être calculé à l^état naturel.

14 (calcul du couple complémentaire. — Portant (3 i ) dans
(a3), nous obtenons

-., Ef ( K U ^ \ c 2 )(3^ N ^ ^ — — ^ — — ,

avec une erreur de l'ordre de - (*).
A v /

lî). Influence du poids du spiral. — Si les forces appliquées
au système balancier-spiral dérivent d'une fonction de forces U,
l'équation ditrérenlielle du mouvement est

. <^0 d\}
A ^ "TTo"»

en négligeant l'inertie du spiral, dont j'ai calculé l'influence dans
un autre travail (J). Le couple appliqué au balancier est donc-.--

Si U subit l'accroissement A U , le couple perturbateur est —^— •
Cela posé, si m désigne la masse du spiral, son poids dérive de

la fonction de force m^.Ç, en appelant Ç le vecteur OG. D'autre
part, sous l'action de ce poids, l ' é n e r g i e de déformation du spi-
ral ne subit qu'un accroissement du second ordre en m (3). On

El( ' ) Au facteur --., pics.
( î ) J. HAAG, loc. cit., p. 263 et suiv..
( î) Plus généralement, on a le théorème suivant :

THEOREME. — Soit un corps élastique, encastré en différents points fixes et
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a donc
Al: -- w^.;

et le couple perturbateur est '^^ '^'

II. — Calcul des perturbations de marche.

16. Calcul d(- n'et ^. — Introduisons les nombres compb-xes

w •_= u -\- ̂ , -s ^-- x — iy^

où x y dcsp'nent les coordonnées du point M du spiral, a l'rtat
naturel. Les formules (10 ) équivalent à la suivante

w •=- ZB^°— 3A— / ^ e^^ds
v

ou, en intégrant par parties,

^, ^'^f^.
" ^À ,

En séparant la partie réelle et la partie imaginaire, on obtien-
drai» u et ^. Mais, ce calcul est inulile ('). Retenons simplement

que le vecteur a' est le vecteur représentatif de Fimagmaire ^.

nétant .oumis à aucune autre force que les réactions d'encastrement. Appli
quonslui des forces extérieures F infiniment petites du premier ordre. I^ener
gie de déformation subit, de ce fait, une augmentation qui nest que du
second ordre.

En ellet cet accroissement est .gai au lra^a.l de toutes les forces extérieures
pendant la <léformation infiniment petite D produite par les forces F. Or, les
for<.es <rencasne,nent ne travaillent pas. D'autre part, le travail des forces F pour
le déplacement D est du second o; dre. Donc, l'accroissement de l énergie de
déformation est du second ordre. fl Q' F" D*

(i) En développant w suivant les puissances de 8, on obtient

00 6 2"- 1 t^ ^ : 1 Y

• "= Z(—)'(ï,^r7)lv—-^l(-')"(î"ïï'"'

—Èl(-)"(-.ï=T^>x—i(-)^'Yl•••
/i=i , n=='

où X , Y désignent, suivant la terminologie de M. Kedhoiï (cf. foc. cit., p.a');)
les coordonnées du centre de gravité d'ordre p, à \^W nalureï.
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17. Calcul du centre de gravite. — Le nombre complexe cor-

respondant au vecteur Ç == 0(i ( ' ) est, d'après les formules (3i ) ,

.. . . .dw
Ï - S ^--i-^-J^

OU

,.-,;̂ ..';.[,.,.(,-y)j.,..
On en déduit

.- ^ i /•" ' 0 ^ ^ • / ' ^ ^ n • s ' / 5 \\ i< 3 ) ) . 7 0 - L ^ 3 6 'K-L-^-0!.^-/))^

18. Perturbation d'isochronisine. — Si l'on a un couple per-
^.urbaleury(51 ), la perturbation subie par la durée d'oscillation est
donnée par la formule générale (2)

( < " ' 1 ^-^Ei^ A0"^?'^?"'3-
Ap|)liquons ceci au couple

.. . -, El J( n'- 4- P*)
•^^-^-LAi—Tr—

Si s désigne le nombre imaginaire conjugué (le 3, on a, (Taprès
00,

82 /* /• _ i^——1
//ss + ^2 = — T J js' e L //A- <!s { < » < A- < L. < > < A-' < L );

D'où
/ / (^ - t .^ ) o r r — ' o 1 —/ s — s ' \ , , ,
—77o—— "' D J ̂  3S ^ (' •+ lo -1—) < { s d s •

Portant dans (3;), il vient

AT i /• r — /'27:

-,y- ï? — -— /T. . , / / z^'(^ ( I s I ^//«••oss,( .̂  ̂  (^ eus s ) cos2 9 //®,

en posant
,«_o/—-^.

( ' ) Mous supprimons dot•éna^anl lin<lice i correspondant au ceuli'f de gravité
Gi du spiral entirr.

( î ) cf. J. HAAU, /oc. ci7., p. 2 7 1 .



L'intégrale définie qui se trouve sous le signe i f s'exprime

immédiatement au moyen des jonctions rie Bossela en utilisant la
formule de Sommerfeld ((),

^ /,^
( ')X \ 1 ^^f•{•^ïet^':'f/z-— I ^ / • ' • • • o s ? ^ - / • / ? < / 9 - = : • > ^ ( / / J , / ( . r ) .

• u JQ

On a

j ^i/m- sï,( ., f'^ COS S » €<»!-'•' S (/^

r2^ { e^^ •^ e-11^ e31^^ e 'sp • ^ ï e ^ ^ ' ï e - 1 ^ " } ,^ y ^< •.^ ——_^_._ ^ » ^ /^ ————-___^-———————— ./.
< U L J

[ , , J 3 ( /H ) —— 'Ll i ( /// ) |
r? > ^ — J.^ w ) •+• J.,< ^/ ) /^ —————^—————

"=: •> 7: j .1 o ( /// ) —— /// .1 , ( /// t i.

en utilisant des identités connues (2 ) .
Posons( : t )

' "1^ » I-' < ./• ) -r= .1 „ ( ./• ) — ,rJ i <./•)=--— [ .^Jo ( .r > |

Nous avons

l i o ' y—Â-n:.//"^0"^)^^'-
Cette élégante formule peiU se mettre sous une forme entière-

ment geometrifme :

. ,;„ ^ ̂ _ • f f^;oM'F(e^V/,^.
1 A- L" J ^/ \ H /

1{). Perturbation de marche due au poids du spiral. — Celle
perturbation est donnée par la formule ( '•)

AT m L > ̂
( 1 * ) Tr'-Tî^ '

( l ) C/. JAIINKK und E.MDE, Funkiionefitfi/ein, p. 169.
(" ) C.f. /or. cit., p. id'».
( ) Si^n^lons que la fonriion F^) est nitc/onc/t'o/»/)rti'r<».
( < ) Je signale, » ce propos, <(uc la perturbation due au poids du balancier a
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->• ^
% désignant le vecteur représentatif du nombre imaginaire

r/ I ^B / r^ .̂r̂L == —- - l 2 ( /A I e L

•^M.j\ ^
[ ' . / • > A- /\ A / . Î .\., 1 ,

^\^^-~-J)~-L{L~J)^^\W^^

En appliquant de nouveau la formule (38), Fintégrale en 9
s'écrit

-(,-,^.(o^)-.(,/-,)».,,[^o^)-^^)]

=-,[(,-^)o^(^)-,,,(e^)].

D'où

( 4 3 > ^;^"^.4(y-0^^)-;^(o»0]^.

20. Règle du point d'af taelie. — La formule (4î) nous
montre que la perturbation de marrhe due au poids du spiral est
une fonction sinusoïdale de Faugh1 que fait la verticale avec une
direction déterminée du chronomètre. On a ^avance maximum

lorsque le vecteur 'L est d i r i g e i e r l i f aiemejit et vers le haut.
Les régleurs s'efforcent délirer la position du point d^ attache

du spiral au balancier^ de telle manière (jue cette avance
maximum ait lieu lorsaue la montre est au pendu (n. On voit

qu il suffit, pour cela, de s arranger pour <iue le vecteur Z soit
dirige vers le yfendant.

été évaluer par Caspari sous la foi me

AT T^cos»
-f ~- --^Rr-S(8.).

où H désigne le rayon de ^vraiion du balancier, a et y h 's coordonnées polaires
de son centre df gravitf par rapport à la verticale descendante el S une fonction
dont Caspari a calcule ie développetnent en sélie. Eu realité, «"ette fonction e»l

J î 9 ) . . .
égale à -J.-(-. ainsi qu'on le trouve directement en procédant comme ci-dessus.

On peut aus^i le vérifier, bien entendu, à partir du Jéveloppement en série.
0 ^f' <^<OSSXANN, toc. cit., p. e>iî.
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Dans ce cas, la perturbation est nulle pour les positions « pen-
dant à droite » et ((pendant à gauche ». On a le retard maxi-
mum pour la position « pendant bas ».

III. — Formules générales convenant à la fois au spiral cylindrique
et au spiral plat.

21. Forme géométrique du spiral. — Pour poursuivre l'appli-
cation concrète de notre théorie, nous sommes obligés de suppo-
ser que le spiral a une forme géométrique déterminée.

Pour le spiral cylindrique, il n^y a pas de difficulté; on l'assi-
mile à un cercle.

Pour le spiral plat, au contraire, les avis sont partagés. Certains
auteurs prétendent que c'est une spirale dî Archimède; d'autres
le considèrent comme une développante de cercle. Nous allons
montrer, d'une manière précise, que ces deux formes géométriques
sont pratique ment équivalentes.

Prenons une développante de cercle. Soient a le rayon

Fig.i.

!MO

du cercle développé, p le rayon de courbure PM, <p l'angle
polaire de la normale. On a

p = p o — a y.

Calculons l'équation polaire. On a

/.=V/pï—^= p(i+^ -...).

D'autre part,
a a

6 = © — e , c==arctang- = - - + - . . . .
P P
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Donc
' ' /' - ^i> — ^ s O . ^ ; )^ . . ..= ^,. — <( 0 — — 4 ....

' ) ^ •> ,̂

Si l'on considère la spirale d'Arehimede avant pour équation

/ • ' ==- ?o— ff 0.

on voit que la distance M M' des points des deux courbes qui ont
même angle polaire est

^/ — r-— — 4.. ...
•20 '

Voyons quel est l'ordre de grandeur de — • Si R et R/ sont les

l'avons extrêmes el /(le nombre des spires, on a

H — Kff ss -——;z H r.

d'où
^ _ ( K—H') '
•> p ^ 7»2 ît2 ?

Prenons, par exemple, R === 'i'""', R === i, n === 1 0 ; on a

r!:-'_'A,.,-.

La distance MM' varie entre i,i4 ̂  0,28 millièmes de milli-
m^Ire. La formé du spiral n^esl évidemment pas déterminée avec
une précision d'un millième de millimètre. Donc, il est pratique-
ment indiffèrent de représenter le spiral par l'une ou l'antre
des deux courbes ^eomefriffues ci-dessns,

On peut aussi se demander quelle est la différence des longneur.s
des deux courbes. La longueur de la développante de cercle

I P — I P ., .. , . . . .,. . . , . K î — R ' î a , Hest -——— . (jelle de la spirale d Archimede est ———— -f- - loe .-,•- ) a r '>.a •>. D 1{
l^a spirale d' Vrclumède est un peu plus longue que la dévelop-

pante de cercle. La différence est à peu prés — , soit ^- de milli-

métré, dans Fexemple ci-dessus, sur une-longueur totale de \^wm

environ. On voit que la différence est insignifiante.
Le calcul numérique que nous venons de faire nous apprend que,

dans le calcul des coordonnées d'un point quelconque du spiral,
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on peut négliger le^ quanti les de tordre fie .-, qui seraient pra-

tiquement illusoires,
Dans ce qui va suivre, nous assimileron.s le spiral à la spirale

d'Archimede définie par réqualion polaire

( \\ • /•rr H — n^.

Ou a

<h / ^î \ï
— s= / ( r^- - .
<H \ i " 1 '

Nous prendrons

< 4 ) ) '̂ s:: /' ̂ s.

eommettant ainsi une erreur relative de l'ordre de —, et, par consé-

quent, inférieure à l'erreur relative inévital)lement commise sur r.

2î2. Vecteur correspondant à une densité fictive du spiral. —
Donnons au spiral une densité linéaire fictive^ réelle ou imagi-
^inaire, y(M), M désignant le point courant. A cette densité nous
ferons correspondre le vecteur défini par Fintégrale géométrique

( - » < - ) ) • V=^ ^ Ç OM/(M)rf.v.
^\

On pourra aussi considérer V comme représentant l'imaginaire

i r"'-i; » V =• - ( zf{ M}rh.
^A

JNous allons calculer a[>proximativement ce vecteur, en faisant
les hypotlièses suivantes sur la fonction /(M) :

i" Son module est au plus de l'ordre de grandeur de l'unité,
quelle que soit la position de M sur le spiral.

2° Elle admet des dérivées successives par rapport à l'arc décrit
par M, quand ce point suit le spiral. Si M suit le spiral en allant
vers A, nous représenterons la dérivée première, par exemple, par
la notation /^(M). Si, au contraire, M va vers B, nous écri-
rons/y (M).
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.>)" La dérivée /<" "l<> est an plus de l'ordre de ( - ) . À' désignant un

nombre qui ne dépassera généralement pas F).

ï23. Vecteur associe à une courbe terminale, — Soit la courbe
terminale T, qui se raccorde en H' avec le spiral proprement dit
et se termine en H ; de ^orlo que la lettre II devra être, parla suite,
remplacée par A ou B, selon qu'il s'agira de la courbe extérieure
( cô t é piton ) ou de la courbe intérieure (côté virole).

Le point courant M étant pris sur cette courbe, dévelop-
pons Y ( M ) p r l,i formule de Taylor; nous avons, en appeLmt
A r . i r c i r M ,
( , . s > / rM^^^/^in.

/t==0

D'après î;i troisième hypothèse du n0 î2i2, cette série converge
rapidement .

Considérons maintenant le centre de grci^ffe ^ p cl'ordre p^
déf in i par

^y— ^ f 0^-1^

/ déM^nan i la longueur de la courbe. Nous avons

^ly./.r'nr)/'^^..^
L^ ( n — i } \ J,

/t=- 1

ou
ac

"lp ^ -rSS/""' ( II ')•0^•
n-= l

(^omme la série (4^)? cette série converge rapidement.

i2i. Vecteur associé au spiral proprement dit, — Appelons u
le vecteur unitaire du rayon OM et y son angle polaire, le sens
positif de rotation étant le sens de l'enroulement. Nous avons

r^LV == \ ^/(M^Wy
•A'
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où, en intégrant par parties et utilisant (44) et ( j.V),

r^LV='[-~ -ie^r^fiM ) ;̂  ^ [— /ra/( M )^- /^/K' M )p'<?'^.

On pourrait répéter indéfiniment celte opération. Mais, dés la
troisième, les termes intégrés sont de l'ordre de a2 ou de ——; il
serait illusoire de les conserver. Nous nous contentons donc de
deux intégrations et nous obtenons

^°) 1 . 1 - [ ( / K ^^) / ( \ ) - \ -KV'A ^ • ) oT
[ — ( / H ' <f- •>.a )/( J î ' ) ̂  l\ '2/,( • H' » ]. t) B\

25. Vecteur associé au spiral entier. -- Ecrivons la formule
( 4 9 ) ? limitée à ses deux premiers termes, successivement pour les
deux courbes terminales et ajoutons à (^o) ; il vient

L\ « /( A / ). ( / O/, -^ - i R 6l' ) (-/( B'}. ( V 5^ - QU'OB' )

^/A(^')•(^o7^R2at /V.-/B(B^).(Ç"O^^R /<^

^a[f{ \')0~V-f( }Î')'OB'].

A chaque courbe terminale, associons les deux points définis de
la manière suivante. Prenons, par exemple, la courbe AA\ Menons
la perpendiculaire à OA' et, sur cette perpendiculaire, portons, du

côté de la courbe, 0/?«== -. . Sur la demi-droite opposée à OA',

portons Opî= ^-. Construisons les points analogues^, et//^ pour

la courbe BB\ On a

^i) / o/Ti=-— n\ ôv. i o^^nrcw;
< ̂  ^ ^ O/?, — — ->. Rs ( > \\ l'î Op^ == — 2 H ̂ O^B'.

Dès lors, la formule ci-dessus devient

f » •-> ) i.v == if( \ ' }^ 7i 4 l'A ̂  )^. ?.
^î —-^ p ——->.

-^ -^A( A')^^4- "//B^/^

+. -1 a [/( A / ) ot1 —/( B' ) 01? ].
LVlll. 6
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On vérifie, comme il fallait s'y attendre, que cette formule ne
change pas quand on intervertit A et B, A' et B\

26. A la courbe A' A, associons les axes suivants : OX suivant OA',
0^ perpendiculaire à OX et dirigé vers la courbe. Nous appelle-

rons ? , , rJ^ les coordonnée.s polaires du vecteur Ç—^ == ~~\f' ^p:.»»
—- ..:^. ——-->-

^.> les coordonnées polaires du vecteur '^- 0 2 == "°2 . Ces quatre1 Op.^ '>. H^ 1

nombres se calculent à l'aide des formules suivantes :

i r ' i r 1
C , C ( ) S 3 | ~ ' f \f/S. ^ |S IU :? | - f \ fis

01
\\îJ ' • J l • ' H-S

i /-/ ... . i ^^ / . \< / . - - l , ^in^=^
.,/ i /'/

c o s ? ^ — ..^ j s\(/s i, ^ s i n . j ® . ^ = = - ^ ^ ^W^.

Nous désignerons |)ar des lettres accentuées les quantités ana-
logues relatives à la courbe BB\

Appelons enfin À l'angle de OA' avec OB^ le sens pos i t i f de
rotation étant le sens de ^enroulement, de sorte que cet angle
est positif et mesure tout simplement Van^le d} enroulement dn
spiral proprement dit. Avec ces conventions, nous avons

- » ^ /2 - ^
/ /? , ^, - 1< p ie '^ 'O \ ' . — P - i g - i === ^^PJ c 'y'O \ ';

/'/)', ^^ lî':/^'?! Ô»?. l ~ P\^ - H'^j e^aOI^.

En porlant dans (".)\\ », il vient

( » > LV -- < \\ p, e / ? " >a}f^ \ ' ) l^o,^ /^/^ A ' ï î Ô ^ '

^ 1 ^ ' ^ ' , ̂ i — • > a ) / » l l ' » K'^p^'^L» /»{( l î ' ) ; ( ) » { ' .

ï27. Conditions de P h i l f i p s . — S i / e s courbes terminales ont
une forme que/ron^/ne^ les formules (.^) et (.)^) montrent que le

vecleur V est de l'ordre de .- ou de -. Il est infiniment p e t i t du

premier ordre, si l'on prend l. pour infiniment peti t principal.

Pour rabaisser au second ordre^ quelle que soit la fonctiony,
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il faut et il suffit <fue c i soit en p\ et g'\ en p\. Ce sont les con-
ditions de Phillips bien connues.

Pour Vabaisser au troisième ordre^ il faut que a soit nul et
que g.i soit,en/?.j et g., ei\/)',. Autrement dit, le spiral doit être
cylindrique et cha<fue cuurhe terminale doit satisfaire non seu-
lement aux conditions de Phiflips^ mais encore aux deux con-
ditions supplémentaires qui expriment (|ue son centre de gravité
du second ordre se trouve au point p^ défini au n0 Ïî\ ( < ) .

Je n'ai pu trouver aucune courbe satisfaisant a ces (iu»tre condi-
tions. Mais, je pen^e néanmoins qu'il en existe. Faute de posséder
une telle courbe, on peut chercher, parmi les courbes de Phillips
connues, celles qui donnent la plus petite valeur a p^. J'ai fait le
calcul pour les courbes suivantes, empruntées à (irossmann (/or.
c i t . , p. i »4 et suiv. ).

I. ( n arc de cercle : p.j —- i, o \w) ; cp.j ==-- i ̂  i °, 7.
II. Deux quarts de cercle et une droite : pa== i ,.ii6;ç?2===io2°,5.
III. Deux arcs de cercle : pi== i y O ^ S ; 92== ' \^i ^'
IV. Lne droite (2 ) : 02== i,^: 93= 8^°, 6.

On voit (iue /es deux meilleures courbes sont les courbes l
et III, qui sont à peu près équivalentes.

On pourrait pousser plus loin le développement de la for-
mule ( > ^ ) et, dans le cas du spiral cylindrique, reculer de plus en

>•_
plus l'ordre de grandeur du vecteur V , en imposant de nouvelles
conditions aux courbes terminales (3 ) . Mais, de tels calculs
seraient pratiquement illusoires^ à cause de l'indétermination de
la forme géométrique du spiral ( î ) . Nous pensons donc qae la for-

P» Cf. J. HAA( Î , Extension de.\- conditions de P l i i l t i p s concernant le spiral
(Comptes rendus, t . 1S9, «9'q, p. S < » ) .

( 2 ) Je signale que, pour celle courhe, il y a lieu de fair1 des réserves sur la
validité dr la théorie. En rfTct, au point de raccordement a\ec le spiral, se trouve
un point anguleux^ dont le ravon de courbure est nul. Or, l 'extension de la théo-
rie de Saint-Venant au spiral n'est légitime que si répaisseur est infiniment
peti te \ i s -a vis du ravon de colirhnie [cf. J. HAA(;, Extension de la théorie de
Saint Venant aux j i l s élastiques {Annales de l'Ecole formelle supérieure,
t . ^), p. l oS) ] .

( < ) Cf' î' H A A(., Extension des conditions de Phillips {loc. cit.}.
( 4 ) On peut ajouter aussi que la formule fondamentale (i) est elle-mêluc une

formule approchée (cf. J. HVAG, Extension de la théorie de Saint-Venant (loc.
cit.} dont l'approximation n'est pas illimitée.
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mule ( .)3), qui entraîne, pour Y, une erreur du t/oisième ordre^
atteint le maximum de précision compatible avec les données phy-
sif/ues du problème.

Î28. ( a ï e u l du vecteur {V, — D'après ( 3 4 ) ? l3 densité fictive
correspondante est

/ (M ) -- l'O^L, s== A M .

Portant dans (05), il vient

< 5 f . ) (F=: ^ f < ( H pi e-^t-t AO)^ } l^p.^-'^lp \bL L L J
-^ ^[((R'p. f f^ i — ,a)— ^H^p^^^lobo.L t L J

en appelant AQ et l^i) les positions de» points A' et B', pour l'élon-
^alion 0 du balancier.

ï29. Calcul du centre de gravite. — D'après (3;*)), la densité
>-

f ictive correspondant au vecteur Ç est

./(M)=[i^<6(^-y)p0^ .=AM.

l^ortant dans (^F)), il vient

f 0 1 ^( -);) I .Ç -_= < \\ p, (r-'-i -(-•<a > ( i— i j 0)— H ^G,, e-^i- ( ^ i -^j 0) 0 \ o

r , , 0 1 ^4- (H'p, e i ï \ — ^^(i^i/'Oï^.H^p^^-j - . - ( •2/— / " O ) Ollo.

Dans cette formule, on a poséy== i — j ' . De plus, on a négligé,

dans chaque crochet, des termes en , ou , , qui sont toujours très
peti ts vis-à-vis du terme principal.

Il nous reste à évaluer y e t j ' . On a, en négligeant les courbes
terminales ,

,,̂  r\.^ ,.)^^-^^^^^
J^. ^a2 •24^2 <)
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d'où

e l ( 1 )

, R^^R' 2

hî=-——n——

•- l lr" ̂  •ï [{lï

J ~ ~\ H^ R^ '

Pour le spiral cylindrique, on a y ==y== -•
Pour le spiral plat, on a, en négligeant R/2 devant R2,

i ., ^
^r • / = '^

30. Calcul de la perturbation d^ isochronisme. — Elle est
donnée par la formule (40-

/ '^T~^\
Le point W étant fixe, prenons pour densité fictive F ( ^ o —y— )

et soit V le vecteur correspondant. En lui appliquant la for-
mule (53), il prend la forme

( ̂  )

en posant

(^J)

('» Remarquer que

d'où
., . K2^^

v'^=

L^-

ïî;

^1=
i^=

^=

^

^1 ^i?

——-y
/^ ̂  »

Pî S^

P^î'

—->ov,

51?.

LÂ-3^

^S^"^'»
n==l

/.(M')-

/i(M')-

/" / 1U'\/:>(») . î-«

/t(M')=

/ ,« , - . ta

.A(M'^-

^r'dr
Jv a

——>

V,,.

i F

- i ^

^ .

^-
L

•20
L

R2-^ R 2

•2

.

(..-
.(..•
F'(e,

F'(»()

F (s.

F (e.

t^M'̂
L ) '

^\

•- / '

.vitr\
L /'

(fM'^
"î"^

A^^
»- / '

B^
I- / '
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en convenant que FarcA'M' e^l compte positivement de V' vers B'

el que l'arc B'M' est compté positivement de H' vers A' ( ' ) .
Nous avons mainlenant

— / ^ A l == I / ' f .OM^/A -Vl ^. / /.(M'-U.M '//.v'.
^ <> /i

A|)|)liqnant de nouveau la formule ( :) • î ), on a

AT ^ W1 i ' r^
•^ T^- i ^ .H-^Z^^- 1 ' " 1 ^

n /<
en posant

A-^ ^fn^')> ^^^ [/^H )-

,̂̂  ^ .AA(\ ' ) . ^. ̂  /L•^ÎB"r>•

^.^^/,<V). ^,^-^.B',

Kn se reportaiil aux tormuïes (FX)) el remarquant que

I-' i o ) -=.i. !'"( o ) •=, o. 1'' ( <i » ==; — - »
y

on trouve
^•=^

' ^ ' 1 1 ' = - ( , • ^i^ -a-F^^i )• ^i:(s-<». , - 'n.^TTs0"1 '0 ' '-

— '-^1 o — 'tt7 r/ o

^^^. ,.•.:, ̂ ^«ol'''^ '. ^^<'. ^^^l'^r.
* / / /

{ / » /:;/':î
..'3:1 -== -̂ -j-i Ofi. ^:14 ̂  7-ĵ - -̂i 1 ' ' ̂  •• A':»5^ <».

^36-=.~ ^«ol'"'". » :

^ / 3 ^/--i
^^^o;i. ..•..=-^-o.>l"<o,.. ^.,-0:

^ „ 5= l^2 o - — l0^ r o > •

( ' / 1 1 l a» t i rer»t; i( ' ((U'r < i » ! C la foin linit ! i . / ) csl impaire.
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n ^

L'== L— (/-(-/') == longueur du spiral proprement (lit.

Lrs produits scalaires si1 calculent aisément et l'on trouve fina-

lement

^-K^h^^e10^^[^O^r(o^)

^m.^oo^- ) ^kH(o..-^M,

II ( ; ) s- ^ F" ( c ) =-• ^ < i -+ r:s ) J i ( ^ ) — •/ 32 J „ ( s )

en posa ni

- ^P'f4- !<"'?','^ iff^piCos^i—K'3;., POSÇ', )— ^ff^H2 • R^)

< \\^Ï^\^^
^ "'> \^ '

{ 1<2 H'2 pi p'i COS( A -r- S -+ S', ) )

S -t- •><'< HK'[ H 'SI cos(A-f- s'i »—H si cosO.-^i )—•2acoSA|)
( ( » ' ) » / ^ ̂  ^ ———————————^————————,——'————————————————»

|) s-—^ IKH^pjpl iCosiA •^St+.s^t-T-H^K'p'i pî cos(A 4 î\ -4-îî)

-̂ . •>. a K'2 p I» ces ( A -*- ® , ( — .» n K2 p» ces ( ?» 4- y» ) |.

COS( A -̂  ?.. «f 92 )1 - •> i > > : i l < r 3?^?^ COS( A -^S.. «»-92 )r ^ i T 3 '
On véritie que si Fon échange les notations se rapporlant aux

deux extrémités du spiral, les formules ne changent pas ( 4 ) , comme
cela est évident a priori.

31. La formule (53) ne nous donne le vecteur V qu^au troisième

ordre prés (>J), lorsque la fonction f est de Fordre de Punité. Si

elle est d^ordre n^ Ferreur sur V est d/ordre n 4- 3. Si les vec-
... •>. .->

leurs Ui el U-j ne sont pas infiniment petits, on en conclut que

( 1 ) . Ne pas oublier que a change de signe.

( 2 ) On suppose que i- el T sont c*e l'ordre de ~» c'est-à-dire du premier ordre.lj L< A
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Ferreur imputable à la formule < 6 1 ) est du quatrième ordre. Donc,
//'.v termes du quatrième ordre des formules (63) sont, dans ce
cas. illusoires. Ils ne doivent être conserves aue si les courbes
terminales satisfont au.r ronditions de P l i i l l i ps^ auquel cas
Ferreur esl du cinquième ordre.

\\Ï. lîepercussiofi d'une petite déformation du spiral.— Soit //
le déplacement inlinimeut petit du point M sous Faction de cette
defornmtion. On .1, en lenaul compte de la symétrie de Finlé-
g raie (4l),

.(y)^- ̂  /"^ÔM.ÔOM'F^o^)^^'.

1 A\ intégrant d*al»ord ()ar rapport a .v e( a|)|>liquant la formule (5<S),
ceci s'écrit

.(^)«-^r..,r.
eu posant

. , ,-•'
< t> i i »', == — I fi\ M » // </.<.

l.es <lensi(és /\ et f^ soni innniment peliles du premier ordre,
t.indis que les autres sont du second ordre. Dés lors, s'iln^ya pas
de /'onrhes de l f h i l l ^ [ ^ s ^ on peut écrire

- ^-^['••'•.C'^'-^+,,^,/''".-(..'ç'),4
-S"// } a des courbes de P/fil/ips. l'ordre infinilésimal de la

I)eilurl)tiiion est recule d'une unité.
On voit donc ([ne In présence des courin's de Phillips^ outre

qu'elle <»méliore l'isoelironisme, réduit considérablement les per-
t u r b a t i o n s de marche provenant des petites déformations acci-
dentelles du s p i r a l .

^3. Calcul de la p e r t u r l ^ a t i o n due au froids du s p i r a l . — Le
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vecteur 3, défini p.ir (43), correspond à la densité fictive

•^•-rl^-r)^^^)-;,.-^0"?.)]' Ï = A M

Appliquons-lui la formule (.^). On a, en réduisant chaque
second membre à sa partie principale,

/, \ , c- ^ , /, B' ) = (y - i > J,, 0, > - ̂  , 1 , , 0, ), /^ V ) = - ̂ - ;

/ir H '^ ,' | < y — » ) J » i O o ) — J l < .o" ) —.i.,< o . . ) — ( y — i ) 0 « . i , < e o » — j ' , ( e y ) r1 4 1 1 "o ' j

ou, en remplaçant J, (6^) par

J « ( ô o ) — — J « ( 0 » )Un

el se reportant à la formule (3p),

/i» < B' ) = , f ( / — i ) 1^ Oo ) — •Jo( û,, )|.

Portant dans (55)^ il vient

< C^ ) % =. / 1 /< Hp, <?-/?. — >a ) — HS?^-^] OA^

— ^ j ( K'?', e^—^.a) Ki( O o ) +.R^?^^14\( Oo )1 57?.

en posant

.̂  ( ^.(.r^ii-y.j^./.^^,
( î\{.r) == •>.J(,(.r> 4-(, i—y)F(.r».

{A suivre,)


