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SUR LE CALCUL DE CERTAINES DEFORMATIONS ELASTIQUES,
AVEC APPLICATION AU SPIRAL DE MONTRE:

Par M. J. Haxc.

[. — TUEORIE GENERALE.

1. InzropucriON DE L'ENERGIE DE DEFORMATION. — So0il un corps
¢lastique £, soumis a certaines forces extérieures permanentes (®)
et a certaines forces variables (I'). Nous supposerons que ces der-
niéres sont trés petites et qu'elles dépendent linéairement de
n paramétres indépendants Q, Q., ..., ), s'annulant avec elles
¢t que nous appellerons leurs coordonnées (). Sous I'action des
forces (®) et (I'), S se déforme élastiquement (2) et acquiert une
certaine énergie de déformation ;W En principe, cette énergie
ne peut étre calculée, par la formule de Clapeyron, que si Pon
connait la déformation de S en chacun de ses points. Il y a cepen-
dant des cas, comme le cas des ressorts, par exemple, ou I'on peut
évaluer cette énergie directement, & partir des forces appliquées,
sous la seule condition de connaitre la forme actuelle de S. Clest
dans cette hypothése que nous nous placerons.

Faisons d’ailleurs observer que la forme actuelle de S peut trés
bien différer de la forme naturelle d’unc quantité finie, comme il
arrive fréquemment dans les ressorts un peu longs, sans que, pour
cela, la limite d’élasticité soit atteinte. Chaque déformation locale
reste tres petite; mais, la déformation d’ensemble peut étre grande.

Cela posé, la fonction W se présente toujours, d’aprés la forme
méme de la formule de Clapeyron, sous la forme d’'un polynome
du second degré en-Q;, polynome que nous écrirons. en 'ordon-
nant,

(1) W= W, o Xa,Q4 WI(Q:),

() Ces coordonnées sont, par exemp'e, des composantes de forces ou de
P p:c I
moments.
(%) Nous supposons donc que la limite d’élasticité n’est pas atteinte.
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W' désignant une forme quadratique des ();. Les coefticients de
cette forme, ainsi que les coefficients a; et W,, dépendent, en
principe, des variables );, car leur calcul fait intervenir la forme
actuelle de S, laquelle dépend, bien entendu, des forces (F) et,
par conséquent, des ;. Mais, comme les forces (F) sont suppo-
sées trés pelites, il en est de méme de la déformation qui leur est
imputable et I'on peut, dé¢s lors, regarder comme constants les
coefficients dont il vient d’étre question.

2. INTRODUCTION DES VARIABLES AnsoINTES. — Donnons aux Q;
les accroissements infiniment petits dQ;. Le corps s¢ déforme
infiniment peu. Supposons. d'autre part, quil soit cncastré en
un: desses points A, dans un obstacle fize. Chacun de ses autres
points subit un déplacement infinitésimal, dont les composantes
sont des fonctions linéaires et homogénes des d(),. a coefficients
constants. Les forces () et les forces (F) fournissent, du fait de
ces déplacements, un certain travail élémentaire 4. Quant aux
réactions d’encastrement appliquées en A, elles ne travaillent pas,
puisque I'élément encastré ne peut subir aucun déplacement.. 1]
s'ensuit que d' est le travail élémentaire total regu par S. On a
donce

o OW

r T dO,.
5 a0, dQ;

(2) A = 1AW = X, d0; 4
K3
D'autre part. le travail élémentaive des forces (F) se présente
comme une forme bilinéaire des variables Q; et dQ;. d coeffi-
cients constants. Si nous Pordonnons par rapport aé~ ;, il
s'éerit

t3) Qg

les dg; étant des formes linéaires des dQ;. Quant au travail des
forces (®). il est simplement de la forme 2a,;dQ;, les x; étant des
coefficients constants.

Dés lors, Péquation (2) s’écrit

Ya;dQid XQidy; = 2a; dQi 4 X -

Ceci doit avoir lieu quels que soient les (); et les dQ;. Donc (1),

{') Ea véalite.si Pon sevee la question de plus prés, les cocflicients a dépendent
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Iy et
1 JW' L AL

XQidyi= Y- ——d = XQj— e -
=S 0 s HdOH
S1 nous égalons les coefficients de Q; dans les deux membres de
cette dernicre identité, nous voyons que dqg; et .in sont deux
groupes de variables adjointes, par rapport a la forme quadra-
tique fondumentale W'. Comme les coefficients de cette forme
sont constants, nous pouvons intégrer les formules qui définissent
les dgy; en fonction des dQ;. Nous faisons ainsi correspondre aux
variables O les variables adjointes (')

4 i : ')—\l-
o dO);

Nous dirons que ce sont les paramétres de déformation cor-
respondant aux forces (F) définies par les coordonnées Q;. Leur
stgnification géometrique apparaitratoujours nettement dans les
applications. Elle résulte du fait que Pexpression (3) représente le
travail élémentaire des (F) pour la déformation due aux dQ;. On
peut dire aussi que X();q; est le travail élémentaire des forces (F).
supposées constantes. pour la déformation infinitésimale due a
ces forces.

Si nous substituons les ¢; aux Q; dans W, Ia forme quadratique
W'(Qu se transforme en la forme adjointe V'(q,). La forme bili-

des Q) et en négligeant le second ordic, on doit éerire

ll,Ia;n-i—Z (IiiQi'
. J
On ax =uwu, cl

i

0 1lq'_z ! L“.(m + =Xa, Q,dQ..

On ne peut en conclure les égalités (4) que si les a;; sont trés petits vis-a-
nis des coefficients de la forme quadratique W'. 1l ¢cn cst ainsi, en particulier,
si la déformation totale produite par des forces finics est infiniment petite dans
son ensemble et non pas sculement localement. Il en est ¢galement de méme
si les forces (@) sont trés petites. Mais, si la déformation et les forces (®) sont
finies, on ne peut plus répondre de ’exactitude, méme approchée, des formules (4).
Il y a ]a une difficulté dont il faudra se préoccuper dans I'¢lude du spiral.

(') Dans le cas particulier ou les farces (#) n’existent pas, la formule (4)
donne le théoréme de Castigliano (cf. Leconnv, Cours de Mécanique, t. 111,

L P o).



néaire 2a;Q; devient ZA,q;, les coefficients A; étant les variables
adjointes des coefficients a,;. Enfin, W, ne change pas; mais, par
raison de symétrie, nous 'appellecrons maintenant V. Finalement.
W devient

(5) Vigio=\V,422A;q,4 V(g

On sait que
! 47)\“'
Y ()I]i '

(6) O, =

Le travail des forces (®) pour ladéformation (dg;) est, nous 'avons
vu, égal a
Xa;dQi=XA;dq,.

Les coefticients A; jouent donc, au point de vue du travail des
forces (@) dans cetie catégorie particuliére de déformations, le
méme réle que les coordonnées (); pour le travail des forces ().
Mais, [a se borne l'analogie, car les forces (®) ne peuvent évidem-
ment pas étre définies par la seule connaissance desdits coeffi-
cients, puisque ce sont des forces absolument quelconques, n’ayant
rien a voir avec la loi qui donne les forces (F) en fonction des (),.

3. DEFORVATION DUE A UNE VARIATION INFINIMENT PETITE DES
rorcEs (®). — Supposons que les forces (®) subissent des accrois-
sements infiniment petits é®. Il se produit une certaine défor-
mation A. qui donne aux ¢; certains accroissements infiniment
petits d¢,; ('). Considérons, d’autre part, la déformation D due a
Pintroduction des forces (F) de coordonnées Q;. Les deux défor-
mations étant infiniment petites, nous pouvons leur appliquer le
théoréme de réciprocité. Autrement dit, le travail des (F) pour la
déformation A est identique au travail des (6®) pour la déforma-
tion D. Or. le premier travail est 2Q;d¢;, d’aprés la définition
méme que nous venons de donner des dg;. D’autre part, nous
avons vu, au numéro précédent, que le travail des (®) pour la
déformation D est 2a,Q;. Le travail des (® + 0®) pour la méme

(') Il ne faudrait pas en conclure que la déformation est identique a la défor-
mation (3q,) qui serait produite par les accroissements §Q; donnés aux Q,. Ces
deux déformations peuvent étre totalement différentes. Seule. leur répercussion
sur les variables géoméltriques ¢, est la.méme.
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déformation est X(u; -+ 6tj) Qi Comme ce travail est ¢gal au tra-
vail des (@) augmenté du travail des (d®). on en conclut que le
travail des (o®) est égal a (), 6a;. On a donc I'identité

> (); 61/,‘ R X (\),' (7(/;.

quels que soient les Q. Do il résulte que d¢g;= oa;. Done, lu

déformation due aux (o®) produit sur les paramétres q; les
accroissements oda;.

f. CALCUL DU DEPLACEMENT EN UN POINT QUELCONQUE DE D S0US
1.’scTi0N DES (60). — Soientun point P de S ¢t un ¢lément de volume
entourant ce point. Sous I'action des (d®), cct élément subil une
translation, de composantes du, d¢, v et une rotation, de compo-
santes op, o, or. Pour les calculer, prenons comme forces (IF) une
force appliquée en P et de composantes \, Y. 7 ei un couple.
dont le moment a pour composantes L, M, N. Ce sont ces six com-
posantes (ueé nous prenons pour coordonnées ().

D’autre part. si notre élément de volume subit les translation:
et votations du, dv, dw, dp, dg, dr,le travail des () est (")

X=X sl toddw + Lodp 4N dg -\ dr.
Les variables ¢; sont donc et w, vy vy py g, 1.

Deés lors. calculons I'énergie de déformation

‘-i'““’ Yo7 L M N

correspondant aux forces () 4+ (1), St ay, wy. @y ay, wy. oy
désignent les demi-coefficients de X. Y. 7. L, M. N dans W,
ona(?)

R

) Oz Ol O = el ,. e 01 ==0el,.

2. Cas 0t LEs vorcEs () soNT PETITES. Lorsque les forces (9)

(1) H peut y wvoir de da déformation pure. Mais, le travail des K imputable a
cette déformation est infiniment petit avee U'élément de volume, tandis qu’il n’en
est pas de méme des travaux dus a la translation et a la rotation,

(?) Cette méthode ne différe pas, quant a son principe, de la méthodz due a
M. Berirand de Fontviolant, et fondée sur le principe des travaux virtuels (o f.
Lrceny, Cours de Mecanique, t. TH, p. 45 & 47,
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sont assez petites pour ne produire qu’une déformation infiniment
petite, on peut les considérer elles-mémes comme des (6®). Tout
ce qui a été dit.dansles n** 3 et 4 peut alorsleur étre appliqué. En
particulier, /es paramétres de déformation co-respondants sont
les a;. De méme, le déplacement en un point quelconque est donné
par les formules (7). ot 'on supprime la lettre 3.

I, — APPLICATIONS DIVERSES.
6. I'LExioN p'useE PoUvTRE ENCASTREE. — SoIt une poutre recti-

ligne, de longucur L. ¢ncastrée en O suivant Ox. Nous la suppo-
sons soumise a des forces (®) quelconques, dont le moment fl¢-
chissant au point P, d’abscisse z, est une fonction connue M de r.

Evaluons le fléchissement y en ce point. A cet effet, nous appli-
quons Jla méthode du n° 4. Nous appliquons, en P, une force )
perpendiculaire a Ox. Le double de Pénergie de déformation est,
d’aprés une formule connue,

- L
W\ - ~"|-| .[ [N i —r)Y 2 //.’l"..;.. lir ',/" \LIEN7AEN
soil .
DY o , A e g
W \\.,‘-ﬁ‘, My — Yo' 4 i / o — ) e,

" L)

D’autre part, le travail élémentaire de la force Y pour le fléchisse-
ment /)y est Y dy. Donc, Y et y sont des variables adjointes. Si la
déformation de la poutre est supposée petile, ce qui a lieu si sa
longueur n’est pas extrémement grande par rapport a sa section,
ou si les forces (®) sont assez petites, le fléchissement y est le
demi-coefticient de ¥ dans W (n° 3). soit

, e . '
t 8) = rl ;/ﬂ W —r'yde.

Comme vérification, en dérivant deux fois par rapport a x. on
retrouve la formule classique

Ay M
drt T KL

}.a fl3che est oblenue en faisant z = I. dans (8).



— %6 —

7. Ressort A 1ames. -— Soit un ressort a lames réguliérement
étagées, I'étagement etant a et la longueur de la maitresse lame
étant 2 L.. Soit P le poids appliqué a chaque extrémité. Nous nous
siroposons de calculer ie fléchissement y desdites extrémités.

Dans un €tage queiconque, les moments fléchissants de toutes
les lames sont égaux, si I'on suppose les lames bien collées a I'état
déformé et a I'état naturel ct si leur épaisseur commune est négli-
geable devant leur rayon de courbure. Si p désigne le nombre de
ces lames, I'énergie de déformation de P'élage est

~ 3] 2B T :
Ll ‘— I:r=P = hp——n—l .
k1, 6= Wi SEI | P

Supposons n ciages. Peur ie dernter, il faunt intégrer de (n —1)a
4 i, ce gui donne

| 32 K PP2as ( 1 \

e e e (NP — - — -

TR T ARp T

. . . 1 - Do
I’cnergic du ressort entier est finalement ~W = 2P2. en posant
. @ —1)(n—=) 1 1 Yy
KTRE2 —— ) - +(—+r+...+- .
3 I l n )I' =l = 3 n

Remarquons maintenant que le travail élémentaire des forces I
pour le fléchissement dy est égal a 2P dy. Donc, P et 2y sont
variables adjointes et I'on a, d’aprés la formule (4).

1 dW
2}y = 5 o’
soit ¥ = AP, On retrouve une formule due a Phillips { . 1nnales
des Mines, 18352).

8. Ressort A sounIn. — Supposons-le muni de deux courbes
terminales aboutissant a 'axe Oz. [’'une des extrémités est encas-
trée en un point fixe O. A Vautre extrémité O’ sont appliquées
une force F, dirigée suivant O z et un couple C, d'axe O 3.

Soient L la longueur de I'hélice, 1 le moment d’inertie de la sec-
tion_droite de#il par rapport au plan tangent au cylindre conte-
nant le centre de gravité de cette section, et enfin I, le moment
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d’inertie polaire de ladite section ('). Posons, avec les notatians

habituelles.
\ = EI, B = GI,.

L'énergie de déformation se calcule immédiatement au moyen
du moment fléchissant et du moment de torsion. Sil'on appelle R
le rayon du cylindre moyen et ¢ l'inclinaison des spires sur les
sections droites de ce cylindre, on a

(Cecosp— REsing)?  (Using -+ RF cosg)? ]

(10) W o= L[ A 5

D’autre part, soient s P’allongement du ressort et a son angle de
torsion. Le travail élémentaire de la force F et du couple C pour
les accroissements dsz et da est Fdz + Cda. Donc, z et a sont
~variables adjointes a I¥ et (.. On en conclut, si I et C sont assez
petits,

. _1JdW _10W
ST L 9K T d
et I'on retrouve des formules connues.
9. Ressort coniQue. — Supposons-le soumis a une force F

dirigée suivant son axe et appliquée a son extrémité centrale. Si
I'on suppose les spires trés aplaties, le ressort travaille uniquement
a la torsion et son énergie de déformation est approximativement

L Frop
;W:Tﬁjz-ds.

Si R, désigne le rayon intérieur et R le rayon extérieur, et si I'on

suppose que l'on ait affaire a une spirale d’Archiméde a spires
trés arrondies, on trouve approximativement

W=

F2 ;
BL(M+I{ )

K

D’autre part, 'aplatissement 5 du ressort est variable adjointe a I

(') Si la section est circulaire ou de formc voisine. Dans lc cas contraire, il
taut multiplier I, par un certain facteur correctif, que fait connaitre la théoric
de la torsion,
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Donc, si ¥ est assez petit,

oW FL . o
(1 . ..=; ﬁ‘,—'—‘:“;ﬁ(“ﬁ““-)
Il. — TnEomE bU SPIRAL.
10. Sewar eran. — Prenons deux axes rectangulaires O.ry,

avant leur origtne sur 'axe du balancier. L’'unc des extrémités A
du spiral est encastrée en un point fixze (piton), que nous pren-
drons pour origine des arcs s. L'autre extrémité B est encastrée
dans le balancier (virole). Nous appellerons x,, y, ses coordonnées
et ¢, l'angle polaire de sa tangente. Grace a l'encastrement, les
variations de ¢, sont aussi les variations d’azimut du balancier.

Nous appellerons de méme z, y°, v les coordonnées d’un point I’
quelconque et I'angle polaire de la tangente en ce point.

Nous appellerons enfin L la longueur totale du spiral.

Tout ce que nous allons dire du spiral plan s’appliquera
approximativement au spiral «-ylindrique. a condition que les
spires en soient trés aplaties, comme cela a lieu dans la pratique.
Il nous suffira simplement de supposer les spires circulaives.

li. CALCUL DE LA DEFORVATION INFINIMENT PETITE. — Appliquons
an spiral des forces (®) quelconques situées dans son plan et pro-
posons-nous d’évaluer le déplacement infiniment petit 6z, dy, d¢
que subit un point P quelconque pour des accroissements infini-
ment petits donnés aux forces (). A cet effer, nous appliquons la
méthode du n° 4. Appliquons en P> une force I, de compo-
santes \, Y et un couple de flexion (.. Calculons I’énergie de
déformation du spiral sous I'action de toutes ces forces.

Soit 1’ le moment fléchissant des forces (®) au point P’ d’abs-
cisse curviligne s, c’est-a-dire le moment résultant, par rapport
a P, des forces (®) appliquées le long de 'arc I’B. Le moment
fléchissant de la force I¥ et du couple C est zéro si s> et
CH(x—2)Y —(y -y")X,si§<s. Posons

(“ 1 ‘l) . M (Y — y X.

Le moment fléchissant total est ' 4+ M — 2'Y +3'X. Done, le



— 249 —

double de I'énergie de déformation est, avec les notations habi-
tuelles,

s L
3y W= EL[ (W+M—2'Y sy’ X ) ds' EI[ wrds'.

L]
Prenons les variables X, Y, M comme variables Q,, Q.. Q;. Nous
avons alors, avec les notations du n° 1,

a4y W'— I‘fi((,zxw.pww., *—onXY . m2qMX —2EMY).

en posanl

§

S ¥
(15)  sp? _:f xr'tds, $q? == yrds, sn == [ x'y' ds'
0 0 0

N

A s
(16) SE= [ x'ds’, s f:f v'ds'.
Jo 0

On peut remarquer que &, n sont les coordonnées du centre de
gravité G de l'arc AP; sp?, sq® sont ses moments d’inertie par
rapport 4 O y et a Oz ; enfin, sn est son produit d’inertie par rap-
porta Ozy.

Posons maintenant

~ 8 I
] , . ]
(17) a= - [ w'y'ds', b= —r waz'ds'. e= ' ds'.
EiJ, ET, ki,

En comparant avec les formules (1), nous voyons que

(18) a, = a, ay= b, a;=c.
Enfin,

L
(19) Wo= l-‘,l]— [ w'r ds'.

Cherchons maintenant la sigoification géométrique des variables
adjointes (n° 2). Sous I'action de la force F et du couple C, sup-
posés trés petits, le ressort se déforme infiniment peu. Le point P
subit, de ce fait, un déplacement infiniment petit (dz, dy, dg). Le
travail élémentaire de F et de G, pour ce déplacement, est

Xdr+Ydy +~Cdp = X(de -+ yde)+ Y(dy —zdp) --Mds.

Dés lors, les variables adjointes u, ¢, w sont données par les for-



mules

) 1= da <) ds. vz dy —axde, w=dsg.
Connaissant leurs valeurs, on en déduit le déplacement de P:
(21) drou—yw. dy = v <4 rao. dy = a.

- Cela posé, produisons les accroissements (d®). Nous avons,
d’apreés le n® 3 et d’aprés les formules (18),

~

(20) Su = Gu. or = ab. G - O,

in remplagant, dans (21), u, ¢, «w par du, dv, s, on obtient le
déplacement (dz, oy, 9%) cherché.

12. En appliquant les formules (4), nous pouvons aussi calculer
lex déplacements dus a T et & C, supposés trés petits (). Inverse-
wert, la force F et le couple C nécessaires pour produire un
déplacement donné du point P peuvent étre calculés par les for-
mules (6). 11 suffit de calculer la forme adjointe V'. En employant
les formules habituelles de la théorie des formes quadratiques, on
trouve

. ] R ‘
(23) V= ;[llj[(liﬁ—$!)u=+(q~‘—'n=)v=+(p=q=—-n’)w?
*+o(n—5q ue=k2(nE—pro)uw <t 2( gt — nn)ew |,
en posant

(24) D= prg*— nt— q2§2— pre2=ankr,.

13. INFLUENCE DE LA ROTATION DU BALANCIER. — Supposons que
le balancier tourne de l'angle 8, a partir de l'état naturel du
spiral. Il exerce, en B, une réaction d’encastrement F,, de com-
posantes X, Y, et un couple d’encastrement C,. Toute la théorie
du spiral réglant repose sur le calcul de ces quantités en fonction
de 8. Plus exactement, on a seulement besoin de connaitre leur
moment résultant M, par rapport a I'origine O, moment qui est

(') Nous supposons ici que P'objection signalée dans la note du n* 2 ne s’ap-
plique pas. Autrement dit, les forces (®) sont trés petites vu bien le spiral est
da;

oX soient petites par rapport aux

tel que les derivdes partielles telles que
coefficients (15) et (16).
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précisément donné par la formule (12). Il s'agit donc de cal-
culer M, en fonction de 6.

Nous entreprendrons d’abord ce calcul, en supposant que le
spiral n’est soumis & aucune autre force perturbatrice. Dés lors,
les forces (@) se réduisentici a ¥, et a (,. Leur moment fléchissant
au point P’ est

t25) =M — 'Y 4 ' X,

En portant dans (17), ona (')

s a == i—i ((IT\.———N Y,_,_.,‘Nl.)_—_;; ('))L:T’
o b :.:T::f-l<_—~n\. | Y — gM,,=T',.‘3%.',
' c = Fs-l tnX,— 2V, 4 M,):_l, ‘;;'—\l
‘'On en déduit. d'aprés (6),
14. Cas ou LA noraTiON EsT TRES PETiTE. — Le probléme est

alors extrémement simple, car, la déformation du spiral étant
trés pelite, on peut appliquer ce qui a été dit au n° 5.

En particulier, les formules (27) donnent les forces d’encastre-
ment en fonclion du déplacement d’un point P quelconque.
Or, il y a un point dont on connait a priori le déplacement; c’est

le point B, pour lequel on a

dx, = —y,0. dyy == x40, de, == 8,
d’ou

(28) . uy=v,=o, w, =0,

Dés lors, en remplagant a, b, ¢ par o, 0, 6 dans les formules (27), on
obtient immédiatement les forces d’encastrement en fonction de

(') On peut obtenir directement les formules (2G), en observant que le pre-
mier terme de (13) est égal & W/ (X +X,, Y+ Y,, M+ M,).



—_ 9

Uaungle 7 .

_ KL .
\ A mi—("lgt—l'im)-
‘ o EL -
29 ) Vg (s e,
E1o, ., .,
\'l=m(1’i‘17—"7)~

les indices 1 indiquant que les quantités correspondantes se rap-
portent au spiral entier.

Connaissant X, Y,, M,, on a le déplacement d’un point P
quelconque an moyen des formules (26) et (21), en se rappelant
queu=ua, v =b.w=c.

Le probléme de ln déformation et du calcul des forces d’en-
castrement est donc entiérement résolu pour une rotation infi-
niment petite du balancier ().

Dans le cas particulier ou le centre de gravité du spiral est
sur l’axe, on a

(1 30) N, = Y=o, M, = !;;[0;

la reaction d’encastrement est nulle et le moment d’encastre--
ment est proportionnel a §, suivant une formule bien connue.
On a ensuite. par les fcrmules (26),

s

= —10, it — ILEO o =

==

D’ou, d'aprés (1),

4

1Y) dr=— () - ‘q)—s—(), dy =1 J‘—-E}i—‘\-ﬂ, g - ';-.0.

Ces formules expriment simplement que le point I> tourne de

Cangle 120 autour du centre de gravité.de U'arc AP. Ce résultat

(") Ajoutons qu'il 'est rigoureusement, puisque les forces (@) sout infiniment
petites. Les eoeflicients a, b, ¢ peuvent étre calculés, par les formules (26), en
prenant la forme natuvelle du spiral. A titie de vé.ification, on peut appliquer
fes formules (29) au spiral circulaire. En suppusant 6 infiniment petit, on
reirouve bien les formules que Caspari a déduites de la théorie de Résal
(¢f. ANDRADE, lorlogerie et Chronometrie, p, 268).
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est peut-&tre moins connu, sauf en ce qhi concerne la. valeur
de ds.

15. Cas ou La moTaTiON EST GranpE. — Clest le cas général en
-Chronométrie. La question devient alors beaucoup plus dificile.
Nous allons former les équations aux dérivées partielles aux-
quelles doivent satisfaire les, coordonnées z, y et I'angle ¢, consi-
dérés comme fonctions des deux variables indépendantes s et .
Donnons & 8 'accroissement infiniment petit 36. Les forces (®)
* subissent les accroissements infiniment petits 3X,, 3Y,, 3M,.
D’aprés le n° 4, le déplacement du point P est donné par (')

. du = da, 3v = 8b, 3w = B, -

6a, 6b dc étant déduits de (26) en remplagant X,, Y, M, par 38X,
3Y,, dM,. D’autre part, on calcule 3X,, 8Y,, M, en appliquant
les formules (27) au point B, pour lequel 3u = dv =0 et dw =36. .
On obtient ainsi les formules (29g), ou il suffit simplement de rem-
placer 6, X, Y,, M, par 36, 3X,, 3Y,,3M,. En se reponant enfin
aux formules (21), on a dz, 3y, 9.

En divisant toutes ces équations par 39, on obtient les équations
suivantes :

oX, . o oY, _ oM,
g%+y'—’2—:(Aq'—Bn+Cn)=o,
P P p) '
(33). og—zd:_:(—An+sz-ce)=o,
do .
P -—s(An-——BE+C)-—o,.

od I'on a posé, pour simplifier I'écriture,

n kv — pin, _q?h nyMy _P???“’"
(34) A="S5 " B=TT5—— C=74p

(') Si le poiat P est un point quelconque du spiral, on tombe sous le coup de
I'objection signalée dans la note du m® 2, car les variations de § et de w impu-
~ tables & X, Y, M ne soat vraisemblablement pas négligeables.

Si P est en B et si le centre de gravité du spiral est sensiblement sur l'aze
du balancier, X,, Y,, E, v sont trés petits et l'objeetion disparait pratiquement.
1l g'ensuit que les formules (32) ci-dessus sont justifiées dans cette’ hypothdse ;
mais, nous ne pouvons pas encore en dire autant des formules (33).

Lvi. 17



Un a. en outre,

3) ’)wl co sing
) — S = §1 .
ds # '

&
ds

Le systéme (33), (35) est complétement intégrable. En-effet,
ippelons P, Q, R les premiers membres des équations (33): Si
Uon observe que A, B, C sont indépendants de s et si llon-tient:
compte de (35), (15) et (16), on a les identités

” IR 0Q R
(36) -('T-:—vuVT);-, d{ ,:——,r;)_;.

Dés lors, consiaérons ie systéme formé par les équations (35) et
I’équation
I

(371, 1’6 s{ A= BE-f U

Considérons-une solution de ce systéme, qui vérifie en outre les:
conditions d’encastrement au piton

. ox ay B 9 _
(18 (30‘, e 0, <00 >.<:0 = 0. <¢;6>s:u = o,

Pour cette solution, P et () sont indépendants de s, d’aprés (36)
et (37). Or, pour s=o, I" et () sont nuls, d'aprés (38). Done,
PP et () sont identiquement nuls et nous n’avons plus a nous
preéoccuper des éguations (33,

Quant an systéme (35), (3=), c’est un systéme intégro-diffe-
rentiel, puisque A, B, C renferment des intégrales définies portant
sur les fonctions inconnues. On peut I'intégrer théoriquement par
la méthode des approximations successives. On remplace, au
second membre S de (37), .z et_ ) par les valeurs z, et y,o corres-
pondant & I'état naturel, c'est-a-dire a 9 = 0. On en déduit la pre-
miére approximation

2 =90+ S40, .r,=:4-[ cosg, ds, y.=§+f sing, ds,
[

0

cn appelant «, 8 les coordonnées du piton. ‘
On porte ces valeurs dans S et 'on obtient la deuxiéme approai-
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mation

&

0, ] 4
3,2 %+[ S, db, Ly=a +f cos 9y ds. =34 [ sing, ds.
/o . f .

[

Et ainsi de suite. v

Il resterait a prouver la convergence de ces approximations (*).
Cela parait assez difficile.

Si le centre de gravité du spiral restait en O quel que soit 0,
les coefficients A ct B scraient toujours nuls et le coefficient C

serait tmljoﬁrs égal a ll [équation (37) donnerait alors (2)
(39) ?8?94'0;-’

comme dans le cas 0o 6 est infiniment petit. On aurait ensuite

(4o) x=a+[~,.‘,,~ (%4- 015) ds. _}'si’i_‘_’["sin <q<,+%) :l.c.v

«a

Enfin, les équations (32) redonneraient les équations ( 30).

A part les deux premiéres équations (31), qui scraient a rem-
placer par (40), on aurait exactement les mémes équations que
dans le cas de la rotation infiniment petite du balancier. Fn
particulier, l’isochronisme des oscillations serait assuré rigou-
reusement et c’est pourquoi les chronométriers s’efforcent, depuis
longtemps, a maintenir le centre de gravité du spiral sur I'axe du
balancier..

Malheureusement, cette solution idéale n’eziste pas, comme
nous allons le faire voir.

(1) Et a léever Pobjection signalée dans la note précédente.
(?) On sait que la formule (3g) résulte aussi de la formule bien connue et
rigoureuse )
EI(e —9,) =s(M,— %Y, +7X,)
On en déduit

ar 1 L 1 g l/’", i S
7973_1“/“"’*‘"?‘“'-_'1_“‘ xdyst(r,—y)

cLl'onvoit-que los formules (33) sont, dans cette: Rypothése, rigowreusement
" exactes. Elles le sont-d peu prés, si-le spiral est 3 peun:.prés centré.
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16. On a

" e
'«(fn-—z':/ d/ cosq:’ds’:j/cosep'dfd:
0 o

(o< s'< s < L)

D’ou, en changeant 'ordre des iniégrations,

L .
L(E‘,—z)-=f (L—s")coso' ds’,
0

c’est-a-dire

L

(41) |',(f':|-—1l'_:[ (L —s)cos ¢ ds.

De méme -
1

(42) L(n —3) /‘(AI,—s)sinq;d.t.

o

En remplagant @ par (39). nous obtenons

Y
(43) iz a Z‘ T, A =1 +V W bp,
M

en posant
L

\a,,:: ’ (L—s)sr cos(q;..-f-p%‘)ds,

s

] L ]
' b= [ (L. — s)s” sin (q;...{-p ;) ds
. ) *

Lorsque p grandit indéfiniment, la méthode de Laplace (')
montre que ces intégrales sont asymptotiques respectivement a

(44)

Lr+: | Was
(45) ap=- e cos(qa,-}--pg), I;,,::—I;!— sin (9, d-p= )

(') Rappelons ¢n quoi clle consiste. Posons

-t
s=VLer.
Il vient

— )

L “+ = =!
[ (L — 3) sP cos g, d'._—— f (l—e l’ e~'coso,e P dt.
<o

‘On peut écrire un développement asymptotique de 'intégrale du second membre,
en utilisant le développement en série de cos o, suivant les puissances de L'—s.
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¢+ désignant toujours l'angle polaire de la tangente en B. Les
termes généraux des séries (43) sont donc respectivement asymp-
totiques a

LOPcos(Q.—o—p ) Lelism(cp.ﬂ— f)
ct >

et S pp!

Ceci prouve que ces séries sont convergentes.

Pour que le centre de gravité reste rigoureusement en O, en
supposant qu’il s’y trouve a I'élat naturel, il faut et il suffit que
I'on ait, pour toutes les valeurs non nulles de p,

a,, = 0, bp = 0.

ou, ce qui revient au méme,

WL

L
(46) [ (LL— s)s? cosgeds = o, j (L —s)sP singo ds = o.
Ja 0

Mais, les valeurs asymptotiques (45) prouvent que c'est impos-

sible, car cosg, et sing, ne peuvent étre nuls simultanément.
Les conditions (46) ont été obtenues pour la premiére fois par

M. Keelhoff, sous une forme a peine différente ('). Pour p =1,

Si 'on se borne au premier terme, on obtient I'intégrale

* cos 9,
cosyp, e L dt = .
/‘: e P

On peut nussi démontrer directement, sans changement de variable, que le pro-
2
duit de Pintégrale par L—l':'ﬁ tend vers cosg, pour p infini,
(') Mémoires de U’ Academie royale de Belgique, 2° série, L. Vl.'L'auteur
appelle centre de gravité d’ordre p le point dont les coordonnées X, ¥, sont
données par les formules ’

L L
uxp:,)f sP-1z ds, LPY,:pf st lyds,

et il démontre que tous ces centres dowent étreen O. Or, si Pon appelle A, la
premiére intégrale (46), on a, en remplagant codg, ds par dz ct intégrant par
parties, A= Lri (X — X,

P 12

p+!

Les conditions (46) expriment donc que les centres de gravité successifs sont
confondus. Comme: le premier-est, par hypothése, en O, il cn.cst de méme de
tous les suivants, - '

.a non-cxistence d'une courbe ntlshlsanl a ces conditions est lmpllcllemcm
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-elles lonnent.les conditions de Phillips. Pour p — ;i,,veﬂes donnent
les conditions de Moulin. Pour p queiconque, nous:les appelle-
rons les conditions de Keelhoff.

17. Carcur aPPROCHE DU CENTRE pE cRaviTE. — Malgré qu'il
soit impossible de garder rigoureusement le centre de gravité du
spiral sur P'axe du balancier, cette condition est réalisée trés
.approximativement. Autrement dit, on peut admettre.que§, et n,
‘sant:toujours trés petits. Considérons-les, par exemple, .comme
des infiniment petits du premier-ordre.

Avec le méme ordre d’approximation, on peut admettre les éga-
LR

pPi=gqil, w=o,

eu égard a la symétrie approchée du spiral par rapport aux axes de
coordonnées. La valeur commune des quantités p} et g} est alors
la moiti¢ du carré du rayon de gyration du spiral par rapport
@t son centre. Nous représeaterons ce rayon par 'la‘lettre & et
poserons, par conséquent,

>

2

pi=qls=—

~

Dés iors, les formules (34) deviennent, au second ordre prés,

2&, . ]
= (=
T B=i% .

Portant dans (37), il vient

a s 28
(47) =1 — o ).

I.a formule (39) est maintenant inexacte. Posons, dés'lors,

(48) ¢=%+1’-o+s.

démontrée par M. Keelhoff, bien qu’il se borne '3 affirmer qu’il n’existe aucune
courbe connue répondant a la question. Il démontre, en effet, que le ‘centre de
gravité d'ordre p tend vers B pour p infini, & un échange prés des réles du piton
ct de la virole. Comme B n'est pas en Q, tous les centres de gravilé ne peuvent
ttre-en ce point.

QOn jpourrait objecter,il-est vrai, que rien n'empéchke, do.moins théorviguement,
de mettre B en O. La démonstration que nous donnons ci-dessns .ne;préte évi-
demment:pas & cette objection. :
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La fonetion ¢ satisfait a:1'équation

(49) e = 2 (B ),

avec la condition d’étre nulle pour § =o0. Comme le second
membre de cette équation est infiniment petit du premier ordre,
il en est de méme de .

Pour calculer, méme approximativement, les coordonnées £,
et ny, il est indispensable de connaltre ce terme correctif, car
il a, surf, et v, une répercussion du premier ordre, c’est-a-dire
du méme ordre que les quantités £, et n, elles-mémes.'1l serait
donc illusoire d’employer les développements (43), car on com-
mettrait, de la sorte, une erreur du méme ordre que les termes
calcules. '

L’équation (49) est, comme I'équation (37), une équation
intégro-différentielle, car ¢ figure implicitement 'sous des inté-
grales définies dans le second membre. Son intégration .est diffi-
cile. )

On peut simplifier un peu I'équation, en négligeant les quan-
tités du second ordre en ¢, dans 'évaluation du second.-membre.
Posons, pour simplifier I'écriture,

s

(50) P+ g 0= A,
On a
(51) ) €0s9 = Cosh — e sin}, sing = sinA + ¢ cosA.

Appelons maintenant X et Y ce que deviennent § et n pour ¢ = o,
c’est-a-dire quand on emploie la formule (3g). Ces quantités sont
des fonctions connues de s et de 6.

En portant (51) dans (41) et (42) (), il vient

sE =.sX—f ¢'(s—s')sin)' ds’,
»
(52) - .
s-q=sY+f ¢(s—s')cos)\' ds'.
o

‘(') Plus exactement, dans les équations #@nalogues, obtenues en remplagant L
par s. ) R
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On en déduit Lg, et Ln,, en faisants =L, X =X,, Y = Y;. En
~ portant dans (4g), il vient enfin

X3
(53) %= i (XX 1YY
RN B /”a(s_.sosinx'ds'—-vi ¢ (s — 89 cos\' ds’
L™ ) g

98 i “L
+ :5,!X‘/ ¢(L—s)sin) ds'— Y [ E(L—S)COS)"d‘]
L-k-[ o o

On peut intégrar ccitz équation, en calculant le développement
de ¢ suivant les puissances croissantes de 6. Posons

(54) £ = p 0.

En portant dans (53), on voit qu’on obtien. une formule de
récurrence, donnant ¢, , 2n fonction de ¢, c3, ..., ¢cp. On peut
donc, théoriquement, calculer tous ces coefficients, de proche en
proche.

SiTon porte (54) dans (52), en faisant s =L, on obtient enfin

‘ﬂ a
LE = 6!‘(——”-——«1),
d p%ti prLr 7P

(55) - .
L :Zop<ﬁﬁ'§p + 3#)7
p=t
€en posant
_p_: 1 /‘" l - =\ 4
ap -zmuo cp_7( ., —§)s7 sin \?o—ﬁ‘q; s,
(56) qg=0

p—1 L
‘\ 1 r

' pp T q—'—ljl'l’/“‘ (,‘_,,_(I(IA—S)SIICOS (?o'i*q‘—)‘)CIiS.
¢=0

Nous sommes donc en mesure d’évaluer les développements de §,
et de m, suivant les puissances croissantes de 6, sous réserve de
la question de convergence, que nous admettrons.

"On voit que la solution se présente sous une forme extrémement
compliquée.
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18. Cas ou L’on a LES conDITIONS DE KEELHOFY JUSQU’A UN CER-
TAIN RANG. — Supposons que les coefficients a, et b, soient nuls
Jusqu’au rang n exclusivement. Les développements (43) de X, et
de Y, commencent alors par un terme en 67. Dés lors, la formule
de récurrence dont il a été question au numéro précédent est
homogeéne par rapport aux ¢/, tant que p n’atteint pas la valeur n.
Comme ¢, est nul, on voit, de proche en proche,quec,,c,, ..., c.
sont nuls également. Quant au coefficient ¢, , , il est donné par (*)

28

— TnToaws (@nbe+ bamo),

(n~+1)eny =
en appelaht Eoy Mo les valeurs de £, n a I'état naturel.
Les formules (56) nous montrent ensuite que «, et 3, sont nuls,
tant que p ne dépasse pas n. Pour p=n—+1,0na
p N L
Intt = = AT ‘[ s(L —s) singo(a,fo—+ bamo)ds,
(57) L

2
Bn+l:_m£ s(L—s)cospo(@no—+ bnamo)ds.

Nous pouvons donc écrire aisément les deux premiers termes des
développemenu de &, et de m, (2)

on

a
Lti= g ot | i — e |9
(58) )
62 b bnit
L= g ot + [ G B

On voit que le premier terme est le méme que si 'on adoptait
la formule (39); de'sorte que, si 'on s’en tient a ce premier
terme, on peut toujours employer les formules (43). Mais, pour
les termes suivants, il faut tenir compte de l'influence de .

(*) Pour n = o, il-faut remplacer a, et b, par a,+ La et b,+ L8.

(*) En appliquant ces formules au spiral circulaire, pour n = o, on retrouve
les formules de Caspari, rectifiées par M. Andrade (loc. cit.). Les valears qu’on
en déduit pour X,, Y;, M,, en intégrant (32), coincident aussi avec celles de cet
auteur, dans le cas particulier od le nombre des spires est entier, c'est-a-dire
lorsque le centre de gravité du spiral est'sur I'axe, conformément & la note du
ne {5, :
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19. CouPLE PERTURBATEUR DU .A L'EXCENTRICITE DU SPIRAL. -—
Reportons-nous & la troisiéme formule (32‘).:Elle s’écrit

M, _El i 915?“'1’4"14—‘)"151"“
g =TT D,

ou, au-troisiéme ordre prés,
oM, _EI 263+ 1)
9 T L [‘ + _T_—J )
D’on

2
(59) o= oo ’*E‘Aj E*'“

Le second terme, changé de signe, est le couple perturbateur
cherché. On voit qu'il a toujours le signe du couple moteur; donc,
Uexcenricite du spiral se (raduit par une avance de la
montre.

Nous calcuicrous cette avance dans la quatriéme partie de ce
Mémoire (n° 26).

20. INFLUENCE D'UNE PCT'TE FORCE PERTURBATRICE QUELCONQUE
S’EXERGANT LE LONG DU sptraLl. — Aun® 11, nous-avons appris:a
calculer le déplacement d’un point P quelconque du spiral sous
Paction de petites forces perturbatrices quelconques (d®). Posons-
nous maintenant la question suivante :

Le balancier restant fize, quels sont les accroissements X,
3Y,, &M, des réactions d’encastrement dus a ces forces pertur-
batrices.

La solution est trés simple. ‘Prenons le point P en B et, pour
“cela, il suffit de supposer s =L au n° 11. Sous I'action des (3®)
et de oX,, dY,, dM,, B doit rester immobile. Ponc, si da, 9b, dc
sont les accroissements des intégrales (17) dus aux (d®), les
accroissements dus a 6X,, ¢Y,, M, sont — da, — b, — dc. Les
formules (27) nous donnent alors immédiatement dX,, 3Y,, dM,;
il suffit d'y.remplacer X,, Y., M,, a, b, c par 8X,, 3Y,, oM,
-—8a, — 8by — de.
Comme jL s'agit d’évaluer une petite perturbation, nous pou-
vons, daus cetle évaluation, négliger les autres perturbations et,
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en particulier, la perturbation d'excentricité du spiral. Nous avons
alors, en nous reportant a (23) et y remplagant s par L et &, v
par zéro,

(60) M, = — — e,
En remplagant dc par sa valeur tirée de (17), il vient
1 L
(61) M, =— + f u ds,
L,
ou p désigne le moment des forces perturbatrices ().

21. InrLUENCE DE L'INERTIE DU sPiRAL. — Nous allons appliquer
le théorie précédente, en prenant pour forces perturbatrices les
forces d’inertie. 1l suffit simplement de calculer p.

Pour évaluer I'accélération du point P, nous pouvons évidem-
ment continuer a négliger toutes les perturbations. Nous avons

alors, d’aprés (33) (2), ot nous remplagons A, B, C par o, o, ' ’
(62) E=l—m F=ife-—b

La vitesse de P a donc pour composantes

. d: d0 d a0
(63) =it Fr=ile—0F-

Le vecteur accélération a pour composantes

d’x‘__ a0 s d(y—m)[/do\?
. dn T L(f“ i ™ (aTz)’
(64) dy s d:0  s.d(z—E) (db)?
ar= 1=~ E)dﬂ L™ o0 ( t)'

Si m désigne la masse du spiral, la force d’inertie par unité de

2
mdz ., _mdy Le moment

longueur a pour composantes — - —— e T 7

(') Cette formule a été établie autrement par M. Andrade (loc. cit., p. 281).
(?) Rappelons que ces formules sont rigoureuses, si le spiral est bien centré.
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fléchissant . est

L e

_m dz ., dy

o= |G == G
ou, d’apreés (64), " Lo
wm—at —#(%)"

€n posa: at | rovisoirement

ds',

L
“;II,L [ [(z—E) (' — @)+ (¥ —n)(y —x))sds.
' bro o a@—E) .y —m)].
B = l’_”f [(x—z)——————( 50 E)+()f—y)—————‘y')0 "--)Isdc
On a enfin, en portant dans (61),

(65) 8M1=mH dx0 mK(dO)ﬁ’

T ar T\

en posant
L

C L
M ads, ™K (B
A L

0
Nous allons transformer ces intégrales.
On a d’abord
He [ [la—8) @' — o)+ (=) (' — )5 dsds
(o<’s < s'< L.

ou, en intégrant par rapport a s,
L
(66) H 7;:‘/. [(x'— &)+ (¥ —n')]sds.
[}

Appelons p la distance entre le point P et le centre de gravité G de
’arc AP. Nous avons la formule trés simple

L

(67) 11 —_—f prstds.
o

On a ensuite

K = ff[ (;0 <)+(y _y)d——————(‘y 1\)]: ds ds’

(0 <s<Cs'< L)



ou, en intégrant par rapport a s,

L ’ ’ f o !
68) K= [ =y X8 (e A e ar,

L

En comparant a (66), on voit que

" dsl
(69) K=1%
22. Avurre mtTHODE. — On peut obtenir le méme résultat en

appliquant le théoréme des forces vives au systéme balancier-
spiral (').

‘D’apreés (63) et (66), la force vive du spiral est

mH(cﬂ) 2
T \de

D’autre part, le travail des forces appliquées au systéme se réduit
a la diminution de I'énergie de déformation du spiral. L’équation
différentielle du mouvement est donc, en appelant A le moment
d’inertie du balancier et ', 8" les dérivées de 6 par rapport au
temps,

mH m dH Y. dw

€ 70) A00+-—l-:3—00+mm-

2 dt’

D’autre part, W nous est donné par le n* 11. 1l suffit d’y faire -
s =L et d’y remplacer X, Y, M par les réactions d’encastrement
actuelles 8X,, 3Y,, M, 4 3M, et p par le moment fléchissant des
forces d’inertie. Comme {, et v, sont supposés nuls et que ¢X,,
3Y,, dM, sont trés petits, il vient, au second ordre prés,

W= %(Mpf 2 M, 3M, ) + 2 3c. M,.
D’apres (60), ceci se réduit &

LM} EI,
= K- 1]
W= =T 02,

(') C'est aussi ce qu’a fait M. Bouasse, dans le cas particulier du spiral circn-
laire ( Pendule, spiral, diapason, t. It p. 198).
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Dés lors, (70) devient, en divisant. par §',

(71) <A+MH> "+ ‘;‘;e“-’-“;‘e 0.

in se reportant a (65) et (69), on retrouve bien le couple pertur-
bateur — éM,. -

On peut interpréter I'équation (71), en disant que ’inertie du
spiral équivaut & augmenter le moment d’inertie du balancier

mH L. . .
le Tet a intraduire un couple perturbateur proportionnel

i carré de la vitesse angulaire du balancier.

23. Méruooe pe Caseani.('). — Caspari a employé une troi-
siéme méthode, qui consiste a appliquer le théoréme du moment
cinétique au systéme balancier-spiral. Mais, il a admis que le
moment des réactions d’encastrement du piton n’était pas affecté
par U'inert'c du spiral. M, Andrade a montré le premier, dés 19o3,
(ue 'on commet ainsi une erreur.du méme ordre que la perturba-
tion que P'on se propose d’évaluer (2).

Il nous est facile de calculer cette erreur. DVaprés (63), le
moment cinét’;ue die spiral est

m db l'._ )
= (72/ [#(x —E)+y(y—mn)lsds.
o

Or, on a

I

~L

/ stads= fL;gd(sg)— Lt =

<o 0

puisque nous admettons que 1& spiral est parfaitement centré. On
verrait de méme que l'antre intégralé analogue est nulle et il reste

: ) db
(72) d —-";(‘ bk
en posant
i L
(73) Q::f ris ds (r=0P).
L]

(1) Of: Grossumwyy: Hovdogrerie théorigue, t. I, p. 300.4 311,
(*) Cf. ANDRADR, Horlogerie et Chronomeétrie, p. 274.
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l.a méthode de Caspari conduit dés lors a I’équation

-, mQy\ 0 mdQ . EI
(71 (/\+ L2>0+ﬁme-+re,._q.

En comparant avec (71), on voit que l'erreur revient a rem-
placer H par LQ et a doubler ensuite le couple perturbateur pro-
portionnel au carré de la vitesse. 1l serait facile d’en déduire I'ac-
croissement du moment des réactions du piton; imputable aux
forces d’inertie.

Nous avons cru utile de revenir sur cette erreur de méthode,
parce qu’elle ne semble pas avoir été reconnuc par tout le monde,
malgré les excellentes raisons donhées par M. Andrade ().

2%. Carcur pE LA roncrion H. - Pour évaluer la perturbation
de la durée d’oscillation, nous verrons (n° 23) qu'il faut connaitre
le développement de H suivant les puissances croissantes de 0.

Lorsqu’on peut calculer la valeur exacte de H en fonction de 6,
comme dans le cas du spiral cylindrique par exemple, cela ne pré-
sente pas de difficulté. Mais, lorsqu’on ne peut faire ce calcul, il
faut effectuer directement le développement.

Puisque nous négligeons toutes les perturbations, nous pouvens
adopter la formule (39). Nous allons, dés lors, chercher unc
cxpression de H en fonction de 'angle ¢.

On a, d’apres (40) et (41).

s(x —E) == / scosd’ ds’—-f (s —sHcosy ds'= [ s cose' ds'.
. 0 /0
D’ou
s?0? =/ / s's" cos(9 — ") ds' ds"
(0L s. 0" s).

“n intervertis 5", on voit que
En intervertissant s’ et s”,

PLPL w,ffs's" cost g — ") ds' dds”

(0L 5"’ s

(') Cf. GrossMANN, loc. cit,, p. 311 ; KEELHOFF, La formule d’Airy (Mémoires
de l'Academie royale de Belgique : Classe des Sciences, 2° série, t. VI,
fasc. 13, p. 47).
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H= gj.‘/.j.:’i” cos(9'— 9") ds ds' ds”
(0 L8 <d<s< L)
Intégrons par rapporta s
H= zf ‘(I,;s")s’s" cos (¢ — ") ds'ds”

(o Ls"<'s'< L)
ou, en changeant les notations,
(75) H=2ff(L—:)ts'cos(9-—9')d:ds’
(0 <s'<s<L).

En remplagant ¢ et ¢’ par leurs valeurs tirées de (3g) et déve-
loppant cos (¢ — ¢') suivant les puissances de 6, on a

(76) B "E. :"z\,,?’k

en posanl

(77) A,.— 'l"“Hf (L—s)ss(s——s‘)"cm( —q)o+n )d:d:
. (o< s<s<L).

Tous ces coefficients peuvent se calculer sur la forme naturelle
du spiral.

IV. — PERTURBATION DK 1.A DUREE D’OSCILLATION:

25. Tatorie céNéraLE. — Supposons le balancier soumis a un
couple perturbateur trés petit, dépendant a la fois de 6 et de 6'.
soit (0, 6'). L’équation différentielle du'mouvement est

(78) A0+ Iil.o_f(o 0).

On peut intégrer approximativement cette équauon de dlffé-
rentes maniéres. _

Une premiére méthode consiste 4 omployer la mélhode dec
appro.umatlons successives. On remplace, au second membre,
qui est trés petit, 6 et §' par les valeurs éqrrespondant au mouve-
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ment non perturbé. On développe ce second membre en série de
Fourier et 'on intégre I'équation linéaire obtenue par la méthode
habituelle.

Une seconde meéthode consiste a remplacer seulement 9 par sa
valeur en fonction de § et de §,. Ceite valeur est de la forme

k \/63—92, k désignant un certain facteur constant. Le second
membre devient alors une simple fonction de § et ’équation (78)
peut s’intégrer par quadratures, au moyen du théoréme des forces
vives. La durée d’oscillation est donnée par une intégrale détinie
et laccroissement de cette intégrale qui est imputable au couple
perturbateur peut étre évalué aisément au moyen d’un développe-
ment en série. '

Une troisiéme méthode est la méthode de la variation des
constantes, qui est classique en Mécanique céleste et qui a été
employée en Chronométrie par M. Andrade ('). C'est elle qui
nous parait la plus simple et que nous allons développer rapide-

ment.
Posons
. £, 0 ,
(79) e LED o).

L’équation (78) s’écrit

(80) : 0" 220 = g(0, 0).

L’intégrale générale de I'équation sans second membre est de la
forme

(81) ' § = Rsinz(t 4-m),

R et m désignant les constantes d’intégration. La vitesse 6’ est
alors donnée par la formule -

(82) V= Racosx(t+m).

Pour intégrer I'équation avec second membre, considérons R et
m comme deux fonctions inconnues du temps et cherchons a les
déterminer de maniére a satisfaire aux équations (80) et (82).

On a d'abord, en posant «(¢—+ m)=¢, pour simplifier I’écri-

(%) Loc. cit., p. 234.
LVI. . 18
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ture,
0'=R'sinp + Rz2(1+m')cos3
ou, en tenant compte de (82),
(83) R'sing -~ Ram'cosy =o.
Dérivons maintenant (82)
0"==a[R'cosp — Ra(l -~ m')singp].
Portant dans (80), il vient

' (84) R’ cose — Ram’sing = ig(R sing, Ra coso).

Nous avons maintenant & intégrer le systéme (83 ), (84). Au point
de vue mathématique, la difficulté est restée la méme. Mais, I'in-
térét de cette transformation consiste em ce que les nouvelles
variables sont des variables lentes, puisque, sans la perturbation,
elles scraient rigoureusement constantes.

Au surplus, il nous est facile, si nous connaissons m, d’évaluer
la durée d’oscillation. Une oscillation double est comprise entre
deux racines consécutives du systéme coso = o, sino =1, c’est-a-

dire ¢ = g ~+2km. Sit, et ¢, sont de telles racines, on a
fmy = kT tsd-my=s — (k41
Iﬂr/nl_;T_ 2’ in""g-——;& w2 {1!1,
d’on '
ty— 1, -+ Ny— 1;1. = 2% T
%
en appelant T la durée de V'oscillation double non perturbée. Si
AT est la perturbation que nous nous proposons de calculer, on a

1y
(83) Al =—(my—m,) -‘t—f m' dt.
’

1

Or, de (83) ct(84), on tire

,  —1 . .
m' = “—;:g(ﬂ sing, Racosg)sina.

En principe, nous ne connaisons pas le second membre, puisque
nous se connaissons ni R, ni m, qui figurent dans g. Mais, pen-
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dant la durée d’une oscillation, ces quantités varient trés peu et
nous pouvons les remplacer par des constantes. Dés lors, nous
avons adt = dy et (85) devient

a‘

+ 20k )T

AT ! f &(Rsing, Racose)sing do.
T

wl

T Rad
~42kT

Si nous faisons le changement de variable » = Z) + a2 kw412, ceci
o 3
s écrit

2T

(86) AT *n;f & (R cosa, — Rasinh)cosh dh.
. LAVN

Telle est la formule fondamentale ('). ‘
On peut calculer cette intégrale définie, en supposant la fonc-
tion g développée en série entiére. Soit

(87) (0. 0’)::2 EA,,,,,()/'(D"/.
»

=0 ¢g=0
Portons dans (86), il vient

P

. 1 AR W " .
=% ZA,,.,IRI"P'/(——::)'/. f cosp+i X sin? ). .

P00 qg=0 o

L’intégrale qui figure au second menbre n’est différente de zéro
que si p +1 et ¢ sont pairs. Donc, les termes du développe-
ment (87) qui sont impatrs en 6' ou pairs en 6 n’influent pas
sur la durée d’oscillation. Dés lors, on peut écrire

w1 O .
AT = P 2 Z Agpry, g R¥PHN 2, 4,
p

=0 g=0
en posant
27
lpy= [ €08 % sin27 i d).
0

(') Dans le cas particulier ou g est seulement fonction de 9, cette formule nc
differe pas de la formule d’Airy, dont M. Keelhoff a développé les conséquences
chronométriques (loc. cét., t. VI, fasc. 18). Voir aussi Bouasse (loc. cit., t 1,
p. $o1). :
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En faisant le changement de variable sin*i = ¢, celte intégrale se
raméne a I'intégrale eulériennc

| S
g == / / r— 1) 2t =- 1)‘B",r:‘.,, 50 q = I

ou

T (,) " ') q‘((, . ':\)

Fep+ g+ 1)

|,,‘,/=

Iin définitive, nous avons la formule

AT G O AP 1) 0y
(KRR = YTV"Z ‘\2/’ Hy'-"I“‘:/H 2 202 (2P ) L2y

S0 g0

-
{

22T )= )! }It 7.

26. PERTURBATION D' ISOCHRONISME DUE A L EXCENTRICITE DU SPI-

RAL. On a, d’aprés (59),

. 0 b0 . 0 .
. -f‘l',l [ 5= Ay
" LA, k2

Nous connaissons, par (58), les deux premiers termes du dévelop-
pement de 77+ 77, Mais, le terme pair seul nous intéresse. Donc
au point de vue de la durée d’oscillation, le second terme des déve-
loppements (58) est inutile, si 'on ne pousse pas ces développe-
ments plus loin.
Pour la méme raison, A peut étre réduit a sa valeur naturelleé ().

On a done

L 2at (aj - by Bt

) S P I A LY

-~

La formule (88) nous donne alors

g2 & 1
g b3 (2n)!
—02 —_

(89) :
(59 krlznez ()3 (naen)!

AT
T

(') Pour le spiral cylindrique, A = R. Pour un spiral plat, tel que celui du

n* 32, on a .
L L ) "
LAY = /\ rids — /-(I(’—z:as)dszl, "—_‘-_—“—

<o w0
d’on
R+ R"?

It

N
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D’aprés ce qu'on a vu au n® 18, on pourrait calculer les termes -
suivants du développement; mais, cela serait exirémement com-
pliqué et probablement sans intérét pratique. '

D’aprés la formule ci-dessus, la perturbation semble décroftre
rapidement quand n augmente. Pour s’en rendre compte d’une
maniére certaine, il faudrait faire des évaluations numériques sur
des exemples concrets.

27. PERTURBATION D ISOCHRONISME DUE A L'INERTIE DU SPIRAL. —

D’aprés (65), on a

(90) ‘ " (Ho" 1di o’:).

"
Il

N ENN 5 dh

2

\ mL
Au second ordre prés en + on peut remplacer, dans cette

expression, 6" par — [%( On a alors

. 1 di
(91) (00)‘3—(“ “"“",Te")'

En utilisant (76), ont voit que Fon a, avee les notations de (87),

mL2a? mlz
Azp—f—l,o‘— A Az/u \?[)—I 9= ——'P

Portant dans (88), il vient

_\‘ ml2 _ (ep+nt
T [z\’” 2 (p+ 1) p!

pP-=0
__ZIJA,,,GQ-;/{ (2p—1)! ]
p=i 2r(p+nt(p—r1)!
.ou.‘ .
AT mlLe N .. (2p)!
Cop=d

(a suivre)



