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SUR QUELQUES CAS MECONNUS
DE LA DEFORMATION DES SURFACES:

Pk M. Berrrazn Gavsiee.

1. Exvost vt staer. — La théorte de la délormation des surfaces
a fait des progrees importants depuis environ 35 ans et les travanx
de Weingarten s les travaos de ee géométee ont conduit & prendre
comme prototype de certains ds?. réels el représentes par des sur-
faces réelles certaines surfaces imaginaives (|'1'-(|unl|'nn stmple; il sera
done justific de présenter aer, poor un ds? de révolution, wne
deformee de révolution, jusquiict onblice. dont-1axe est isotrope
de méme. pour les surfaces de translation a profils de translation
plans et situés dans deus plans rectangulaives. jo présente den.r
déformees du méme type obtenus en Jaissant un des profils dans
le plan . Oy et faisant tourner le plan de Fautre autour de O 2 jus-
quia ce que e plan devienne dsotrope: ces deun guestions onl
drailleves une analogie curicuse. Lintérét de toutes ces surfaces
imaginares vésulte deeeque beaucoup d'entre elles offvent une
nappe on deus coordonnées sont réelles, Pautre imaginaive pure,
susceptible de Sappliquer sur une nappe réelle d'une surface de
méme ds? et d'engendreer amst des systémes eycligues réels. des
systémes teiples orthogonanx réels. Nons  retrouverons ainsi {u
surface de récolution minima aleéhrique de degreé 4. a are
sotrope..

Au point de vue purement analytique, Tes travauy de M. Gau et
M. Gosse ont établi qued sans S'en douter, les géometres avaient
obtenu ~successivement tous les cas ou la déformation des surfaces
admet <ot une solution compléte (coordonnees du |min| £y, s
de Ta surface veprésentative exprimées eoplicitement avee deur
fonctions arbitrarves d'une varviable). soit une solution partielle
(wne seule fonetion arbitraire d’une variable au ficu de deux). Les
cas de solution explicite générale corvespondent @ 1" aux dévelop-

o

pées de sarface minima; 2 au paraboloide de révelution; 3° au
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paraboloide de plan directeur isotrope et d’axe non isotrope.
(ydé-iz)y»%—km%o; |
4".au paraboloide de plan directeur isotrope, d’axe isotrope
| oy is) b k(y — iz) = o;

5° aux surfaces déformées de la surface de degré 3, réglée a plan,
directeur isotrope (')

y—iz= 21(y+.iz)+ W—T—"f(}’ﬁ-iZ)",

ot n est un entier2 3; les deux premiers types sont relatifs a un ds?
. de révolution, mais non les trois derniers; pour lc dernier type il
‘n’existe pas de quadrique représentative. Les cas de déformatios:
})artielle explicitement connue sont relatifs aux surfaces réglées
sans exception.
M. Gau, dans son Mémoire (Annales de I’ Ecole Normaie supé-
_rieure, 3¢ série, t. 42, 1925, p. 89-141), a obtenu ce Fésultat fonda-
mental : Le probléme de la déformation ne peut admettre de
:Jolution explicite, partielle ou totale, au sens déja employé,
gue si le ds? convient & une surface réglée. Dans ses deux pages
de conclusion (p. 140 et 141) M. Gau donre cette conclusion net-
tement démentie par Pexemple 5, déja connu depuis longtemps
grace a MM. Baroni et Goursat : si la surface S, applicable sur
une surface réglée mais non sur une quadrique, n'est pas applicable
non plus snr une surface de révolution, I'équation de la déformation
n’est pas intégrable par la méthode de Darboux. Le type 5 est étudié
complétement par Darboux ( Théorie des surfaces,t. 1V, Chap. 13
ct 14, en. particulier p. 330-337 ou Darboux expose Il'appli-
cation de la méthode qui porte son nom). Plus bas, M. Gau, pour
les surfaces applicables sur une quadrique, ne eite ancun des trois
paraboloides (types 2, 3, 4). Il importait donc de réviscr et com-
pléter le travail important de M. Gau; M. Gosse () I'a fait dans

(') n= 2 fournit le type 4; n =1 donne le type 1; »n =1, a cond:tion d’ajow-
ter au second membre le terme A (¥ + iz)?, ol A est une constinle non nulle,
donne le type 1. A

(*) Les résultats de M. Gosse viennent de paraitre dans ur Minioire détaillé des
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unc premiére Note (C. R.,1. 181, 19a5, p. 1135), puisincidemment
dans une seconde (C. R.; t. 184, p. 266) ou il cite le ds?.

4Vidu dv . . . ol / o
. o oy > 2] . » ¥ 9
= qui convient a une surface réglée quelconque a géne

ratrices isotropes, V étant fonction de ¢ seul. Il importe d'établir
ici quelques propriétés importantes de ces surfaces dont aucune,
sauf la sphére, ne peut étre réelle. Elles ont ¢1é étudiées par M. Ves-
siot, dans son Traité de Géométrie supérieure sous le nom de sur-
SJace canal isotrope (p. 171-173). '

Si 'on remarque que les cing types donnés plus haut admettent
tous une surlace prototype réglée a plan directeur isotrope, il est
indiqué de dire quelques mots des surfaces réglées a plan directeur
isotrope et de leur déformation en nouvelle surface réglée.
Darboux‘a laiss¢ sysiématiquement de coté au tome 1II ces deux
cas, ne prévoyant pas leur application intéressante au domaine
réel, mais indique, t. 111, p. 293, a occasion de la déformation :
« la méthode trés élémentaire que nous allons suivre s’applique-
rait presque sans modification aux deux cas spéciaux (ue nous lais-
sons de coté »; au tome IV, Darboux traite le cas du plan directeur
isotrope.

2. SurFaces pr RrEvoruTioN. — L’élément linéaire de révolution

{U fonction de u)

(1) ds* = du? + U2de?
admet la surface représentative

(2) X 1Y =iotU—i Z———:’du,

X—iY=iU, Z=—oU.
En remarquant que 'élimination de¢ ¢ donne

(3) X2 Y=+z:=uf%du, X—iY=iU,

4(\': iuvi)‘;f » avait été laissé systématique-

ment de coté. Il correspond & un ¢as de déformation par}ialla.

Acta mathematica, L. 52, 1928; le ds*,
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| I'équation de la surface est de la forme

(4) _ F(X2 Y2422, X —iY) = o,

et nous continuerons a dire que la surface est de révolution autour
de Uaze isotrope X — i, Y = o, Z = o; le long de chaque paralléle
1= const., il y a un céne circonscrit dont le sommet est sur 'axc
et une sphére inscrite dont le centre est sur axe; chaque paralléle
estuneé courbe plane, les plans étant tous paralléles.

Les plans pivotant autour de l'axe donnent les méridiens,

Z . | T
X7y = ¥ ou v est une conslante; chaque méridien coupe la sur-

face orthogonalement; les méridiens et les paralléles sontlignes de
courbure, systéme orthogonal et isotherme; toutes les normales
rencontrent l'axe; le systéme des méridiens et paralléles forment
un systéme eonjugué au sens de Keenigs (et méme doublement).
Dans I'application de la surface sur une surface de révolution
réelle, les méridiens recouvrent les méridiens et les paralléles les
paralléles ('). A

La représentation sphérique détermine sur la sphére précisé-
ment une série de paralléles et méridiens au sens élargi; cela revient
a prendre de nouvelles variables u, v et a écrire pour la sphére

\

., ur-e? ., 1 .
¢ -+ IC = ) C—1C == —y C = —y
(5) " u u
du? -+ do* ‘
det —=— — .

u?

En cherchant les surfaces paralléles, an sens de Peterson, a la
sphére suivant ce réseau orthogonal et isotherme, on trouve les
surfaces mowlures (au sens élargi adopté ici)

f X+i¥ = [—wtf - ouf —a2f+ ¢ f'+avg'—2¢]d,

(6) ( . x_ iY — l:/‘”, 7 — — va;__ ?l’

(') Remplacer la surface de révolution réelle par une autre de méme ds? revient
4 multiplier U par m, ¢ pn-’;‘— ol m est une constante (réelle ou non). Cela
revient & multipli’er X +iY par :Tu et X —iY par m, ce que 'on peut obtenir

par uae rotation ( réclle ou imaginaire) autour de OZ. Nous verrons plus bas
que la surface imaginaire de révolution et la surface ainsi déplacée, qui sont
égales, peuvent aussi se trouver homothétiques relativement a 'origine.
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ou f(«) est fonction de « seul, ¢(v) de ¢ seul. Les ceefficients E,
F, G du ds?, ceux D, D', D” de Gauss sont :

- { E= ur (), G =[f"(u) " ()], F =o,
(/) t D=— if”,z(j‘”‘t" ?") u, D’ = ij-m(fu e ?n)g’ D'=o.

Les rayons de courbure principaux R (u variable, ¢ constant)
et R'(u constant, ¢ variable) sont :

(8) R=iu f"(u), Re=—iu(f +3")

Nous avons un ds? réel si f et ¢ sont des fonctions réelles; pour «,
¢ réels, Y et Z sont rcelles, X imaginaire pure. Nous avons notre
surface de révolution pour ¢ réduit a zéro. Le casde plus simple (')
cst manifestement f” = const.; prenons, par exemple, f" =6,
J =u®. La surface X ainsi obtcnue est minima, car R = 6iu?,
R'= — 6iu?; elle est développée de surface minima, car son ds?

est 36u?(du? +dv?). Elle est algébrique et de degré 4; en effet

(9) X4 iY=(—ouwd=<6uv?)i, X—i¥=6iu, Z=—6ur
Elle a pour équation

(10) 108(X2 4 Y24 42) = (X — £ Y)b.

L’une des deux nappes de la développée-est 'axe isotrope de
révolution; I'autre nappe donne les équations paramétriques

(11)  Ein, = d(4ud--12u?), E—in =121u, {=—12up,
et pour équation cartésienne
(12) B2(8 4124 0) —(E—in) =o.

C’est une surface homothétique a la premiére; elle peut, d’ail-
leurs, se déduire de la premiére par une rotation imaginaire autour
in.

de O (on a a résoudre Uéquation e?=\/2¢ *

pour avoir
I'angle ¢ de rotalion). .
Réalisons I'application de cette surface minima % sur la déve-

‘loppée 'de.lzi'surfacc d’Enneper. Cette derniére X, est représentée

- (') La sphére correspond au cas ou ¢ est nu-lle ct f" égale & _T‘-
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par les équations

‘ §=06x-46aB31<-223, 7 -=— 53,
; 3 B o
(13) ) c=§<1:+p:)2_¢_31:_j;ig:_‘_’,
, 2 2
(14) ds? = 36 (14224 B2)2[da” = (a dz - B dE)* ]

On applique donc £ sur X, par les formules

(15) u -—-V‘;uer 24 f1),  e=ya(z=C),
ou C est une constante numérique quelconque. Pour a, 3, G, u,
v réels, le point (%, 7, ) réel de 2, est recouvert par un point de
2, Y, Z réel, X imaginaire pure : ona donc un systéme cyclique
réel, de plus algébrique en raison de la forme des équations (15).
Le systéme triple orthogonal corresponiunt est réel ; il est lui-méme
algébrique, parce que le réseau conjugué commun a X ct X, est
algébrique; fixons C; les asymptotiques de £, ont pour équation
da® + df? = o, de sorte qu’elles ont pour image les droites iso-
tropes du plan waf et un réseau conjugué de X, est simplement
un réseau orthogonal du plan waf ; les asymptotiques de X ont
pour équation u == ¢ = const.; clles ont pour image, sar waf, les
cercles a* -4 3% = 2a = const. Le réseau conjugué commun doit

~étre, dans wafB, orthogonal et bissecter les images des asympto-
liques de X; autrement dit, les tangentes sont bissectrices des
rayons vecteurs allant-aux points (1, o). et-(— 1, o) : ona donc les

ai

. 2? .
coniques homofocales TH = le reste s’ensuit.

3. SurraceEs DE TnANSLATION. — La surface de translation
(a, a, fonction de «, b ct b, de B) :

(1) r=a-rb, y=a.- 3=208

admet o' déformées de méme définition, il est & remarquer que les
équations différenticlles obtenues (m constante quelconque)

(2) dA?+ dA} = dat+ daj, A =ma;
b

(3) dBt+ dB} = db'+-db}. B =
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sont précisément celles que U'on obtient pour déformer en surface
de révolution ia surface engendrée par la courbe(a, ay, o) tournant
autour de Oy, ou la courbe (&; o, b,) tournant autour de Oz. -
Cherchons maintenant a conserver le sysiéme « dans des plans
paralléles & y = o, mais a shuer le systéme 3 dans des plans iso-
tropes perpendiculaires au premier, donc paraliéles a  + iz =o;
on écrira avee des fonctions incongues A, B, A,, B,,

) X—iZ=A+B, X<+iZ=B, Y=A,
et 'on a immédiatement (m constante)

A = ma, dAtl=da*+-dat;

5 b db + dbj
( ) ‘ B|=?’;7A (1B’=m—(_}—Tf‘

La quadrature qui donne B est celle qui résulte du numéro pré-
cédent pour obtenir fa déformée psendo-révoluuive de la surface de
révolution engendrée par (&, 0, b,) tournant autour de O 3. L'ana-
logie avec les surfaces de mevelution persiste donc. Pour nt réel, on
voit que X. Y ¢! {7 sont vecls; on en tire les mémes conclusions
que plus haut. La coastaite m n'intervient que pour réaliser une
rotation autour de (3%, UL pent ensuite raisonner sur le systéme 8
au lieu de a. Dans cos deax déformées, le systéme (e, B) est resté
conjugué. ‘

4. SureacEs RrEcriss. -— Darboux a indiqué (Théorie des Sur-
Sfaces, v. III, p. 293~ ;5) comment trouver toutes les surfaces
-réglées ayant le d's* :

(1) dst=dw4 2D dude + (Aud - 2B u + G dv?y

en sunnasant A = o supposer le coefficient de du? égal a 1 sup~.
pose (ue 1est la i ngueur comptée sur chaque génératrice, ce qui
ccarte le‘cas de génératrices 1sotropes; A % o écarte le cas de
générawices pavalitles 3 un méme plan isotrope. Je signale én
passant une faute d'impression : le ds? donné par Darboux, .avant
toute réduction. est en réalité

?

(2) Edut-- (uE +aD)dude i+ (Aut+ 2Bu + C) do?

tandis que le texte porte (E'+ aD)du do; ré‘dliire, E a 1 se fait
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algébriquement ; le ds? réduit (avec E £ o et A 5£ o) est, aprés une
quadrature, . :
du*-- (Aur-+-2Bu -+ C) dy?,

et si 'on écarte le cas de surfaces développables, on peut supposer
par une nouvelle quadrature AC — B*=1 de fagon a réduire le
nombre de fonctions arbitraires a 25 on peut réduire autrement en
égalant A a 1, puisque A ¢st supposé non nul. ‘

Ceci est bien conforme a la nature des choses : pour définir une
surface réglée, il est nécessaire et suffisant de donner ses traces sur
deux plans ct la loi d’association entre les points de ces deux
traces et cela se traduit par un total de trois fonctions d'une
variable; comme la déformation d’une surface régléc en nouvelle
surface réglée fait intervenir une fonction d'une variable, le
ds? réduit ne doit contenir que deux fonctions d’une variable.

Si la surface est a plan directeur isotrope ou a génératrices iso-
tropes, comme cette circonstance subsiste au cours de la déforma-
tion, il y a une fonction de moins, puisque la trace sur le plan de
I'infini est donnée; il reste donc une fonction pour le ds? réduit.

Dans le cas de surface régléc a plan directeur isotrope, on a,
dans (2), Ez#£ 0, A = o; on réduit algébriquement a la forme

dut+ 2D dudo -- (2Bu + C)dv2,
puis par deux quadratures, a la forme (') adoptée par Weingarten
(3) dst=du*+2[u+ ¢ (v)]de,

ou ¢ est I'unique fonction arbitraire. Or Darboux (t. 1V, p. 333)
donne avec une fonction arbitraire a(v) les équations paramé-

(') Les cinq types de déformation explicite totale correspondent précisément a
celte forme; pour les développées de surface minima ¢’ est nulle; pour le parabo- .
loide de révolution ¢'= Av; pour le paraboloide de plan directeur isotrope et

1

d’axe non isotrope ¢’ (v) =— v yk — :»A'e~v’i': pour le paraboloide de plan direc-
teur isotrope et d’axe isolrope ¢'(¢v) =— v?; pour le cinquiéme et dernier
cas ¥ (v) = w ol A est entier = 2. Ces cinq cas donnent des surfaces réelles

en nombre illimité.
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triques des surfaces réglées ayant c2 Js? :
(4)

Il ne reste done pius qu "a traiter le cas des surfaces réglées a géné-
ratrices 1solx‘opea qui, jusqu’ici, a é1¢ presque totalement négligé,
car, sauf la sphire, aucune de ces surfaces ne peut étre réelle.
Avant d’aller plus loin, remarquons que pour la forme de ds?
(e =+1 ouo),

(5) ds? = ¢ dut~-2D du dv + (Au?+ 2Bu 4 C)dv2,
obtenue ici, on a aisément, pour la courbure totale, 'expression

6 1 e(B:—AC)+ DA
(6) RR ~ [e(Aut-~2Bu—+C)—D*Jt’

Dans le cas particulier que nous traitons maintenant, onae = o et

1 A
(7) RR = ni’

AA ne peut étre nul, si 'on écarte le cas d’une surface développable;
la courbure totale est fonction de v seulement; elle reste cons-
tante sur chaque génératrice. Nous verrons plus bas que réci-
proquement, toute surface, telle qu'un systéme de lignes de
longuelﬂ nulle coincide avec les courbes d’égale courbure totale
~pom la sur.f:lce. est'applicable sur une surface réglée a generatrlces
isolropes : c’est le résuitat que M. Gosse a 51gnale le premier.

Pour avoir les défcrmées réglées de la surface, il n'y a qu’a
reprendre la méthode de Darboux, écrire

(8) x =a u- by, ¥ =ayu— by, z=azu+ by,

les a; et b; étant fonctions de v, satisfaisant aux équations

(9) a4+ al +ay=o, aP4-aPtaP=A,
5 ay b‘l +a,b., +a, b:‘ = D,
(10) ' a, by +ay,by +ayby =B,

L b4 bR+ bP=C.
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Les dean équations (g) permettent d'éerive avee une fonction

arbitraire 7.(¢)

(l~_»={.‘+ -:\_\ (lg:‘—“l‘\

) ay= v X
2N

les deux premiéres équations (10) résolues en b et b, donuent ees
qunnl‘il(‘s lincairement en b5 en portant dans la derniére. on
obtient 47 par une équation du premier degré. done by, puis by
el by par an e

emble de trois quadratures. I reste done aindiquer

la forme réduite que Fon peut donner au ds? en jeu
(12) dst =) i el 4 (N~ Bu + ) do2.
par une substitution

R w=hV)U4 V). V=/f).

ou A, g, fsont trois fonctions inconnues. Or, remarquons que, pour
la sphére, on connait un ds? classique,

(i . l3? = (4-— 3

qui, par la substitution

(1)) A — 3= =

B w’ B ’
devient une expression de la forme (12). ot D=—2, A=
(16 dat=—- 4 du dv + fudv*.

On ¢n conclut que 'on pourra réduire (12)a la forme canonique
i l |

B2da d|
(17) st = 4 @)P = 4V — drdv 4+ urde?].
ot 2 et 3 sont liés & w et e par (15) et ou B(f) == V(v) désigne une
fonction du seul argument ¢; on a alors. pour cetie forme réduite,

1 1
(18) D=—>V2 A=4V2, B3=C=o0 ="
§ ’ RR’ V2
On a. du méme coup, oblenu une représentaticn conforme de la
surface sur la sphére. Achevons le caleul des forciions a; et I
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on a, avee une fonction arhitraire 1.(v),

_"—7-2)\ ISR SEAY AR

1|S’y o - 5, 9 (g = -—-T_-—’ @y = .._;7_..

On doit cusuite résoudre

/1',2 e /):_.'"—f— //;;'-' = 0.
(20 a by by +a3h, =— V2

Ay by a4 aby = o,

La premiége permet de posers avee deux fonetions inconnues /
ot mode s,

, I ) 1 M2 ,
Ty b, = —— m, by =1 ———m. by =Im.
A 2 P 3

l,il ~('('nmlt' dullll(-
(22) = ntm =2V

La trosieme donne

(23 r/,~—/.\lll':.'\'——.‘l,—'
I8

Finalement on acavee une fonetion arbitraive 7.(¢) unique,

. PYAI '
{21)Y /»"%lr';w‘f-,-\u—-//‘—'/;14/«'.
: : , .

ds? = AN e de? — dude

. 2 *
=ty = = Vu—+ / m ol
8 .

e

27, ;"
= Vu 4+ / [ dy.
13

O Surr RS REGLE

S A GENERATRICES 1sotropes. — Je signale
maintenant le résultar impovtant, daa M. Gosse @ s wne surfuce S
admet comme lignes on la courbure (otale reste constante un
de ses systemes de loncucnr nille, elle est applicalble sur une
surface réglée a sencratrices isotropes, les licnes de longucur

nulle du systeme en jeu correspondant aur génératrices.



—_— 238 —
Représentons en effet le ds? de la surface, rapportée a ses lignes
de longueur nulle, par

() ds:= 2F du do.

On a
. 1 9 a1
(2) —_Fl)udv(logl)_vi’
ou V est une fonction connue de ¢. Remarquons que si v est une

fonction guelconque de v, le nouveau ds?,
") dst = 2F du dp,
ou F est le méme que pour (1), donne la relation

, 1 o o1 odv
(2') —ﬁm(|ouF)ﬁ\75 7

de sorte que le nouvel élément jouit de la méme propriété. Si donc

on choisit ¢ par la relation

~ ly
(3) de = 5o

le nouveau ds? est & courbure totale constante égale a 1 etala

forme réduite (obt,enuc en écrivant ¢ au licu de v),

4 du de
L - —
4) ds (u—vy ’

(ui convient & une sphére de rayon unité; le ds? primitif, qui est
cn représentation conforme sur do?, avec un rapport de similitude
local fonction de ¢ seul, est donc de la forme obtenue plus haut,

__ 4Vidudy

T lu—v)’

(5) ds?

En tout cas, si I'on ne songeait pas a cet artifice, basé svr une
correspondance conforme commune a toutes ces surfaces, 'équa-
tion du second ordre

(6) sVit+et=o, F =e?
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s'intégrerait, que V soit égal & v ou fonction de ¢, par la méthode
indiquée par M.-Goursat (Lquatlons aur dérivées partielles du
. second ordre, t. I, p. 97): on prend pour nouvelle inconnue

(7) 7 =p,
de sorte que (6) s'¢eril
(8) QVi4-ei=0

et en dérivant en u celte équation (8), on a

(9) 0=S— Q7. f(p_z.>

P

Une autre remarque intéressante est la suivante : sé une surface
admet un systéeme de lignes de longueur nulle Sormé d ’a.qymp-
totiques, cette surface est réglée et & génératrices isotropes; en
effet le plan tangent a la surface est osculateur a 'asymptotique;
donc s1 Pasymptotique n’ese pas rectiligne, -le plan tangent est
toujours isotrope, et la surface est développable; sice cas est
écarté, il ne reste done que le cas de la génératrice toujours iso-
trope.

Cette propriété que le systéme des lignes” minimia et des lignes
asymptotiques ont une famille commune, entraine que les lignes
de courbure se confondent entre elles et avec cette famille de
geénératrices isotropes; les rayons de courbure principaux sont
donc réduits a un seul, égal & V;sil'on calcule les cosinus (¢, ¢', ¢”)
de la normale d'aprés les formules (24) du numéro précédent, on
trouve que 'on peut prendre

i o 3)\"‘u 28 d<y>
B T A ¥ Vv @ \%)?
(10) De—ic =3t L AV
=Ty vV & \V)?
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la détermination ¢tant adoptée pour que R =7V la développée de
la surface S na qu'une nappe, engendrée par le point X =z + Re,



— 2T —
Y =y+Re'.7Z =34 Rc"; on constate aussitdt que I'on a

. In ad (Vv c o
\ x.~—~/t\ = d—;(;\—,)»] 12mdde,
! . 1 d [V
(11) X-—-l!.T——V ‘7‘;<3-‘-,>ﬂ,‘fmdv.

. L hdo(V
Z— vV 7{-(7‘-,>+~t/‘lmd¢,

de sorte que la développée se réduit & une courbe T : le long de
chaque génératrice isotrope, la normale a la surface passe par le
point correspondant a cette valeur de v, de sorte que la sphére X,
(qui a son centre en ce point ct contient la génératrice, est tangente
a la surface en tous les points de la génératrice; le rayon V est'arc
de T compté a partir d’une origine convenable; la développante C
de T, relative a cette valeur V de I'arc, est ligne double de 'enve-
loppe de cette sphére X : cette enveloppe comprend la surface pro-
posée, puis une autre, lieu de la seconde génératrice isotrope de 2
issue du point ou 2 touche C. Nous retrouvons ainsi les résultats
donnés par M. Vessiot (Lecons de Géométrie supéricure, p. 171-
1~3). ’

La transformation de Sophus Lic change la surface réglée a
généraltrices 1sotropes en surface développable, puisque les asymp-
totiques seront confondues sur la transformée; cela tient d’aillcurs
a ce que les sphéres étudiées rencontrent chacune la sphére
infiniment voisine et qu’elles ont pour homologue des droites dont
chacune rencontre la droite infiniment voisine. Ceci explique pour-
quoi, quand on n’a pas réduit le ds?, les lignes de longueur nulle
non rectilignes s’obtiennent par une équation de Riccati
2D du + (Au?+ 2Bu + C)dv = o; en effet sur la développable
transformée, on a a chercher les courbes dont les tangentes appar-
tiennent & un complexe linéaire connu.

La ligne C cst ligne ombilicale de notre surface réglée S
I'enveloppe de Ia sphére 2 comprend outre S une autre nappe S,
admettant aussi C pour ombilicale. Remarquons que la connais-
sance de T suffit pour obtenir S et S;; si 'on appelle s I'arc de T,
(x, y, 5) les coordonnées courantes du point de T, et (a, @', a”
les cosinus directeurs de la tangente, (b, ¥, b") et (¢, ¢, ¢") de la
normale principale et binormale, l¢ point courant de S a ses coor-
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données exprimées par .
(12) & —as4a(b {-ic). y—a's-+o(bHic) s—da's4 (b ~+ic").

Le ds? de S est, en appelant r et ¢ la courbure de I' et sa torsion,
(13 dS'=—arsdsdp¢ ds2[p2rt— 20prst + ris*).

Si Fon cherche @ avoir un ds* applicable sur le premier. en
partant d une autee courbe Ty,
(14) dS?.  —arisdsdo, 4 ds2[ptri—aip, rysty+ rist).
on rencontre un cas singulier de la déformation : aux points corres-

Y . ] .
pondants s est le méme, puisque la courbure 10tale est -, mais les
5=

deux paramétres As et Ays de Beltrami sont nuls tous deux : on

arrive aisément a identifier en supposant p, fonction de p et s et
l'on trouve les relations nécessaires et suffisantes

: 3,2 opt ., o ' ar
\ s[—T —_—— 0 P2l — 20t = | A2l — —
o r r. r
, 3,2 - " 2
{(15) =5 -—;,',- — +9.u,—-,—',
7 "y

. r . ’
re— ’-\"+3'r— == r,p,——tsl.-l-s’—_';
1

dont la premiére hie les courbures et torsions de I' et 'y aux points de
méme are ot dont la seconde donne p, ¢n fonction de p et s. Ce
calcul fait retrouver les snrfaces réglées, dépendant d’une fonction
arbitraive, applicables sur S.

Ceci permet de trouver dans quel cas les deux portions de 'enve-
loppe de 2 sont applicables : la seeconde nappe se déduitde (12) en
changeant ¢ en -— ¢, ce qui, dans I'élément (13), reviendrait a
changer ¢ en ¢y :=— ¢, en laissant r. La premiére relation (15)
entraine alors

ts

6) “_
(16) . K,

ou K est une constante. On a ensuite
17) pr—p =—121K.

En particulier, pour ¢ = o0, on a K = o, la courbe I' est plane et
les deux nappes sont symétriques 'une de 'autre.
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les formules (24) du paragraphe précédent, si Vet 7 sont des
fonctions réclles de ¢, les coordonnées (z, y, 5) sur la surface
sont : x et 35 réelles, y imaginaire pure; la surface satisfait donc a
une équation f(r, y?, s)=o0 a cocflicients récls. Deux surfaces
applicables de cette espéce (z, y, 3) et (ry. )7y, 5,) [ournissent un
couple réel (z, iy, z) et («y, Ly, 5,) de deux surfaces applicables.
Pour avoir les déformées réglées de la sphére réelle il suftit de
supposer V=1 : la remarque qui précede sapplique done. 11 est

On remarquera encore que, dans le ds? étudié, ou dans

commode aussi de construive une courbe de torsion constante { et
de mener, par chaque point de la courbe, dans le plan osculateur,
Pune des deux drottes isotropes du plan : la courbe a torsion cons-
lante est asymptotique de la surface; pour cela, i ¢, ¢', ¢” sont
trois fonctions de ¢ telles ue ¢? 4 ¢2 - ¢" =1 on ccrira los équa-
tions paramétriques de la surface rvéglée (p, v paramétres carvi-
lignes)

\ = [, de'—e'de" + o (— ce' < de" ).

|t

/
|
(8) \ Y 1'/’c1/4_'”—4"’1lc+\au- ¢,

7= if(" de —cde’ —giie4c'c").

En s¢ reportant a mon Mémoire sur les courbes i torsion cons-
tante (.4 nnales de UEcole Normale, 3¢ série, t. 36 et 37, 1919
¢t 1920), on trouvera un grand nombre de courbes a torsion
constante algébriques ou ¢, ¢’ sont réclles, ¢ imaginaire pure, de
sorte que X, Y sont réels et Z imaginaive pure. On obtient ainsi
une infinité de surfaces algébriques, réglécs, d’¢quation réclle, mais
entiérement imaginaires, applicables sur la sphére réelle; unc
homothétie de rapport i donne des surfaces de méme nature apph-
cables sur la pseudo-sphére.



