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SUR QUELQUES CAS MÉCONNUS
DE LA DÉFORMATION DES SURFACES :

PAU M. HEKTIKM» (i\MBII-: iS.

I. PAPOSK i»i si JI:T. — La théorie <Je l<i déformation des surfaces
a fai t des propres importants depuis environ 35 ans et les ( ra \aux
de \\ em^.u-len : les l r . ( \ <»u \ de ce géomètre oui conduit à prendre
comme prototype de certains ds1. réels et repre-sentes p,ir «les sur-
faces réelles. cer ta ines s i i r ( .<ccs 1 1 1 1 , 1 ^ 1 1 1 , u n •s (IV^iii.ilhni sini()|(^ il .scr.i

doue j i is l i l i<1 de pn-scnicr ici. jioiir mi ^5-' de rc\ oinlinn, i i r n '

delofiiicc <lc rcvolnl KHI. |us(jii ici (»nl)l icc. doul l ' . îxc est /.vo//'o/^;
de nieinc. ( K Ï I I I - les si i r j . iccs de iranslalion à (irotils de Ir.uislalion
()j<nis e( .sil ucs < l < î i i s dcn\ plaiis rcelilii^iilînrcs. n1 ()rescn|c dejf.r
de((»i- i i i<-es dn même type oblemis en lîiiss.dit 1 1 1 1 do pndils <|tiiis
le ( > l i » n ./ ( ) Y et t.(is<in| lodriicr le |)|<in de Fautre anloiif d<- 0 Z jus-
((ii'a (•c <| in ' ec pl.in devieniir /.vo/ rupr ; ces deux (iiK^stion.s ont
d ailleurs iiir1 .ni.do^ic enriciisc. L/iiilerel de loules rcs surfiic^s

ima^iii.Nics n-s id te de cc^jii i ' l)eaueoii|ï d'^giire elles onVent UIK'
na()|ic où dcn\ eotn'doiinccs soiii rccllc.s. l'aulre imaginaire ()iire.
snscc jd i ldc de s ' ; ( ( » j d i ( j ( i < . r ^nr une i]uj»j)e réelle d'une surface de
mèinc fis'2 cl d engendrer asn.si des systèmes eyelidnes réels, des
.sy.stèmcs I r i jdcs orl lio^onanx rcels. iNons retrouverons ainsi ///

sufj((re de t ' r ^ n l u i ion /nin una ( i l ^ c î f r i que de degte 4. à ft.n'
l s o t r < » { K ' . .

Ail j ioinl de \ u < - jnircm<'n( analytique, les iravanx de M. Gaii el
M. dossc oui rl;d)h (ine; sans s\*n donicr. les ^rometres avaient

obtenu s ( i< -c<«ss ivcmen( ( ( H I S les cns où la dcformation des surfaces
admet s < n ( mie solution complète (eoordonnccs du (xont ./. y, ^

de la surface n'prcscntalive exprimres e.t'fdn'itentent avec deuj
tonctions ail)ilr.iircs d'une variable), soit une solution p u r l i e l l e

{une seule fonction arbitraire d^ine variable an lien de deux). Les
cas de solution explicite générale correspondent : i" aux dévelop-
pées de - s t t f i i ce minima ; 2° an paraboloïde de révolution: 3° asî
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paraboloïde de plan directeur isotrope et d'axe non isotrope

{y 4- i z)y 4- kx == o ;

4°. au paraboloïde de plan directeur isotrope, d/axe isotrope

^(y4-^)-^Â ^ (y— ï z )==o î

5° aux surfaces déformées de la surface de degré 3, réglée à plan,
directeur isotrope (')

y— (3== îx^y^iz)-\- ——-——^-(y-(-^)^

où n est un entier^ 3 ; les deux premiers types sont relatifs à un ûfc2

de révolution, mais non les trois derniers; pour le dernier Hype il
'n'existe pas de quadrique représentative. Les cas de déformat^pK
partielle explicitement connue sont relatifs aux surfaces réglées
sans exception.

M. Gau, dans son Mémoire (Annales de l9 École Normale s upé-
rieure, 3e série, t. 42, igaS, p. 89-141)^ a obtenu ce résultat fonda-
mental : Le problème de la déformation ne peut admettre de
solution explicite, .partielle ou totale^ au sens déjà employé,
que si le ds^ convie rit à une surface réglée. Dans ses deux pages
de conclusion (p. i4o et i4i) M. Gau donne cette conclusion net-
tement démentie par l'exemple 5 y déjà comnu depuis longtemps
grâce à MM. Baroni et Goursat : si la surf&cé S, applicable sur
une surface réglée mais non sur une quadrique, is est pas applicable
non plus snr une surface de révolution, Inéquation de la déformation
si^es.t pas inlégrabic par la méthode de Darboux. Le type 5 est étudié
complètement par DarboAix ( Théorie des surfaces^ t IV, Chap. 13
et 14, en particulier p. 33o-33^ où Darboux expose l'appli-
cation de la méthode qui porte son nom). Plus bas, M. Gau, pour
les surfaces applicables sur ime q'uadriquc, ne cite aucim des trois
paraboloïde^ (types 2, 3, 4). Il importait donc de réviser et com-
pléter le travail important de M. Gau; M. Gosse (2) Fa fait danâ

( *; n == 2 fournit le type 4»' i == ' donne le type i ; n == i, à condition d'ajou-
ter au second membre le terme A (y 4- iz)\ où À e»t une constsinte non nulle,
donne le type 3.

(") Les résuilats de M. Gosse viennent de paraître dans ur Médioî  dé ail" (l ••"(t.:-
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une première Note (C.7?.,l. 181, i9a5,p. ^ ia5) , puis incidemment
dans une seconde (C. /?., t. 184, p. a66) où il cite le ds\
^dufïv
( ^ — , . ) 2 < (^lll ^"^ent a une surface réglée ( / f f e / r o / n / u e a géné-
ratrices isotropes^ V étant fonction de c seul. Il importe d'établir
ici quelques propriétés importantes de ces surfaces dont aucune,
sauf la sphère, ne peutêtre réelle. Elles ont été étudiées par M. Ves-
siot, dans son Traité de Géométrie supérieure sous le nom de sur-
face canal isotrope (p. i^ i - i^â) .

Si l'on remarque que les cinq types donnés plus liaul admettent
tous une surlace prototype réglée à plan directeur isotrope, il est
indiqué de dire quelques mots des surfaces réglées à plan directeur
isotrope et de leur déformation en nouvelle surface réglée.
Darboux'a laissé systématiquement de côté au tome III ces deux
cas, ne prévoyant pas leur application intéressante au domaine
réel, mais indique, t. 111, p. 293, à l'occasion de la déformation :
« la méthode très élémentaire que nous allons suivre s'applique-
rait presque sans modification aux deux cas spéciaux que nous lais-
sons de côté » ; au tome IV, Darboux traite le cas du plan directeur
isotrope.

2. SURFACES DE RÉVOLUTION. — L'élément linéaire de révolution
(U fonction de v }

0) cls^==di^+ V^dv2

admet la surface représenta live

X ^ t Y = i p t U — i (^dl1-

X — ï Y = = i U , Z ^ — p U .

En remarquant que l'élimination de v donne

(3) XS-Y^Z^U/ '^^ , X — , Y = ( U ,

Acta mathematica, l. 52, 1918; le A», ' — ' — ' » avait été laisse systématique-

ment de côté. Il correspond à «a w de xtéformation partielle.
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l'équation de la «urface est de la forme

(4) /(X-+Y^ZS X-/:Y)==o,

et nous continuerons à dire que la surface est de révolution autour
de l'axe isotrope X — ( ,Y == o, Z == o ; le long de chaque parallèle
H == const., il y a un cône circonscrit dont le sommet est sur Faxr
et une sphère inscrite dont le centre est sur F axe; chaque parallèle
est une courbe plane; les plans étant tous parallèles.

Les plans pivotant autour de l'axe donnent les méridiens^
Z

\_^ = ^> °ù v t̂ une constante ; chaque méridien coupe la sur-
face orthogonalement; les méridiens et les parallèles sont lignes de
courbure, système orthogonal et isotherme; toutes les normales
rencontrent Faxe ; le système des méridiens et parallèles forment
un système conjugué au sens de Kœnigs (et même doublement)»
Dans Inapplication de la surface sur une surface de révolution
réelle, les méridiens recouvrent les méridiens et les parallèles les
parallèles (1).

La représentation sphérique détermine sur la sphère précisé-
ment une série de parallèles et méridiens au sens élargi ; cela revient
à prendre de nouvelles variables M, v et à écrire pour la sphère

(5)

• ' — uî "i" vî • _ ' n ^C IC _ ^ , C — — f C — ^i C == .̂,

duï — rfpî
av- === — —————— •

w2

En cherchant les surfaces parallèles^ au sens de Peterson, à la
sphère suivant ce réseau orthogonal et isotherme/on trouve les
surfaces moulures (au sens élargi adopté ici)

^ X4-(Y=[—aV^.-2M/ /—•2/-^-^2/w-+-^yy f--2y]l,

( x—iY^y", 7=—^—^,

( 1 ) Remplacer la surface de révolution réelle par une autre de mémeds9 revient

à mnlliplier V par m, v par-i- où m est une constante (réelle ou non). Cela

revient à multiplier X -h iY par — et X —i*V par w, ce que l'on peut obtenir

par une Dtation. ( réelle ou imaginaire) autour de OX. Nous verrons plus bas
que la surface imagiaairà de révolution et la surface ainsi déplacée, qui sont
égales, peuvent aussi se trouver homothéljques relativement à l'origine.
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oùf(a) est fonction de a seul, y(^) de ^ seul. Les coefficients E,
F, G du ds\ ceux D, D', D' de Gauss sont :

( E=n-f"-(u), G-L/'^)-?^)]2, F=o,

( D =- ir-U^r ?') ̂  D"^ ̂ V- ?^ D'= o.

Les rayons de courbure principaux R(i^ variable, v constant)
et R'\u constant, v variaÉle) sont :

(^) ^=.i^f"(u\ H'^- iu(f"+ ?").

Nous avons un rf^ réel si/et 9 sont des fonctions réelles; pour^,
v réels, Y et Z sont réelles, X imaginaire pure. Nous avons notre
surface de révolution pour 9 réduit à zéro. Le cay»te plus simple (*)
est manifestement /^const.; prenons, par exemple, f"=Q,
/= i^3. La surface S ainsi obtenue est minima^ car R=6«/2 ,
IV == — 6iu2 ; elle est développée de surface minima, car son ds2

cstSô^rfi^+rfp2). Elle est algébrique et de degré 4; en effet

(9) X-+-i\ =(—'îll3^~6uvî) ̂  X — ( ' y = 6 ( M , Z = — 6 M P ,

Elle a pour équation

(10) Io8(X9-)-Y••>-^.Z••>)=(X—lY)*.

L'une des deux nappes de la développée est l'axe isotrope de
révolution; l'autre nappe donne les équations paramétriques

( 1 1 ) Ç4"IV=--?(4M3 r-I2(^1), ^——i^=lîlU, Ç = — — I % M P ,

et pour équation cartésienne

(i^) /^3•2(Sl4-^-hÇ•2)—(S-^)4^o.

C'est une surface homothétique à la première; elle peut, d'ail-
leurs, se déduire rie la première par une rotation imaginaire autour

—Î-H
de Oz (on a à résoudre l'équation e1^ = {/2 e + pour avoir
l'angle <p de rotation )-

Réalisons l'application de cette surface minima ^ sur la déve-
loppée de .là surface d^Enneper. Cette dernière ^, est représentée

• < * ) La sphère correspond au cas où y est nulle et f" égale à •^—l•
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par les équations

, Ç = 6 a -hôap2— 2 a3, r, ̂  —/, ^3,

(lj) ^ Ç=:^(as-4-pî)^4- .3a--3.â2—^

(14) ^=36(I4-»2 ' f -P2)2[^•>—(a^a—^^)q] .

On applique donc Z sur ^,, par les formules

(15) ^..—(1.^4-pî), r^^(a-^C),
V9- "

où C est une constante numérique quelconque. Pour a, (3, C, i^,
^ réels, le point (I:, YÎ, Ç) réel de ^i est recouvert par un point de
2, Y, Z réel, X imaginaire pure : on-a donc un système cyclique
réel, de plus algébrique en raison delà forme des équations ( i5) .
Le système triple orthogonal correspon<«knt est réel ; il est lui-même
algébrique, parce que le réseau conjugué commun à ^ et ^, est
algébrique; fixons G; les asymptotiques de ^i ont pour équation
doL14-^P2 == o» de sorte qu'elles ont pour image les droites iso-
tropes du plan coa(3 et un réseau conjugué de 2L, est simplement
un réseau orthogonal du plan o)a(â ; les asymptoliques de ^ ont
pour équation u ± v = const. ; elles ont pour image, s jr coap, les
cercles a'-'-}-?"' ± aa ==. const. Le réseau conjugué commun doit
être, dans ç«)aj3, orthogonal et bissée ter les images des asympto-
tiques de ^-; autrement dit, les tangentes sont bissectrices des
rayons vecteurs allant aux points ( i , o) et(— i, o) : on a donc les

coniques homofocales y 4- ^ _ == i ; le reste s'ensuit.

3. SURFACES DE TBANSLATION. — La surface de translation
(a<) Ot fonction de a, b et &i de (3)

(1) x == a — 6, y ^ c i t - ' 3 == &i

admet oo1 déformées de même définition, il esta remarquer que les
équations différentielles obtenues (m constante quelconque)

(2) d^-r-d\^ == </a«-+- da^ A = wa ;

(3) </B^-4-^B2;.=^-4-rfAî, B == b



sont précisément celles que Von obtient pour déformer en surface
de révolulion la surface engendrée par la courbera, ai, o) tournant
autour de Oy, ou la courbe (6^ o, b^) loumant autour de Oz.
Cherchons maintenant à conserver le système a dans des plans
parallèles à y == o, mais à i^huer le système (3 dans des plans iso-
tropes perpendiculaires au premier, donc parallèles à x -f- iz === o ;
on écrira avec des fonctions inconnues A, B, A(, B(,

(4) X — i X = = A 4 - B , X - 4 - » Z = = B , , Y = A i ,

et Foii a immédiatement (m constante)

( A = ma, d\ ] .== da^ -l- da\ ;
(5) j „ b ^dbl^dbî

s b i == ?. — « aly == m, ———-:——- •
( ' m db

La quadrature (lui donne B est celle qui résulte du numéro pré-
cédent pou s' obtenir l.i déformée psendo-révoluuve de la surface de
révolution engendrée par ((^ 0, &i) tournant autour de 0-s. L/ana-
logie aver les snrfprps del||î olution persiste donc. Pour wréel, on
voit que X. \ cî t'L sont »e('l4; on en tire les mêmes conclusions
que plu^ haut. La (•(îdst.rîUe m n^intervient que pour réaliser une
rotation autour < i<» 0 " i . O.i peut ensuite raisonner sur le système (3
au lieu de a. Dans ces dpnx (Icformées, le système (a, j3) est resté
conjugué.

4. SURFACES RÉGI.» FS. — D<irboiix a indiqué (Théorie des Sur-
faces^ t. III, p. 293-^) comnicul trouver toutes Les surfaces-
réglées ayant le a À ;

( l) ^2 == dt^ -h ^ 0 cfff fh 4- ( A M5 -!- -» B ̂  4- C ) ûfpî,

cm sulîp'î^'tnt A -^- ": supposer le coefficierit de du9 égal à î sup-
pose qu* ^ esl >' î <ngueur comptée sur chaque génératrice, ce qui
^cart le'cas df génératrices isotropes; A 7^ o écarte le cas de
générairices par.dièles à un même plan isotrope. Je signale en
passant une faute d'impression : le ds1 donné par Darboux, .avant
toute réduction, est en réalité

(9,) E€IU^ -(ME /-t-2D)rf«rfP•4-(AM»4-2BM-^•C)^ t,

tandis que le texte porte (E'-{-aD)darfpî réduire E à î se fait
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algébriquement ; le ds2 réduit (avec E -yé. o et A 72^ o) est, après une
quadrature^

du'1 -[- (A ̂  — •< B « - G) ̂ 2,

et si l'on écarte le cas de surfaces développables, on peut supposer
par une nouvelle quadrature A C — B 2 ^ ! de façon à réduire le
nombre de fonctions arbitraires à 2 ; on peut réduire autrement en
égalant A à i, puisque A est supposé non nul.

Ceci est bien conforme à la nature des choses : pour définir une
surface réglée, il est nécessaire et suffisant de donner ses traces sur
deux plans et la loi dissociation entre les points de ces deux
traces et cela se traduit par un total de t rois fonctions d'une
variable; comme la déformation d^une surface réglée en nouvelle
surface réglée fait intervenir une fonction d'une variable, le
ds2 réduit ne doit contenir que deux fonctions d^une variable.

Si la surface est à plan directeur isotrope ou à génératrices iso-
tropes, comme cette circonstance subsiste au cours de la déforma-
tion, il y a une fonction de moins, puisque la trace sur le plan de
rinfini est donnée; il reste donc une fonction pour le ds^ réduit.

Dans le cas de surface réglée à plan directeur isotrope, on a,
dans (2), E ̂  o, A == o; on réduit algébriquement à la forme

du* -r- ï D du dv 4- (a B u -4 - C) dv^,

puis par deux quadratures, à la forme ( ' ) adoptée par Weingarlen

(3) <afj2=(/a2-h2[M4-^(^)]^2,

où ^ est Punique fonction arbitraire. Or Darboux (t. IV,. p. 333)
donne avec une fonction arbitraire a(^) les équations paramé-

( l) Les cinq types de déformation explicite totale correspondent précisément à
celte forme; pour les développées de surface minima ^'est nulle; pour le parabo-
loïde de révolution ^'==A.v; pour le paraboloYde de plan directeur isotrope et

ip
d'axe non isotrope ^f (v)^-v^k — a ke ^ ; pour le paraboloïde de plan direc-
teur isotrope et d'axe isotrope ^ ' (^)s—t» 2 ; pour le cinquième et dernier

cas y (v) == n où n est entier ̂  2. Ces cinq cas donnent des surfaces réelles

en nombre illimité.
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triques des surfaces réglées ayant ce ds2 :

< 4 )

( . rdv f a\ y •+' ̂  -= ^J -^ y ^ u - j y^,

l y ^ i z ^ w ̂  j & ! y{ < ) ̂  —y ^ ̂ .

II ne reste donc pms qu'à traiter le cas des surfaces réglées à géné-
ratrices isotropes qui, jusqu'ici, a été presque totalement négligé,
car, sauf la sphère, aucune de ces surfaces ne peut être réelle.
Avant d'aller plus loin, remarquons que pour la forme de ds'1

(e ==4- i ou o),

(5) ĵ̂  ̂ duî-^'î.Ddudv^-(ku^+ îBu-\-C)^1,

obtenue ici, on a îusément, pour la courbure totale, Impression

e ( B 2 — A C ) - 4 - D î Aw RR' [eCAMî.^BM-hC^—D2]2

Dans le cas particulier que nous traitons maintenant, on a e === o et

(7) R Î V ^ D - '

.A ne peut être nul, si l'on écarte le cas d'une surface dévcloppable ;
là courbure totale est fonction de v seulement; elle reste'cons-
taUte sur chaque génératrice. Nous verrons plus bas que réci-
proquement^ toute surface, telle qu'un système de lignes de
l°ong(j^irr nulle coïncide avec les courbes d'égale courbure totale
pour la .surface, est applicable sur une surface réglée à génératrices
isotropes : c'est le résultat que M. Gosse a signalé le premier.

Pour avoir les déformées réglées de la surface, il n'y a qu'à
reprendre la'méthode de Darboux, écrire

(8) x^âtU+bt, y=aîU-+b^ z=a^H-^-b^

les ai et bi étant fonctions de ^.satisfaisant aux équations

(9) a? + a^ a^ == o, a,2 4-0^-4-03-*^ A,

/ ai b\ 4- ai 63 4-^? 63 = D^
(10) / a\b\ -t-a;^3 4-036,== B,

( ^24- 6^4- ^=-0.
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Les deux equahons (()) nermettent d écrire avec une tonction
;i ri ni r.nre }.( ('' )

i — A2 r- . i -+- A2 - A /-r» i i ) rti-== —:—""yA rt.j = < —r— \/ A. «3 ̂  —, y A ;

les deux premières equahon.s ( 1 0 ) résolues e'i.// cl /^ (loRiient ces
( j i i a i i l i t c s l i l l( '><lm l^n(•nt <'n //., ; en porttnil < l<ms la dernière, on
ohin 'n l h. |)ar imc ( ' ' ( inalïon (lu premh'r dc^rr. donc ^3. pins /^
< • ( /^ |)ar un ensemble de t ro is quadratures. Il resie donc à indiquer
la forme r e d u i l e ( j i i e J On peut donner au ris2 en jeu

(i > } i l s 1 =^ 71 ) <IH <lv -4- ( A u^^-> H(/ -h C) //p2.

|)ar une sul)sl i tut ion

< i n // =r ). ( v ) L 4- ut („ v}. v =:y\ c ).

où À. ; jL,ysonl trois fonctions inconnues. Or, remarquons que, pour
la sphère, on connaîl un ds2 c lassujuc .

/ , 4 ̂  d^
^ ) ^—^r^r
(lui, |)ar la subsHtuliîm

( i 5 » a - 8 = = - ^ , ?==.^,r n •

desient une ex|)ression de la forme ( îa) , où D ==—2. A===/|.
R==C=:o

( i G » 0^-==.— 4 du dv -^ 4 M2 dv^.

On en conclut que l'on pourra réduire (12) à la forme canonique

, . - ) ,/,. = ̂ ^y = 4 V2 [ - ̂  ̂  ̂  /.- r7^ ].

où 3; et ,3 .sont lies à u et r par ( i5 ) et où B((3) == V(^) désigne une
fonction du sesd argument c; on a alors, pour celle forme rédui te ,

<iîn n=_,v^ A = = 4 V 2 , » ^ = = C = o , _ _ = - .
liai V -

On a. du même coup, obtenu une représentaticn conforme de la
-surface sur la sphère. Achevons le calcul des tondions ai d h,,
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>ii a, ; i \ » ' < ' nin' loiiclioii o i ' f u l r a i r e /.(r^.

i — /.'2 » V /( î — À" i V •./ / .V " *
! 1 9 , < / . ~r - - --,-;—— ? fi 2 =

On < l < » i l ( •n> i i îh ' svMXKirc

, //,2 ..... /̂ -'.4- ^-•=:o.

( • > < » > «î />', -T- </ î 6', -+- ^3 /^ -==—— -; ^ î »

, (T\ 1)\ -\- u^h., -f n ^b^ —; ( » .

l.ii (n'cînièvc pcnnc'l ( i<" j)os<'r. . iN t^ ' (ii*n\ (om'iions inc<mini<^ /

pi w ( 1 < 1 r.

1 » î » ^, == ——— / / / , h.^ -=.r / ——— // / . //', —: Im.
f. ~ 2

L<1 "(•(•«HKir (lolllic
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Représentons en effet le rf.ç2 de la surface, rapportée à ses lignes
de longueur nulle, par

(») ûf.^== iVdudv.

On a

(2) -FA0^10-^'

où V est une fonction connue de v. Remarquons que si t» est une

fonction quelconque de ^, le nouveau d.î3,

(i') ds^^ïVdudv,

où F est le même que pour (i), donne la relation

^ -F^-^^-V?'* au àv v " dv

de sorte que le nouvel élément jouit de la même propriété. Si donc

on choisit v par la relation

/i\ ^~ dv

(3) ^"V^

le nouveau ds^ est à courbure totale constante égale à i et à la
forme réduite (obtenue en écrivant <' au lieu de v\

4 ̂  ̂
(4) ^1- (a—P)s

qui convient à une sphère de rayon unité; le ds9 primitif, qui est
en représentation conforme sur rfcr2, avec un rapport de similitude
local fonction de v seul,'est donc de la forme obtenue plus haut,

(5) ^4V^^
v / («-^)2

En tout cas, si l'on ne songeait pas à cet artifice, basé sur une
correspondance conforme commune à toutes ces surfaces, l'équa-
tion du second ordre

(6) jVs-t-^'^o, F==e^
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s'intégrerait, que V soit égal à î on fonction de ^, par la irîethode
indiquée par M.-Coursât {Équations aux dérivées partielles du
second ordre^ t, I, p. 9^): on prend pour nouvelle inconnue

(7) X^,

de sorte que (6) s'écrit

W QV24-^=0

et en dérivant en u celte équation (8), on a

(9) o^S-QZ^fp -^ .
" ^' \ -2 /

Une autre remarque intéressante est la suivante : si une surface
admet un système de lignes de longueur nulle/orme d'asymp-
totiques^ cette surface est réglée et a génératrices i s o l n ^ p e s ; eu
effet le plan tancent à la surface est oscillateur à rasymptotique;
donc si rasvmptotique n'est? pas rectiligne, le plan tan^nt est
toujours isotrope, et la surface est développabic; si ce cas est
écarté, il ne reste donc que le cas de la génératrice toujours iso-
trope.

Cette propriété que le système des lignes' minima et des lignes
asymptotiques ont une famille commune, entraîne que les lignes
de courbure se confondent entre elles et avec cette famille de
génératrices isotropes; les rayons de courbure principaux sont
donc réduits à un seul, égal à V; si l'on calcule les cosinus (c, c\ c")
de la normale d'après les formules (a4) du numéro précédent, on
trouve que l'on peut prendre

i . , i^u l\ • d /V \
c^^. ^-4- y- ^),

' . , M i d /V \(10)
. - " — T - - v T.{v)1

f „ i\u l A d / V \
' c^~"•?7--~î\r T.W

la détermination étant adoptée pour que R === V; la développée de
la surface S n'a qu'une nappe, engendrée parle point X == x +Rc,
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^ ^y-l-K^'. 7j-^ z +Rc ; on constate aussitôt qne l'on a

^ n== ^ ^(^-^-/-
/A -^^ /YV dv\v)~j .

(^ ^-^-v ^(î)-/-^
^,)+^m^

^ /-+-X ^ / V \ /- ,
^ ' ' - -TV^h^'^1^

de sorte </(^ /a développée se réduit à une courbe F : le long de
chaque génératrice isotrope, la normale à la surface passe par le
point correspondant à cette valeur de v^ de sorte que la sphère 2,
qai a son centre en ce point et contient la génératrice, est tangente
à la surface en tous les points delà génératrice; le rayon V est l'arc
de F compté à partir d'une origine convenable; la développante G
de r, relative à celte valeur V de l'arc, est ligne double de l'enve-
loppe de cette sphère 2 : cette enveloppe comprend la surface pro-
posée, puis une autre, lieu de la seconde génératrice isotrope de Z
issue du point où ^ touche G. Nous retrouvons ainsi les résultats
donnés par M. Vessiot {Leçons de Géométrie s'upérieure^ p. 171-
.-3).

La transformation de Sophus Lie change la surface réglée à
génératrices isotropes en surface développable, puisque les asymp-
totiques seront confondues sur la transformée; cela tient d^ailleurs
à ce que les sphères étudiées rencontrent chacune la sphère
infiniment voisine et qu'elles ont pour homologue des droites dont
chacune rencontre la droite infiniment voisine. Ceci explique pour-
quoi, quand on n'a pas réduit le ds2^ les lignes de longueur nulle
non rectilignes s'obtiennent par une équation de fficcati
aD du 4- (A.u2-^- 2Bu 4- C)dv == o; en effet sur la développable
transformée, on a à chercher les courbes dont les tangentes appar-
tiennent à un complexe linéaire connu.

La ligne G est ligne ombilicale de notre surface réglée S;
l'enveloppe de la sphère ^ comprend outre S une autre nappe S<
admettant aussi G pour ombilicale. Remarquons que la connais-
sance de r suffit pour obtenir S et Si ; si l'on appelle s l'arc de I\
(j?,y, z) les coordonnées courantes du point de F, et (a, a\ a")
les cosinus directeurs de la tangente, (&, 67, b") et (c, c', c") de la
normale principale et binormale, le point courant de S a ses coor-

LVI. 16
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données exprimées par

{ i l ) ji- — as-^» ̂ (h \ ic). y — a ' s -4- p( 6'+ ic' ). z — a" s -4- p(^-4- se'' ) .

Le </s2 do S est, en appelant r et t la courbure île I' et sa torsion,

( 1 3 » //S -' s= — 2 r.f </j <^p -4- ds1 [ p2 r1 — îi p /•<< -4- r1 ̂ 2 ].

Si l'on cherche a avoir un ds2 applicable sur le premier, en
partant d'une au t re courbe F( ,

< 1 4 .i ^S 'f — 'À /•i .ç </^ <'/pi -4- ̂ 2 [ p î /'? — < > ^ p i /'i ^ /1 -^- /'Ï ^^ |.

on rencontre un cas singulier de la déformation : aux points corres-
pondants A' est le même, puisque la courbure totale est -,? mais les
deux paramètres .l.v et AgA' de Beltrami sont nuls tous deux : on
arrive aisément a identilier en supposant pi fonction de p et s et
l'on trouve les relations nécessaires et suffisantes

î J3^^^^4.^„^q.+.^_li:\ î. '• /' '•j '•< T î 3/.-' 'î ' ^iu5^ -^| 7. - ..J-^--^,

ï ' * rl ' . / 1» /• 0 — tUt -T- S— =- 7'1 p| —— IStt -h A" — fr ' r ' r^

dont la première lie les courbures et torsions de F 011^ aux points de
même arc et dont la seconde donne p < en fonction de p et s. Ce
calcul fait retrouver les surfaces réglées, dépendant d'une fonction
arbitraire, applicables sur S.

Ceci permet de trouver dans quel cas les deux portions de l'enve-
loppe de 2 sont applicables : la seconde nappe se déduit de (12) en
changeant i en -/, ce qui, dans Félément ( î3), reviendrait à
changer t en /, - = — / , en laissant r. La première relation ( i 5 )
entraîne alors

(16 ) ts = K,

où K est une constante. On a ensuite

< » 7 ) p i — p = = — 2 i K .

En particulier, pour t === o, on a K ==o, la courbe F est plane et
les deux nappes sont symétriques Fune de Fautre.
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On remarquera encore que, dans le </51 étudié, ^—^—^ ou dans

les formules (a4) du paragraphe précèdent, si V et A sont des
fonctions réelles de c, les coordonnées (.r, y, .s) sur la surface
sont : x et z réelles, y imaginaire pure; la surface satisfait donc à
une équation y(.r. y2, s)==o à coefficients réels. Deux surfaces
applicables de celte espèce (x\ y, z ) et (./ i. y,. ^i ) fournissent un
couple réel (x^ iy\, :') et (j"i, /y, Si ) de deux surfaces applicables.

Pour avoir les déformées réglées de la sphère réelle, il suftit de
supposer V === i : la remarque qui précède s'applique donc. Il esl
commode aussi de construire une courbe de torsion constante i et
de mener, par chaque poini de la courhe. dans le pLm osculaleur.
l'une des deux droites isotropes du plan : la courhe a torsion cons-
lante est asvmptotique de la surface; pour cela, si r, c\ c" sont
(rois fonctions de r telles que c2 -h c ''2 4- c " ' 1 ==. i on écrira les équa-
tions paramétriques de la surface réglée (p, r par.imèires curvi-
lignes)

; \ = / / c" (/f'— c' de' 4- .-(— ce^r if ».

{ i 8 } / Y = i 1 c fie" — < ' " (fc - » - ? ( ! — c" L

f C( / = i l c' fie — r </c' — p t /'/•-+• c 1 c " ) .

En se reportant à mon Mémoire sur les courbes à lorsion cons-
tante (Annales de 1^ Ecole Normale, 3e série, I . 36 et 37, 1919
et 1920), on trouvera un grand nombre de courbes a torsion
constante algébriques où c, c' sont réelles, c" imaginaire pure, de
sorte que X, Y sont réels et Z imaginaire pure. On obtient ainsi
une infinité de surfaces algébriques, réglées, d'équation réelle, mais
entièrement imaginaires, applicables sur la sphère réelle; une
homothétie de rapport / donne des surfaces de même nature appli-
cables sur la pseudo-sphère.


