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SUR LE MOUVEMENT D'UN CORPS SOLIDE DANS UN LIQUIDE
PRÈS D*UNE PAROI ;

PAR M. BASILE DEMTCHENKO.

->
Considérons un corps solide J se mouvani avec la vitesse1 U dans

un liquide parfait incompressible près d'une paroi (ixe ou près d un
corps immobile. La paroi peut s'étendre à l'infini ou bien entourer
complètement le liquide. Nous supposons que le mouvement du
liquide est irrotationnel et étudions le problème général de l'in-
fluence des bords sur le mouvement du corps J. Ce problème
présente un grand intérêt pratique pouvant servir de base théorique
pour l'élude des forces agissant sur les ailes d'un avion à proximité
du sol. Quelques cas particuliers de ce problème ont été traités
déjà plusieurs fois. Hicks ( f ) est le premier qui a résolu le problème
général du mouvement de deux cylindres circulaires infinis en
supposant le mouvement acyclique. Dans le cas du mouvement
cyclique, Hicks a étudié seulement quelques questions particu-
lières (2 ). Le mouvement permanent autour d'un cylindre circulaire
infini placé près d'une paroi plane a été traité par Riabou-
chinsky (3) . Bonder ( 4 ) a étudié le mouvement permanent autour
de deux cylindres circulaires et, moyennant une transformation
conforme, autour de deux profils d'aviation spéciaux et égaux. Nous
avons trailé le problème du mouvement d'un cylindre infini de
rotation dans un vase circulaire infini ( 5 ) ainsi que celui du mou-
vement de deux sphères (6) . Nous avons étudié aussi ailleurs le

( l) HICKS, On thé motion of two cylinders in a fluid. Thé (Quarterly Journal
of pure and applied mathematics. vo!. XVI, 1879, p. n3-i4o. 193-219).

(3) HICKS, On thé condition of steady motion of two cylinders in a fluid,
Jbid., vol. XVII, 1 8 8 1 , p. 194-202.

( 3 ) D. HIABOUCHINSKY, Sur les équations générales du mouvement de corps
solides dans un liquide incompressible ( Thèse, Paris, 1922, p. ii2-i3i).

(4) J. BONDER, 'Mouvement de deux Cylindres circulaires dans un liquide
par/ait [Société Polytechnique de Varsovie, t. IV, n° 9. Varsovie, 1926 (en
polonais)].

(s) Thèse, deuxième Partie. Paris, 1928.
Les problème* aux limites relatifs à deux sphères {Bulletin des Sciences

mathématiques l. 51, août 1927. Paris.
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mc^vem'ent « plan » iun corps solide près d'une parci ( l ) . Nc^;;
relvcyons le lecteur A V Encyclopédie des Sciences maihèma
tiques (2 ) pour les indications bibliographiques plus CO*T pietés s j r
les travc ux relatifs à ce;^ problèmes.

Quand in corp se meut dans un liquide inf ini , il est assujetti
dans le cas général à deux forces : force d'inertie c e l? masse addi
live (F( ) et force de Jo ikowski (Fo). ^a présence de lu paroi :io'i
seule lient in[îue sur la grandeur de ces deux forces, nws fait
appariHt ?e encore d t sx autres forces que nous appellerons : force
de h yariahon le la masse addilive (Fa) et force cyclique (F»).
Ces Forces sont d ni^ées ^>ar les équations de W. Thomson, géné-
ralisées par RiaLouchinsky ( 3 ) . Rap[)elons ces équations Soient T
ré^er^ic? c iné t ique du mouveuKmt acyclique et K celle du mouve-
ment cycFque. y se ^lux relatif du mouvement acyclique à travers la
cloison 7 qu i rend l'espace occ ipé par le liquide simplemeî ° con
nex(^ 7, la c i r cu l a t i on e p lu densité du l iquide. Considérons un
système d'axes i;nr rbiles OXYZ et désignons par a, //, c les
coordonnées d 'un po^t Oi i ivariablement lié avec le corps J. L: '
composantes X, Y, Z de la pression hydrodynamique s^1? 1^
c \ I indre ont "a forme :

< Y ̂  _ ̂  ̂  - ^
I ~~ ~dt ^ t àa t

1 . d ô\\ , cH
1 ^ =~~ ̂ t ^ 4' ̂  î

^ ^R ^R
'-^-dt^.^J^

! iia , db ' dc\
^^Tit' b^^ ^Tu}'

(i) • a=rT—K-+-?y.^ .

La force ( F ^ ) d inertie de la masse additive du coprs J provient
du premier terme de l'expression (2) eî est proportionnelle à
l'accélération. Du même 1 en ;e provient la force de la variation de

( ' ) Comptes rendus^ t. 185, 19^7, p. 1186-1189.
P) Tome IV, vol. 5, fasc. 2, 1914. Paris, p. iy5, i3x-i33.
( ' ' ) D. RIABOUCHINSKY, Thèse^ Paris 1922. p. io2-io3.
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la niasse ^Midve (F^) qui est proportionnelle au c&ftïé de la

vitesse U du corps. La force cyclique (Fa) correspond au deuxième
terme K et est proportionnelle au carré de la circulation. Le
dernier terme px% fait apparaître une force qui est proportionnelle

au produit de la vitesse U du corps et de la circulation x et que
nous appellerons force généralisée de Joukowski. Etudions chacune
de ces forces séparément.

I. Masse additive. — Pour se rendre compte de Finfluence de la
paroi sur la grandeur de la masse additive du corps J, calculons la

yç

dérivée j- et mcttons-la sous la forme suivante. Soient S !a surface

du corps J, 1 ia surface de la paroi, v le volume occupé par le

liquide, 9 le potentiel des vitesses, q la vitesse d\me particule
fluide et u, p, w ses composantes sur les axes OXYZ. On a

»•'ï=l^fff^-W^-'ff.î&^
où ^ m, n sont les cosinus directeurs de la normale dirigée vers
rmtérielîr du liquide. Considérons an système d'axer de coor-
données O|X,Y(Z, par-illêles. respeetivemsiiit au^ ÊZCS OXYZ et
invariablement liés au corps J. Soit

?(^.r? 5; aî 6, ^Q^ ?i(^î,^i, Si; a, b, c^
On a

/ / \ ^P ^1 / àf0 ^®. \
(4) ,>-=—"-I-T- ' ^ ^ T ' ^ T 1 } 9

sfa da \ ox àx\ /

En substituant cette expression dans la formule (3) et en menant
en considération que

p/Yç.^^^,
// J^ àa dn àa

on obtient

(5) ï-^ff^^ff^-
Le premier terme de cette expression peut être transformé
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comme su il

(5-) ^fj^l^^-^j^l^

r " r i au àv . àw\ .-^L^("<te+'<te+"'<te}rf-
=-^/^>^
-pf/Y/^+^^u

•J J J,, \ àx • i)y • Oz /

——h.ff^^^'f^^

Eh subsUUumt celte formule dans l'expression (5") on obtient
définitivemeni

s—^4^-
Celle formule nous permet de faire de nombreuses conclusions.

Si la paroi Z s^étend à l'infini et si Fon peut choisir le plan OYZ
tel que le plan tangent à ^ ne lui soit jamais normal, alors l ne
change pas de signe. Si l'on dirige l'axe OX de la paroi vers le

\'y»
corps J, on a dans ce cas l^> o et par conséquent .- <C o, c^est-à-

dire que la masse additive augmente, quand la distance entre la
surface S et la paroi ^ diminue. En particulier, si la paroi ^ est
rectiligne et coïncide avec le plan OYZ, on a

i ^^ r^"dT
àa '" i^~~^L L qîdydz'

Dans le cas d'un cylindre circulaire infini se mouvant près d'une

paroi rectiligne, la valeur maximum de la masse additive est . 7r2 — i

fois plus grande que sa valeur non perturbée par la paroi.
La formule (6) pourrait nous faire penser que la masse additive

diminue toujours, quand la distance entre le corps et la paroi
augmente. L'exemple suivant nous montrera qu'il n'en est rien.
Supposons que la surface Z soit la surface d'un corps immobile et
qu'elle subisse une déformation infiniment.petite caractérisée parle
déplacement normal Sn ver» l'intériezir du liauide.
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D'après le théorème des forces Yâveâ, la variation infiniment
petite correspondante de Pénergie cinétique est égale à

(7) oT- 1 C{p-p^nd^,
J JE

,'
où p est la pression et RQ sa valeur à l'infini. Cette formule a été
indiquée par Riabouchinsky ( 8 ) . Si le volume T engendré par la
surface 2 est infiniment petit, on a

8T=-(p-j9o)ï.

En substituant l'équation de la pression, on obtient

T--TO==^(^-^)T.

> '> ^ . .
où q'= q—(J est la vitesse relative d'une particule fluide et To
l'énergie cinétique non perturbée. Il suffit de placer la surface infi-
niment petite i dans la région où U^^ y'2, pour que sa présence
diminue la masse additive du corps J.

IL Force de la variation de la masse additive. — Les com-
posantes Xa, Ya, Za de cette force sont définies par la formule

w- : U' 17 1. , U M.

W ^^K^^éa
d àT . ^T

ait 4^ ̂ a

et par deux autres formules analogues pour Ya et Z^. Dans ces for-

mules, il faut considérer la vitesse U du corps J comme uniforme.
Supposons que la paroi soit rectilignc et parallèle au planOYZ

(^== i). L'énergie cinétique ne dépendant dans ce cas que de la
coordonnée a, les équations (8) prennent la forme

(9)

„ i à / àT , i àT , i àT \
Xg== Y- ( — — a -4- - —64-- ~T~ c } >

ïàa\ ^a î àb ', 2 àc )

v ^T „ . ^-TY S = — a — — T Î Zs==--a——.--
(̂ a (̂ 6 ^a (̂ c

(1) D. RIABOUCHINSKY, Comptes rendus de l'Académie des Sciences^ t. 185)
séance du 18 juillet i92"7.
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Si la vitesse U du corps est normale à la paroi, on obtient

^') X,=-</^><»thi -^

et le corps est repousse par la paroi. Si la vitesse U est parallèle à
la paroi, on a

(9") X . ^ ^ = , < o . V^^o, Z2.=;<»

et par conséquent, le corps J est attiré vers la paroi.
Remplaçons dans l'expression (9) les dérivées a^ b, c par les

coordonnées .r. y , z. L'équation X:> = o définira un cône elliptique

dont l'axe est parallèle à l 'axe OX. Si la vitesse L' est à l'intérieur
de ce cône, Xa est positif et le corps est repoussé par la paroi.

. . . ^
Dans le cas contraire, si la vitesse U est à l'extérieur du cône. le
corps est attiré car la paroi.

Si la surface S est un cylindre circulaire infini dont Faxe est
parallèle à lu paroi, l < i m.ivse additive est la même pour toutes les

>
directions de la vitesse U et la force Fa a une interprétation géomé-
lri(|ue simple. Le mouvement étant plan, introduisons les quan-

tités complexes X2 -+ - ^V2 et a -h ib. Les équations (9) prennent la
forme

( lo ) \,4^Y,^-^(a^6)-,

où m est la masse uddilive du cylindre. Mais

X,4- i\.^\^,e^, a ̂ ib s^Ve^,

où 0 et Ô M)nl les .m^les que forment respectivement la force F^
•>-

et la vitesse U avec l'axe OK. La formule (10 ) donne

(.0', i.^-^îi., e=..e.
fia

111. Force cyclique. — Désignons parc*j la vitesse cyclique d'une
particule fluide el par X;). ¥3, Zg les composantes de la force
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cyclique. D'après les formules (i), (3) et (5') on obtient

<") ^-^-^ff^1^
et deux formules analogues pour ¥3 et Zs. Si l > o, X»< o et la
force cyclique attirent le corps J vers la paroi. Dans le cas d'une
paroi plane parallèle à OYZ(f== i) on a

(il') X 3 = — - ^ p / t f o ) ^ r f £ , Y3=o, Z3=o .
2 J J^

Si, en outre, la surface S est un cylindre circulaire infini de
rayon r, la formule (i i') prend la forme

(il") ' X,^-..——P^=,
4 7; y/a2 — /'"

où a est la dislance de Faxe du cylindre à la paroi.

IV. Force généralisée de Joukowski. Soit %==a%» + ̂ Xa+c^i
le flux relatif du mouvement acyclique à travers la cloison v qui
rend Fespace occupé par le liquide simplement connexe. Cette
cloison peut fermer l^ouverturc pratiquée dans le corps J ou être
placée entre le corps et la paroi. Considérons les quantités ^i,
%a ^t %3 comme composantes d'un vecteur, fonction du point a,

&, c, que nous désignons par y. D'après les formules (i) on obtient
pour la force (Fo) généralisée de Joukowski l'expression sui-
vante ( 1 ) :

> f > —» ~[
(12) F o = p x | U, rotyj .

Nous voyons que la force Fo est normale aux vecteurs U et rot%.

Si la paroi est plane, le vecteur rot% est parallèle à cette paroi.

( 1 ) Nous désignons par les crochets [ ] le produit vectoriel de deux vecteurs.

Le vecteur rot/ a pour composantes les quantités

^—^2, ^<1-^&, Î ^—&1 .
àb àc àc àa àci àb

LVI. l5
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Soient

71 -^ f / / (h, -^ ^ 7 ^ w </T, 73— ^ ^ a ch.
»/ */»T i/ t/(T .•/ .'o-

Considérons o',, 0-2, CT:} comme composantes d^un vecteur a. Le
(lux d^entraînement y,, a travers la cloison a~ est égal à

(i3)
» -. . .

/,, -—— l ; (î -=s- a (îj ^- À !T._> —~ C 73.

Calculons Je flu^ absolu ' / a du mouvcmeni acyclique ainsi que
ses dériyœs par rapport a a, h, c. Diaprés une formule connue de
l'hydrodynamique, l'rner^ie cincti(|ne lolale ® du mouvement du
liquide est égale a

( r 4 )

^T^^/W^

] =--Lp/Y^^^^/S-.-L^y^K,
€(n •>. i "\ •) ' J J^ (ï'<

—^ •> ~> .
où W =:<y+c<i) est la vitesse totale d'une particule fluide et <p est
le potentiel général des vitesses. En prenant en considération la
formule (4)? on obtient

^—-1 o /'/'Ws/^SàT dK
Ja ^ àa •̂  '^ ^s

(i5) .L r c d^ /s. r r ̂ ?< ̂  ̂-(-& l 1 // -,'- ^—û / / 3— -,- ab.
J ./s ^ ^ ^s àa dn

Mais diaprés ( i 4 ) on a

_, rr^^.^=-,.o^+,çr.1 / ./c ^a <//i àa àa

En substituant cette expression dans la formule ( i5 ) on trouve faci-
lement
, ,, ày^ i)h </r , i /* /'„„,/<-; C F </? 70(16) x p - ^ - = ? — — - — - + — ? / / W ^ / c / S — p / l u — f I S .v / • ()a tfa (^a •>. t J ./̂  'J Js ^t

L^intégrale f f W ^ I d S peut être transformée comme celle de la

formule (3'). On obtient ainsi

^-<?:-!,/YW^x,^-, ,' (^a (ht àa
W^</S.

<W Wï •2 /̂ Jv
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on, en .s il h si il il ;) ni ies (ormnies ( () ) cl ( i i ),

, . 7 < x.fe-^-. f f< /<o/^ .
^ ' . / .^/

Le t 1 n \ relatif du mouvement ac\c! i (pie elani eg«i a / ;^=:///—/^,

on obi lent hnaienient

-' ^^-(-^ /.^/'/ï)•
Supposons (pic la paroi ^ soit plane et parallèle an plan 0\ Z

( /== l^. < • ( < j i ie la surface S soil <-vlm(jr i ( jne ilidnie avec des gene-
i.ilriees ((aralleles a la lïar^i. Le mouvement étant plan, 1 é(|na-

1 ion ( i 'À ) prend la lornie

< i o » \ „ ±=- -/. ̂  // /-^ » \ „ •^- — /. o a l-1 ;' <)ff ' <}n

on. d a (n'es la loi'm nie ( 1 8 ) ,

<)•/ .» / ' > ">

1 / 0 1 /.^ -A' ..— px — ^ I 70) </X.
' ^<( ' . /v

l.e (n'emler lerme de eetle e\|)»'es,sioii corres()ond à la iorce de
-> >

.lonko\\ski. y.e j)llodnil </'»» a\anl le même si^ne (|ue /.. nous

vo\ons <jiie la présence de la paroi an^menle la valeur absolue de
la forée de Jonkowski. Dans le cas dis cylindre circulaire, la
forée 1\> s'obtient de l.i forée initiale en la multipliant par Je coef-

(icieni ^—°===- où a est la distance entre l'axe dn c\ lindre et la
\ a1— /•2

paroi et /• est le ra\on du e\ lindre.


