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SUR LE MOUVEMENT D'UN CORPS SOLIDE DANS UN LIQUIDE
PRES D'UNE PAROI;

Par M. BasiLe DemrcaENKO.

Considérons un corps solide J se mouvant avee la vitesse 6 dans
un liquide parfait incompressible prés d’une paroi fixe ou prés d'un
corps immobile. La paroi peut s’étendre a Uinfini ou bien entourer
complétement le liquide. Nous supposons que le mouvement du
liquide est irrotationnel et étudions le probléme général de lin-
fluence des bords sur le mouvement du corps J. Ce probleme
présente un grand intérét pratique pouvant scrvir de base théorique
pour I'étude des forces agissant sur les ailes d’un avion a proximité
du sol. Quelques cas particuliers de ce probléme ont ¢été traités
déja plusicurs fois. Hicks (') estle premier qui a résolu le probléme
général du mouvement de deux cylindres circulaires infinis en
supposant le mouvement acyclique. Dans le¢ cas du mouvement
cyclique, Hicks a étudié sculement quelques questions particu-
lieres (2). Le mouvement permanent autour d’un cylindre circulaire
infini placé prés: d’'une paroi plane a été traité par Riabou-
chinsky (#). Bonder (*) a étudié l¢ mouvement permanent autour
de deux cylindres circulaires et, moyennant une transformation
conforme, autour de deux profils d’aviation spéciaux et égaux. Nous
avons traité le probléme du mouvement d’un cylindre infini de
rolation dans un vase circulaire infini (3) ainsi que celui du mou-
vement de deux sphéres (). Nous avons étudié aussi ailleurs le

() Hicks, On the motion of two cylinders in a fluid. The (Quarterly Journal
of pure and applied mathematics. vol. XVI, 1879, p. t13-140. 193-219).

(?) Hicks, On the condition of steady motion of two cylinders ina fluid,
Ibid., vol. XV1I, (881, p. 194-202. .

(®) D. RiABOUCHINSKY, Sur les €quations génerales du mouvement de corps
solides dans un liquide incompressible ( Thése, Paris, 1922, p. 1:2-131).

(%) J. BonxDER, Mouvement de deux cylindres circulaires dans un liquide
parfait [ Société Polytechnique de Varsovie, t. IV, n° 9, Varsovie, 1925 (en
polonais) J.

(%) Thése, deuxicme Partie. Paris, 1928.

Les problémes aux limites relatifs a deux sphéres (Bulletin des Sciences
mathématiques t. 51, aot 1927, Paris.
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rzcuvement « plan» ‘un corps solide prés d’une par:i (V). Neuo
renveyons le secteur a 'Encyclopédie des Scieaces maihéme-
tigues (*} pour les indications bibliographiques plus comwplétes sar
les traveux velatifs a ces problémes,

Quand ua corp: se meut dans un liquide infini, il est assujeu
dans le cas genéral a deux forces @ force d'inertie Ce Je masse add:
tive (F) et foree de Joikowski (Fy). La présence de la paroi non
scule nent inlue sur la grandeur de ces deux forees, ma's fail
appareitze encore drax autres forces que nous appellerons @ foree
de I variation e la masse additive (Fy) et foree evelique (Fy).
Ces Jovees sont Tonzées par les équations de W. Thomson, géné-
ralisée: par Riakouchinsky (3). Rappelons ces équations. Soiemt T
Pézercic cinétigue du mouvement acvelique et K celle da mouve-
ment cyciigue. y e lux relatif do mouvement acyclique a travers la
cloison g qui rend Pespace occapé par le liquide simplemers con
nexc, z la circulation ¢ p la densité du liquide. Considérons un
systéme daxes imrecbiles OXYZ et désignons par a, b, ¢ les
coordonnées d'un po’rt Oy invariablement lié aveele corps J. Loo
composantes X, Y, Z de la pression h‘ytlr()d.\'nnmiquv suar Lo
eviindre ont fa forme :

‘X = d IR IR
‘ Vo dOR CR
(1) ( Tdl gk MDY
i o JR JR
l=—gtu
(o _da oo db . de\,
(Il——'—[’ —m) \.-—-;‘!‘E/“
ou
(2) : R=T—K+opoxy.

La force (Fy) ¢inertie de la masse additive du coprs J provient
du premier terme de Uexpressicn (2) e est proportionnelle a
Paccélération. Du méme terize provient la force de la variation de

(') Comptes rcndus, t. 185, 1927, p. 1186-118¢.
(*) Tome 1V, vol. 5, fasc. 2, 1914. Paris, p. 125, 131-133.
(*) D. RIABOUCHINSKY, Thése, Paris 1922. p. 102-103.
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la masse widditive (F,) qui est proportionnelle au ciizé de la

vitesse U du corps. La force cyclique (Fs) correspond au-deuxiéme
terme K et est proportionnelle au carré de la circulation. Le
dernier terme pxy fait appamitrc unz force gui est proportionnclle

au produit de la vitesse U du cerps et de la cirzulation x et que
nous appellerons force géneralisée de Joukowski. Etudions chacune
de ces forces séparément.

- 1. Messe additive. — Pour se rendre compte de I'influence de la
paroi sur la grandeur de la masse additive du corps J, calculons fa
R | . . «
dérivée - et mettons-la sous la forme suivante. Soient S la surface
du corps J, X ia surface de la paroi, v le volume occupé par le

> .
liquide, ¢ le potenticl des vitesses, g la vitesse d’une particule
fluide ¢t «, ¢, @ ses composantes sur ies axes OXYZ. On a

© Eetih [ fra=isf fornor ][R in

ol [, m, n sont les cosinus directeurs de la normale dizigée vers
Uintsrieur du liquide. Considérons an systéme d’axe: de coor-
dornées O, X, Y,Z, parallgles respectivemcnt aux axes OXYZ et
invariablement liés au corps J. Soit

(x, y, 3; a, b, ¢) = 91 (@1, ), zlv; a, b c.

On a
99 _ 991 [ _d9 _ dn
(4) de= """ 9a ig“&*;;.)

En substituant cette expression dans la formule (3) et ¢n wrenant
én considération gue
/ J’ a?q;‘ d’cp T
ds = -
Jda dn " Ja
on obtient

d
(5) '(’,_zzipffquds—_?ffud—:ds.
S . S

Le premier terme de cette expression peut étre transformé
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comme suit

(5) %j‘/ql(/S"‘——pj quzdﬁ
S RNACHET S S AT
:-_Epfﬂqzldx
o[ [ (et ey
:——~o/fq71d2+p/fu—ds

En substutuant cette formule dans Pexpression (5) on obtient
définitivement

 6) ’)T - p q 2l dx.
5

Cette formule nous permet de faire de nombreuses conclusions.
Si la paroi X s’étend a Vinfini et si Pon peut choisir le plan OYZ
tel que le plan tangent a X ne lui soil jamais normal, alors [ ne
change pas de signe. Si Pon dirige 'axe GX de la paroi vers le
corps J, on a dans ce cas [ > o ¢t par conséquent %E < o, c’est-a-
dire que la masse additive augmente, quand la distance entre la
surface S et la paroi X diminue. En particulier, si la paroi X est
rectiligne et coincide avee le plan OYZ, on a

JoT . At + .
%":—;Pj.., ‘/;n q2dy dz.

Dans le cas d’un cylindre circulaire infini se mouvan: prés d’une
. e . .o . 4
paroi rectiligne, la valeur maximum de la masse additive est 57‘:“ —1

fois plus grande que sa valeur non perturbée par la paroi.

La formule (6) pourrait nous faire penser que la masse additive
diminue toujours, quand la distance entre le corps et la paroi
:uigmcnu-. L'exemple suivant nous montrera qu'il n’en est rien.
Supposons que la surface 2 soit la surface d'un corps immobile ct
_qu’elle subisse une déformation infiniment petite caractérisée parle
déplacement normal én vers Uintérieur du liQuide;
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D’aprés le théoréemc des forces vives, la variation infiniment
petite correspondanie de Vénergie cinélique est égale a

"o
{7 3T ..J v/}J(p—-_g%)Sn dax,

oa p est la pression et pgy sa valeur & U'infini. Cette formule a été
indiquée par Riabouchinsky (7). Si e volums = cngendré par la
surface 2 est infiniment petit, on a

3T = ‘/\P —‘Do)‘t.

En.substituant ’équation de la pression, on obtient

!
i-—To= ?p(U’—'q"!):,
> > )>Y . . 3 . .
ou ¢'=¢q— U est la vitesse relative d’une particule fiuide ev T,
Pénergic cinétique non perturbée. Il suffit de placer la surface infi-
niment petice ¥ dans la région cu 1J*< ¢'2, pour que sa présence
diminue la masse additive du corps J.

1. Force de la variation de la masse additive. — Les com-
posantes X,, Y, Zy de cetie force sont définies par la formule

. dJdT |, oT
(8) xam"‘“ﬁ{;;"?‘;;

ct par deux auatres formules analogues pour Y, et Z,. Dans ces for-

" mules, il faut considérer la vitesse ﬁ du corps J comme uniforme.

Supposons que la paroi soit rectiligne et paralléle au plan OYZ

({=1). L’énergie cinétique ne dépendant dans ce cas que de la
coordonnée a, les équations (8) prennent la forme

1 0 oT . 1 AT 1 dT -
V3= (- Gera bt we)
(9) ! .
’ Y2=—('l d!T.a Zo:'—a d-T.'
H da db da dc

) D. RIABOUCHINSKY, Comptes rendus de l'Academie des Séiencc:, t. 185,
séance du 18 juillet 1gap :
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e . ket N . ' .
Si la vitesse U du corps est normale a la paroi, on obtient
W) Xo=——">0

>
et le corps est repoussé par la paroi. Si la vitesse U est paralléle a
la parot, on a

(9" X-_,:z—;l— < o. Y, =0, 7, =0
¢l

ct par conséquent, le corps J est attiré vers la paroi.

Remplacons dans I'expression (g) les dérivées a, b, ¢ par les
coordonnées &y, 3. L’équnlinn X, = o définira un cénc clliptiquv
dont 'axe est parallele a 'axe OX. Si la vitesse t’ est a l'intérieur
de ce cone, X, est positif et le corps est repoussé par la paroi.
Dans le cas contrairve, st la vitesse G est & extérieur du cone, le
corps est aturé par la pavoi.

Si la surface S est un cylindre circulaire infini dont l'axe est
paralléle a fa paroi, Ja masse additive est la méme pour toutes les

> .
dircctions de la vitesse U et la foree Fy a une iterprétation géomé-
trigue simple. Le mouvement étant plan, introduisons les (quan-
tités complexes Xy 40Y, ¢ a—+ib. Les équations () prennent la
forme

(o) Xt (Vs = — ™ (G b,

da
ot m est la masse additive du eylindre. Mais
Xo+ Y, = Iy ei®, a -ﬁwil; = Uel,

ou @ et & sont les angles que forment respectivement la force I

> _
et la vitesse U avee axe OX. La formule (10) donne

dm
10") Fy= — — 2 8 = 20.
(ro') ? da ’
, . >
L. Force cyclique. — Désignons par w la vitesse cyclique d’une

particule fluide et par Xy. Yy, Zy les composantes de la force
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cyclique. D'apres les formules (1), (3) et (5') on obtient

(1) 'x:Z—%ﬁa(:—ip/‘fw’l.dE
. J Js

et deux formules analogues pour Y et Z;. Si 1> o, X, < oetla
force cyclique attirent-le corps J vers la paroi. Dans le cas d’une
paroi plane parallele a OYZ(l=1)on a

(11") X3=—£pffw3d2, Y;=o, Z;=o.
2 b

"Si, en outre, la surface S est un cylindre circulaire infini de
rayon r, la formule (11') prend la forme
px?

(ll” Xg= — ———x
) =

ou a est la distance de 'axe du cylindre a la paroi.

LV. Force généralisée de Joukowski. Soit x:izz. +i)x2+éx,
le flux relatif du mouvement acyelique a travers la cloison & qui
rend l'espace occupé par le liquide simplement connexe. Cette
¢loison peut fermer 'ouverture pratiquée dans le corps J ou étre
placée entre le corps et la paroi. Considérons les quantités y,,
X2 €t xs comme composantes d’un vecteur, fonction du point a,

+
b, ¢, que nous désignons par y. D’apreés les formules (1) on obtient
pour la force (F,) généralisée de Joukowskl I'expression sui-
vante (') :

> > —>>
(12) Fo= px[U roty,

)

- >
Nous voyons que la force F, est normale aux vecleurs U et rot y.

Si la paroi est plane, le vecteur rotx est pargllele. a cette paroi.

(*) Nous désignons par les crochets [ ] le prodmt vectoriel de deux vecteurs.
—>>
Le veeteur roty a pour composantes les quantités

X Oy W s, s _ Oy,
9 " oc’ dc ~ oa’ oga ~ 0b

LVI. 15
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Soient .
5y .;:ffl(lc, %, ,.;ffm ds, 3y3o= [ [nd:r.
"' [ 3 . o 'g

. >
Considérons ¢y, o3, ¢; comme composantes d’un vecteur o. Le
flux d’entrainement y, a travers la cloison o est ¢gal a

, >> L .

(13) se=lo=asy -« bs, ~cas.

Calculons le flux absolu 7, du mouvement acyclique ainsi que
ses dérivées par rapport & @, b, ¢. D’aprés une formule connue de
Ihydrodynamique, Pénergie einétigne totale & du mouvement du
hquide est égale a

\T»—T+l\._— f/ f\\’dz

Ilv
= '”“,,_‘P_/L dn A5~ 7 ,°/“+K

> > >

ot W = ¢+ est la vitesse totale d'une particule fluide et ¢ est
le potentiel général des vitesses, En prenant en considération la
formule (4), on obtient

aT 1 ‘e
L f/vs Ids
. de d3 dy
+.-'f"/;u/ o d3— ff 32 dn &
Mais d’aprés (14) on a
‘ R L
[[«)a dnlb“‘ a+')37i'.

En substituant cette expression dans la formule (15) on trouve faci-
lement

oy IK ] :
(16)  xp 2L ;—-;—"-—-——}-—-oj f\v hm—pffuTnds

L’ unegralc j f W:1dS peut étre transformée comme celle de la

formule (5'). On obtient ainsi

4)7,, JK N
xp Skt T8 d—a——pf/\Vldz

(14)

(15)
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ou, en substitvant les formules (6) et (11),

/ /.(;(:)[ oy,

Le flux relauf do moavement acyelique étant egal iy ==y, — 7.,

on obtient finalement

ay ( > 4/1’ e
S 1L ===~ % ol Jd¥
! ) = “da : ot [ / (/”[ = )

Supposons que L paror 2 soit plane et parallele au plan OYZ
(/=1). et que la surface S soir evhndrigue mfinie avee des géne-
vatrices paralléles 3 la paroi Le mouvement étant plan, 'équa-

ton (120 prend la forme

(g \wz=2zb Qﬁ, Y=
* Ja

ou. dlapres Ja formule (18),

s, e .
(o0 75 AN ;:».—p‘/.-—c’ qwdy.
oa e

Le premier terme de cette expression correspend a la force de

Joukowski. Le produn (;/; avant le méme signe que x, nous
vovons que la présence de la paroi augmente la valear absolue de
la force de Joukowski. Daus le cas du ceylindre civcunlaire, la
force I, Sobtient de la force inttiale en la maltiphiant par le coef-

“ . . .
ficient === ol « o5 la distance entre Faxe du evlindre et la
Vi e .

paroi et rest le rayon du exlindre.



