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SUR LA RECHERCHE DES CAS D INTÉGRABILITÉ COMPLÈTE OU
INCOMPLÈTE DE L'ÉQUATION AUX DÉRIVÉES PARTIELLES
DU SECOND ORDRE A DEUX VARIABLES INDÉPENDANTES ;

PAR M. CH. RlQUIER.

Les recherches exposées dans le présent travail ont pour objet
de ramener, dans la mesure du possible, Fintégration de Inéqua-
tion aux dérivées partielles du second ordre à deux variables indé-
pendantes à Fintégration d^équations différentielles ordinaires ou
totales. Elles présentent avec les recherches antérieures, où les
considérations géométriques prédominent, une différence essen-
tielle quant à la méthode : celle que Fauteur a suivie, basée sur
FAnalyse et sur la Théorie générale des Systèmes d^équations aux
dérivées partielles, s'applique, dans sa rigoureuse unité, aux types
les plus variés de Féquation envisagée, et conduit à maints résul-
tats entièrement inédits.

Dans ce qui suit, nous examinerons tour à tour les trois équa-
tions

(i) /-^ 9.A(a7,j-, ^, p , q)s < f r -B( . r , r, j, p , q ) t ^ G ( x , y , s,/?, q) --== o,

( • 2 ) rt— s^-^LÇx, y , z, p\ q^r^'î\\{jL\y, z, p , q)s
+ N(^, j ' y j, p , q}i'-+- \\{x. y, j, jo, q) = o,

(3) F(^y)/-^^H(.r ,y;A-4.K(.r .y^-=S(. :r ,y, z, p , q),

L/équation ( i ) comprend, comme cas particulier, celui de
Féquation linéaire en z , /?, y, /', A', t : nous commencerons par
Fexamen de ce dernier cas, relativement simple.

ÉQUATION LINEAIRE EN -S, p , y, F, S , t.

t. Considérons Féquation linéaire du second ordre

(4) r^îA(x^)s^B(^y)i^-2C{3'.y}p
•^ 9. D(.^, y)q -}- E(^. y) s -^ ¥ ( x , y ) == o,

'et soit (.z-o» yo) un système de valeurs numériques fondamentales
de .r, y remplissant la double condition : 1° que les six fonctions
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an.dvtiques A, B, C, I), E, F y soient régulières; ^0 que la dille-
rence A2-- B ne s'y annule pas, à moins qu'elle ne soit identique
meni nulle en x, y. Cela étant, la recherche d 'une condition
suffisante pour ( / n e ^intégration de l^^lunfion ( ( ) avec les
conditions initiales

/- ( - • a ( ^ ) )0) - pour^==^o
( p -— pf y ) \ Y

se ramène à / ' intégration d'équations différentielles ordi-
naires nous a conduit aux conclusions suivantes :

Si les valeurs fondamentales XQ^ yo de x^ y n'annnîent pas
la différence A 2 — B, il suffit^ en désignant par L, V certaines
fonctions entières (dont le calcul est aisé) des cinq premiers
<'oefjiclents A, B, G, D, E et de quelques-unes de leurs dérivées,
que Von ait, quels que soient x^ )',

in— ( A Ï — B ) ¥»==( ) .

Si la différence A2 — B est identiquement nulle, il suffit que
l^on ait

^ -^-A^ -+ -9 . (AC-D)=o .àx ày '

Ï. Pour établir ces résultats, considérons, en même temps que
l'équation donnée (4), du second ordre, l'équation linéaire du
premier ordre

(6 > /> ̂  A (a-, y } q -^ M(^ y ) z ^- 4»(a?, y ) = o,

impliquant, comme (4), rinconnue ^, et où A, M, <Ï> désignent des
fonctions analytiques, provisoirement indéterminées, de rc, y,
assujetties, comme de raison, à être régulières au point (.2'o?yo) :

A, M, 4> étant supposés connus, Pintégration de l'équation (6) se
ramène, comme on sait, à celle du système différentiel ordinaire

dy . dz ^ -, A,"' = A, — ^ M 3 ̂ . <1> = o.ilx dx

On a, en différentiant l'équation (6) tour à tour par rapport à x
et par rapport à y conformément à l'algorithme des fonctions



composées, ,...̂ ,,,,̂ ,,,-ïi.,a.,,.
.+"+('.-^),.+^^.—

p u i s , en désignant par 2., T de nou\ elles fonctions provisoirement
indéterminées de a-, r, multipliant les équations (7) , (8), ('()) res-
pect ivement par i , ^, T. et ajoutant membre a membre,

( 9 » / • t* ( A 4 .̂ - X ) A- -̂., -\ ï. t 4. < M 4. T )/>

^^t^-^
. fôW , ,.,<>M .,,,A d»l> , J» _ ,
•+-(^+ 1 2•^+-M l) î-A7+ l^-^- ^ l"= o• •

Si les Jonctions indétei -minées - \ , M, 2-, Ï, <l» peuveni être choisit''»
(le telle façim que l'équation ( y ) devienne identique à l'équa-
t ion (4 ), cette dernière sera, au point de vue de Fintégration, une
conséquence nécessaire de réqudtion (6), et l'intégrale particu-
lière de / ( ) ) (pis répond à la condition in i t i a l e

sera l 'une des intégrales (en nombre infini) de l'équation ( \ } qu i
remplissent Ja première des deux condition.s (.")). Si, de p lus , on a,
quel que soit r, l ' identi té

i î<n ;3( y ) -^ . \ (^-o, ï )a '< y » -f*M< .ro, r >y.^r i -ï-«l*< ./;„. ,r ) •=-. < » .

riutégrale considérée de (6) satisfera manifestement aussi a la
condition

// ss. ̂ ( r > pour je ^saj'Q.

et '»era, dès lors. rintégrale de ( 4 ) q*'i répond à l'ensemble de^
conditions (5).

Cherchons donc, si possible, à déterminer \ , M, ^, T, <P de
telle façon : i° que l'équation (o) devienne identique à l'èqua-
lion ( 4 ) ; ^n que l'on ait , quel que soit j', 14dentité (10},



En idenliliant 1<^ ('(in.itions (9) el (4) , on a les rehdions

^ ^ ^V , A X ^ H . M-)~T^<C.

(n, 1 ^+^^+T.^..O,

1 ^f^,.,-^,
<^ • (4 '

^ g^^-l-T^-^

que doivent vériher ^ M, I, T, (l) : l'inconnue <^ ne f i ^ u i e d'ail-
leurs que dans réqu.Uion ( ï ^ ) , dont l^inté^ration, 1 et T elant
supposes connus, se ramené à celle du système differenliel ordi-
n.fire

^*S, ^TM>=K.r/./ /̂.r I

(^ela posé. examinons tour a (our les deuï cas spécifiés au début
(n0 1).

3. PREMIEU C A S . w' On suppose que les valeurs fondamen-
tales x^ y^ de x, y n'annulent pas la différence A 4 —B : de là
résulte, si l'on se reporte à la théorie analytique de la fonction

radicale, que les deux déterminations opposées de (A 2 —B) 2 soni
régulières au point (x^ Fo); nous désignerons par CK l'une de ces
deux déterminations, arbitrairement choisie une fois pour loules.

En vertu des deux premières relations (i i), A et ^ sont les deux
racines de Féqualion

ir^>Ai2 ̂ B 3?o,
.< l'inconnue 1^, d'où

(i^ A ^ - A ^ e i ^ . r .^ :Y~£CR (e=- t i ) :

en supposant \ et ï remplacés par leurs valeurs dans la quatrième
équation (i î ) , on aura, pour déterminer M et T, les relations

M ^ T = 2 C ,

LtR<M-T^^+A^+.(AC~D)-^^
04) ^ ex r ày ày

\ . /^ .A^ ^^\+ • £ ( - — < + A — — — ^ - r - ) »' \ àx ^ ày ày )
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résolubles par rapport à M et T conformément à l'algorithme de
Cramer (à cause de (î^-^- o) ; et il faudra que, moyennant un choix
convenable de £, les valeurs obtenues pour 2, M, T vérifient l«i

, . • / \ ^ i à^ ài^cinquième et dernière équation ( i i). Oi\ en remplaçant -,— et ,—
par leur^ valeurs

î / . (^A àïï\ i / . àk àB\
^V^-Tr)' '^V^à^^àJ-r

on trouve, par un calcul exempt de loute complication théorique,
que le résultai de l'éliminaiion Chl de la forme

(15) U = £ t R V .

où U, Y désignent certaines fonctions entières des cinq cocfn-
cients A, B, C, D, E et d'e quelques-unes de leurs dérivées; on
déduit de ( i 3 ) , par 1'élév.ition au carré,

( 1 6 ) U î — ( A" — B ) ^ 5 ̂  o.

Réciproquement, la relation ( î6 ) étant identiquement satisfaite,
la relation ( î 5) le sera pour un choix convenable de 2 ( '), et A, 2,
M, T seront déterminés pur ( t3) et ( i 4 ) «

II ne restera plus maintenant, pour identifier (9) avec (4)? qu^a
prendre pour <î> une intégrale de Inéquation aux dérivées par-
tielles ( l a ) ; et, comme l'identité (10) doit être vérifiée, on choisira
celle qui répond à la condition initiale

( 1 7 ) <î* ^— [^( r ) -L .\<'.z'o, D t ' ^ y } — M(.ry, r ) a ( } ' ) ] pour .ry^o.

Après quoi, ainsi qu'il a été dit, on intégrera Féquation (6) avec
l<i condition initiîile ^ == ̂ (.r) l)our r == x^,

4. E\F;VIPLES. — I. Considérons l'équation

/ •— /+ • z ( ^ .r, y }[)^-VA.I\ Y } ^ ^ ^ < r? y ) ̂ 01

où la diderence A2 — B se réduit à la constante î . Les équa-

( ' ) Dans l'espace |(-r,y...l], pow qu'ua produit de g fonction», toutea régu-
lières au point {x^ y,,, ... ), soit identiquement nul en .r, y, ..., il faut et il
suffit <|u<» quelqu'un des y facteurs le soit.
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tiens u i ) deviennent, dans le cas actuel,

A — ^ o , A S ^ - i , M -p T .^C,

^+S^.-M^TA-o,<//• <^r

^'"i+MT-E.
/)./• Û»J '

et les quatre premières donnent

A = = s , S - — s , M = = C , T = C :

en portant ces valeurs dans la cinquième, il vient

^-^•-—^à.r < ^y

puis, par rétévalton au carré,

(ë^-8)-^)'-
la méthode exposée sera don-c applicable si cette dernière relation
est identiquement vérifiée.

II. Considérons encore l^équiition

'• — t — ^/'( y)q — X2 j -^ F(.r, ^r) == o {\ c;0ïistan<«].

Les quatre premières équations (n) donnent, dans le cas actuel,

A = £ . S»-6, M==-,£/(y), T=——</(y^

et il vient, en portant ces valeurs dans la cinquième,

y/_/-+^=o:

la méthode exposée sera (fonc 'appKcaMe si la fonction / est de la
forme

X — — • > . [uçww tante J.i -^ p(,̂ v L t J

!>, J©»uxn:wE CAA. —» OB s«p^ee cpe' la différence A^— Best
identi<ijuei»eit^ irriîe.

Des demr prenïières (équations (11) on tire 'A === A, JS==A;et
conoîae on drô avoir, en verfcu delà troisième, M4-T=== a G, la
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quatrième devient

•i^ ^^A^^AC-D^o ( < j .^./' '^

Celle condition étant supposée satisfaite, on aura, pour déter-
miner M et T, les deux relations

M^T^.^. ^ ^ A ^ Î ^ M T - E ^ O .
fh: ày

c'esl-n-dirc

( , 9 > ^^A^-M^^CM-E^O,

(ï") T== i^< :—M;

on prendra pour M une intégrale quelconque de Inéquation aux
dérivées partielles ^10) , ce qui conduira à l'intégration d^un sys-
tème diflerenliel ordinaire, et la relation (20) fournira ensuite la
valeur de T. Apré.s quoi il ne restera plus, comme dans le premier
cas ( n" \\\ qu^à intégrer Inéquation (i ?,), c'est-à-dire

^A^M>-,.=o.

avec la «'ondition initiale ( i'• )

<p = = : — ( ^ ( ^ » 4 - \ ( . / ^ .1 ) % f , y } ^ - V l f .^u . ,r)a(^-)| podi' ./ ^ ./•n,

puis réquation ( 6 ^ , c^est-à-dire

(•^2) /i+ Ay^VI;-)-^^ o.

avec la condition initiale ^ -r-r a( \ •') p)ur ^ =: *y,».
On observera, au sujet des trois équations aux dérivées par-

tielles (*( ) ) , ( ' ^ i ) , ( ' 4 ^ ) î q"^ la première opération nécessitée par
leur intégration consiste, pour toutes, dans l'intégration d'une

même équation dif icrent iel le ̂  ̂  \ ( ,r , r).

(). Il convient de signaler, en terminant, deux hypothèses qui
conduisent a des conclusions particulièrement simples.

' ') Cette rolittion \w\\\ <;? <lédmn- (IP lu (Ipuxicitio rclalion (i4) en y supposant
^•^Kicnliqlicmciil nnl, »
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I. Les»-coefficients A, B sont'à là-fois identiquement nuls.
La condition (18) se rodait alors à D ^= o, et, en la Mipposant

vérifiée. Inéquation (4) prend la forme

/• 4- •>.C( ./\ v } p ^ r ^(^- y}^-^ ^ < •r- Y ^ =='<>;

on voit immédiatement que, pour Pintégrer avec les conditions
initiales (5), il suffit d'intégrer, avec ces mêmes conditions, le
système différentiel ordinaire

-73--^ ^+-.c/>4.r:.-F/(./' ' ///r

II. Les cinq coefficients A, B, G, D, E se réduisent à de simples
constantes rt, ^, c, rf, e.

Si a2—h est différent de zéro, les quatre fonctions indéter-
minées \, M, 2, T, inconnues des cinq équations (i i). se réduisent
elles-mêmes à des constantes, et leur élimination conduit à la
condition .

( î3 ) ' ( ac — </)-' -==y ( a2 — h } ( c2 — e ).

Si a2—b est nul, les équations (n) donnent comme valeur
commune de A et ^ la constante a, comme valeur de M une inté-
grale quelconque de Y équation

<m <m , . , , , . ., -\-a ——M^-l-icM—e ==-o,
(w ^y '

et comme/ valeur de T la différence 2 c — M. En éliminant les
quatre'inconnues, on tombe sur la condition ac—^==0, laquelle,
à cause de n2 — h 9 <^ pout manifestement s^crire encore sous la
forme ^a3).

^BSKHVATIOJS .RELATIVE AU CHANGEMENT DES VARIABLES INDÉPENDANTES

DANS LES SYSTEMES PARTIELS DU PREMIER ORDRE.

•7. Considérons un système d^équations aux dérivées partielles
du premier ordre, où se trouvent engagées, avec des variables
indépendantes, a?, y, . . ., en nombre quelconque, des fonctions
inconnues, ^, c, . . . en nombre également quelconque, et suppo-
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sons ce système résolu par rapport à diverses dérivées (premières)
des inconnues. Pour en disposer nettement les diverses équations,
on peut les écrire dans les cases d'un quadrillage rectangulaire
dont les lignes correspondent aux variables indépendantes et les
colonnes aux fonctions inconnues, en mettant Inéquation qui

aurait, par exemple, y- pour premier membre, dans la case qui

appartient à la fois à la colonne (u) et à la ligne (x).
Cela posé, sf deux systèmes orthonomes (') du premier

ordre. S, S', peuvent se déduire l'un de l'autre par un change-
ment (les variables indépendantes (suivi d'une résolution conve-
nable),^ si les Tableaux respectifs de ces systèmes (construits
comme il vient d'être dit) se composent de colcftines comprenant
les mêmes nombres respectifs d^équations, les deux systèmes
sont à la f ni s passifs ou non passifs,

Supposons en effet que le système S^ soit passif, et soient :

//, , . . les fonctions inconnuues;
x, . . . les anciennes variables;
•r', . . . les nouvelles;
t les formules qui lient x^ . . . àx\ .• . . ;
S celles qui expriment les anciennes dérivées premières et

scronde^de ?/, . . . à Faide de leurs nouvelles dérivées des mêmes
ordres ( Q I I inversement^;

"H les relations distinctes qui, dans le système S indéfiniment
prolongé par différentiations relatives à .x, . . ., ont pour premiers
membres les dérivées principales premières et secondes de ^, . . . .
et qui, e.n vertu de la passivité supposée de S, sont précisément
en mê/n<' nombre que les dérivées dont il s^agil;

13' les relations distinctes qui, dans le système S' indétiniment
prolongr par (lin'érentiations relatives à x\ . . ., ont pour premiers
membres les dérivées principales premières et secondes de u^ ....
et qui sont en même nombre au moins que ces dérivées.

Pour (•tablir la passivité de S', il sufntde faire voir que les rclu-
tions du groupe W sont précisément en même nombre que les

(') KiQL'ms. Le^ sy^êmes d'équaiwfu etwc dérivées partielles, Ch.ip. VII.
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dérivées principales premières et secondes de u^ . . . dans le sys-
tème S'.

Soit (H) le groupe transformé de K à l'aide des formules fetJ*,
et composé, comme H, de relations toutes distinctes. Puisque les
Tableaux respectifs des deux systèmes se composent de colonnes
comprenant les mêmes nombres respectifs d'équations, le groupe
des fonctions inconnues u, . . . a, de part et d'autre, les mêmes
nombres respectifs de dérivées principales dans chaque ordre : en
désignant par N le nombre total des dérivées principales premières
et secondes de u^ . . ., soit pour le système S, soit pour le sys-
tème S', chacun des groupes K, (H) contient exactement N rela-
tions, et il faut établir que le groupe H', qui en contient au
moins N, n'en contient pas davantage.

Or, si l'on transforme F une quelconque des relations W à l'aide
des formules f et J", la relation résultante, vérifiée pour toutes les
intégrales de S, est une conséquence algébrique de M, car autre-
ment la solution générale de S ne présenterait pas le degré d'indé-
termination qui résulte de la nature passive du système; on en
conclut qu'avant sa transformation, la relation considérée du
groupe K' est une conséquence algébrique de (H). Donc le
groupe il', composé, par hypothèse, de relations toutes distinctes,
n'en peut comprendre plus de N.

PROPOSITION AUXILIAIRE SUR LES SYSTEMES LINÉAIRES ET HOMOGÈNES
DIT PREMIER ORDRE.

8. Désignant par ^ une fonction inconnue des g -4- h 4- i
variables indépendantes

< ^ 4 » x\ a-i. a-,, . . . . ;̂ y ^ y ^ . . . , y / < ( ^ > o , A ^ o ) ,

supposons qu'un système du premier ordre. S, à Finconnue 4>,
linéaire et homogène par rapport aux g^-h-\-\ dérivées de <^, et
dont les coefficients sont indépendants de cette inconnue, com-
prenne au plus g équations, et se trouve résolu par rapport à tout
ou partie des g dérivées

^ <M> â^
àaT^ Ifx^ *"' à^9
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supposons (m outre qu'il soit passif. Désignons enfin par

^ ^n Î2. • • • • C^- '^i- '^2. . • .. '^A

un système de valeurs numériques fondamentales des variables (^4)?
choisi dans les limites où les divers coefficients du système S sont
tous des fonctions analytiques et régulières.

Cela étant, le système S ne peut manquer dï admettre quelque
intégrale remplissant la double condition suivante :

1° Cette intégrale se réduit à zéro lorsque les variables

JL'\ ./' i. ;̂, .... .r^

prennent à la fois leurs râleurs fondamentales;
2" La dérivée relative à x de V intégrale dont il s'agit a une

râleur fondamentale différente de zéro.

iNous supposerons, pour fixer les idées, ^•==3, h == 2, et nous
examinerons tour à tour les divers cas où le système S, composé
au plus de trois équations, comprend :

<N>ou bien une équation unique, ayant, par exemple, —•— pour pre-
mier membre;

, . , . , <)^ <M>ou bien deux équations ayant, par exemple, ,—» »— pour pre-
miers membres;

, . . . . i <)^ou bien trois équations ayant pour premiers membres .—>
<^1> (̂
<)./'.,f àx:\

Toute fonction des \ ariables

./•; ^,. .^2. ^3; yi, y T.

développable à partir des valeurs fondamentales

S; S i < Si, Ss; y,i. ^ii

de ces variables, et s'annulant dans rhypothèse numérique

j r \ .ri. .r». ,r»»aÇ; Ci, St. îa,

peut, par un groupement convenable des termes de son dévelop-
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pemeni, s'écrire sous la forme

(.ri—^ ) Hi(.r. .ri. x^ x^. y^ y^}

-4-(rCî—^)H2(^. .̂ . ̂ i.^i.yi)

•'-K^a—^) HaO. .ra. y,, jr?'»
^.(^ — — Ç )H (.,.. J-l.^2);

et sa dérivée première relative a x a même valeur fondamentale
que H(^, ) i , ra). Cela étant :

Si le système S comprend une équation unique résolue par rap-

port à — — » il suffira, pour en avoir une intégrale satisfaisant aux

conditions 1° et 2°, de l'intégrer avec la condition initiale

[ (^2—Sî)Hs(^, Xî, x^ y ^ , y î }
. ' l i n , ' S-MI-//». /».. </• ,/-\< ! > - - . 4. (A3--Ç3)H3(.r, ^3 ,yi ,y») . > p o u r ^ i ^ - ç i ,
f ^(.r -ç )H (^,.ri,^) )

les fonctions Ha, H3, H étant arbitrairement choisies sous la seule
restriction que H ait une valeur fondamentale différente de zéro.

Si le système S est résolu par rapporta ^—? -—» il suffira der rl àx^ àx^
l'intégrer avec la condition initiale

, \ < • < ' ; { ~ $3.) Hs(.y. ^3,^1, yi) ( „ .<1)- . , , ,, / , pour^ . .^=Si, i,.^ 1- (^ — $ }-H (^,^1,^2) ^

les fonctions Hg, H étant arbitrairement choisies sous la même
restriction.

Si le système S est résolu par rapport à ^—» -—? -—? il suffirav. r rr - ^ ^, ^^
de l'intégrer avec la condition initiale

4» - ( a ' — Ç ) H ( a - , y i , y 2 ) pour .ri, a?,. ^3- ç,. ^,, ç,,

la fonction H étant arbitrairement choisie sous la restriction for-
mulée.

Dans chaque cas, l'intégration à effectuer se ramène à celle
d'équations différentielles ordinaires ou totales (*).

Voir Les systèmes d'équations aux dérivées partielles, Chap. XIII.
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EQUATION LINÉAIRE EN /'. S, t.

î> . Considérons Féqualion

( ;•». » » /• 4- •> A < .r.y. z .p, q ) s

-+- R ̂  . ̂ . y) < + C(;r,y,s,/?, q) -- o,

et soit (.TO' J'o? ^o» /^o? ?o) un sysième de valeurs numériques fonda-
mentales de .r, j', j, p^ q remplissant la double condition : i° que
les trois fonctions analytiques A, B, G y soient régulières; 2° que
la différence A2— B ne s\ annule pas, à moins quelle ne soit iden-
tiquement nulle en ./, j', <?, /?, y. Soient, en outre, a (y), ?(y)
deux fonctions analytiques de y régulières au point j'y, et telles
((ne a (j'o). p (yo)î ^ (yo) .soient respectivement égaux à 3o. pe^ c/o.
On se propose d^établir une condition suffisante pour que Pintégra-
lion de Inéquation (2 5) avec les conditions initiales

( ^.6) w Q pour x =- XQ' 3 l p s ?(j') r

se ramène à l'intégration d'équation différentielles ordinaires ou
totales; ou, à défaut de cette intégration complète, une condition
suffisante pour que, par les mêmes moyens, une intégration incom-
plète soit possible, et fournisse quelque intégrale de (25) satisfai-
sant à la première des conditions (26).

A cet effet, considérons, en même temps que Inéquation donnée
O^*)), du second ordre, l'équation du premier ordre

(•->7» ^ ( x . y . s . p , <y)=-«,

impliquant, comme (^)), rinconnuo z : son premier membre est
une fonction analytique, provisoirement indéterminée, de x.
y, ^, p. q, régulière au point (d?o, yo, ^o»/?o, îo)» et, de plus,
atin que l'équation (27) puisse être résolue par rapport à p , assu-

jettie à la restriction que — ait une valeur fondamentale différente
de zéro.

En différentiant l'équation (27) tour à tour par rapport à a? et
par rapport à y conformément à l^algorithme des fonctions com-
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posées, il vient
, „ à^ à^ , M à^(28) — -^ p •— 4. /• — 4.^ — = o

àx l àz àp àq
, , ^> <^4> <W> (̂
(29) ^^ 5;^ ̂ ^5i -°

Désignant ensuite par 2(d?,y, 5, yo, <y) une deuxième fonction
analytique, provisoirement indéterminée, de x^ y, «s, JD, </, et
multipliant les équations (28) , (29) respectivement par i ,
^(.r, y, ^, /^, y), nous aurons, après addition membre à membre,

/-, N ^ [à^ ^à^\ _<M>(30) ^^(^^^r4"^'
d4> _ à^ , „ . 4><)

-+--r- -+-S—— ^(P+^y)T- =0..̂r ày " ï / as

Si les fonctions indéterminées ^, ̂  peuvent, sous la restriction
indiquée plus haut pour <î>, être choisies de telle façon que Inéqua-
tion (3o) devienne identique à Inéquation (25), cette dernière sera,
au point de vue de Fintégrâtion, une conséquence nécessaire de
l'équation (27), et 14ntégrale particulière de (27) qui répond à'ia
condition initiale

z = a (y) pour x -=- XQ

sera l'une des intégrales (en nombre infini) de l'équation (25) qui
remplissent la première des conditions (26). Si, de plus, la fonc-
tion 0 satisfait, quel que soit y, à l'identité

4>[^y,^(y),P(y),a'(y)]=o,

l'intégrale considérée de (27) satisfera manifestement aussi à la
condition

P = ? (y) F0"1'x == ^o,

et sera, dès lors, l'intégrale de (23} qui répond à l'ensemble des
conditions (26). x

Cherchons donc, si possible, en vue de l'intégration complète
de (25), un couple de fonctions, î, 4, tel :

j)jh
i° que ,- ait une valeur fondamentale différente de zéro, et que

l'équation (3o) soit identique à Nquation (25);
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' ^ que <& s'annule, quel que soit y, dans ^hypothèse

.r ^ x^ z -— a Cy'». /? ^ p (y ). y == a'(^.

10. En exprimant que l'équation (3o) est identique à Inéquation
(aF)). nous aurons, entre les fonctions indéterminées 2. <^ et les
fonctions connues A, B. C, les trois relations

^ à^ à^ . (̂._ _ .1^. ̂  _ s _
^// àq àp àcf
T ^ T K ^ "R"

^ ^<î> ^
^^^4-^^

G

c est-à-dire, en égalant tour à tour chacun des trois derniers rap-
ports au premier,

(M» ,_ . , ^ < ï »— - t - (S—2A) — ---»<».Oq ' ' àp

(̂  ^»
£ — — B — ^s < > .

(7^ <7/»

d<lt v ̂  / ^ ^ â^ ^ à^— 4- ^ -r- r̂ (JD r £y) -T- — C — ^o..̂/ ^y ' àz • àp

Des deux premières équations on tire ( puisque .— doit être diffé-

rent de zéro )
i 2 A — : £
£ B ^°

ou

( 'h) X ' — a A S - ^ H -^o;

par suite, en posant s == ±: i, et désignant par S Func des deux
déterminations opposées, arbitrairement choisies une fois pour
toutes, du radical y/A2 —B,

£ = = A ^ £ ^ :

cette valeur de ^ est une fonction de x, y, ^, /?, y régulière au
point fondamental {x^^ yo» ^o» J°o< <7o)» puisque, en vertu de nos
hypothèses, Pexpression qui figure sous le radical est, ou identi-
quement nulle, ou pourvue d^une valeur fondamentale différente de
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zéro. En supposant) dans les équations d'identification de (25)
avec (3o), 2 remplacé par sa valeur, il reste, pour déterminer la
fonction inconnue ^ des cinq variables indépendantes^, y, ̂ ,p, ^7,
le système

„> ^-'<-
g.^+(,+.,)g-cg-.,

linéaire et homogène par rapport aux dérivées premières de <&, et
dont tous les coefficients sont fonctions connues des cinq variables :
nous le désignerons par (F).

Pour que la considération du système (F) puisse conduire à
l'intégration complète de F équation (a5), il faudra que, moyennant
un choix convenable de e(==±:i) , il admette quelque Intégrale,

0, satisfaisant à la double condition : 1° que -r- ait une valeur fon-

damentale différente de zéro; a0 que <& s'annule, quel que soit y,
dans rhypolhèse

x=.x^ <==«(y) , p ^ ^ ( y ) , q^9!(y\

Pour que, à défaut de l'intégration complète, la considération du
système (F) puisse conduire à une intégration incomplète, il faudra
que, moyennant un choix convenable de e, il admette quelque

intégrale) ^ telle que -— ait une valeur fondamentale diffé-
rente de zéro.

Cela posé, nous établirons tour à tour trois propositions) A) B, G)
ayant pour objet l'intégration) complète ou incomplète) dont il
s'agit.

11. PROPOSITION A. — Pour que V intégration de V équation
(a5) avec les conditions initiales (a6) se ramène à F intégration
f équations différentielles ordinaires ou totales^ il suffit qw^
moyennant un choix convenable de £ ( = = ± L I ) ) le système
linéaire et homogène du premier ordre (F) [obtenu, comme il a
été dit, en remplaçant dans (3a) î par sa valeur tirée de (3i)]
soit passif.

LVI. i3
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Effectivement, par le changement de variables

^ ; X=^ •Y^y, Z^-a(r),/ ( r^-po'). Q»y-a'<y) - • .
(\, Y, Z, P, Q variables nouvelles), le système (F) devient

s^-^-'
w IÎ^-HP^YH..QIH

/ -^'.Y)^-[C-Sp'(Y)]^=<,

et la question est alors de savoir si le transformé (34) admet quelque
intégrale, ^, satisfaisant à la double condition : i° que .p ait
une valeur fondamentale différente de zéro; 2" que <fr s^annule,
quel que soit Y, dans rhypothèsé

X == a?e, Z = o, P == o, . Q == o.

Or, la passivité supposée du système (F) entraîne celle du système
transformé (34) [n° 7], lequel, d'ailleurs, est manifestement réso-

K^ ï.f,

lubie par rapport à -^, -^ : le système (34/admet donc, en vertu

de la proposition auxiliaire qui fait Fobjet du n° 8 ('), quelque
intégrale satisfaisant à la double condition voulue.

18. EXEMPLES.-— I. SiTon considère Inéquation

- r^9.S(;r,y)^S2(A',y)M-W(A1,^, z)^o,

il suffit, pour que rintégration complète en soit possible, que l^on
, . . <^S . 0 <^S .ail, quels que soient x et y, j- + b j- 'ss. o.

L^équation (3i) devient, en effet, dans le cas actuel,

S :>_.,S2:+S2a»0 OU (S-^^O,

(') Pour appliquer au cas actuel ta proposition auxiliaire, on devra y supposer
g == î, h =• î, puis remplacer les variables

, a?; a*,, x^ ^3; r,,
respecti'••T'>. "'il par p^ ,z .Q;y .
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d'où Von l i re^==S; en substituant cette valeur dans les équa-
tions (3a), on aura le système

<^1> _ ^ ^4»
àq <^D '

^ ^ <MÏ / -L_ e ^ i AV rMl
— ==• — ^ — — { / ) 4- a s ) — + W — »^/r ^y ' ' <)z ' àp

pour lequel le calcul de la condition de passivité conduit à la
relation

/àS àS\M_
l^8;^^01

or, en vertu de notre hypothèse, cette dernière est identiquement
vérifiée.

I[. L/intégration complète est possible pour l'équation

r •+ ' - •>as -4- a^-t + D (.r. y, z, p^ aq)ssi o fa constante].

L'équation (3i ) se réduit à (I-—- a)2 == o, d'où l'on tire 2 == a;
en substituant cette valeur dans les équations (3a), on aura le
système

à^ _ à^
àq àp f

M <N> , , , (N> , „ , .(^P^==-^^-(;.+^<?)^+Cr.r.K,^7^7)^,

pour lequel le calcul de la condition de passivité conduit à la
relation

/<)(; • ^C\(N»( — —a — )——ï=ro:\àq à p / à p

Or, cette dernière sera identiquement vérifiée si la fonction C
satisfait à la relation

àC _ àC_
àq àp *" '

c'est-à-dire si elle présente la (orme ci-dessus indiquée.

13. PROPOSITION B. — Le système (F) étant supposé non passif,
pour que V intégration de ^équation (a5) avec les conditions
initiales (26) se ramène à V intégration d'équations diffèren'
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fielles ordinaires ou totales^ il suffit que^ moyennant un cliotx
eonvenal)le de £(=^=:±:i), le système (r) soit la conséquence
algébrique cV un système linéaire et homogène passif du pre-
mier ordre composé de trois équations^ et tel, quen y opérant
le changement de variables (33), le système transformé soit

. i l , , à^ /M» ^résoluble pur rapport a -̂, ̂ , ̂ ..

Effectivement, pour que le système (F) admette quelque inté-
grale remplissant la double condition formulée au n° 10 (in fine)
relativement ;» r inlégration complète de ('^), il suff i t qu'il en soit
de même pour le système passif de Irois équations dont (F) est la
conséquence algébrique. Or, le sysième transformé de ce dernier
par le changement do variables (33) est passif comme lui (n° 7),

7 i . i i i . M <N* ()4>el, plysqu on le suppose résoluble par rapport a 7 ^ » -y, > .— »

il admrt, en ver tu de la proposition auxiliaire du n° 8 ( ' ) , quelque

intégrale. <D, telle : 1° que y- ait une valeur fondamentale diffé-

rente de zéro; 2° que <^> s annule, quel que soit Y, dans rhypo-
tliése

\-=--?.r,». Z -yo. P -= o, 0 --^o.

' li. EXEMPLES. — î . Si l'on considère l'é(iuation

r — t 4- > < / f ( y ) — A^ + G (.r. r ; --^o,

il suftit, pour que l'intégration complète en soit possible, que -a
fpixction /(y) soit de la forme

. i _ ji e"-' •Y ,.
A ..̂ —o— ^,,»—4 /, »JL cinisitiiites .

i -^'i e'^y ' 1

I/équation (3i) devient en effet, dans le cas actuel, Z2 — i == o,
d'où 2 = = £ ( = = ±: i ) ; en subs t i tuan t cette valeur dans les équa-
tions (3'»), on aura le système

(M< <>«!»
àtf """ àp ' î

à^ à^ , M , ,, , ,, à^
à~r = -2 àT -{ /t^'i (] } ̂  ̂ ^ ̂ - A 2 S^G ) J-p9

( l) Voir la noie du n' 1 1 .
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ce derniex- est d'ailleurs la conséquence al^ébri^e du suivani •

( M _ ^
^ ~ £ ^ ',î—/^is--.^/-.,/-^,-.;^.

Or, le calcul des conditions de passivité du système (35) conduit
à îa relation unique

'/-y2^:-,
laquelle esl identiquement vérifiée si la fonction/(y) satisfait à
l'équation différentielle f —/^ + /.2 == o, c'est-à-dire .si elle pré-
^enle la forme ci-dessiîs indiquée.

Osi constatera, d'autre part, que, dans le système transformé
de (3:)) par1 le changement de variables (33), 1e' delermmant formé

1 Pl'* • H ï)^ à^ f]^«vec les coefficients de^, ^, ̂  se réduit (au signe près) à
1 unité.

Nous retrouvons ainsi mn résultat déjà esctosé (n° 4, II).

lî. Si l'on considère l'équation

/• -h > as 4- ̂ -(- II (' x, y, p, q)=^o [a, b consàantes].

il sufSi î , pour que l'intégration complète vn s<^it possible, que la
fonction H^y, p , f / ) seit de la forme*

/l-^- Y, ̂ + (a+v^—6)y],

la deierminalion dis radical ya2 — 6 étant choisie arbitrairement.
On a, en effet,

et, en posant
«-(-Yrt2--»^ 5S.Û,

le système ( 31<) devient

( ̂  ^
^^û^t '
) <M» <^> ^ ^4> - à^(5ï—- l^-[/?-^-/]^+H^;
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ce dernier système est (railleurs îa conséquence algébrique du
sr^ant':

(36)

à^
Tq

/M*
d7

(N*
~ôï '

^
l -.->

ôp

:?+"?-or àp

Or, le calcul des condilions de passivité du système (35) conduit

à la relation unique
/ .\\1 A\\ \ -)d» .m \ M/m
\àq

Q ~r } ~r~ - to»ôp I àp

laquelle est identiquement vérifiée si la fonction fl(*r, y, jo, y ) est
de la forme/(JC,y,/)+^), cW-à-dîre de la forme ci-dessus

indiquée.
IVautre pari, le système transformé de (36) parle changement

de variables (33) donne lieu à la même constatation que le système
1 r.i nsformé d e ( 3î) ). •

I:). PROPOSITION C. — Les mêmes choses étant posées qu'au
«lehut du 11° 9. sauf en ce qui concerne la fonction (3 (y), qui, dans
la proposition actuelle, n'a pas à intervenir, pour que /W puisse,
par rinféffraUon d'équations différentielles ordinaires .ou
fatales, obtenir quelqu'une des intégrales, en nombre infini, de
l'équation (î5) qui satisfont à la première des deux con-
ditions (^6), i l suffit que, moyennant un choix convenable
de s(==±:i), le système (F) soit la conséquence nlyébrique
d'un système linéaire et homogène passif du premier ordre
composé de quatre équations et résolu par rapport aux quatre
,, . , (N* à^ à^ <M>

dérivées ̂  ̂  J-^ ̂

Soit, en effet,

,^7>

(N>
57
(M*
Ts

==LJ,

±yU,

à9
y
<)4»
T p '

<M>
Ty^
à^
T^

= u-j

^•U4

<M>ôy
rf*
àp

le système passif dont il s'agit;, par k changement de variables

• \^, Y^ j . Z-î—a(y), P=/>, Q = y — « \ r h
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U devient

( à ^ _ (N> <N» . / v ^ ^ v ^ IT ^
(38) ^ ^ ^ 5Y~ a o ) 5z^ a o ) aQ = = l J Î 5r

, ^ _ ^ ^ <^
[ ^Z-^Sr JQ—— 4^

et ce dernier, nécessairement passif (n° 7), est d^ailleurs résoluble
, à^ à^ à^ à^par rapport a ̂ ,^,^,^.

Pour que le système (F) admette quelque Intégrale satisfaisant à
la restriction formulée au n° 10 (in fine) relativement à rinté-
gralion incomplète de (a5), il suffit qu^il en soit de même pour le
système (3^) dont il est la conséquence algébrique, ou, ce qui
revient au m$me, que le système (38), transformé de (37), admette
quelque intégrale, •, telle que ,p ait une valeur fondamentale dif-
férente de ^éro ; or, on obtient une pareille intégrale en choisissant
convenablement sa détermination initiale, fonction de la seule
variable P; cette recherche se ramène d'ailleurs à 1 intégration
d\m système passif d^équatsons différentielles totales.

16. EXEMPLES. — I. Si Fon considère l'équation.

7'-)-% as -l- bt -\- K (s, /?, < y ) = s o
[a, b constantes, a'—&^o],

il suffit, pour que l'intégration incomplète en soit possible, que la
fonction K(^,JP, q) soit de la forme

[/^(«—V^—^rxFI:^ P^(a^\/ra^zÏ)qî.

la détermination da radical ^/a2 —è étant choisie arbitrairement.
On a, en effet, ï == a — \/n*— A, et, en posant

a -t- ̂ e^— b === Û,
le système (3 a) devient

/ M <N>

\ ^==û^
d^ J^ À^ M^^=—sç-<^ï»),te+»çî
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.ce decnM.1 est (Tailleurs la conséquence algébrique du suivagM :

( ' ^ ) • <

Or, en posant

/N* ^4> ^ ^f»
-=- ,sas o. —.==?<). — -=s-a ,—»
.̂r ^ (j><y ^

rM> K (M>
d.s p ^ ^. q àp

f̂̂ ...̂ ),
l.e calcul des conditi®n« de passivité du système (3g) conduit à la
relation unique

l à } ^àî\û^ .

^~û^s^oî

laquelle est identiquement vérifiée si la fonction J est (^ la forme
F(^, ^4-îîy), ç'est-a-dire si la fonction K est de Ih forme
(^-hï</)F(^^+^7)-

tt. On peut tonjours offectuer rintégration inc3mplétc de
K équation

/• 4-> A (j", y, 3. /), y) ^ <4~ C (.r) == o.

L'équation ( . ^ i ) se réduit en effet, dans ce cas, à Z2 — aAi == o;
en prenant pour 2 la valeur '>. A, le système (3a) devient

(M* <N> 4 ^^ , , <M* .,^.<l>— =» o. —— .4- •>. A — .4- fc-p —h"̂ . ̂  </ ) —-^— G -,— =- < » ;^// ^^ ' ^r •T ' n 1 as9 âp

ce dernier est d^aillteurs la conséquence algébrique du suivant,
/N> „ M rN* . ^ à^
— ^C(.r)— , —-==.0, — = o, — == o,
<^ / àp ày ,1 (fs ' àïj

dont on coîistate immédiatement la passivité.

KQU'ATION LiNKAII^: EN rf - î2, r, S. t.

17. Considérons l'équation
(4o) \ r t — V - ^ r ^ { x , y , s, p , q ) r -1-2B (x\ y , z , p , q) s

} ^C(^,y , z, p , q ) t + D ( x , y , z, p , < y ) = o ,

cl soit (.roïVoi ^Oî PQI ^0) un systèmede v-aleurs numériques fon-
-,.—————————————————;__________L_____________________________________________. •

(') On dôjC.suppo&er /7,-+-ï<7, dilïérent de zéro.
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d&mehlales de. j?, y, ̂ , /?, 9 remplissant la double condition :
i° qae les quatre fonctions analytiques A, B, C, D y soieioft régin-
lières; a° que l'expression B 1—AC+D ne s'y annule pas, à
moins qu'elle ne soit identiquement nulle en x , y, 5, p^ q. Soient,
en outre, «(y), (à (y) deux fonctions analytiques de y régulières
au pointyo, Cl lelle.s : Ie que «(y»), P(y<»)î ^(yo) soi,en£ respec-
tivement égaux à ^Q) poi </« ; 2° que la somme

«'(Vo) 4-A (.c,, y», ao, po, q^

âoit difrérente dé zéro, et que, par suite, l'équation (4o) soit réso-
luble par rapport à r. On se propose d'établir une condition suffi-
sante pour que l'intégration de l'équation (&o) avec les conditions
initiales

( 2 == a (y)

^ \p=W •?ur•c=a•••
se ramène à l'intégration d'équation) différentielles ordinaires ôà
totales; ou, à défaut d3 cette intégration coMpUte, une condition
suffisante pour que, par les mêmes moyens, une intégration
incomplète soit possible e& fournisse quelque intégrale de (4o)
satisfaisant à la première des conditions (4Q-

A cet effet) considérons, en même temps qi^e l'équation
donnée (4°)» du second ordre, réquatiols du premier ordre

(4^) *(^y» <; /^.y)==o?
Ï ?

impliquant, comme (4o)» Finconnue z : son premier membre esl
une fonction analytique, provisoirement indéterminée, de a?» y,
^, jo, ^, régulière au pointée, y,, ^<,po» ?•)» el? de plus, afin que
l'équation (4^) puisse être résalue par rapport à/), assujettie à la res-
triction que y- ait une valeur fondamentale différente de »éro.

En differentiant l'équation (4^) tour à tour par rapport à wT et
par rapport à y conformément à ^algorithme des fonctipns com-
posées, nous aurons
. ,, à^ . <N> à* (M»
(43) ^+^^4- /^+^==0 '
,,;, ^ à* à^ , à^
(44) ^+^5;'-^+^=0'

multipliant ensuite (^équation (43) P411' ^9 l'équatioB (44) pv —-'fy
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et ajoutant membre à membre^ il viendra

/ /- / ,x^ / à ^ à^\ /<N> <N>\
« ) ) (7•^^)^-^^^j7)+^^?;)==oî

désignant enfin par2(;r, y, 5, //, y) une deuxième fonction analy-
tique, pr-ovisoirement Indéterminée de .r, y, z^ p, y, et multipliant
les équations (43), (44), (45) respectivement par A(;r,y, z^p\ <y),
^(.z*, y, z, jo, /y), i , nous aurons, aprèâ addition, membra à
membre,

.dî•(,.<-,.-^A/.^(^+A?-?>-^),
& àp^ \ àp àq èy t as I

, -, » . /_<^ <^> (^>\(46) < ^ f s - + - —-f,^ j - )^
l \ àg ôx ' r àz J
\ , . /<N> <N>\ _ / < N > . <W>\
1 +A(3ï^^)^£(3ir'h^)=o•

Si les fonctions indéterminées <D, 2 peuvent, sous la restriction
indiquée plus haut pour ^, être choisies de telle façon que l'équa-
tion (46) devienne identique à Inéquation (4o), celte dernière
sera, au point de vue de Pintégralion, une conséquence nécessaire
de l'équation (42), et Fintégrale particulière de (4a) qui répond
à la condition initiale

s = a (y) pour ^'sas. XQ

sera Pune des intégrales (en nombre infini) de Inéquation (4o) qui
remplissent la première des conditions ( 4 » ) < Si, de plus, la fonc-
tion ̂  satisfait, quel que soit y, à Fidentité

*[^o,y,a(y), ̂ (y^y)]^,

l'intégrale considérée de (^2 ) satisfera manifestement aussi à la
condition

p ss.^ { y ) pour .r sss .y^,

et sera, dès lors, l'intégrale de (4o) qui répond à Fensemble des
conditions (4i) .

Cherchons donc, si possible, en vue de Finlégration complète
de (4o) un couple de fonctions, 2, ^, tel :
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i° Que y- ait une valeur fondamentale différente de zéro, et que
l'équation (46) soit identique à Féquation (4o);

^ Que ^s^annule, quel que soit y, dans Fhypothèse

./•=r.ro. ? f i ( r ) . / /aa»^0 ». <1 -y^{y).

18. En exprimant que Féquation (4^>) est identique à 1 équa-
tion (4o), nous aurons, entre les fonctions indéterminées 2, ̂  et
les fonctions connues A^ B, G, D, les relations

v ^ l A ^ / ^ _ 1 _ M\ H^S — -J-A-— — i —-• -4- <y y-- j ==» '2 B — »
àp ' àq \ày ï J àz f àp

.(47) ^(M* , fà^ . à^\ .à^
l^+<(^+^5;-;^<-^

A^+y.?)^^?^,?)^?:;V A r ' 7 ^ ^ / ' ^ V ^ r 1 7 ^ / ^

la dernière devient, en vertu des deux précédentes,

^(^2— ^ B S 4 - A C — D ) = = o ,

/r)<h

ou, en supprimant le facteur »-» dont la valeur fondamentale est
assujettie à être différente de zéro,

(48) 5—<Bl:4-A^;---D=o.

En posant e == ±: ï , et désignant par <5 Fune des deux détermi-
nations opposées, arbitrairement choisie une fois pour toutes,
du radical y/B'2 — AC 4- D» on tire de Féqualipn (/(8)

S = B + < £ Ç ;

cette valeur de 2 est une fonction de x, y, 3, p, q régulière au
point (a-o? Y»» z^ P^ ^•)î puisque, en vertu de nos hypothèses,
Fexpression qui figure sous le radical est, ou identiquement nulle,
ou pourvue d^une valeur fondamentale différente de zéro. En sup-
posant, dans les équations d'identification de (4o) avec (46),
î remplacé par sa valeur, il reste, pour déterminer la fonction
inconnue 4» des cinq variables indépendantes «r, y, <s, /?, y, le
système des deux équations (47), linéaire et homogène par rap-
port aux dérivées premières de4, et dont tous les coefficients sont
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fonctions connues d<@3 cinq Variables : nous le désignerons
par (F bis).

Pour que la considération du système (F his) puisse conduire à
rintégration complète de Inéquation (4o)î il faudra que, moyen-
nant un choix convenable de s(=== ±: i) , il admette quelque inté-
grale, ^ satisfaisant à la double condition : i° que — ait une
valeur fondamentale différente de ^éro; 2° que <ï» s^annule, quel
que soit y, dans Fhypolhèse

./•=.ro. ;5-ya(y), ^—3( 'y) , <y .a'(y).

Pour que, à défaut dé rintégration complète, la considération
du système (F bis) puisse conduire à une intégration incomplète,
il faudra que, moyennant un choix convenable de e, il admette
quelque intégrale. <I>, telle ique j- ait une valeur fondamentale diffé-
rente de zéro.

Cela posé, nous établirons tour à tour trois propositions, . ( %.»,
li bis^ C bis^ ayant pour objet Fintégration, complète ou incom-
plète, dont il s^agi't.

19. PROPOSITION A bis. — Pour que / 'intégration de Inéqua-
tion (4o) avec les conditions initiales (4 i ) se ramène à l^ inté-
gration adéquations différentielles ordinaires ou totales^ il
suffit que\ moyennant un choix convenable de e ( = = = h î ) , le
système linéaire et homogène du premier ordre (Y bis) [obtenu,
comme il a été'dit, en remplaçant, dans (47)» ^ P^ sa valeur tirée
de (48)] soit fyassif.

Effectivement, par le changement de variables

(W
( X - » A \ Y^y , Z^r^-a(y),
( P^-^(y), Q=y-,-(y),

le système (r bis} devient

([ï->B^'(Y)]^fA+,"(Y)]^

/ -rf* <rt> •
(50) \ . -Q^-^^,

tf4» r ^rs^.t.rCTi.q/vn'^*—n
^-^àP^^^^ -t-^''IrfZ^0'
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et la question est alors de savoir si le transformé (3o) admet

\/s,

quelque intégrale, <ï>, satisfaisant à la double condition : 1° que .?

ait âne valeur fondamentale différente de zéro; 2° que ^ s'annule,
quel que soit Y, dans l'hypothèse

X = .ro? rfl :=s<*0? P = o, Q — o.

Or, la passivité supposée du système (i bis) entraîne celle du
système transformé (5o) [n° 7], et ce dernier, à cause de la res-
triction numérique Ao+a^y^^o, à laquelle satisfont les
valeurs fondamentales de a"(Y) et du coefficient A, est résoluble

par rapport à ^ » -^ : le système (5o) admet donc, en vertu de la

proposition auxiliaire du n° 8 ( f ) , quelque intégrale satisfaisant à
la double condition voulue.

20. Pr.oposiTlow B bis. — Le système (F bis) étant supposé non
passif, pour que l^ intégration de Inéquation (4o) avec les co/»-
ctitions initiales ( 4 i ) se ramène à /''intégration (inéquations
différentielles ordinaires ou totales^ il suffit que^ moyennant
un choix convenable de e(==±:!), le système (T bis) soit la
conséquence algébrique d^un système linéaire et homogène
passif du premier ordre composé de trois équations^ et tel, qu^en
y opérant le changement de variables (49)» 1e système trans-
/ , . , , „ , ̂  à^ <M»jorme soit résoluble par rapport a .y» -yyi .̂

Effectivement, pour que le système (F bis) admette quelque
intégrale remplissant la double condition formulée au n° 18
(in fine) relativement à Fintégration complète de (4o)î il suffit
qu'il en soit de même pour le système passif de Irois équations
dont (F bis) est la conséquence algébrique : or, le système trans-
formé de ce dernier par le changement de variables (49) est passif

\^
comme lui, et, puisqu'on le suppose résoluble par rapport à -^9

^ » *^î il admet, en vertu de la proposition auxiliaire du n° 8(*) ,

(') Voir la note du ir 1 1 .
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quelque intégrale, ^, remplissant la double condition : i9 que .p
ait une valeur fondamentale différente de zéro; 2° que <ï> s'annule,
quel que soit Y, dans l'hypothèse

21. EXEMPLES. — I. Les coefficients A. B, C, D de Péquation (4o)
étant supposés ne dépendre que de x et de y, et par suite aussi la
valeur de S tirée de (4^)i on trouve, pour la condition de passivité
du système (T te), la relation

(5i)
( / V 1. (Mt . /^c . ^H ^ \ < *̂l^l-l>^+(^+^-^)^
il — / Î ^ ^ L ^ ^ ^ Î —
f ^./•' à y ) àq "~(

En vertu de la proposition A bis. Pintégration complète de Inéqua-
tion (4o) est donc possible, si l'on a à la fois, quels que soient x
et^

c'est-à-dire
r==:B ^ -4 -9^—^==0^4- . ^—

' ày . ' à.f i).r "~" ? àx )y ' • ) '

lt-AC+D=.,.y+y-...<?-^^».,
</^ (>y à.r ày

II. Dans le cas où À, B, G, D se réduisent à de simples cons-
tantes a, &, c, rf, l'intégration complète de réquation (4o) est pos-
sible pour toutes valeurs de ces constantes. Si l'on pose, en effet,
s == ±: i , et que Pou désigne par p Pune des deux valeurs opposées,
choisie à volonté, du radical numérique \/b^ — ac 4- </, Péqua-
tion(48) donne ï == b + sp, et la relation (51) devient p^î==o.

Si b1 — <zc + d est nul, d'où p === o, la condition de passivité du
système (F bis) est identiquement vérifiée et la proposition A bis
est applicable.

Si b2 — ac 4- d est différent de zéro, on considérera le système
des trois équations

M <M» ., ^<I»
^^-(^^V
?=^p-,)?^^\
^r * fîp àq
à^ _
as w '
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Ce dernier a pour conséquence algébrique le système (F bis), il
est (Tailleurs passif, et, en y opérant le changement de variables (4g),
il devient

à^ à^ .. (N*
JÎ-^JP^-^^0'

S^Ï^——^^-l^.Wig-o.

rN>
Jz^05

comme on doit avoir (n0 17) rinégalité numérique

«4-a-(yo)^o.

le système transformé est résoluble par rapport à ^ > -^.j -5.- 5 et la
proposition B bis est applicable.

III. Considérons l'équation

r t —5" — z r -+ /^2 == o ;

en a, dans le cas actuel, A== — ^ , B = = o , C = = o, D ===7?2, 2L == sy^,
ce qui donne, pour le système (F bis)^

d<l» d«l» ^<I»
^^-^JI-27^-

^î^-_ ^_- ^Î-L ^4>

^s:;~<7^"-"^^ S7?^'

En calculant la condition de passivité, on Irouve

M <H*
^^^y^05

et, comme cette relation n^est pas identiquement vérifiée, on est
conduit à ^adjoindre au système (F bis) et à considérer les trois
équations simultanées

(̂
^=;0;

(M» , . à ^ . à ^—-ss\î(j—5)—4-£n-—,
r̂ ^ <^

(^__ ^
. , as ^ ^ ôq
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Ce dernier système a pour conséquence algébrique (F bis)', il est
d'ailleurs passif, et, en y opérant le changement do variables (4g),
il devient

<)<!*
5\

^-a'(Y)^+[Z-;Q-a(V)-ca'(Y)-a-(VH^(Y)1^

^(h-[sp-epo^^œi^-o.
( M * , ^l»
/ î /46^^

comme on doit avoir l'inégalité numérique — 3 o 4-a^yo) 7^ o,
c'est-à-dire a"(yo) —ayo) 7^ o, le système transformé est résoluble
par rapport à ^ » j^ 5 - . , et la proposition ff bis est applicable.

22. PROPOSITION C bis. — Les mêmes choses étant posées qu'au
début du 11° 17, sauf en ce qui concerne la -fonction (3(y), qui,
dans la proposition actuelle, n'a pas à intervenir, pour que l'on
puisse, par l'intégration d'équations différentielles ordinaires
ou totales, obtenir quelqu'une des intégrales^ en nombre infini,
de Inéquation ( 4o ) qui satisfont à la première des conditions (41 ),
il suffit (/ue^ moyennant un choix convenable de £(=== ^= i), le
système (F bis) soit la conséquence algébrique d'un système
linéaire et homogène passif du premier ordre composé de
quatre équations, et résolu /far rapport aux quatre dérivées
<M> <N* à^ à^
•Y— f T- f —— ? -»— •(ix ày ôz àq

On répétera, mutatis mutandis, la démonstration du n0 13.

23. EXEMPLES. — I. Supposons que les coefficients A, B, G, D
de l'équation (4o) ne dépendent que de x et dey, et que, moyen-
nant un choix convenable de s, ils vérifient l'identité

/ « <N> i)C à , ,_______,
( 5>2 ) ^^^^V82--^^0)-0

^ c'est ce qui a lieu, notamment, quel que soit e, si l'on a à la fois

j^ 4- ^ == o, B2 — AC -h D .== o ) Le système des quatre ^qua-
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lions
à^ ,, à^
'ôTc^^àp'
à^ .., ., <N>^-.(1-.»^,

rM»
^ "°'
/M*
^°

a pour conséquence algébrique le système (F bis), il est d'ailleurs
passif en vertu de l'identité (5a): la proposition C bis est donc
applicable.

il . Considérons Inéquation

r t — s ^ ^ , \ (./•. r, s, y>. ç ) / - ^ Ht(/)) == o :

l'équation (j48) donne, dans le cas actuel.

S - = £ H ( / ) ) [e-^i],

et le système (F bis devient

à^ à^ à^ <N»
àp àq ày àz

1 1 " • A t/ • '̂̂  lrye 11 — -+- A — — — — q —- == (»,
fin nn fï'v t A'y

„ ô^ à^ , ^I>e H — 4- — 4-/?— = <».^ûr » f):r r 1 àzà q ^ à x v r àz

Or, le système des quatre équations

^ = o îïîî = c H (>? i?î - ^î
^ : ày ~ ^ àf)^ an ~ °' lïq {)

est passif et a pour conséquence algébrique le précédent : la pré-
position C bis est donc applicable.

III. Considérons l'équation

r t — s ^ ^ ^ i ^ ..^y. 5. /^ <7)r^ )P> (./•. y., s. p^ y ) s -^ o;

l'équation (48) devient, dans le cas actuel, ^ -—aBI^o ; en
choisissant pour î la valeur aB, on a, pour le système (F bis),

M (à^ (N*\ ^ à^ , .à^
^"l^4^^0- j7+^JT+>B^-o•
LVI . 1^
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O i < i , • /N> (N* /N>r, le système des quatre équations y- == o, y- r=o, — ==o,
<M> .„ ^ .y ^
y- == o est passif et a pour conséquence algébrique le précédent ;

la proposition C bis est donc applicable.

ÉQUATION LINÉAIRE EN /', J, t DANS LE CAS OU LES COEFFICIENTS
DE CES TROIS DÉRIVÉES SECONDES NE DÉPENDENT QL'E DES VAR6ABLES A', y .

2A. Les fonctions A.{x, y), B(^,y), C(^, :/),j{x, y, z, p , q)
étant supposées analytiques, on considère Inéquation aux dérivées
partielles du second ordre

( '3) A(. r . y)r-4- > B » . z \ Y ) s ^ € ( . / • . y}f^/(.f. y , z. p. q\

Si V expression AC - B2 est différente de zèro^ l'équation (53)
peut être intégrée complètement^ c est-à-dire avec deux fonc-
tions arbitraires d^ une seule variable; si AC—B 2 est identi-
quement nul. l'équation (^)3) peut être intégrée incomplè-
tement. c'est-à-dire avec une seule/onction arbitraire.

I. NO'JIS avons formulé plus haut diverses règles, assurant, pour
des types variés de Inéquation aux dérivées partielles du second
ordre à deux variables indépendantes, la possibilité d'une inté-
gration complète ou incomplète; Fune de ces règles, relative à
l'intégration incomplète, supplique, notamment, à l'équation

(54)' / •« f - ^Ar . r . y , z. p. q)s^C(x)^
ï »

(h0 16, II), qui joue un rôle essentiel dans la question suivante :
Déterminer la fonction ^(a) du paramétre a et la fonctioû

7. (A;;, a) par la condition que les surfaces cylindriques

( '55), z.5s'y.y 4 -X( . r . a^ \f.(v.)

aient pour enveloppe une surface intégrale djp inéquation
s ^/"(.r,^. z. fy\

Considérons à cet effet les fonctions ^, q de .r, y définies par le
couple des relations
(56) z ̂  qy-^ A ( ^. q ) + ^ ( q \

' *' ï*'
(57) ' o-sr^—+ll(<î\
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où les fonctions À (a?, y), p.{q) son^, quelconques, scus 1% seule
restriction que Inéquation (37) puisse être résolue par rapport à g
conformément au principe général des fonctions implicites; on
tire de {36) par une differentiatior relative à y,

àz , F à\ . , J àq
^-<74{J+^+^<?)J^.

d'où, en tenant compte de (37), -y- === y. Pour exprimer que les
»/

fonctions ^, y, définies par (.36) et (37), vérifient l'équation

s ̂ f^- y' 2? y).
il suffit d^éliminer ' entre les deux relationsàx

àq ., , fft\ \à^\ „ . .\àqT^f^-y-^^ ^^^[w^^^àï1

dont la seconde se déduit de (5>7) p^r une différentiation relative
il x\ la relation résultante,

^\ \ à^_ _
W + 7(̂ 7^7?) àqài + ÎA (^ -0

devra, après substitution à ^, y de leurs valeurs tirées de (56)
et (5.7), être satisfaite quels que soient x et y; ou, ce qui revient
au même, elle devra, après substitution, à'y, z de leurs valeurs
tirées des mêmes équations, être satisfaite quels que soient a; et q\
il vient ainsi

<^X ________ ________i__________________à'\ ^
àq1 A R ? " . 7 1 [ ^ , ,, J . . / ~ ~ 7 \ i àqà^'^ ^}-0>

/ \x~[^^(q)y~q\^^^(q)^^
Si, dans cette dernière relation, on suppose connue la fonc-

tion JUL(Y/), elle devient f i e coefficient de -»—r" étant, lui-même URC"• v / / ' \ àq àx ,

fonction connue de y, ;r, ^, »- ) une équation aux dérivées par-
tielles

(58) ^^G(^,X,^)^+^y)=o,
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impliquant la fonction inconnue /. des variables indépendantes y, x.
Or, réquaticni (58) est de même forme que l'équation (.")4), ouïes
notations

se trouveraient remplacées par les notations respectives

à\ à\ à' A <^X
dfj f}.f * <)//21 àqà:r

En conséquence :

La fonction ?.(//) étant choisie arbitrairement, on pourra, en
vue de l'intégration incomplète de l'équation (58), former une
équath^ dii premier ordre, impliquant comme celle-ci 1& fonction
inconnue/, des variables indépendantes ^, x et dont FéqnaLon (58)
soil, au point de vue de rinté^raUon/ùne conséquence nécssscdre ;

cette équation du pr^nuer ordre, résoluble par rapport à — ? sera

ensuite intégrée avec la condition initiale, arbhrÊirement choisie,

À =„ p { j' ) POU)' </ •ss unp vificcr nnnirriqus donnée.

La foncUon résultante, ).(.y, </), qui vérifie l'équation (^8), se
trouvera air.si dépendre :

1° Du choix de la fonction arbitraire y . ( ( / } ;
2° La fonction ^(</ ) étant tixée, du choix de la fonction arbi-

traire p(.^).

Et il en s" ra dô nia ne pour la fonction z des variables .r, y
déiinie, conjointement avec ^ par les relations ( r>6) et (37).

II. Jne autre ré^l * formulée p!i;s haut, et relative également à
I^intégration incomplète, s'applique, notamment, à l'équation

(5y) rt — A -(- A ( ./•. t . ^. />. q } r ̂  9. B ( x. r. z. p. q ) s 3= o

(n° 23, III), qui joiis j:n rôle essentiel dans la question suivante :
Déterminer la fonctic.i ^ (^) du paramètre a et la fonction

/.( ^, a) des paramètres (3, y. par la condition que le plan mobile

^ 60 ) 3 -= a y -^- 3 .r -|< À ( 3. a ) -^ ;A ( a ^.
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ait pour enveloppe tinie s^ii'face intégrale de l'équation

Considérons à cet efïe^les fonctions ^ p, y d e x , y définies par
la système dît ; -châtions

( ̂ T; ) z —' 7.r i! /? -/" "f >- (/^ q ) - ^ ( y ),
^x

«r-.; o^= ^ ^ ^ (</) ,
^y '

(6^} o-.^ .n
^ î

on Ls fonctions À(yy , ^) et p . { r / ) so^it quelconques 3. t la seule
restriction que les relations (62) et ( i ) 3 ) puissent êîre résolues par
s'appert à p e. </ conforméineul au principe général des fonctions
implicites; on tire de (61), par differentiations,

àz F ^1 <)p \ , à\ , . 1 /̂^" /> r ^1^ " k^^-^^jjï-
^^ r ^ t ̂  . i à\ , . ,1 ̂— ==- y ,'̂  „ ̂  -̂ .. ,, r^ ^^ y __ ^ !A ( <7 ^ -J î
^y \. àp^y l/ ^ t l \ày

d'où, en tenant compte de (62) et (63),

es as
-ï^^ Ty-^

Pour exprimer que (a fonction z et ses deux dérivées premières
p , </, définies par ( Ê E ) , (62) et (63), vé^ifieni Féquation

s =/(.r, y. z. p, q)
eu

(64) • ^^f(x.y.^p^).

il sisffii de former^ en appliquant la règle des fonctions implicites,

les équations qui fourmssent —? et —^» savoir :

/.,, <^X ^ r^^ ,, ,"|̂(65) ^^£f [^^^^J^- .
(66) 0...^^.^^,

^/?<' ^ ^p^y àx
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puis d'éliminer - p et -î entre les trois équations (64), (65). (66),
ce qui donne

-/ j

^L ^ /" \ !

(̂ W^ ôq1 "1 l '

à^k ^À
ôp"- ùpàq

Cette dernière relation devra, après substitution à ^, p . <f de leurs
vdeurs tirées de (61), (6a), (63), être satisfaite quels que soient
r et y; ou, ce qui revient au même, elle devra, après substitution
à x,.. r, ^ de leurs valeurs tirées des mêmes équations, être satis-
faire quels que soient p et </; cette substitution n'affecte d'ailleurs
lue la nuanlilé/(.r, y, ^, p , ( / ) . Si, dans la relation qui en résulte,

ou suppose connue la fonction ^(7), on obtient l'équation aux
dérivées partielles

,. , à X (PV l ^\ V „, . ^\
(67) ^àq-~~\ôpàq) -^^

,, / , à\ à\\ à^\
f- (l {?. ( î . À, — — ? -— ,——— = 0,

V ^ (̂  / d>/)^(/

impliquant la fonction inconnue À des variables indépendantes
p^ q, et où G désigne une composante connue. Or, l'équation (6^)
est de même forme que inéquation (39), où x, y, z, p^ </, /', 5, <.
A T » • ? ' • ^, Ô\ à\A, b se trouveraient remplaces respectivement par p , <y, À, — 9 j-»
^X ^^ C^À / / / ^
à p ï 9 ^ ' ^ ^ ^ - CJ-

En conséquence :

La fonction ̂ {q) étant choisie arbitrairement, on pourra, en vue
de l'intégration incomplète de l'équation (6';), former une équa-
tion du premier ordre impliquant comme elle la fonction inconnue?.
des variables indépendantes/?; y, et dont l'équation (67) soit, au
point de vue de Fintégration, une conséquence nécessaire ; cette

équation du premier ordre, résoluble par rapporta —i sera ensuite

intégrée avec la condition initiale, arbitrairement choisie,

X == p (q) pour p =-= une valeur nuinrrique donnée.
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La fonction résultante ^(/^, y), qui vérifie l'équation (67), se
trouvera ainsi dépendre :

1° Du choix de la fonction arbitraire |^(</);
2° La fonction ^(<y) étant fixée, du choix de la fonction arbi-

traire p(<7).

Et il en sera de même pour la fonction z des variables x, y
définie, conjointement avec p et q. par les relations (61), (62)
et (63).

III. Inéquation

(68) r = H (.r, y, z^ p. q }

peut être intégrée incomplètement.

Considérons une fonction z de x^ y définie, conjointement avec
ses deux dérivées premières p, y, par le système des relations

( 69 ) z r= qy — p x -f- A ( p, q} — a q J- 6,

(7") o^y+^+a,

à\
(7.) < )=a-^'

où la fonction A(p, </) et les constantes a, 6 sont quelconques,
sous la seule restriction que les relations (70) et ( 7 1 ) puissent être
résolues par rapport à p et q conformément au principe général
des fonctions implicites. Pour exprimer que la fonction z et ses
deux dérivées premières p. q vérifient l'équation

/—- H(.r, y. .3, p , q\
OU

W ^-----î î(^ .r,^ ̂  ̂

il suffit de calculer par la règle des fonctions implicites la valeur

de > ' ? et de la porter dans Inéquation (72), ce qui donne

< ^ o > 2 X / ^ 0 \ î _____i_____^X
àp^ àq^ \^P^(î) H (>r? Y? ^ Pî <!) ^y2 ~

Cette dernière relation devra, après substitution à z^ p^ q de leurs
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valeurs tirées-de (69), (70)7 (7 1 )* etre satisfaite quels que soient
x et y; ou, ce qui revient au même, elle devra, après substitution,
à j\ y, z de leurs valeurs tirées des mêmes équations, être satis-
faite quels que soient p et y. Si, dans la relation résultante, on
suppose connues les constantes a et h. on obtient Inéquation aux
dérivées partielles

, , , <^A ̂  / ̂  M / ^ < A \ ^ X
(73) ^à^~~[^) ^[f'^^^Jq)^^

impliquant la fonction inconnue À des variables indépendantes
/?, î j , et où K désigne une composante connut*. Or, l'équation (73)
est de même forme que l'équation

( 71 ) r t — j2 ̂ - M ( ' .T. y, z. /?, (] } r -=- o.

où x. y, .7, p, y, r., 5, ^, M se trouveraient remplacées respecti-
. à\ à\ à2^ ^X ^X ^ ,, .„ . .vement par </, /?, À ^- » —, —-» -——» -—» K: d ailleurs, ainsi que1 ' ' r \q àp àq4- àq àp <)f)1 ' A

nous levons fait observer plïis haut (n0 23, I I ) , Inéquation (74)
peut être intégrée incomplètement.

En conséquence, les constantes a et b étant choisies arbitrai-
rement, on pourra, en vue de l'intégration incomplète de Féqi?Ê-
tion (7^) , former une équation du premier ordre, impliquasit,
comme elle. la fonction inconnue 7. des variables indépendantes
p , ç, el dont l'équation (73) soit, au point de vue de Fintégration,
une conséquence nécessaire, cette édisalion du premier ordre,

résoluble par rapport à .—? sera ensuile intégrée avec la condition

initiale, arbitrairement choisie,

X s = = ' p ( < y ) pûiir q '-= une va leu r numérique donnée.

L'a foncîion résultante 7.(p, </), qui vérifie l'équation (73), se
trouvera ainsi dépendre : i° du choix des constanles arbitraires
«, b, 2° les constantes a, b étant fixées, du choix de la fonction
arbitraire p(/?). Et il en sera de même pour la fonction ' z des
variables x, y définie, conjointement avec p et y, par les rela-
tions (69), (70) , (71) .

IV. Revenons a notre énoncé général, relatif à l'équation (53).
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Lfi propriété qu^iî formule résulte du simple rapprochement des
'trois faits suivants :

PAEMIER FAIT, — Léquation .ç==/(.r, y. ^,/^ 7) peut être
intégrée complètement (î et lî).

DEUXIEME FAIT. — L'équation r==H(j",y, ^, p^ q) oeuf être
in is.yrée incornp /ètemen t ( III ).

TROISIEME FAIT — A Faide d\in changement de variables défini
par des formules dont la construction n^exige que Fintégration
d'équations différentielles ordinaires, V équation (53) peut Hre
ramenée à la forme

(75) s = = ^ f { ^ ' y - z , p , q )

si AC — B2 est digèrent de zéro et à la forme

(;6) /•== H(^,y, s, p, t j )

si AC — B2 est identiquement nul^

Premier cas : AC — B2 ̂  o. — Si A et C sont à ^e fois identi-
quement nuls, B est différent de zéro et Féquation (53) a d^elle-
même la forme (75). Si quelqu'une des fonctions A et C, par
exemple A, est différente de zéro, opérons sur Inéquation (53) le
changement de variables, provisoirement indéterminé,

x ' ==^ ( • ^ ' ' y ) ^ y^+C^y) '
el désignons par/?', q\ r', s ' , t ' les ixouveiles dérivées premières et
secondes de Finconnue z , en écrivant que Inéquation transformée
ae contient ni r\ ni ^', on obtient deux relations qui assujettissent

les rapports 2^, —r à vérifier Féq&iation quadratique

\ !J2 4- ^ l î U + < ; . = . ? < » :

les racines de celte équation élant dislinctCâ on pourra assigner
pour cp, 4' «^ couple de fonctions dont le déterminant différentiel
soit différent de zéro.

Deuxième cas : AC—B 2 === o (identiquement). — Les deuz
fonctions A et C ne peuvent être à la fois identiquement nulles,
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car alors B le serait aussi; supposons, par exemple, A^-o. En
écrivant que l'équation transformée de (53) ne contient ni s^
ni t\ on obtient les deux relations

(77 >

(78)

A(^r-..B^-.-c=o,
\^y/ +r

A ^ ^ 4 - B f ^ ^ ^ ) + C ^ o ;
.̂r ?r \^r ?.r/

l'équation (77), quadratique en ^—^ admettant la racine unique

— -j-j et celle-ci, transportée dans l'équation (78). la vérifiant

identiquement on pourra, comme dans le premier (>as (et avec un
degré de généralité plus grand), assigner pour cp, ^ un couple de
fonctions dont le déterminant différentiel soit différent de zéro.


