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SUR LA RECHERCHE DES CAS D'INTEGRABILITE COMPLETE 0U
INCOMPLETE DE L'EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES
DU SECOND ORDRE A DEUX VARIABLES INDEPENDANTES ;

Par M. Cu. Riouigr.

Les recherches exposées dans le présent travail ont pour objet
de ramener, dans la mesure du possible, I'intégration de I'¢qua-
tion aux dérivées particlles du second ordre a deux variables indé-
pendantes & l'intégration d’équations diftérentielles ordinaires ou
totales. Elles présentent avec les recherches antérieures, ou les
considérations géométriques prédominent, une différence essen-
tielle quant a la méthode : celle que I'auteur a suivie, basée sur
I’Analyse et sur la Théorie générale des Systémes d’équations aux
dérivées partielles, s'applique, dans sa rigoureuse unité, aux types
les plus variés de I'équation envisagée, et conduit & maints résul-
tais entiérement inédits.

Dans ce qui suit, nous examinerons tour a tour les trois équa-
tions '

(n A 2A(z, sy S P 7)5 +Bix, ¥, 5 p, ([)[+C(.’¢‘,}’, S P 9)2 0,
(2) rt— st Lz, ¥y 3, p, @ r42M(. )y, 3, p, q)s
+N(&, py sy py g+ Ry, 5, p,q) =0,
(3) F(x, }’)"1"!”(1'7 Y)s+ Kz, y)t==58(x, 5, 35 p, q)-
L’équation (1) comprend, comme cas particulier, celui de

I'équation linéaire en z, p, ¢, r, s, ¢ : nous commencerons par
I’examen de ce dernier cas, relativement simple.

EQUATION LINEAIRE EN 3, p, ¢, I, S, L.

1. Considérons I'équation linéaire du second ordre
q

(4) r42A(z, )s+ B(z, )t 4202 y)p
+2D(x, ¥)qg + E(x. y) s 4 F(_-'v',.}') =0,

“et soit (Zg, ¥o) un systéme de valeurs numériques fondamentales
de z, y remplissant la double condition : 1° que les six fonctions
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analvtiques A, B, G, D, I, ' y sotent régulieres: »° que la diffe-
rence \*-- B ne s’y annule pas, a moins qu’elle ne soit identique-
ment nulle en z, y. Cela étant, la recherche d’une condition
suffisante pour que Uintégration de I'équation (1) avec les
conditions initiales

(3) | f e )
' lp=8iy!

p()lll' X =y

se raméne « Uintégration d'équations différenticlles ordi-
naires nous a conduit aux conclusions suivantes :

Si les valeurs Jondamentales x,, Yode xy v nannulent pas
la différence A3 — B, il suffit, en désignant par G, N certaines
Jonctions entiéres (dont le calcul est ais¢) des cing premiers
coefficients A, B, C, D, E et de quelques-unes de leurs dérivées,
que l'on ait, quels que soient xz, y,

Ut— (Ar—B)Vi=o,

Sila différence \*— B est identiqguement nulle, il suffit que

Uon ait

dA JA
E—i—A;}—_—i—e(AC-—D)-o.

2. Pour établir ces résultats, considérons, en méme temps que
I'équation donnée (4), du second ordre, I'équation. linéaire du
premier ordre

(6) P+ Mz, y)g+ M, y) s49(x, y) =0,

impliquant, comme (4), 'inconnue z, et ou A, M, ® désignent des
fonctions analytiques, provisoirement indéterminées, de z, y,
assujetties, comme de raison, a étre réguliéres au point (o, ) :
\, M, @ étant supposés connus, I'intégration de I’équation (6) se
raménc, comme on sait, a celle du systéme différentiel ordinaire
dy dz ¥
. =/ — Ms = 0.
dzx }\’ dx +! + ® °
On 4, en différentiant 'équation (6) tour a tour par rapport a x
et par rapport & y conformément a l'algorithme des fonctions
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composces,

. i ! AV aM _ JP

(7) ’+A\.\+—'!\l/i+-J;:l/+m,+57;:lb.
A JIM ,

3 v A (\ s —_ 3 —_——0

Y T ’+\ l‘r‘,}_)q-f- dy n°

puis, cn désignant par X, T de nouvelles fonctions provisoirement
indéterminées de &, y, multipliant les équations (7), (8), (6) res-
pectivement par 1, X, T, et ajoutant membre & membre,

(9 P (A4 Vs A2t (M- T)p

PA dA . .
~~g—< 4;»!:“-’71-. MY & .\'l).,

da-

oM aM ab J®

- —-— 4\ — M)z o — Y — 4 Td =o0.

—*-(d;r +|L")' e \Il) ~ + - T =0

St les fonctions indéterminées A, M, %, ', & peuvenl étre choisies
de telle fagon que I'équation () devienne identique a I'équa-
tion (4), cette derniére sera, au point de vue de I'intégration, une
conséquence nécessaive de Péquation (6), et intégrale particu-

heére de (6) nlui répond a la condition initiale
T= A0)) pour 2= £y

sera une des intégrales (en nombre infini) de l’équalinn (4) qui
remplissent la premiére des deux conditions (5). Si, de plus, on a,
quel que soit y, Videntité

(1o B = My )2y Mize, vz P, 1) =0,

I'iatégrale considérée de (6) satisfera manifestement aussi o la
condition
p=p0 pour & ==y,

el sera, des lors, Pintégrale de (4) qui répond a 'ensemble des
conditions (3).

Chevchons donc, si possible, a déterminer \, M, 2, T, & de
telle fagon : 1° que I'équation (9) devienne identique a I'équa-
tion (4); 2" que on ait, quel que soit )+, Pidentité (10),
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En identifiant Jes équations (9) et (4), on a les relations

LR W \Y = B, M4~V a=aC.

\ AN
\——- )
(11) ; 4u+ TME 4T =D,
’ —*‘dmsp\ll-v-
(12) I,I + X Xy »L“ Td ==,

que doivent vérhier A\, M, 2. T, @ : 'inconnue ® ne figure dail-
leurs que dans V'équation (12). dont Pintégration, ¥ et T étant
supposes connas, se raméne i celle du systéme différentiel ordi-
naire

oy (l‘l’
- =5, {k Td = F.

Ciela posé. examinons tour a tour les deux cas spécifiés au début

A(n" 1).

3. Premier cas. «= On suppose que les valeurs fondamen-
tales x4, y, de x, y n’annulent pas la différence A? —B : de la
résulte, si on sc reporte a la théoric analytique de la fonction

radicale, que les dcux déterminations opposées de (A? «B)"’ sont
réguliéres au point (Zy, )’ ); nous désignerons par (R I'une de ces
deux déterminations, arbitrairement choisic une fois pour toutes.

En vertu des deux premiéres relations (11), A et £ sont les deux

racines de 'équation
‘w2 Al 4B =0,
a l'inconnue , d’ou

13) Az AR, Sad—-eR (e=Fi)

en supposant \ et X remplacés par leurs valeurs dans la quatriéme
équation (171), on aura, pour déterminer M et T, les relations

M4 T=2C,

\ o OA . L 0A oR
TeR(M— l‘».,b—x—-)-Ag-{- (AC—D)—LR—)—

(14)
e .
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résolubles par rapport & M et T conformément a l'algorithme de
Cramer (a cause de R £ 0); et il faudra que, moyennant un choix
convenable de ¢, les valeurs obtenues pour X, M, T vérifient la

. o oo . : oR IR
cinqui¢me et derniérc équation (11). Or; en remplagant 7 oy

par leurs valeurs

_J_,AdA_dB> 1 ‘AdA__dB
&R\A ) /Ay T w)

on trouve, par un calcul exempt de toute complication théorique,
que le résultal de I'éliminaiion est de la forme

(15) U=:RV.

ou U, V désignent certaines fonctions enlicres des cinq coeffi-
cients A, B, C, D, E et de quelques-unes de leurs dérivées; on
déduit de (13), par 'élévation an carré,

(16) Uz—(A2—B)H)V2= o,

Réciproquement. la rclation (16) étant identiquement satisfaite,
la relation (13) le sera pour un choix convenable de ¢ ('), et A, X,
M, T seront déterminés par (13) et (14).

Il ne restera plus maintenant, pour identifier (9) avee (4), qu’a
prendre pour ® une intégrale de I'équaticn aux dérvivées par-
tielles (12); et, comme l'identité (10) doit étre vérifice, on choisira
celle qui répond a la condition initiale

(1) P oav— [BCy) i Mg, 02 ()Y -+ My, 37 )a( )] pour & ==y,

Apres quoi, ainsi qu’il a été dit, on intégrera 'équation (6) avec
la condition initiale 3 = a (1) pour r = z,.

4. Exewries. — 1. Considérons I'équation
r—to0ix, yrp4=lite, y)ys4 Fir, y) =0,

ou la différence A? —B se réduit a la constante 1. Les ¢équa-

(') Dans V'espace ||_-z‘, ¥ .“;], pour qu'un produit de g fonctions, toutes régu-
licres au point (Zy, Vo, ... ), soit identiqguement nul en z, y, ..., il faut et il
suffit que quelqu’un des g facteurs le soit.
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tions (11) deviennent, dans le cas actuel,
N X =g, A iy

IA
i~--<!»z..--«~\|\ +TA = o

. M3 T:==aC,

oM L oM
E + X 93— *r'“T - L

et les quatre premiéres donnent

puis, par |'élévation au carré,

I

la méthode exposée sera done applicable si cette derniére rzlation
est identiquement vérifiée.

1. Considérons encore I'équation
r—taaf(y)y —NspF(a,¥)=0 [ A constante].

Les quatre premiéres équations (11) donnent, dans le cas actuel,

A == Y wm— ¢, M=—cf(y) T=—sf(y)
et il vient, en portant ces valeurs dans la cinquiéme,
f—rlr+N=o:

la méthode exposée sera donc ‘applicable si la fonction f est de la
forme .
::—:::’:;—:- i comstante |.
5. DBU\H ME CAS. ww On’suppose qmla différence AY— B est
identiquement nulle.
.Des deux premiéres équations (r1) on tire'A =A, T=Ajet
comme on doit avoir, en vertu de la troisiéme, M +T = 2C, la
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quatriéme devient

JA

—
a.r

. JA . _
18 «}—A;}—[.{.)(AL—D):O (1).
Cette condition étant supposée satisfaite, on aura, pour déter-
‘miner M et T, les deux relations '

M oM
V T =20, — N —_— A — K .
l+| 2 4'$+\Q1'+\IT E=o
¢'est-d-dive
oM JM

~— 4\ — — M4+ aCM — E = o,

(1) o Jy

(20) Ta=ti—M;

on prendra pour M une intégrale quelconque de 1'équation aux
dérivées partielles (19), ce qui conduira a Pintégration d’un sys-
téeme différentiel ordinaive, et la relation (20) fournira ensuite la
valeur de 'I'. Apres (uoi il ne restera plus, comme dans le premier
cas (n” 3), qu'a intégrer I'équation (12), c’est-a-dire

7 .
(211 r:-’—:t—}-/\::’%-{—'l"l’—l':u.

avec la condition initiale (1-)

D =— (500 F Vg, 3 )0 v+ Miwe. 3)a()]  pour .= ry,
puis 'équation (6), ¢’est-a-dive
(22) Pt AgEVNs e =o

avec la condition initiale z == 2()) pour & = z,.

On observera, au sujet des trois équations aux dérivées par-
uelles (19), (21), (22), (que la premiére opération nécessitée par
leur intégration consiste, pour toutes, dans Uintégration d’une

. , . e . ly -
méme équation dittéventielle :,—’, = \(x, ).

6. 11 convient de signaler, en terminant, deux hypothéses qui
conduisent i des conclusions particuliérement simples.

1'1) Cette relation peut se dédmiee de Ja deuxiéme relation (14) en y supposant
Ridentiquement nul. g
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[. Lesscoctficients A B sont'a lai fois identiquement nuls.
ka condition (18) s¢ réduit alors & D = o, et, en la supposant
vérifiée, Péquation (4) prend la forme

r4oCGlr, yip+ Kz y)s+ For yr=o:

on voit immédiatement que, pour P'intégrer avec les conditions
initiales (5), il suffit d’intégrer, avee ces mémes conditions, le
systeme différenticl ordinaire

s dp L
Iyt e rrdns 20p ks —F =o.

Il. Les cing coefficients A, B, G, D, E se réduisent a de simples
constantes a, b, ¢, d, e. :
Si a?— b est différent de zéro, les quatre fonctions indéter-
minées \, M, 2, T. inconnues des cinq équations (11). s¢ réduisent
" clles-mémes a des constantes, et leur élimination conduit a la
condition .

(23) ’ (e — /l)-':.-(ztf—l)'i(‘c‘-'—-e).

© S1 a?— b est nul, les équations (11) donnent comme valeur
commune de A ¢t 2 la constante @, comme valeur de M une inté-
grale quelconque de I'équation

IM

JIM ,
Jr +ud—y-—-M-+acM-——e—-o.

et conime valeur de T la différence 2 ¢ — M. En éliminant les
‘quatre.inconnues, on tombe sur la condition ac—d = o, laquelle,
a L‘ausq de @2 — h == o, peut manifestement s’écrire encore sous la
forme (23). ’

OBSERVATION .RELATIVE AU CHANGEMENT DES VARIABLES INDEPENDANTES
’ DANS LES SYSTEMES PARTIELS DU PREMIER ORDAF.

-7. Considérons un systéme d’équations aux dérivées partielles
-du’ premier ordre, ou se- trouvent engagées, avec des variables
indépendantes, x, y, ..., en-nombre quelconque, des fonctions
‘inconniles, «, ¢, ... en nombre également quelconque, et suppo-
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sons ce systeme résolu par rapport & diverses dérivées (premiéres)
des inconnues. Pour en disposer nettement les diverses équations,
on peut les éerire dans les cases d’un quadrillage reclangulaire
dont les lignes correspondent aux variables indépendantes et les

colonnes aux fonctions inconnues, en mettant I'équation qui

J

. (2 . .
aurait, par cxemple, -—— pour premier membre, dans la case qui
b) ()'1: b

appartient a la fois a la colonne () et a la ligne (z).

Cela posé, si deux systémes orthonomes (') du premier
ordre,S,S', peuvent se déduire l'un de 'autre par un change-
ment des variables indépendantes (suivi d'une résolution conve-
nable), et si les Tableaux respectifs de ces sy'stémes (construits
comme il vient d’étre dit) se composent de colonnes comprenant
les niémes nombres respectifs d’équations, les deux systémes
sont a la fois passifs ou non passifs.

Supposons en effet que le systéme S soit passif, et soient :

, ... les fonctions inconnnues;
£, ... les anciennes variables;
2’y ... les nouvelles;

t les formules quilient z, ... a2, .. .;

§ celles qui expriment les anciennes dérivées premiéres et
sceondes de w, ... alaide de leurs nouvelles dérivées des mémes
ordres (ou inverscment);

U les relations distinctes qui, dans le systéme S indé¢finiment
prolongé par différentiations relatives & z, ..., ont pour premiers
membres les dérivées principales premiéres et secondes de u, . . .,
et qui, en vertu de la passivité supposée de S, sont précisément
en méme nombre que les dérivées dont il s’agit;

W les relations distinctes qui, dans le systéme S’ indéliniment
prolonge par différentiations relatives a z', . . ., ont pour premiers
membres les dérivies principales premiéres et secondes de «, .
et qui sont en méme nombre aw moins que ces dérivces.

.« ey

Pour ctablir la passivité de S', il suffit de faire voir que les rela-
tions du groupe W' sont précisément en méme nombre que les

(') Riguikn. Les systémes d’équations aux deérivees partielles, Chap. VII.
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dérivées principales premiéres et secondes de u, ... dans le sys-
teme S'.

Soit (W) le groupe transformé de M a I'aide des formules fet S,
et compos¢, comme ¥, de relations toutes distinctes. Puisque les
Tableaux respectifs des deux systémes se composent de colonnes
comprenant les mémes nombres respectifs d’équations, le groupe
des fonctions inconnues u, ... a, de part et d’autre, les mémes
nombres respectifs de dérivées principales dans chaque ordre : en
désignant par N le nombre total des dérivées principales premiéres
et secondes de u, ..., soit pour le systéme S, soit pour le sys-
téme S', chacun des groupes M, () contient exactement N rela-
tions, et il faut établir que le groupe ¥', qui en contient au
moins N, n’en contient pas davantage.

Or, si 'on transforme 'une quelconque des relations W' a1’ alde
des formules f et §, la relation résultante, vérifiée pour toutes les
intégrales de S, est une conséquence algébrique de ¥, car autre-
ment la solution générale de S ne présenterait pas le degré d’indé-
termination qui résulte de la nature passive du systéme; on en
conclut qu’avant sa transformation, la relation considérée du
groupe W' est une conséquence algébrique de (). Donc le
groupe W', composé, par hypothése, de relations toutes distinctes,
n’en peut comprendre plus de N.

PROPOSITION AUXILIAIRE SUR LES SYSTEMES LINEAIRES ET HOMOGENES
DU PREMIER ORDRE. '

8. Désignant par ® une fonction inconnuc des g+ b+ 1
variables indépendantes

(24) Ty Xy Tay oo X5 Y1y Yy oo Vi (& >0, h20),

supposons qu’'un syst¢éme du premier ordre, S, a I'inconnue ®,
linéaire et homogéne par rapport aux g -+ /A +1 dérivées de @, et
dont les coefficients sont indépendants de cette inconnue, com-
prenne au plus g équations, et se trouve résolu par rapport a tout
ou partic des g dérivées :

()‘bdtb g

y esey ——
dxj dxg d.l'”’
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supposons en outre qu'il soit passif. Désignons enfin par

. z Lo - . -
T N P S TR TR 7

RN

un systéme de valeurs numériques fondamentales des variables (24),
choisi dans les limites ou les divers coefficients du systéme S sont
tous des fonctions analytiques et réguliéres.

Cela étant, le systéme S ne peut manquer d’admettre quelque
intégrale remplissant la double condition suivante :

1* Cette intégrale se réduit i zéro lorsque les variables

Ly Ly Lay e Lg

prennent i la fois leurs valeurs fondamentales;
" La derivée relative a x de l'intégrale dont il s'agit a une
raleur fondamentale différente de zéro.

2

Nous supposerons, pour fixer les idées, g =3, h = 2, et nous
examinerons tour a tour les divers cas ou le systéme S, composé
au plus de trois équations, comprend :

ou bien une éguation unique, ayant, par exemple, 57, pour pre-
Ly

mier membre;

. ) . JP M
ou bien deux ¢quations ayant, par exemple, 9.’ a5 Pbour pre-
- 1 2

miers membres ;

. . . . op
ou bl(‘]l trois (‘,quﬂ[l()ns ayilllt pOlll' premlers rﬂelllbrcs e

ox,’
ob oD

ory’ dzy

Toute fonction des variables
£y Xy Ly L35 V1. Y2
développable a partir des valeurs fondamentales
§ 5 dn b omaema
de ces variables, et s’annulant dans ’hypothése numérique
x5y xs vy b s b,

peut, par un groupement convenable des termes de son dévelop-
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pement, s'écrire sous la forme

(‘l'i'-“1 )H|(.l‘. Ly Ze. T3. YVa- ‘}‘2)
+(CL‘,‘-E:)H’(J'. J'g. Ty, }’1“}”)

4 (23— %) Hy(x. Ty ya. Ya)
“+(x —5)H (o )1 Y2

et sa dérivée premiére relative i x a méme valeur fondamentale
que H(x, yy, ya). Cela étant :

Si le systéme S comprend une équation unique résolue par rap-
Ll LI . ., C .
port a 5—, il suffira, pour en avoir une intégrale satisfaisant aux
A

conditions 1" et 2°, de V'intégrer avec la condition initiale

{ (wa— %) Ha(®, @3, @3. 31, ¥2)
b =1 F (23— ) Hy(z, 23, 31, e) - pour xy = &,
4+ (r —E)H (2. 11, ¥2)

les fonctions Hy, Hy, H étant arbiirairement choisies sous la seule
restriction que H ait une valeur fondamentale différenie de zéro.

o, d—q.), il suffira de

Si le systéeme S est résolu par rapport a o o

Vintégrer avec la condition initiale

o) BT &) Hs(z. 23, y1, ¥2) |

. our xy. .rq =Eq, £q.
b fa —E U (2, 4, gp) § POUT TR s &

les fonction~ Hy, H étant arbitraircment choisies sous la méme
restriction.

@ 0P IP
Si le systéme S est résolu par rapport a a7, oms) am’ il suffira

* de l'intégrer avec la condition initiale
® - (x—E)H(2. y1, ¥2) pour xy, &y, x3 = &1. §a, 3.

la fonction H étant arbitrairement choisie sous la restriction for-
mulée.

Dans chaque cas, l'intégration a effectuer se raméne a celle
d’équations diflérentielles ordinaires ou totales ().

(*) Voir Les systémes d’équations aux derivées partielles, Chap. XIII.
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EQUATION LINEAIRE EN 7. 8, .

). Considérons I’équation

(25) r4+2Axr.y.3.p,q)s
+B(zxy.z2.p.q)t 4 C(2,y,2,p,q) =0,

el soit (g, )0, Soy Poy Qo) un systéme de valeurs numériques fonda-
mentales de z, ), 3, p, ¢ remplissant la double condition : 1° que
les trois fonctions analytiques A, B, C y soient réguliéres; 2° que
la différence A2 — B ne s’y annule pas, a moins qu’elle ne soit iden-
tiquement nulle en r, ), 5, p, q. Soient, en outre, «(y), 3(y)
deux fonctions analytiques de )  réguliéres au point ), et telles
que x(¥0), B(¥0), 2 (o) soient respectivement égaux a 3o, Po, §o-
On se propose d’établir une condition suffisante pour que I'intégra-
tion de I'équation (23) avec les conditions initiales

\ 3=2a(y)

(26) i p=3(y)

pour & = X
se rameéne a l'intégration d’équation différentielles ordinaires ou
totales; ou, a défaut de cette intégration compléte, une condition
suffisante pour que, par les mémes moyens, une intégration (ncom-
pléte soit possible, et fournisse quelque intégrale de (25) satisfai-
sant a la premiérc des conditions (26).

A cet effet, considérons, en méme temps que I’équation donnée
(25), du second ordre, I'équation du premier ordre

(27) P(x.¥,3.p,q)=0,

impliquant, comme (25), 'inconnue 5 : son premier membre est
une fonction analytique, provisoirement indéterminée, de x,
¥+ 3, Py ¢, réguliére au point (X4, Yo, S0y Poy o), €t, de plus,
alin que I'équation (27) puisse étre résolue par rapport a p, assu-

jetue a la restriction que ;;-’ ait une valeur fondamentale différente
de zéro.

En différentiant I'équation (27) tour a tour par rapport a z et
par rapport a y conformément a I'algorithme des fonctions com-
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posées, il vient
. . . .
(28) (—,;‘+P-d—z+ld—p*+$d—q*—-—0,

b P o M
(29) Friag gty =

Dési’gnant ensuite par X (z, y, 3, p, ¢) une deuxi¢éme fonction
analytique, provisoirement indéterminée, de z, y, 3, p, ¢, et
multipliant les équations (28), (29) respectivement par 1,

2(z, y, 3, p,q), nous aurons, aprés addition membre a membre,

od [ d<l>
04' od .
+d—+“d—y +(p+‘q)d =o0.

Si les fonctions indéterminées ®, X peuvent, sous la restriction
indiquée plus haut pour ®, étre choisies de telle fagon que I'équa-
tion (30) devienne identique a I'équation (25), cette derniére sera,
au point de vue de l'intégration, une conséquence nécessaire de
I'équation (27), et 'intégrale particuliére de (27) qui répond a-la

condition initiale
=a(y) pour x = x,

sera I'une des intégrales (en nombre infini) de I'équation (25) qui
remplissent la premiére des conditions (26). Si, de plus, la fonc-
tion @ satisfait, quel que soit y, a 'identité

@ [@0,y,2(y), B(r), @ (¥)] =0,

I'intégrale considérée de (27) satisfera manifestement aussi a la
condition
p=38(y) pourz =z,

et sera, dés lors, I'intégrale de (25) qui répond a 'ensemble des
counditions (26).

Cherchons donc, si possible, en vue de l'intégration compléte ’
de (25), un couple de fonctions, X, ®, tel :

1° que g ait une valeur fondamentale différente de zéro, etque

'équation (30) soitidentique a Péquation (25);
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2" que @ s’annule, quel que soit y, dans I’hypotheése

r :.xx(‘,. s=a(y) p=B(y) ¢g=do(y).

10. En exprimant que I'équation (30) est identique a I’équation
(25), nous aurons, entre les fonctions indéterminées 2. @ et les
fonctions connues A, B, C, les trois relations

_4)1» ()417 L JP 2()4‘
Jap _ dq + dp . dq
i 2A TR
od b )
Fril +(p+2q) 50>

G

¢'est-a-dire, en égalant tour a tour chacun des trois derniers rap-
ports au premier,

P2 b
og TETAMIG, =
ob ob
X‘E—BJI—) =0

o
or

: .. . . . b . .
Des deux premiéres équations on tire (pulsque P doit étre diffé-

rent de zém)

1 2A—2
=0,
s
ou
(31) X2 AT 4+ B o;

par suite, en posant : = =1, et désignant par S l'une des deux
déterminations opposées, arbitrairement choisies une fois pour

toutes, du radical \/A2 —B,
T=A+:S:

cette valeur de X est une fonction de z, y, z, p, ¢ réguliére au
point fondamental (x4, Yo, 39, Pos ¢o), puisque, en vertu de nos
hypothéses, 'expression qui figure sous le radical est, ou identi-
quement nulle, ou pourvue d’une valeur fondamentale différente de
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zéro. En supposant, dans les équations d’identification de (25)
avec (30), 2 remplacé par sa valeur, il reste, pour déterminer la
fonction inconnue ® des cinq variables indépendantes z, y, z, p, q,
le systéme '

. ?—‘»—(E—!A)d—‘b:(),
q dp
(32)
o ai® /P

9%
§;+2‘,‘7+(P+2q)d—z———c$ =o0,

linéaire et homogéne par rapport aux dérivées premiéres de ®@, et
dont tous les coefficients sont fonctions connues des cinq variables :
nous le désignerons par (T).

Pour que la considération du systéme (T) puisse conduire a
'intégration compléte de I’équation (25), il faudra qt_ne, moyennant
un choix convenable de ¢ (= ==1), il admette quelque intégrale,

®, satisfaisant & la double condition : 1° que :—:—E ait une valeur fon-

damentale différgnte de zéro; 2° que ® s’annule, quel que soit y,
dans 'hypothése

s=2, s=a(y) p= By  g=a(y)

Pour que, adéfaut de l'intégration compléte, la considération du
systéme (T') puisse conduire & unc intégration incompléte, il faudra
que, moyennant un choix convenable de ¢, il admetté quelque

intégrale, ®, telle que :;: ait une valeur fondamentale diffé-

rente de zéro. .

Cela posé, nous établirons tour & tour trois propositions, A, B, C,
ayant pour objet l'intégration, compléte ou incompléte, dont il
s'agit.

11. Prorosition A. — Pour que lintégration de Uéquation
(a5) avec les conditions initiales (26) sc raméne a U'intégration
-d’équations-différentielles ordinaires ou totales, il suffit que,
moyennant un choix convenable de ¢ (==1), le systéme
linéaire et homogéne du premier ordre (I) obtenu, comme il a
été dit, en remplacant dans (32) I par sa valeur tirée de (31)],
soit passif. .

LVI. . L 13
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Effectivement, par le changement de variables

(33) {X=a, Y=y, L=s—a(y),
’ P=p—8(y), Q=qg—d(y)

(X, Y, Z, P, Q variables no'uvelles), le systéme (T') devient
d . R a

(38) d\+de+[P+p(Y)+zQ]dz
—Za ‘\);,-Q*-[C"'-ﬂ(Y)]js-—"

et la question est alors de savoir si le transformé (34) admet quelque

intégrale, ®, satisfaisant a la double condition :1° que o5 ait
unc valeur fondamentale différente de zéro; 2" que @ s’annule,

quel que soit Y, dans I'hypothése '
X = x,, 'Zzo.‘ P=o,. Q=o.

Or, la passivité supposée du systéme (I') entraine celle du systéme
transformé (34) [n® 7] lequel, d’ailleurs, est manifestement réso-

luble par rapport ad® 7Q 3; le systéme (34) admet donc, en vertu

d_e la proposition auxiliaire qui. fait I'objet du n° 8 (! ), quelque
- intégrale satisfaisant a la double condition voulue.
12. Exrwerrs.— [.'Sil'on considére I'équation
r<28(z, y)s+ Sz, y )t+W(x, ¥, 3)=o0,
il suffit, pour que l'mtégumon complete en soit possible, que I'on
ait, quels que soient x et y, —!- S 3y =0
L’équation (31) devient, en eﬂ'et, dans le cas actuel,

LN S):-i»S!-o ou (X—S8)=o,

(') Pour appliquer au cas actuel l;a proposition auxiliaire, on devra y supposer
=3, i =y, puis remplacer les variables

X &gy Ty L35 Yy
respectives ~al par
P:X, 7, 0Q; Y.
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d’ou I'on tire 2 =13 ; en substituant cette valeur dans les équa-
tions (32), on aura le systéme

s _ o
dg — " p’
s - 0P o , 0P
‘-);-——5;7)- —([’4-4[5)‘7;-'-“ ;]-)-:

pour lequel le calcul de la condition de passivité conduit -a la
relation

Ja5 9S\ Jo
E+s5)a=

or, en vertu de notre hypothese, cette derniére est identiquement
vérifiée.

II. L’intégration compleéte est possible pour I'équation
r4osas+a‘t4+D(xr. y, z, pag)=o0 [aconstante].

L’équation (31) se réduit a (2= a)?==o0, d’ou l'on tire X = q;
en substituant cette valeur dans les équations (32), on aura le
systéme

pour lequel le calcul de la condition de passivité conduit a la
relation

Ja0C 7 a JC)J‘I’ —0:

dg “p)oap
Or, cette derniére sera identiquement vérifiée si la fonction C

satisfait a la relation
JC aC

d(] —a(—);;-.-_.-o.

c’est-a-dire si elle présente la forme ci-dessus indiquée.

13. Prorosition B. — Le systéme (') étant supposé non passif,
pour que lintégration de l'équation (25) avec les conditions
initiales (26) se raméne a l'intégration d'équations différen-
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tielles ordinaires ou totales, 1l suffit que, moyvennant un choir
convenable de :(===1), le systéme (T') soit la conséquence
algébrique d’un systéme linéaire et homogéne passif du pre-
mier ordre composé de trois équations, et tel, qu'en y opérant
le changement de variables (33), le systéme transformé soit

résoluble par rapport a d_:b’ :Lb’ l-)i
ANV Al 15}

Effectivement, pour que le systéme (I') admette quelque inté-
grale remplissant la double condition formulée au n° 10 (in fine)
relativement a I'intégration compléte de (23), il suffit qu'il en soit
de méme pour le syst2me passif de trois équations dont (I') est la
conséquence algébrique. Or, le syvstéme transformé de ce dernier
par le changement de variables (33) est passif comme lui (n° 7),
Jdb 9 9
X’ 97’ 0y’
il admet, en vertu de la proposition auxiliaire du n* 8 ('), quelque

el, pwsqu’'on le suppose résoluble par rapport a
» | | p

intégrale. @, telle : 1* que Jp it une valeur fondamentale diffé-

rente de zéro; 2" que ® sannule, quel que soit Y, dans I'hypo-
thése

Noo=3 . 7. =o. P =o, (

’ o~
]
<

"14. Exemeres. — L. Sil'on considére Péquation

r—t3~oqf(y)—Rz-+G(r. y)=t0,

il suffit, pour que l'intégration compléte en soit possible, que :a
fonction f(y) soit de la forme

[ g @1

AR
1 + ‘L e:r,\

- b moeonstantes|.

L’équation (31) devient en effet, dans le cas actuel, 22 —1=o,
d'ou Z=¢(===1); cn substituant cctie valeur dans les équa-
tions (32), on aura le systéme

w__ o0
=
od P o ., voob
i T AL Rl kb St

(*) Voir la note du n* 11,
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ce dernicz est dailleurs la conséquence algébrigye du suivant -

'l)"!T’ do

, ob o

(‘35\ (I‘,:s‘f:);’ |
db Je . e s g D
| (-l-.-;:-—;du—;—}—((/f———;pf—)cz. T«(J);)—[;-

Or, le caicul des conditions de passivité du systéme (35) conduit
A ia relation unique
' (f'—f1427) gt =0,
op

laquelle est identiquement vérifiéc si la fonction f(y) satisfait a
I'équation différentielle f"— f? 4 32 =0, c’est-d-dive si elle pré-
sente la forme ci-dessus indiquée. ’

On constatera, d’autre part, que, dans le systéme transformé
de (35) par le changement de variables (33), lo détermiaant formé

_ . N . S : N
avee les coefficients de X' 7Z' 93 se réduit, (a_u'mgnc prés) a

I'unité.
Nous retrouvons ainsi un résultat déja exposé (n° 4, II).
II. Silon considére 'équation

r+osas4+b4-H(r, y, p, ¢g) =0 [a, b constantes],

il sufiit, pour que Vintégration compiéte en swit possible, que la
fonction H(x, y, p, ) seit de la forme*

flr* Y, P4 (aty “"“b)‘lly

la détermination du radical ¢y a* — b élant choisie arbitrairement.
On a, cn effet,

. =a-—ya—0,

ct, en posant

a4=yat—b =g,

le svstéme (32) devient

b 9
ag =% ap’
ab

. oP g (0P 0P
=—2p —lP+=9lg +HG5

Jx



— 194 —

. mier cvelds . § 2 . g
ce dernier systéme est d'ailleurs ia conséquence algébrique du
stivant’: ) '

Je =0 JP
7=
g )b o CJdb
36 RO R il
(36) a.r Jdy + 1 4)/)’
Jb

Or, le calcul des conditions de passivité du sysiéme (35) conduit
i la relation unique -

dq Jp

— %0,

(JH Q Jli ) o
ap

laquelle est identiquement vérifiée si la fonction H(r, y, p, ¢) est
de la forme f(x, y, p+ 2q), c'est-a-dire de¢ la forme ci-dessus
indiquée.

D’autre part, le systéme transformé de (36) par le changement
de variables (33) donne licu a 1a méme constatation que le systéme
transformé de (35). .

15. Prorosition C. — Les mémes choses étant posées qu’au
deébat du n® 9. sauf en ce qui concernc la fonction 3(y), qui, dans
la proposition actuelle, n’a pas a intervenir, pour que ’on puisse,
par lUintégration d’équations différentielles ordinaires .ou
totales, obtenir quelqu'une des intégrales, en ncmbre infini, de
Uéquation (23) qui satisfont a la premiére des deux con-
ditions (26), il suffit que, moyennant un choix convenable
de ¢(= =£1), le systéme (T) soit la conséquence algébrique
d’un systéme linéaire et homogéne passif du premier ordre
composé de quatre équations et résolu par rapport aux quatre

(. b O 0P o
dérivées =, =, —y —"

dx’ oy éz dq

Seit, en effet,

(9P _y, o, 9 _y, 0
(3 ar = “lap’ 9y Ttop’
: /~) 9y, ® v 2
9 - op’ ag = ‘ap

le systeme passif dont il s’agit; par le changement de variables

N=r, Y=). L=zi—a(y), P=p, Q=gqg—a(y)
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il devient B

D S SR T S S T S
i ( ob e I ob

-EzZU "P EHU;—:

et ce (lemicr, nécessairement passif (n° 7), cst d’ailleurs résoluble
b I P oP
par rapport i X' N'dL' N

Pour que le systéme (T') admette quelque intégrale satisfaisant a
la restriction formulée au n° 10 (in fine) relativement a l'inté-
gralion incompléte de (25), il suffit qu’il en soit de méme pour le
systéme (3 ) dont il est la conséquence algébrique, ou, ce qui
revient au méme, que le sysiéme (38), transformé de (37), admette
quelque intégrale, ®, telle que 55 9% it une véleur fondamentale dif-
férente de zéro; or, on obtient une pareille intégrale en choisissant
convenablement sa détermination initiale, fonction de la seule
variable P; cette recherche se raméne d’ailleurs a l'intégration
d’un systéme passif d’équations diftérentielles totales.

16. Exemerrs. — [ Sil'on considére I'équation.

r<+zas+be¢+ K(s, p, Q)=o
[a, b constantes, a®*— b > o], -

il suffit, pour que l'initégration incompléte en soit possible, que la
fonction K(z, p, ¢) soit de la forme

1p+(a—¢a-— )q]xr[z p+(a+va= ‘@*—70)q]),

la.détermination du radical y/a* — b étant choisie arbitrairement.
On a, eneffet, X —a—/a'— b, et, cn posant

a+Va’—b='.O,‘.

le systéme (32) devient
s o
o9 = %'

w__ N LN
a-g:—&;;-(p‘ﬁ-zq);;ﬂi-l;.



— 196 —

‘

«e dernier eét d’aillenrs la conséquence algébrique du suivan: :

(ob oo w0
(39 ‘ ’:7 == 0. m = 0, (T; == ')[‘ y
. ' b K oo

B —

Or, en posant
o= =J3(3.p,q) ("),
N + 5 7 (3.p.9) (')
le calcul des conditiens de passivité du systéme (39) conduit & la
redation, umque
AT
(% -2 %) 5 =
laquelle est identiquement vérifiée si la foncdon J est e la forme
F(s, p+Qgq), c’est=a-dire si la fonction K est de i forme
(P+2¢)F (3, p+Rq).

! 8 ‘On peut loujours offectuer I’ intégration incompléte de
‘Péquation
ra4=2A(x, ¥y, 2.p, q)s+ Clxr)=o.
L’¢quation (31) se réduitcn effet, dans ce cas, & 22 — 2A X = o;
en prenant pour X la valeur 9,A, le systéme (32) devient
' D T S Pr .
7y =0, == 4 A ’—)—: - ep byt a g J.Z-?——(‘d? =0,

ce dernier est d’ailleurs la conséquence algébrique du suivant,

LR, S S ST - S
g N e dy_)" 9z dq_"

dont on constate immédiatement la passivité.

KQUATION LINEAIBME EN 7€ = s 7, 8, L.
L

17. Consmderons I'éqaation

(o) (rt— s A (my, 3 p q)r L aB(s, y, 3,0, 4)s

a ! + G2y, 3,p,¢)t +D(2, ¥, 3, p, 9) =0,

et soit (Zo, oy oy Poy Go) UN systéme "_i’i_e,;v;aleurs numériqlies -fon‘

(') On doit Supposer p, + g, dillérent de zéro.
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démentales de z, y,‘s, p, ¢ remplissant la double condition :
1° que les quatre fonctions analytiques A, B, C, D y soient régu-
lieres; 2° que l'expression B2 — AC+D ne s’y annule pas, i
moins qu’elle ne soit identiquement nulle en z, y, 3, p, q. Soient,
en outre, «(y), f(v) deux fonctions analytiques de y réguliéres

au point y,, et telles : 1° que a(y4), B(ys), @'(yo) soient respec—
) uvement égaux a 2o, Poy o) 2" que la somme

L (_rO) +A (-"‘.9 J’o, Ze. Poy q.)

- soit différcnte dé zéro, et que, par suite, l’équa@io"ri-(;io) s0it réso-
luble par rapport & r. On se propose d’établir une condition sufii-
sante pour que lintégration de I'équation (4o) avec les conditions
initiales :

s =a (j’)

(41 )
in) p =30y

pour £ = xo
se raméne a l'intégration d’équationy différentielles ordinaires ou
totales; ou, a défaut dz cette intégration compléte, une condition
suffisante pour que, par les mémes moyens, une intégration
incompléte scit possible et fournisse quelque intégrale de (40)
satisfaisant a la premiére des conditions (41).

A cet effet, considérons, en méme temps que l'équation
donnée (40), du second ordre, 'équaticr dw premier ordre

(42) 3 ®(r,y, 3, p;g)=o,

i3

impliguant, comme (40), I'inconnue z : son premier membre esi
une fonction analytique, provisoirement indéterminée, de z, y,
z, p, q, réguliére au. point (Z,, ¥, 3¢ Pos §o ), €t, de plus, afin que
I’4quation (42) puisse étre résolue par rapport & p, assujettie a la res-
‘triction que -~ ait une valeur fondamentale différente de zéro.

En différentiant I’équation (42) tour & tour par rapport & z et
par rapport a ) conformément a Valgorithme des fonctions cogn- -
. posées, nous aurons :

i P
(43) - “-H'd_-i- _+‘dq o,
A I o ‘
(44) 8-9—'1‘,—‘-*";;‘{*'&:0,

multipliant ensuite I’équation (43) par ¢, l’éqnaﬁon (44) pﬁr ~ 8,
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et ajoutant membre 2 membre, il viendra

(43 (rt—s <‘”’ 9®

d@
")o, dy+ o:)"’ (.n ""'«u)“"’
désignant enfin par 2(zr, y, 3, I q) une deuxiéme fonction unaly-
tique, provisoirement indéterminée de z, y, 3, p, ¢, et multipliant
les équations (43), (44}, (45) respectivement par A(z, y, 3, p, q),
X(x, ¥y 3, py ¢), 1, nous aurons, aprés addition, membrz a
membre,

i’r)d

\ (H—s+A')4—( H 9P AP _ 0P ‘“’)

dg ~ 3y 5%

o @ b 0P
(6) " +(25;+07,+P£)
' o ob D P

Si les fonctions indéterminées ®, 2 peuvent, sous la restriction
indiquée plus haut pour @, étre choisies de telle fagon que 'équa-
tion (46) devienne identique a I'équition (4o), cette derniére
sera, au point de vue de l'intégration, une conséquence nécessaire
de l'équation (42), et I'intégrale particuliére de (42) qui répond
a la condition initiale

z=a(y) pour &= x,

sera l'une des intégrales (en nombre inﬁni) de I'équation (40) qui
remplissent la premiére des conditions (41). Si, de plus, la fonc-
tion @ satisfait, quel que soit y, a I'identité

‘b[zh Y, @ (}’), 3()’)7 ‘1'(}’)] =o,

I'intégrale considérée de (42) satisfera manifestement aussi a la

condition
P =@ (y) pour r=ux,,

et sera, dés lors, l'intégraie de (40) qui répond a 'ensemble des
conditions (41).

Cherchons donc, si possible, en vue de l'intégration compléte
de (40) un couple de fonctions, X, @, tei :
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1° Que zj ait une valeur fondamentale différente de zéro, et que
Péquation (46) soit identique a I'équation (40);
#* Que ® s’annule, quel que soit ), dans ’hypothése

Lr=ry s==a(r) p==3r. q==#(0))

18. En exprimant que I'équation (46) est identique a léqua-
tion' (40), nous aurons, entre les fonctions indéterminées 2, @ et
les fonctions connues A, B, G, D, les relations

[ o ob o s
T — — 2B —
—'d[) A (d)’+q ):zB ’

) . dqg 9z ap
47) o (,,Z o I
so + (g =y

PP S o o o
i -— — S — —_— =D —°
Q\(d.r'+1)dz)+ <dy+qdz> Lt

la derniére devient, en vertu des deux précédentes,

Mo ay by
Jp—(z,—m).-,-/\c D)=o,

ou, en supprimant le facteur :__qp,’ dont la valeur fondamentale est

assujettie. a &tre différente de zéro,
(48) St—aBYX+HAC=D=o0.

En posant ¢ = =1, et désignant par ® l'une des deux détermi-
nations opposées, arbitrairement choisie une fois pour toutes,

du radical yB? — AC + D, on tire de I'équation (48)
E=B+4:%;

cette valeur de Z est une fonction de z, y, 3, p, ¢ réguliére au
point (Zg, ¥e, 30y Poy 7s), Puisque, en vertu de nos hypothéses,
I'expression qui figure sous le radical est, ou identiquement nulle,
ou pourvue d’ung valeur fondamentale différente de zéro. En sup-
posant, dans les équations d’identification de (40) avec (46),
2 remplacé par sa valeur, il reste, pour déterminer la fonction
inconnue ® des cinq variables indépendantes z, y, z, p, ¢, le
systéme des deux équations.(47), linéaire et homogéne par rap-
port aux dérivées premiéres de @, et dont tous les coefficients sont



— 200 —
fonctions connues des cinq variables : nous le désignerons
par (I' bis).
Pour que la considération du systeme (r bt.s) puisse condaire a -
Pintégration compléte de Péquation (4o), il faudra que, moyen-
nant un choix convenable de ¢(= = 1), il admette quelque inté-

grale, @, satisfaisant a la double condition : 1° que % ait une

valeur fondamentale différente de zéro; 2° que @ s’annule, quel
que soit y, dans 'hypothése

r==ay. 3==a(y), p=3(y), q .2y

Pour que, a défa_'ng.. de l’.intégration compléte, la considération
du systéme (I bis) puisse conduire a une intégration incompléte,
il faudra que, moyennant un choix convenable de ¢, il admette
‘quelque intégrale, @, telle que 3—:: ait une valeur fondamentale diffé-
rente de zéro. - :

Cela posé, nous étdblirons tour a tour trois propositions, .| bis,
B bis, C bis, ayant pour objet l’mtégrauon, compléte ou incom-
plete, dont il s’agit.

19. Prorosirion A bis. — Pour que Uintégration de l’équaz—
tion (40) avec les conditions initiales (41) se raméne a Uinté-
gration d’équations différentielles ordinaires ou totales, il
suffit que, moyennant un choir convenable de ¢(= =), le
systéme linéaire et homogéne du premier ordre (T bis) [obtenu,
comme il a ét6°dit, en remplagant, dans (47), 2 par sa valeur tirée

de (48)] sott pass‘tf
Effectivement, par le changement de variables

(X=vw, Y=y, LZ=z-—-a(y),

(49) [ Peep—3(y) Q=q—2'),

le systéme (F bis) devient
[2-— ’B'f“(")] +IA+ "(Y)]dQ

P . L ‘ .,
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et la question est alors de savoir si le transformé (50) admet
«(uelque intégrale, ®, satisfaisant a la double condition : 1° que g—:-:

ait une valeur fondamentale différente de zéro; 2° que ® s’annule,
quel que soit Y, dans ’hypothése

X=uwxy Z=0, P=o0, Q=o.

Or, la passiviié supposée du systéme (I his) eptraine celle du
systeme transformé (50) [n°® 7], et ce dernier, a cause de la res-
triction numérique Ay + a’(yo)# 0, a laquelle satisfont les
valeurs fondamentales de «"(Y) et du coefficient A, est résoluble

)ar rapport a ALy
I PP X’ 90
proposition auxiliaire du n® 8 ('), quelque intégrale satisfaisant a
la double condition voulue.

: le systéme (50) admet donc, en vertu de la

20. ProrosiTion B bis. — Le sysiéme (T bis) élant supposé non
passif, pour que U'intégration de l'équation (4c) avec les con-
ditions initiales (41) se raméne & lUintégration d'équations
différentielles ordinaires ou totales, il suffit que, moyennant
un choix convenable de ¢(= 1), le systéme (T bis) soit la
conséquence algébrique d'un systéme linéaire et homogéne
passif du premier ordre composé de trois équations, et tel, qu'en
y opérant le changement de variables (49), le systéme trans-

Sormé soit résoluble par rapport a g, %;, %

Effectivement, pour que le systéeme (T bis) admette quelque .
intégrale remplissant la double condition formulée au n° 18
(in fine) relativement a l'intégration cempléte de (40), il suffit
qu'il en soit de méme pour le sysi¢me passif de trois équations
dont (T bis) est la conséquence algébrique : or, le systéme trans-
formé de ce dernier par le changement de variables (49) est passif

comme lui, et, puisqu’oh le suppose résoluble par rapport a _03’

JX
P IP il ad de 1 ‘e iliaire du n° 8 ('
JZ’ 30’ il admet, en vertu de la proposition auxihaire du n ( )},

(') Voir la note du n* 11.
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quelque intégrale, @, remplissant la double condition : 1° que -5

ait une valeur fondamentale différente de zéro; 2° que @ s annule,
(uel que soit Y, dans 'hypothése

=y L=o. P=o0. OQ=o.

21. Exemrres. — 1. Les coefficients A. B, C, D de I'équation (40)
étant supposés ne dépendre que de z et de y, ct par suite aussi la
valeur de Etiréc de (48), on trouve, pour la condition de passivité
du systéme (T bis), la relation

| ) JB JX\ o
“).(}..——lbb—“-'-( +()J E)Efl
(51) «
d&
' “\ox :h)dq

En vertu de la proposition [ bis, I'intégration compléte de I'équa-
tion (40) est donc possible, sil'on a a la fois, quels que soient x

ety,

c’'est-d-dire
, AN 1} JB ac
B-—\C+D_o.;—;+4)—;u d.l‘+;l-;—‘.

II. Dans le cas ou'A, B, C, D s réduisent a de simples cons-
tantes a, b, ¢, d, I'intégration compléte de I'équation (40) est pos-
sible pour toutes valeurs de ces constantes. Si I'on pose, en effet,
e =1, et que 'on désigne par p 'unc des deux valeurs opposées,
choisie a volonté, du radical numérique \/b’—- ac+4d, I'équa-

tion (48) donne X =b<¢p, et la relation (51) devient pﬂ.—: o.

Si b* — ac + d est nul, d’ou p = o, la condition de passivité du
systéme (I' bis) est identiquement vérifiée ct la proposition A4 bis
cst applicable.

Si b?* — ac + d est différent de zéro, on considérera le systeme
des trois équations

deé ob Lod
E—Cﬁ;;-—(b-‘—xpj— )
P ' JP

b—;:(ap— \ +41—.
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Ce dernier a pour conséquence algébrique le systéeme (I' bis); il
est d’ailleurs passif, et, en y opérant le changement de variables (49),
il devient

P ad

L JP
K—Cw*(!)“":‘o)d—é-()’
9P b Y "y
W+l +"‘—‘( )])p lll+dl )I()(' 0.
97 ="

comme on doit avoir (n°® 17) l'inégalité numérique

Wy o,
0P Jb 9P

le systéme transformé cst résoluble par rapport a P AR & ct la
proposition B bis est applicable.
III. Considérons I'équation
rt—s*—zr<p=o;
on a, dans le cas actuel, A= — 5, B=0,C=0,D=p3, X=¢p,

ce qui donne, pour le systéme (T bis),

\

o a9
Pt riatl ri
JP P /P b
FTA & i PRl

En calculant la condition de passivité, on trouve

aP od

‘F +: ")71 =0;
et, comme cette relation n'est pas identiquement vérifiée, on est
conduit ‘a 1adjoindre au systéme (I bis) ct a considérer les trois
équations simultanées

o,
on C
ob ob ,  ob
o =15 gy
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Ce dernier systéme a pour conséquence algébrique (T bis); il est
d’ailleurs passif, ct, en y opérant le changement de variables (49),
il devient
T
oX
ab -, 9D , . . v gy 9P
7 TNz L — Q= a (V) —ea'(Y)—2"(V)45(Y)] :TQ

= 0,

, . 9P
— [P =~ s,’%(\‘)—-(—{:(Y)]-d—P- =0,

o b

5 + 90 T
comme on doit avoir I'inégalité numérique — 34 + a’ (o) % 0,
c'est-d-dire a"(yo) —ay,) £ 0. le systéme transformé est résoluble

par ra"pport a 3%, ::—(,l;, %:l—:, et la proposition B bis est applicable.

22. Proeosition C bis. — Les mémes choses étant posées qu’au
début du n° 17, sauf en ce qui concerne la fonction $(y), qui,
dans la proposition actuelle. n'a pas a intervenir, pour que lon
puisse, par Uintégration d’équations différentielles ordinaires
ou totales. obtenir quelqu’une des intégrales, en nombre infini,
de l'équation (40) qui satisfont @ la premiére des conditions (41),
il suffit que, moyennant un choix convenable de e(= s=1), le
systéeme (T bis) soit la conséquence a{gébrique d’un systéme
linéaire ¢t homogéne passif du preinier ordre composé de
quatre équations. et résolu par rapport anux quatre dérivées
Jdb Jd b JP
dr’ dy’ 9z’ dq’

On répétera, mutatis mutandis, la démonstration du n° 15.

23. Exemeres. — 1. Supposons que les coeflicients A, B, C, D
de I'équation (40) ne dépendent que de = et de ), et:que, moyen- °
nant un choix convenable de ¢, ils vérifient I'identité -

W W 9,
(52) E‘*'()—);—“);(e\/’ﬂs—~A(‘{AD)=0

c’est ce qui a lieu, notamment; quel que soit ¢, si I'on a a la fois

%g + %l;‘ =o0,B?~ AC+D = n). Le systéme des quatre équa-



uons
odp Lod
Iz =‘:5’7 )
%’:—' (2‘-——‘.’.'5)%,
ob
J; =0
o
Il~(’

a pour conséquence algébrique le systéme (I' bis); il est d’ailleurs
passif en vertu de l'identité (52): la proposition C bis est donc
applicable.

I1. Considérons I'équation
rt—stssA(r oy, zopog)r-~HY (p)=o:
'équation ¢48) donne, dansle cas actuel.
X =eH(p) [;r:i'l].
et le systeme (T bis devient

gl[@+A‘.)(_b ?2 02—0
ap "teg oy 15z 7"

P Ly 4

s

Or, le systéme des quatre équations

b 7 P JP
=0, — =c¢H —, — =0

or — 7 9y op dz " dg

= )

est passif et a pour conséquence algébrique le précédent : la pre-
position C bis est donc applicable.

III. Considérons I'équation
rt—s‘-‘%—iA(.r. Yosp, q)r4oBle y 5. p,og)s =o0;

Péquation (48) devient, dans le cas actuel, X* — 2BX =o0; en
choisissant pour X la valeur 2B, on a, pour le systéme (T bis),

a9 /P P 7 P o
1\(Tq—(w+qd—z->:i’n d—;-—{a[)d—:——"lB;}Z".

LvI. . th
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' ; ] . )b Jb b
Or, le -systétme des quatre ¢é e, % —0. -—o.
)q:‘, y quatre équations Jz 05 Jy 0, Uz o,
« . A . ]
g = o est passif et a pour conséquence algébrique le précédent ;

la proposition C bis est done applicable.

EQUATION LINEAIRE EN 7, S, { DANS LE CAS OU LES COEFFICIENTS
DE CES TROIS DERIVEES SECONDES NE DEPENDENT QUE DES VARIABLES X, ¥.

2%. Les fonctions A(z, y), B(x. y), C(x, »), f(z, ¥, 5, P, q)
étant supposées analytiques, on considerc 'équation aux dérivées
partielles du second ordre
(33) Ae.yyr<4oBiz. v s+ Cor )V s f(e. y, s /v)i q)

Sil'expression AC — B2 est différente de zéro, Uéquation (53
peut étre intégrée complétement, c'est-a-dire avec deuz fonc-
tions arbitraires d’'une’ seule variable; st AC — B2 est identi-
quement nul, Uéquation (53) peut étre intégrée incompié-
tement. c'est-a-dire avec une seule fonction arbitraire.

1. "Nons avons formulé plus haut diverses régles, assurant, pour
des types variés de I'équation aux dérivées partielles du second
ordre a deux variables indépendantes, la possibilité d'une inté-

gration compléte ou incompléte; 'une de ces régles, relative a
Pintégration incompléte, s’applique, notamment, a 'équation

54 ) -2 A(r. vy, 3P, (x) =%

5% r -4 (r.) p-q)s 4+ C(x) ’;o

(n° 16, 1I), qui joue un réle cssentiel dans la question suivante :

Déterminer la fonction p(a) du paramétre « et la fonction

1(#, &) par la condition que les surfaces cylindriques

(f55)v_7 s=ay 4 hlr. )4 pla)
"aient pour envcloppe une surface intégrale dg I’équarion

s==2f(2, y. 3.q).

Considérons a cet effet les fonctions z, ¢ de x, y définies par le
couple des relations

(56) s=qrdiale. )+ plq),
' . ° 0 ,
(57) 0= r‘+d—(]+xl(q),
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ou les fonctions A(z. ¢), n(g) son” quelconques, scus is seule
restriction que l'équation (57) puisse étre résolue par rapport a ¢
conformément aun principe général des fonctions implicites; on
tire de (56) par une différentiatior relative a y,

9z L0k dq
,Ty-.q*}.,[i-i—;-q“rwq)];?

LIRY ~ ), . .
d’ou, en tenant compte de (57), ;—:—/ = ¢. Pour oxprimer que les

fonctions z, ¢, définies par (56) et (57), vérifient I’équation
s=[f(z.y. 3 q),

il suffiz d’éliminer 3—3 entre les deux relations

Jq o an [eh ., 1dq
J;*f(z-.%*-‘i)’ "—W+[3§;+P(Q)Jd—x.

dont la seconde se déduit de (57) par une différentiation relative
d z; la relation résultante,

VDN 1

d*A " —
o ¥ 7z 7,7 35 dgom T (D=0

devra, aprés substitution a 5, ¢ de leurs valeurs tirées de (56)
et (5,7);'étre satisfaite quels que soient x et y; ou, ce qui revient
au méme, elle devra, aprés substitution, i y, z de leurs valeurs
tirées des mémes équations, étre satisfaite guels que soient z et ¢;
il vient ainsi

L :
R e e e

i d(]d.l + (‘1)—-"

Si, dans cette derniére relation, on suppose connue la fonc-
tion p(q), elle devient (le coefficient de ‘):;‘}-",?tam lui-méme un::‘
fonction connue de ¢, x, A, 3—()\1> ;me 'équation ‘aux dérivées par-
tielles .

(58) %‘EFAG(%L N:j—;),,i;;}d—,'i-#"(qho,
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impliquant la fonction inconnue 7. des variables indépendantes ¢, .
Or, équaticon (58) est de méme forme que I'équation (54), ou les

notations
LSooVe S0 pe ogoore s

se trouveraient remplacées par les notations respectives

.y 9% ok ) 0: A
g. .. A d’l, o ‘)7:’ dqu.’l'

En conséquence :

i.a fonction p(¢) étant choisie arbitrairement, on pourra, en
vue de l'intégraticn incompléte de Péquation (58), former une
équatiz2 du premier ordre, impliquant comme celle-ci la ‘onction
inconuue 7 des variables indépenca-tes g, x etdont I'équation (58)
soii, au point de vue de 'iatés-ation, ine conséquence nécsssaire ;

¥ 5 : U » o B Jn
celte équation du prencier ordre, résoluble par rapport a 25’ Sera

ensuite intigrée ave: la candition iaitiale, arbitrairement caoisie,
h=p(u) pour ¢ = une valevr numérique donnée.
La fonction résultante, ).(x, ), qu vérifie I'éjuation (58), se
" trouvera ainsi dépendre :

1° Du choix de la fonction arbitraire u(q);
2° La fonction p(q) étant fixée, du choix de la fonction arbi-
traire p(.x).

Et il en scea de midme pour la fonction 3 des variables z, 3
déiinie, conjointement avec y, par les relations (H6) et (57).

II. Une autre régl: formulée plus haut, et relative égalemeit a
Pintégration incompleéte, s’applique, notamment, a I'équation '

(59) rt—s 4 Alr.y.sopogird 2By sopog)s=o0

(n” 23, 1HI), qui jou: :n role essentiel dans la question suivante :
Déterminer la fonctica p(a) du paramétre o et la fonction
7(B, «) des paramétres 3, « par la condition que le plan mobile

(60o) :‘:zy-*-.’jx-fl(ﬁ.a)-";uz)f
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i ur enveic une surface intégrale de 'équation
ait pour envelopge une {ace intégrale de I'équat
e flm s pogo.

Considérone a cet effetles fon tions z, p, ¢ dex, y definies par
l2 systéme dz¢ rclations

(6:) s==gy L opas A(pog) -p(q),
. d) ,
(6 0=) - dg u'(q),
. N
(62> O x :-)7),

ou l:s Jonctions 4(p, ¢) et 1(q) sont quelconques -ovs la seule
restriciion que les relations (62) =t (63) puissent 2:r¢ résolues par
rappcere a p €. ¢ conformémer au principe général des fonctions
implicites ; on tive de (61), par différentiations,

ds L da]dp , '
’7; = powe e JI—) iz “+ |y 7: — e .L((")

03 ‘{“'dri')p‘l ﬁ:___g_u

G TITE gl

Q,‘ Qr Q.I\

d’'ou, en tenant compte de (62) et (63),

‘3 '}

;}J'_:P» 5:' q.

Pour exprimer que !a fonction 3 et ses deux dérivées premiéres
P ¢, Zéfimes par (61). (62) et (63), vérifient 'équation

s=f{x, y. 5. p, ¢)

(64) d(l =f{x. y. 3, p q)

il saffit de former, en appliquant la régle des fonctions implicites,

N . . . ap '0(] .
les équations qui fournissent -= et -2, savoir :
dx d.or

) din dp A " q
dpdq ox 1 aq? i (q)JT
. o I\ ap A dg

(66) O Fp_‘ 9 rpdt—] 0z’

(65)
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puis d’éliminer dil;) et j—q; entre les trois équations (64).(05). (66),
ce qui donne A
0 1 —f |
AN 9k ey '
| oy aqr TN R P
| o @) [
| dp? Ipdg

Cette derniére relation devra, aprés substitution a z, p. ¢ de leurs
valeurs tirées de (61), (62), (63), étre satisfaite quels que soient
£ et y; su, ce qui revient au méme, elle devra, aprés substitution
a z. y. = de leurs valeurs tirées des mémes équations. étre satis-
faire quels que soient p et ¢; cette substitution n’affecte d’ailleurs
iz la quantité f(x, v, z, p. ¢). Si, dans la relation qui en résulte,
o suppuse connue ia fonction p(qg), on obtient I'équation aux
aérivées partielles

. VRSN Jdrx N\ 0%k

(67) D—p—qui‘_<t)pdq> o (q)ﬁ
G (pgn By
U\ op g ) dpig T

impiiquant la fonction inconnue A des variabies indépendantes
P, g, et o G désigne une composante connue. Or, I'équation (67)
est de méme forme que I'équation (39, ou x. ), 2. p, ¢, I, 8. L.

oA o)
9

A, B se trouveraient remplacés respectivement par p. ¢, 2, o’ 93’

L AR S LY S
;ﬁ, dPT]’ Jé—z' I ((1), G.

En conséquence :

La fonction u( ¢ ) étant choisie arbitrairement, on pourra, en vue
de I'intégration incompléte de I'équation (67), former une équa-
tion du premier ordre impliquant comme elle la fonction inconnue
des variables indépendantes p, ¢, et dont I’équation (67) soit, au
point de vue de l'intégration, une conséquence nécessaire: cette

dan .
(7) y sera ensuite

intégrée avec la condition initiale, arbitrairement choisie,

équation du premier ordre, résoluble par rapporta

A=p(q) pour p = une valeur numérique donnée,
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La fonction résultante A (p, q), qm vérifie 'équation (67), s
trouvera ainsi dépendre :

° Du choix de la fonction arbitraire p(¢);
2" La fonction p(¢) étant fixée, du choix de la fonction alln-
traire p(q).

Et il en sera de méme pour la fonction s des variables z, y

définie, conjointement avec p et ¢, par les relations (61), (62)
et (63).

. L’équation
(68) : r=H{x, v, 3, p. q)
peut étre intégrée incomplétement.

Considérons une fonction z de z, y définie, conjointement avec
ses deux dérivées premiéres p, ¢, par le systéme des relations

(69) 5= gy pre-h(p q)-ag-+b,
, 2N
(70) “:_}’“r‘ga—f—a,
; ar
(71) 0= 7-9;;7

ou ia fonction A(p, ¢q) et les constantes a, b sont quelconques,
sous la seule restriction que les relations (70) et (71) puissent étre
résolues par rapport a p et ¢ conformément au principe général
des fonctions implicites. Pour exprimer que la fonction s et ses
deux dérivées premiéres p. g vérifient I'équation

re=H(x. y, 3, p, q)
ou

0 .
(72) ﬁ =2, 5, 2P, q)

il suffit de calculer par la régle des fonctions implicites la valeur

9Pp Péauat: .
de 5~ et de la porter dans I'équation (72), ce qui donne

a2\ 02 < LD >=+ 1 LEDN
dap? dg* opaq- H(x, ¥, 3 p, q)dq:

= 0.

Cette derniére relation devra, aprés substitution a z, p, ¢ de leurs
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valeurs tirées-de (69), (50), (71). étre sausfaite quels que soient
Z et y; ou, ce qui revient au méme, clle devra, aprés substitution .
a.r, y, s de leurs valeurs tirées des mémes équations, étre satis-
faite quels que soient p et ¢. Si, dans la rclation résultante, on
suppose connues les constantes a et /. on obtient 'équation aux
dérivées particlles

(73) dTh J2A 0:) \? K 2z Jdr JdA tﬂ\_‘_”
M i () K (e ) =

impliquant la fonction inconnue % des variables indépendantes
p- /. et ou K désigne une composante connue. Or, I'équation (73)
‘est de méme forme que I'é¢quation

(74) /'t—:’-}»M (rx. ¥y, z.p, q)r=o.

o Z. v, 3, p, ¢.r. s, ¢, M se trouveraient remplacées respecti-
vement par ¢, p, A )\23, gﬁ, 3—;}2, 00713\)7;' 3—;’1, K; d’ailleurs, ainsi que
nous l'avons fait observer plas haut (n” 23, lI), 'équation (74)
peut étre intégrée incomplétement.

En conséquence, les constantes a et b étant choisies arbitrai-
rement, on pourra, ¢n vue de I'intégration incompléte de I'équa-
tion (73), former une équation du premier ordre, impliquant,
comme elle, la fonction inconnue i des variables indépendantes
P, ¢, et dont I'équation (73) soit, au point de vue de 'intégration,
une conséquence nécessaire; cette équation du premier ordre,

, . JdA e, ..
résoluble par rapport a dg’ sera ensuile intégrée avec la condition

initiale, arbitrairement choisie,
A=3(q) pour ¢ = une valeur numériquc donnée.

L.a fonction résultante A(p, ¢), qui vérilic l’éQuation (73), se
trouvera ainsi dépendre : 1° du choix des constantes arbitraires
«, b; 2° les constantes a, b étant fixées, du choix de la fonction
arbitraire p(p). Et il en sera de méme pour la fonction ‘s des
variables z, y définie, conjointement avec p et ¢, par les rela-

tions (69), (50), (51)-

1V. Revenons i notre énoncé général, relatif a I'équation (33).
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La propriété qu’il formuie résulte du simple rapprochem=nt des
trois faits suivants :

Premier Fatr. — L'équation s= f(z, y, s, p, q) peut étre
intégrée compliciement (1 et 11).

BDruxiime rarr. — L'équation r=H(x, y, 5, p, q) veut étre
trite 2rée incomplétement (111).

Troisiime rarr — A laide 4’un changement de variables défini
par des formules dont la construction n’exige que l'intégration
d’équations différentielles ordinaires, ’équation (53) peut tre
ramenée a la forme

(7%) s=f(r 0. 2p09)

st AC — B? est différent de zéro et a la forme
(76) r=H0(r,y, 2 p, q)

st AG — B? est identiquement nul,

Premier cas : AC — B25£0. — Si A et C sont a !z fois .denti-
quement nuls, B est différent de zéro et V'équation (53) a d’elle-
méme la forme (75). Si quelqu’une des fonctions A et C, par
exemple A, est différente de zéro, opérons sur I’équation (53) le
changement de variables, provisoirement indéterminé,

xl:?('tf.y)’ )”:4‘(1‘,)’),

et désignons par p/, ¢', r', s'. ¢’ les nouveiles dérivées premicres et

secondes de l'inconnue z; en écrivant que I’équation transformée
ae contient ni »', ni ¢, on obtient deux relations qui assujettissent

les rapports I, :}'75 a vérifier 'équation quadratique
7y Yy

AUT L BU +C=o:

les racines de cette équation étant dislinctes, cn pourra assigner

{ _ ) en p 8
pour ¢, ¢ un couple de fonctions dont le détermirant différentiel
soit différent de zéro.

Deuzxiéme cas : AC— B? = o (identiquement). — Les deux
‘fonctions A et C ne peuvent étre a la fois identiquement nulles,
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car alors B le serait aussi; supposons, par exemple, A< o. En
écrivant gue I'équation transformée de (53) ne contient ni s/,
ni ¢'; on obtient les deux relations )

77 A (&\2 + 2B q’__:l‘ +-C=o0

(// d{f/" qu )

(78) AEEan(oiicay
Yy Py "Py' y

, . . 0y . .
I'éguation (77), quadratique en 3%, admettant la racine unique

¥

t . , , . . o
— +» €t celle-ci, transportée dans l'équation (78). la vérifiant
identiquement, on pourra, comme dans le premier tas (et avec un

degie de généralité plus grand), assigner pour ¢, ¢ un couple de
fenctions dont le déterminant différentiel soit différent de zéro.



