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SUR LES LIMITES RADIALES D'UNE FONCTION HOLOMORPHE
DANS UN CERCLE.

PAR M. JULIUS WOLFF
(I t rech t ) .

MM. Lusin et Priwaloff ont construit des fonctions f(z) holo-
niorphcs pour | z \ <; i et telles qu41 existe un ensemble E (Targu-
ments 9, de mesure 271, pour lesquels

liin/(r<5^) = o ( 1 ) . ' l

r^l •

Aiin de donner une petite extension ace résultat, nous allons mon-
trer qu^on peut faire en sorte que, pour tous les arguments (p de E,
la fonction tend vers zéro pour /'-^i, à rapidité donnée d'avance.

En effet, nous démontrerons la proposition suivante :

Soit donnée une fonction croissante ^(^) de la variable
positive x^ ^ ^oo pour x->x/ (<> croissance aussi rapide qu'on
le veut). Alors il existe une fonction f(z) hôlomorphe pour
\ z [ << i et telle que pour un certain ensemble E d} arguments 9,
de mesure 27:, on a

\'^^(———}.f(re^)=o.
r>l \ 1 — — / /

1. Donnons-nous une suite de nombres positifs

I> S l> 22>...>£»-^

et une série convergente de nombres positifs

Tn+^2-^ . . . , y / i < i (/i = i, 2, ...).

Posons pour k == i , 2, . . .

( /•, =!-£,,,

v / > R<.=I—£2^,.

( I) Annales scientifiques de V École Normale supérieure^ t. 42, 1925, p. 147.
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Soit fik le plus petit entier satisfaisant à

. / /'/.- \ / ' A ^ i( • 2 ) (iïï) ^•'u'
et posons

•\
K^'

(3) A/,

Alors

( . 1 )
I A A Z ^ | ̂ 3 pour ! 3 | ̂ RX, .
! A/ z'^ | ^ r^. pour [ 2 ; ^ /^.

Le produit iniini
•o

' /(^-{"[(i-A/,^)

converge uniformément pour | ^ | ^ p < < i , p fixe, parce que à
partir d'un certain -k on a p^ / 'A , donc [A^'AI^T^. Tl s'ensuit
quey(2) est holomôrphe pour | z \ << i .

Les zéros du binôme i —A^7^ sont tous situés dans la cou-
ronne rk< j ! << R^, à cause de (4 ). Remarquons maintenant que,
(3 étant un de ces zéros, on a

C 1S i— \/,•zHlt \ ^> — pour z — p| -= ——— =.= p/,-,
fl k -L '

nW

c étant une constante positive.
On a

<6 ) ?/i~ —7 pour k infini.
n-f,

L'inégalité

( 7 ) 1 i—A^i-1 >-c-
'//-

subsiste hors des ^ cercles '/A de rayon p^ et ayant pour centres
les fifs zéros de i —A^^*.

Les relations ( i ) et (2) conduisent à

log —
(8) tïk^ '—————— pour k infini.

^k—^k^-\

De (6) e t (8) on conclut que la série ^S/iApA converge, et parce
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que, pour k infini, les modules des zéros de i — A ^ ^ A tendent
vers un^ nous trouvons que les angles, sous lesquels on voit de Fori-
gine tous les cercles y^, forment une série convergente. Il en
résulte qu^il existe un ensemble E d^arguments 9 de mesure 271 tels
que le rayon d'argument 9 ne coupe qu\m nombre fini de ces
cercles y^ au plus.

Soit OA un tel rayon 5 alors OA contient un segment BA, qui
ne coupe aucun y / s - Soit z un point de BA et

(9) ' ''//< ' s! --- /•S/-/ ,-M.

Alors les relations (4)^ (7) et (8) donnent
< p - \</(3); •—: i — ^ ^ ' - p . rii i — \^t i . rT ! i — A x - ^ - i >

X---1 k=p+i

>^- l^^o-y^>^2p(£2^£2/" l)?1 1 1 . \ {0^—̂p
d étant une constante positive.

Choisissons

^fd-T). ( ^ ==•'^>••.)•
Alors log— '^ 2 logjy pour p infini.

On a donc

(10) |/(^)|>(£^--E^-M)^,

^

h étant une constante positive.
Donnons-nous maintenant une fonction continue, positive et

croissante y = ̂ {x) de la variable positive x (croissante vers Pin-
fini aussi rapidement qu^on le veut).

Soit x = ̂ (y) la fonction yivcrse, donc
^ {4> (y t j = y :

- IAÂ
Choisissons pour £^ - £^< leplus grand des deux nombres e l

61 ï(T) ' ̂ k -i) (^^^ 2 ^ ' - ) ( 1 ) -
———————————————————————y—————.—

(') Sans nuire à la généralité on peut supposer «ï»(i)>i et Ve * <i, de

sorte que l'on peut substituer les e^ et e,̂ ., d.ins (i). ~
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Alors

(il) . £ / ^̂ (Â)

s^^<J—r'
De ( i ) et (9) il résulle

Donc à cause Je ( i i ),
<l*(%/?-r^)^ —l-

^{< l>(^-T-2) l ̂ ïp 4-^^ (7^)-

L inégalité (»o) devient maintenant

\f(.)\>^>^^-^,
>(Y—!—^ tendant vers rinlini pour r tendant vers un, nous trou-
' V t — / ' / •
vous que, si <p appartient à un ensemble E de mesure 27:,

,,.) i^|y(,^)(.^{^)j-•<•^t••;4(,--7•;i I:=x-

î2. D?ins le paragraphe précédent nous avons construit des fonc-
(ions, holomorphes dans le cercle unité, tendant vers Pmfini sur
une plein0 épaisseur de rayons, à rapidité donnée à Pavanée.

11 s'agit maintenant d'en déduire des fonctions ayant la même
propriété, sans s'annuler en aucun point.

Pour chaque zéro (3^ du binôme i—AA^ exécutons la cons-
truction suivante :

Traçons les deux rayons

(i3) 9=== argp/.-t \i.k- ^x^—a» • • • •

Diminuons le domaine | ^ |S i en omettant les n^ domaines

/•/< '• <i, "rg?/. — (^ < ? < arg^-h ̂ .

Nommons AA le domaine restiint. Les /IA zéros (3^ de i—^A^s"*
étant entre les cercles 1 z \ = /'A et ^ == RA» la fonction

log|i-A,3^-| '

e^t-harmonique dans^A. Ce domaine fêlant simplement connexe
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on peut trouver une fonction a^, harmonique dans tout le plan
fini et telle que dans A^

(l4) [log| I-A^t 1 - ^ - 1 <^«

(r

La série ^.^A converge uniformément pour \z ^ p ^ i , car à
Â-=I

partir d^im certain A-, le cercle j ^ \ ̂  p est dans A^. La série
oc

^log| i — A / , 5 ^ 1

étant imiformément convergente, la série VM^ l'est aussi, à cause, isx aci ic yj ^-n * ^'a*' «"as»»,

A = l

de(i4).
Donc pour | z << i la fonction

u(z)=^UkW

k==l

est harmonique. Soit^(^) conjuguée à u (z)^ donc u ( z ) - } - i v ( z )
holomorphe pour [ z \ << i .

ao .

La série ̂  ^ étant convergente, il suit de ( î3) qu^l exista un
A-=I • . »

ensemble F de valeurs de 9, de mesure ATT, tel que le rayon s = re^,
o<r<i est dans AA à partir d^un certain À, dépendant de 9. Les
ensembles E et F ont en commun un ensemble G de mesure 2îr.

Soit OA un rajon dôsit l'argument 9 appartient à G. A partir
eTun certain k on a la relation ( i4) pour tous les points de OA,
donc

^>gl/(2) — U ( Z ' )

est bornée sur OA.
Donc à cause de (12),

Donc

lim 4(r^')—log4/ f— 1 —) =—<o.
r>l ( \ I —— r 1 1

lim } log | e^^1 ! — log^ ( —I— ) { == -+- oo,
r>l ( ' \ I—— r 1 ]

——^(T^)lime-"-^' ̂  ( ——— ) = o.
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La fonction ç-"-*'' étant holomorphe pour | z \ < i la proposition
énoncée au début de cet article est démontrée.

3. Comme dans l'exemple de MM. Lusin et Priwaloff l'ensemble
G est de la première catégorie : réunion d'une infinité dénom-
brable d'ensembles non denses.

Nous pouvons démontrer qu'il en est ainsi toujours.
En effet, soit f(z) holomorphe et non identiquement nulle

pour | 3 [ <^ i et
lim /'(re^) = o
/•>i'

pour les valeurs 9 d'un ensemble G de mesure STT. Nous allons
démontrer que G est de première catégorie.

Nommons E,, l'ensemble des valeurs de 9, telles que

'; -,';-"il>«./!(-.)•
n étant un entier positif et M un nombre positif arbitraire. E,» est
un ensemble d'intervalles, ou vide. Je dis»que l'ensemble

x

.̂  E,̂  =i H î
It rr ni

est partout dense, pour chaque valeur de m. En effet, dans le cas
contraire j / i serait bornée supérieurement sur des arcs

r==î~^î n=tn,m-^\, ..., 9'<?<?", ?' et ^ fixes.

G étant de mesure ^STT, on peut supposer que 9' et ^ appartiennent
à G. Alors [/(s)1 est bornée sur les deux rayons OA' et OA"
d'arguments 9' et 9", donc aussi dans Je secteur OA'A".

Mais dans ce cas noos savons que l'ensemble des valeurs de 9,
pour lesquels lim/(r^) -= o, est de mesure nulle ( ' )^ Cette con-

r ^ 1 '

tradiction montre bien que H^ est partout dense.
Soit

H m H , « = H .

( l ) Théorème des frères Hiess (Congrès de Stockholm, 1916) .
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Les points dé H sont étrangers à G.
H étant l'ensemble commun (Tune infinité d'ensembles d'inter-

valles partout denses, donc un résiduel (selon la terminologie
de M. Denjoy), G est de première catégorie.

Remarquons que nous avons même montré que, si une fonc-
tion/^), holomorphe pour ! z- K i. tend vers zéro sur un ensemble
dense de rayons, | z \ tendant vers un^ les rayons sur lesquels / (^)
est bornée ont des arguments dont l'ensemble est de première
catégorie. En effet, eh notant H^ l'ensemble H correspondant
à M == A', on n'a qu'à remarquer que l'ensemble commun des rési-
duels H^, k = \. a, . ... est encore un résiduel.

LVI ^


