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SUR LE MOUVEMENT D'UN SYSTÈME SOUMIS A DES FORCES
A COURTE PÉRIODE;

P \ H M . P. FA T O I .

I , Considérons le sys tème s u i v a n t d équations différentielles que
nous supposons du second ordre pour simplifier l'écriture

. (IT ../ t \
1 •,7,-A-;• •)•
1 //)- / / \f , / / =^,.y,;>^,

et dont les seconds membres soiil des tolu'tions périodiques, de

j ) é r i ( ) d e 27:. de ̂  c des i^ i idn i \\\\ pdnmietre teel que nous ferons

tendre vers zéro. j \ < ) i i s . i dn i e l l rons de î ï ins (iue ces seconds membres
.sOllL develo |)()<d)Ies eii séries de Foiirier

/( ./•, j-, t > -= A 0-4- A i ces- -jr- Bi " in - -^ . . .4- A^ cos p— ^- B^sin/^^ -1-. . .,

^ (^ • , (, / ) =: C.,-(-Ci œs - ̂  Di s in -; •4-. . .-(-C^<-os ^- 4- D,,sin/?- -(-...,

les A. Ik C. I ) e l d t i l des louchons de / . )'. s q u i <idme(tenl des
dérivées (^•(^inieres con l in i i e s j ) < n r tn) j )or l à ./ et Y lorsque ces
v»mal) les restent d î i n s !e d o i n d i n e dénni p < i r les inepiditési r1

! . / • ( , — (t ^ ./• ^./•u-4- c/ ,

(.^) .^u—^^^^yo-t- ^
1 (^ào-

Nous sup[>oserons enl in que pour ces v ideurs de r. )', s, jes séries

t A o ( 4 t , \ ^~( - |BA-( - . . . -+- iA/ , l<H]^ !+- . . . .
( C o l + ^1-^|D, |-^. . .^ |C^-HD^4——

sont uniformément con\ er^enles et au p lus égales au nomJ)re fixe M;
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que de même 1rs séries

à^ à^ àB^
-^ + ^r- ^•••+ ^ -^•-

^Co àCt . . ^C,,
-̂  + ^ +•••+ -̂  + • • •

sont uniformément convergentes et au plus égales à H. Dans ces
conditions les équations (i), satisfaisant aux conditions de Lip-
schilz, admettent un système de solutions unique prenant les
valeurs ^'o, ^'u pour t=t^ ces solutions étant définies tout au
moins dans l'intervalle ( ^ o — -.» <o4- — ) » — c désignant le plus
petiî. des deux nombres a et h - — , et pouvant s^ohtenir notamment
par la méthode classique d'approximations successives, en prenant
les constantes .^0 et yo comme valeurs de première approximation.

Je considère maintenant le système (3) d'équations différen-
tielles

w
dxi ax

\ -a-^o^^6)*

<^==Co(^^

qui s'obtient en réduisant les seconds membres de (i) à leurs
valeurs moyennes par rapport à ( dans l'intervalle d^une période
( /o? ^o-h2^0)- et ^i^t ^i? y\ l08 solutions de (3) prenant les
valeurs j^o? J'o pour t = t^\ elles sont définies tout au moins dans
l'intervalle

/ c c \
[^-^^wj

qui contient l'intervalle

(^-M^+M)
puisque Mo^M.

Revenant au système (i) je suppose que, pour calculer les solu-
tions (.p, y) par la méthode d'approximations successives, je
prenne pour valeurs de première approximation au lieu de (^Co? Vo)
les solutions (JCi , r^ ) du système (3). Il s'agit de montrer que ces
approximations convergent toujours dans le même intervalle

/ c c \
V^îT ^M;
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et de trouver une limite supérieure de \x^—x et | y < — y j . On
constate d^abord que x^ y^ substitués à x et y, vérifient bien les
inégalités (2 ) ; il. suff î t de se reporter à la démonstration de
M. Picard pour l'étude de l'algorithme considéré ici, et qui nous a
fourni ces solutions (x^ y\ ) , nous supposons bien entendu que (

reste compris entre t^— « . e t ^o4- vf' En appliquant ensuite les

relations

.r2—^o= I f\^i^y\,-^ £)^,

^ i / t \y^—y^ f ^(^i-yi, ;» eK^
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .y

r 1 i t '
'^n — ^'0== I f ( ̂ n-\ < ^'7?-1 î ' ? £ ) ̂ ?

y^ — y ^ j g ( ̂ /<-i, .r»-i, -^ 2 ) ̂ S

on voit de proche en proche que (^3, y^), (^3, ya)? • • - (^/î? y/i)
restent toujours à l'intérieur du domaine défini par (2) , lorsque t
varie entre les limites indiquées.

Evaluons maintenant la différence x^ — x\. On a

r r r t t./•2— ,ri== y A i ( . r , , yi, £ ) c o s ^ Bi (^ i ,y , , £ )s in-^ ^. . .

"}-A^(.ri, yi. £)cosp g ^- • • <r^-

Intégrons par parties, en écrivant simplement Ap et By, au lieu do
A^(.T(, Vi, s) et B^(.ri, yi, s). Nous obtenons

r. . t .. ^ A » . ^ Bn /?^ 1^^,— .n == £ Ai s in- — Bicos - -^...+ —/- sin — — — c o s — - ^ . . .
I e £ P £ P Ê, J / o
f ^ r / ^A i .̂ri dAi <yyi\ . <

-\( K^-TTÏ-^^-^}5 1 1 1^4--"

_if^^^^ r fp^eos^4-...^^
/? \ .̂ri < l f (îji dt I s j
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La parlie tout inlégrée est évidemment inférieure en valeur absolue à

e [ 9 . j A i | - ^ - % B, l -h. . .-h ï ; A^ | -»- 2 | B^ | 4-...]

et par conséquent inférieure à a e M .
Quant à rintégrale qui multipUe £ au second membre, on voit de

suite, en tenant compte de ce que

dt
11 < M »

dn
dt

< M ,

quelle est inférieure en valeur absolue à

% j t^-to\ HM,

et comme [ t — <o | ̂ st supposé inférieur à ,- » on a finalement

i ^i—^i I < 2 e ( M 4- H).
On aura de même

l y î - y i l < î e ( M + H ) .

Nous avons ensuite

^-^^'[/(•^^l'6) -/(^'yi.j'6)]^

Comme les dérivées premières de / par rapport à x et y sont infé-
rieures à H en valeur absolue, on peut maintenant appliquer la
démonstration classique de M. Lindelôff (voir PICARD, Traité
(V Analyse^ t. III, Chap. V, § 1). On obtient ainsi

1 ^ 3 — ^ i l < f H[ |a- ,—.ri j 4 - ! y 2 — | l ^ < 4 e H ( M - 4 - H ) | ^ — ^ o S .
*•' fy

et de proche en proche

; ^<H[|^-^|+|y,-^i]^<8sH^M+H) (-i--^,| x^ — x^ \ <
*/^» 1 . 3

/l^ t T N [2H 1 ^ — — — < 0 | ]"| X,^ï— Xn^ i < 2£(M 4- H) l———1^———^-j-

ly^-.y^ i < 2 £ ( M -4- H)1 2" ̂  ~ ̂  ' ] / < .
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ce qui montre que les séries ayan t pour termes généraux

| •r/t-+-l— •^+-1 | et jv^—j^i (

sont uniformément convergentes quand < varie dansC'hihTNalle

('"-fr'"^)
et E entre o et i . On en déduit que jTn et yn convergent respective-
ment vers les fonctions l imi t e s continues x et y qui sont les solu-
t ions du système ( i ) pour les conditions ini t ia les ( , /-y, y^}. On
obtient de plus une l i m i t e supér ieure de | ̂  . / , [ et |y ) - , L à
savoi r

|.r—.ri 1 <2:(M -'r- H)^^-^,

et celle expression étant le produit de e par une fonction bornée, il
s 'ensuit que \x - - . r , j tend uniformément vers zéro avec e; de
même pour r — 1 ' , |, de sorte que jf et y ont pour limites les
solutions du système (.^) qui correspondent aux valeurs init iales
(^o* ; ) ' o ) < ' 1 à la valeur £ = - = 0 du paramétre; du moins il en sera
ainsi pourvu que les fonctions \o(J", y^ €) et C<»(.r, r, £ ) admet tent
chacune une dérivée continue par rapport a £ ; c'est ce qui résulte
du lemme de Poincaré et de la démonstration qu'en donne
M. Goursat dans son Cours d'Analyse (t. III, Chap. XX III,
§ 489-A61). En enet d'une part x\ et y< ont pour limites les solu-
tions ç, y; du système (3) qui correspondent à £ == o, en vertu do ce
lemme de Poincaré ; et d'autre part les différences .r, — x et ) '< y
tendent uniformément vers zéro avec £ diaprés la démonstration
faite plus liant. On peut remarquer d^ailleurs que si Ao et G( sont
des fonct ions liolomorphes de £ pour £ == o, les difTérences x\ —• 'i
et y\ - ' f } seront elles-mêmes liolomorphes en £ et par suite de
l'ordre de £. Donc les différences .r—Ç et y r^ sont encore de
Tordre de £.

Une autre remarque importante est la suivante. Supposons que
les coefficients non constants des séries de Fourier qui repré-
sentent / et ^. autrement dit A(, B^ G,, D,, . . . . \p, Bp, . . .
soient multipliés chacun par un même facteur constant p.. En se
reportant au calcul de x^ etj-g fait plus haut, on constate aisément
que \x^ --^1 [ et ' y ^ — r , \ contiennent p. en facteur et que Fon



peut écrire
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x.î—x^ \ < -ie^.(M 4* H),
} ' 1 — — } ' \ < ïi^(^î^ II).

Ce même lac leur p. se retrouvera dans l'expression des limites
supérieures des quant i t és | . r ,^,—.r, , . ,r,,4.i —.r, ,1 pour ^ = = 2 .
3, . . . el 1 ou aura par su i te

./• — , / i )
<,' • > ' J L £ ( M -^-H ) e2"^ ^ .J .

J — J ' i 1

Si doue ^JL el £ soûl chacun 1res p e t i t s les différences x - ,r i .
y —y, étant de l'ordre de ^£ seront souvent négligeables dans le.s
applications.

Un cas encore plus particulier est celui où les quantités A ( ,
B|, . . ., \p, . . . contenant toujours le f ac t eu r |UL, Ao et Go sont
respectivenient de la forme ao+^a(.r, y, s) et ^^^-^('^î )'. £).
09 et YQ étant des constantes; les dérnées Dartielles de toutes les
quantités A, B. C, D, y compris Ae et Go. contiennent alors JUL en
facteur et l'al^oritlime d'approximations successives montre de
suite que x^ — r, , y.^ —y,., x» — x^ . . ., Xn^.\ -— x^ sont respec-
tivement divisibles par pi, JUL, p.2^ . . ., ^./(. . . . .; t*n vertu des iden-
tités

.Fn — J =-- ( ̂ n-- .̂ 4-1 ) -h ( A',,^j — X^ ) -+- . . . .

^t—r == (,r»—^n-n) -4 - ( yn^ i—yro4 -2> . . . »

les premiers membres sont divisibles par u", puisque les séries
convergentes des seconds membres ont tous leurs termes divisibles
par ̂  ; on en déduit que x^ — x et y/, y sont de Perdre de |Ut"£.
Cette remarque trouve son application en mécanique céleste, les
équations différentielles que vérifient les éléments elliptiques d^une
planète étant précisément de cette forme (Lagrange, Jacohi).

2. On peut faire à la démonstration précédente l^objection
qu'elle ne s'applique que pour les valeurs de t comprises dans

l'intervalle ( ^ o — » t > ^"^'M) ou ^es ^pi'̂ i'̂ tions successives
convergent, intervalle moindre en général que celui d'existence, de
continuité et d'unicité des solutions. Il est facile toutefois détendre
la démonstration de proche en proche. Remarquons que les valeurs
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des fonctions x. r, J . - i , ;r, pour t -^- to dépendent en général de s et
diffèrent par des quantités du premier ordre en e des valeurs cor-
respondant à c = o; cela résulte pour x^ y, , du lemme de Poin-
caré (voir la démonstration citée de M. Goursat), en admettant la
continuité des dérivées de A() et Co par rapport à £. Nous devons
donc, pour étendre le résul tat du paragraphe 1, considérer pour les
systèmes ( i ) et (3) des condi t ions ini t iales de la forme

Mo = .̂ 0 -1- a £
^o =- YQ ^ ?e

^ ( MO= .Pô—a c-,

( ^o ^yo^-p^

^ Pî a^ P' étaIll des ( juanl i lés l)ornées (< / en valeur absolue).
Pour que la méthode d'approximations s applique aux systèmes ( i )
et (3) avec ces valeurs init iales, il faut supposer

/ / • ^ c ~ u c
^-/o,<-^-, E< ^

c et M gardant leurs s ignif icat ions. Adoptons les constantes ini-
tiales (UQ, ^o) pour ( i ) , et ( / / ç , ^) pour (3), et soient (x, y),
{ x ^ ^ y\) ^s intégrales corres|)ondantes. Bien que les différences
•̂  — x^ y\ ~ y w soient pas nulles initialement, mais égales à des
quantités de l'ordre de e, on constate .que la démonstration du
paragraphe 1 s'applique avec des changements insignifiants, et que
par suite x -- ^P|. y r, sont encore de l'ordre de £.

3. On peut arriver au même résultat pur une méthode qui a
l'avantage d'être indépendante de tout procédé de calcul employé
pour obtenir des solutions ./•, )-. .r,, ri . Admettons que lorsque t
varie dans l'intervalle borné I , x^ r, x\, n restent toujours com-
pris dans les intervalles (J-o- a, j-o-h a) et (yo— b, yo-h b) où
sont vérifiées les conditions de continuité de certaines fonctions
ou de convergence de certaines séries exprimées au début du para-
graphe 1. On a alors

^-^-^/(•r^r, ̂  E^//, y ~y^f S^^y^ ^jdt,

r' r 1
X^—X^i Ao0i,^i,£)<^, y ^ y ^ i ^{x^ ̂ , £ ) dt,

~ ^ *y/-
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(Toù par soustraction

,r—^== f [Ao(^,jr, £ )—Ao( . r , ,y i , i)}dt
*"<0

-4-^T^^cosÇ B^sin^l^

rI [Co(.r,r. s)-Co(^i.^i, £ ) ]^r — ri ==

C« cos^ -+- D« sin^ | ̂ .-r ̂ <'/ £ s i
_ ^ ^ 1

Nous pouvons intégrer terme à terme les séries uniformément con-
vergentes des seconds membres et effectuer d^autre part les inté-
grations par parties déjà utilisées. La partie tout intégrée de x — x\,
à savoir

.[^(A,.,.,-;-B,»e-')];_

est inférieure en valeur absolue à 2êM. D'autre part l'intégrale

e r'f/à^n dx rfA,, ày\ . pt
~pJ. [{^Tt^-SÎ-ài)^

• _t^d_^à^à_\p^
\ àx dt ày àt J e J

est inférieure en valeur absolue à

cM Ç }-
J ^ P

£ M / - l l l ^/ p\\ àx
àQp
àx

à^p
ày

àB
àyn \dt.

On obtient donc

^—^1= / \^x, y, £)—Ao(.ri,yi, e ) ] ^4 -eP
»//.

avec
P < 2 M + 2 M H ( ( — / o ) ;

P est ainsi une fonction continue de t^ qui ne possède pas Y égale
continuité quand e tend vers zéro, majs qui reste bornée quand e
et t varient dans les limites indiquées. On obtient un résultat ana-
logue pour y — >'i , de sorte qu'on peut écrire

y—y^ Ç [Co(^y, <0—Co(.n,.ri, e)]^4-cQ.
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Q a^yant une signincalion analogue à P. En remarquant maintenant
(HIC AQ et Co ont des dérivées partielles du premier ordre bornées
par rapport a ,r et y. on déduit de là

.^—^,- f [E(.r—.r,)-^ ^(y-yi)]^-^ ^
î,

y—^ i - / [ E ' { ^ — , ^ ) - ' r - F ' ( y — y , ) ] < l t - r - . ( ^
^ IM

on en po^.uit ,r - J i --= / / . Y - -y, == F •

f( == ^ < E ^-+- F p}û^ s 1\
^u

r = Ç ( E ' u -T- F'P)^ -h £(,),
t ^

E. F, !.. I ' ' dcs'ioncnt comme P et Q des tondions cont inues de ^,
d'ailleurs inconnues, mais bornées pour les valeurs de / et de £
considérées. Si 1 on regarde ces six fonctions comme données, les
équations précédentes, qui sont des équations différentielles
linéaires, peuvent aussi être regardées comme des équations inté-
grales linéaires du type de Volterra à dtiix fonctions inconnues //
et c. Posons

u - e li. v == eV ;

h» facteur i d isparaî t < * t il v ient

l =^ f ^ K V -(-F \ } d t ^ r ¥ ,
^/o

V =-- f (K l ; ̂ ¥'\ )dt^-Q.
Ji»

On sait que ce s^ sterne admet une solution unique qui s'obtient
par un algorithme d'approximations successives (COURSAT, Cours
d\\nalyse, t. III, Chap. XXX, §348). Comme E, F, . . ., Q sont
dés fonctions bornées, l'algorithme de Volterra conduit à des solu-
tions bornées pour les valeurs considérées de f et de £. Il s'ensuit
que u == x — .r, == e U et v =y —y, === eV sont bien de l'ordre
, ,- ,. .., . . ^Ao à\.o àCo àGe 4de e. Lnhn on vériliera aisément que si - ,—> -j_ f -^> • » • » A,,
Bi. . . . sont tous multipliés par un facteur .̂, ce facteur se retrou-
vera dans E, F. P. E\ V\ Q et par suite <ians U et V; mais ce
résultat est moins précis que celui du paragraphe 1.
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Observons encore que les démonstrations qui précédent restent
valables, si les tondions Ao et Co dépendent explicitement de ( et
sont, par exemple, des fonctions périodiques de t de période indé-
pendante de s. ou plus généralement des fonctions de x^ y, t^ s,
continues ainsi que leurs dérivées premières pour o^e^i P) .Enfin
il est clair que les résultats s'appliquent a tout système analogue
<îe n équations différentielles du premier ordre a n inconnues.

4. Il peut être commode d ul i l i^er dans les questions de ce ^enre
le principe d Arzela concernant les suites de fonctions egalemait
continues d une \ aria blé réelle, et (pu .sert de fondement à de
nombreuses recherches modernes concernaul le calcul des varia-
tions. Bien que son emploi ne soit pas indispensable ici, indiquons
néanmoins comment il condui t a tromer les fonctions limites des
solutions du système ( i ) quand on fait tendre £ vers zéro. Consi-
dérons un système de solutions de (i). bien déterminé lorsqu'on se
donne £, et variant avec celte quantité; supposons de plus que,
/ variant dans un certain intervalle 1, le point (.r, y) reste toujours
à l'intérieur d'un domaine tel (pie les seconds membres des équa-
tions ( i) restent inférieurs en valeur absolue à un nombre fixe M,
indépendant de s. Dans ces conditions les solutions considérées
./•(^, £ ^ , y(^. £} possèdent l'égale continuité au sens d^Arzela,
puiscjue leurs dérivées premières sont inférieures à M en valeur
absolue; si l'on donne à £ une suite quelconque de valeurs, en infi-
nité dénombrable. et tendant vers zéro, de cette suite de valeurs on
peut en extraire une autre telle due les fonctions correspondantes
./;(n, y ( f ) tendent uniformément vers les fonctions limites Ç ( < ) ,
y î ( / ) ; l'une de ces fonctions peut être la constante infinie, circons-
tance qui ne se présentera évidemment pas si les fonctions x ( t ) y
}'(/) sont bornées dans leur ensemble pour / == /y . En nous plaçant
dans le premier cas. nous aurons

^<>-^o»-liiny\/(^',I, ^dt,

• r ^ t ) — V<o) =•\in\ j g^ j ' . y,—,-^dt.

( ' ) On peut supposer plus généralement que les A , B , C , D sont des fonction»
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Si l'on suppose (pic, dans le domaine de variation considéré
pour le point (.z-, y), les séries

s?^==1 P
à^
àjr

à^,
~à~r ~\} • • • • tr,[

/ /=!

àGp

~¥
àûp
~ôV

soient uniformément convergentes et moindres qu'un nombre
fixe H, rinté^ration par parties déjà utilisée au paragraphe l
montre que les fonctions l imites Ç ( ^ ) , ' n ( t ) vérifient les équations
différentielles

(4)

^
c/t == 0(^ Th o ) î

^ = Co(^ -^ o),

qui sont par conséquent les limites, pour s tendant vers zéro, des
solutions du système ( . î ) qu i correspondent aux valeurs initiales

So^/o), ^o=ï î ( /o) .

Ce mode de raisonnement diffère peu de celui du paragraphe 3,
mais nous n'avons pas supposé ici que les qualités ^(4), y ( t o )
soient indépendantes de e.

Supposons en par t icul ier que les équations ( i ) admettent des
solutions périodiques de période 27T£, et telles que les valeurs cor-
respondantes de x et de y satisfassent constamment aux conditions
de continuité ou de convergence que nous -connaissons. Les fonc-
tions limites des fonctions ,r(/), r(f) sont nécessairement des con-
stantes, car la condition

v(t—-i'/.r^)—a"(<)==o,

où À est un entier arbitraire, a pour conséquence en passant à la
limite

S ( < -rQ--^)=0.

où t' est arbitraire, puisqu'on peut choisir 7 de manière que

J t ' —— î X î C S I ^ 772.

de x , y , t , z , continues par rapport à ces variables, même pour e==o. Aux
hypothèses déjà énoncées on devra ajouter celle de la convergence uniforme des

vi i dk \-\ i dD , . „ . ,séries ^ — _P. » • • • » ^ - __P ; les modifications a introduire dans les
^
dt P\ dt

démonstrations sont insignifiantes.
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II suit de là que Ç ( < ) est une constante, de même que ^ î ( < ) . D'ail-
leurs £ et YÎ vérifient les équations (4). Par conséquent les trajec-
toires fermées, correspondant aux solutions de période 27:5 du
système (i) , si elles ne s'éloignent pas à l'infini, tendent vers des
points fixes (a, b) dont les coordonnées vérifient les équations

Ao(a, b, o)=:o,
Co(a, b, o) == o,

et sont par conséquent des solutions constantes du système (4).
Nous dirons, par une analogie mécanique évidente, que (a, b) esl
une position d'équilibre pour les équations (4) . Ces positions
d'équilibre sont généralement isolées; elles peuvent ^ussi former
des lignes, ou, dans le cas où l'on aurait affaire à un système diffé-
rentiel d'ordre quelconque, des variétés a plusieurs dimensions.

Donnons-nous inversement une position d'équilibre pour les
équations (4) et recherchons si ce point ne serait pas limite de tra-
jectoires fermées représentant des solutions périodiques du sys-
tème (i), avec une période évanouissante 27re. Si dans les équa-
tions ( » ) on fait le changement de variable

ces équations deviennent

( Ê"^^"5 £)?

(5) - ,\ dy , ,
î du == ̂ ^ rî u7 £)'

et les solutions o r (<) , y (t) de période ïm des équations ( i )
deviennent des solutions de période 271 des équations (5). Réci-
proquement, un système de solutions x(u)^ y (u) des équations (5),

admettant la période 27:, devient, en posant u ==. -> un système de

sotudons des équations ( i ) avec la période 2-ïre. NoiaS conviendrons
de donner à £ des valeurs tant négatives que positives; remarquons
que si Fon pose

u = — u' e =— £'
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les équations (5) deviennent

(5 bis}

^ dx r , .
( ;7^=:-&/(• r î l r )~"M•~n

( S-^^^-^

on. en suppr i inan i les accents.

ilx
^ '-f(^rf, —lh — -),dïi

d^_
du ^ ^(•^.r/—^ —^

et ees équations ne sont pas identiques à (5), à moins que/*et g ne
soient des fonctions paires de u et de e. Le problème de la recherche
des solutions de période 27: reçoit donc ainsi une extension véri-
table et l'on devra examiner s'il est possible de donner à e des
valeurs positives, convenant par conséquent au problème initial.
1\ous supposerons dans ce qui suit que les seconds membres de (5)
sont des fonct ions de s holomorphes pour s == o, et nous nous pla-
cerons le plus souvent dans le cas simple ou les fonctions f et g
sont indépendantes de e.

Soit toujours (a. /f) une posit ion d équilibre pour les équations (4);
nous supposerons que ce point a été pris pour origine U( == o, b == o)
et nous rechercherons les so lu t ions de (F)) de période 27:, dépendant
<uiah l iquemeni de z el de\e i i<ml identiquement nulles pour £ === o.
Les solut ions de ( ;*) ) prenant les valeurs ^. ^ pour u = UQ sont.
comme on s a i t . représentables par les séries

.r^ç ^.s\,^X,+...4^Xn^....

y ̂  +£ Vi ̂  ^Ys -+-... 4- ̂ ^n +...,

les X/. Y/ é tant des (onctions analytiques de ^. ^. //, régulières
quand 11, ; YÎ ;, | // ffo \ sont intérieures à certaines constantes, et
les séries (pli précédent él.ml «dors uniformément convergentes
pour | £ | < ^ 3 o ; 1 iutervcdie de variation de u que l'on définit ainsi

croît d 'ai l leurs indéf iniment avec — et peut être supposé supérieur

a 27: en prenant &o assez pe t i t (voir à ce suiet les Traités d^Analyse
de M. Picard el de M. doursat). En procédant par identification,
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on trouve aisément que les X/. Y/, qui sont identiquement nuls
pour u === ^o. s'obtiennent de proche en proche par des quadra-
tures

r " r 1 1
^^ / ./U '̂  ^ 0)^M. YI= / ^(Ï. T., ?/, ())<///,

^ "'"o

«-) < x2^^1 [x1^^^'^0^4 ^^^'^^^ 1 ^(^^^o)]^

( Y î "y [xl ̂ (s 'y '5 u'0) (- Yl ̂  a r11 Mî 0) 4 ï(s? y" "'0) 1 '/M'y ^ L 'àx^ "4! l ' î" / l -Jl^^^'-^ "^ ^^^-

Exprimons maintenant la périodicité

^\J-{Ue-{- • 2 ^ ) — a ? ( M o ) ] = 0,

^[y("o+-27:)~y(Mo)]=e,

il vient en supprimant le facteur 2 dans les premiers membres

^l\i(Mo^-^)—Xi(Mo)]^^[X,(Mo^2")—X2(i(o)]e-4-....-=,o,

^[Yi<^^-27:)—Y,(»o)]^^[Y,(Mo+^)—Y,(Mo)]c-^...=-o

on en tenant comple de l'expression de X/ et de Y, et du dcvelor..
pement de/et g en séries de Fourier de la variable a

\ A o ( Ç , ' ^ , 0)^Ê^i({, T), Mo)-^...--: 0,

( GO (Ç, '/i, O)+£^i(;, TI, /<o)- t ' . . .==0.

Nous supposons
Ao(o, o, o) = o,
Co(o, o, o) = o;

de sorte que nos équations de condition sont vérifiées pour

£==$•-=: r, == o.

Il s'agit de voir si, pour de petites valeurs réelles de £, les équa-
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lions (7) nous donnent de petites valeurs réelles de 'i et de -n. Il
suffi t pour cela que le déterminant, fonctionnel des premiers
membres des équations (7) soit différent de zéro pour e == o

^Ap ÔA.O
~à^ ^T
^Co ()Co
^ ~^

^o,

ou en posant
^(S, •y), o)^ aÇ-4- ̂  ...... ..,
Co(Ç. -^ O)=:YÇ-^ .-...

a 3 1
que 1 on ait ^ ^ o. En effet les équations ( r-) nous donneront

alors pou r ^, ri des développements en séries convergentes procé-
dant suivant les pui^ances croissantes de £ et nuls .pour £ == o.-les
coefficients étant des fonctions analytiques de ?/o

^ = P(e, izo),

y^ == Q(e, Mo).

A tou t e valeur suff isamment petite de £ correspond ainsi une solu-
t ion périodique qui peut être regardée comme définie par les rela-
tions précédentes, (MI faisant varier UQ de o à 27:. Il est a remarquer
toutefois que cette méthode de calcul ne donnera pas directement
^, YÎ sous forme de séries de Fourier convergentes pour toutes les
valeurs de / / o ? on n(t parviendra à ce résultat qu'en faisant subir à
la méthode des modif icat ions profondes, dont Poincaré a donné un
exemple (Les metfiodes nouvelles de la mécanique céleste^ t. I,
Chap. 111, § 43). Quoi qu'il en soit, nous avons démontré l'exis-
tence de solutions périodiques dépendant du paramétre £, qui peut
prendre des valeurs positives ou négatives, et tendant vers (o, o)
avec £ ; il s'ensuit que les équations^ (i) admettent des solutions de
période 27:£, les trajectoires correspondantes tendant vers la posi-
tion d'équilibre (a, b) pour les équations (4) .

Si le déterminant fonctionnel envisagé est nul pour ^ = Y} == £ == o,
il devient nécessaire, pour discuter de la réalité des solutions, de
considérer dans l'équation (7) les termes de degré i. ' i . . . . en £.
C/ilculons les termes £ < î > i , eW^ en nous plaçant dans le cas où



— li3 —

/(^ Y» ")? ^O? y, ?<) sont indépendants de e. On a

Xi== Ao(Ç, T I ) ( M — Mo)

4-V ^(S »î,)(sin^M--sin/?Mo)— B^(Ç, r,)(cos/?M—cospi^o)

À î f

Yl=Co(^TO(M-«o)

, V cp(^ ^)(^pu—s\npUQ)—D^(^ ^)(cospu—.cospuo)

~ ? ?

ce que nous écrirons encore en abrégé

Xi=Ao(«—Mo)+0(M)—0(Mo) ,
Y,= Co(M——Mo) -+ -A (M) -~À(«o )

avec des significations évidentes pour 8 et A.
On a ensuite

^(sl ̂  u) = ̂ oa ̂ -^È^^ T^)cos^+ %(S, ^)sin^
p=i

^(î, r, «) = ̂ <ç, ̂ +^^(S, r,)cos^ 4- ̂ (Ç, TOsin^
/?=!

ft des formules analogues pour -^ et -^* Calculons maintenant, en

tenant compte de la formule de Parseval, Impression

^i-^/0 I lAo(M-^o)4-e(^)-~e(i/,o)]^(ç,Ti,M)

+ [Co(M - Mo) -4- A(M)- A(^)]j/'(Ç, ̂ , M) j du.

Il vient, en écrivant —— au lieu de —— (£,'/ï),

' . A ^ tt ̂  -^r ^P n ̂Ï A -iA ^ p " ^ — " / > ~ir̂  "̂  ^p "T'~—^j» ~r^^^^Ao^+^c^+iy ^ ^ <h' <h'
^ç </y, •A Arf Pp=i

^i àKp ^ î àBp . . ^Ae „ ^AO^AZi;^~co^^-^^e(M<)^WÀ<uo^•
^=1 /ï=l

LVI. 8
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On obtient de même

^ ^ / , r ̂  n î^„, ,p w A/, —_- — Bp —^ 4- L.p ——î- — D« -.-t-
W A (H'0 ̂  ̂  F ^co -J-. x V ^ ^ ^ ^î^=7tAo^-^Co-^+^——————————————^—————————————

p^i

^i àï)p p y1 ̂  ft^ \àco \f ̂•^^Lp -^f - ̂ 2^ -^ ~e(MO)-^ -A(MO^•^=1 ^=î
a p

Ceci posé, admettons que le déterminant étant nul, Ifcs coef-
iidents a, (3, y, ô ne soient pas tous nuls.- Par un changement de
variables linéaires équivalent à un changement d'axes de coordon-
nées (.r, y), on peut faire en sorte que Ao et Co, développés sui-
vant les puissances de x et y, commencent respectivement par les
termes

v.x^- Pi(.r,y,)^-.^.,

Y^-r Qi(^y^ ...

Les expressions Ao(Ç, ri), Co(Ç, Y?), -,-oï — ^nt alors nulles pour
Ç == YÎ == o. D'autre part on peut choisir UQ de manière que 9(Mo),
fonction périodique de UQ à valeur moyenne nulle, soit nulle pour
Ç = n == o. Dans l'expression de <^ et de W< les seuls termes qui
ne sont pas nuls pour ^ == y? === o sont les premières sommes infi-
nies qui y figurent dont nous désignerons les valeurs en ce point
par AT et À'. Dans le développement des premiers membres de (7)
suivant les puissances ascendantes de ^, y?, e, les termes du premier
degré sont ainsi

«S-hÂre.,

TS4-Â^.

Plaçons-nous dans le cas le plus général où les coefficients a, y,
/r, k sont tous différents de zéro et où oc.k'— ky n'est pas nul. La
première condition (7) donnera alors pour ^ un développement
procédant suivant les puissances ascendantes de e et de 10 et com-
mençant par le terme

k '

La deuxième condition, en y remplaçant Ç par sa valeur sera alors

^~I^£+R,(e,ï))^R.(^)^.. .=^
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Ra, B.s désignant les groupes de termes homogènes de degrés 2,
3, ... en s, YÎ. Cette équation représente dans le plan (s, Yî) une
courbe ayant un point simple à l'origine et tangente à la droite e == o,
Dans le cas général, c'est-à-dire si le coefficient de r]2 dans B.a n'est
pas nul, on en déduira pouno un développement procédant suivant

les puissances de (As) 2 , h constante positive ou négative, qui par
conséquent ne sera réel que pour les valeurs soit positives, soit
négatives de ê. Les solutions périodiques obtenues conviendront
donc soit au problème proposé, soit au problème étendu suivant la
remarque faite plus haut.

Il est trop long d'examiner tous les cas particuliers qui peuvent
se présenter et la discussion se complique, avec le nombre des
variables, mais il est évident que le résultat concernant le cas
général, où le déterminant fonotionnel des seconds membres des
équations réduites n'est pas nul pour la position d^équilibre consi-
dérée, s'étend immédiatement à un système d'ordre n.

On peut en dire autant du cas que nous allons 'maintenant exa-
miner où les termes Ao, G» sont identiquement nuls, de sorte que
tout point du plan est une position d'équilibre pour les équa-
tions (4). Dans ce cas les équations de périodicité ont leurs pre-
miers membres divisibles par £2 et deviennent après suppression
de ce facteur

^i(S> y,)"n*»(î» ïi)^-..=o,
^a^^a^-.—o.

^4 etxV^ se réduisent ici aux fonctions de Ç et de YÎ, représentées
chacune par la somme d'une infinité de termes, qui figurent dans
les expressions obtenues plus haut. Il n^y aura de solution pério-
dique voisine du point d'équilibre considéré (Ç = Y) == o) que si •,
et^i s'y annulent simultanément. On est ramené à la démonstra-
tion précédente, ̂  et ̂  remplaçant Ao et Co.

Un point d'intersection des deux courbes <^ == o, ̂  == o con-
viendra toujours si le déterminant fonctionnel des premiers
membres n'est pas nul en ce point-On doit d'ailleurs remarquer
que dans ce cas toutes les solutions de (i) sont périodiques ^u pre-
mier degré d'approximation par rapport à e.

Enfin les remarques de Poincaré concernant le cas où le- sys-
tème (i) admet des intégrales premières uniformes trou-vent eneos^a
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ici leur application. Il n'y a pas lieu d^y insister puisque je ne
ferais que répéter les démonstrations de Poincaré (voir Méthodes
nouvelles^ t. I, Chap. III, p. 82-88).

5. Nous donnerons plus .loin une application dynamique de ces
sortes de solutions périodiques; mais nous allons pour Finstant
revenir à Fétu de des solutions générales en considérant un système
particulier d^équations différentielles du quatrième ordre de la
forme suivante :

d1 x t t
. == Ao(A',^)-+- Ai(.r, y)cos- r B, (a-, y) sin ^

4-...4-A,,(.r, y) cos/? ^ — Bp(x, y) sin^ -h...,

^=Co(^y)-C,(.r,^)cos^+D,(^y)sin|
(8)

+...4-C^(a-,^)cos/^ 4 D^(^y)smp^ -+-....

Pour plus de simplicité nous supposons ici les A, B, G, D indé-
pendants de e. Nous admettrons en cjtre que pour x compris
entre XQ — a et XQ -+- a^ y compris entre yo — à et yo 4- b, et pour

toutes les valeurs réelles de - > les seconds membres sont des fonc-
£

lions analytiques régulières de ces trois variables; les séries qui les
représentent sont donc absolument ot uniformément convergentes ;
il en est de même des séries obtenues en intégrant terme à terme

un nombre quelconque de fois par rapport à -? et dérivant ensuite

les divers termes un nombre quelconque de fois par rapport à x
ou y, c^est-à-dire que, par exemple, les séries

V i [à\p l t r.\ àB^ . ( t î t \ l. - —• cos ( p - -}- q ~ } -t- -r7- sin (p - 4- q - ) n
Â^p'i L àx V e J ï ) àx V £ 1/J

P
VI I [à2^ / t 7^\ ^Bn . / t TC\1
^ — ——E, cos ( p - 4- q - ) i- -s—J- sin ( p "h q - ) »
^Àp^Vàxoy V £ 1 f./ àxày V £ 2 /J

p

sont uniformément convergentes et représentent des fonctions ana-

lytiques de .r, y, - » dans le domaine considéré. Nous considérons
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comme précédemment c système réduit

(9)

dix^ 4 / \-^ =Ao(.ri,yi),

^yi
^ -Co(^,yi).

A côté de L solution (cT, y) de (8 ) définie par les valeurs ini-
tiales (a?o? YO? ^(p y ' o ) pour < = = ^ o ? nous considérons la solution
de (9) définie par les valeurs initiales

-yo, yo, ^o-^8^;)» yo-+-syo»

les accroissements ô^o, ôy^, que nous déterminerons dans un ins-
tant étant des quantités du premier ordrfc par rapport à e.

Appliquons la méthode d'approximations -successives comme au
paragraphe 1, en prenant comme valeurs de pr miiêrc approxima-
tion pour x et y les solutions x\ etyi de (9) que nous venons de
définir; soient a-a y 2 1̂  valeurs de deuxième approximation;
nous -aurons

,-, (^2—^i)-+-^o = ^ /(^yi^)^»

^(yi -yi)+5yo=J' ̂ .,yi, |)̂ .

di^ l '1- • -»-J^ ̂ i^., ,

^/ . ^ . ̂  r ' - /^ .. <
rf<

La première de ces équations devient, en faisant au second membre
la même intégration partielle qu^au paragraphe 1,

f ^s.n^-B.cos^T
d » 1 X^ * * 1-h(10) .(.)•.-.»•,)-r-^d ' "k •dt^' -/ • '"'• -LA< P J<.

rfB,, pt ^-T— sin '— — —,-'- cos — |dt . t dt c | .
/*'r <<A.n . pt
[ \ ̂ -^^T-

U L2———^ —— \dt
Ji. L^ P

en écrivant pour abréger A^,, B^, au lieu de A^(.r<, y^), Bp(J^, y^).
On a en outre

clAp _ àkp dxi àAp dy^
"(ÎT := 'àx[ "St -+- ~ây[ "dt ï -
dH, _,à^d^ ^^.
'̂ ?F ~ àx^ dt ày^ dt
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Effectuons une deuxième intégration partielle sur le second
terme du second membre de (10) . Nous aurons

(i i) ̂ î) .̂̂  ^(f-).^^(t,)î

-T-e2

àAp pt àBp . pt
ï v ———L COS ' -h ———'-Slll———rfa'i V ̂  ()x^ e <Wi e/^\y

\ ^ /^^ / À»à p
p-=t
à\^ pt àfip . pt, •* -—z- cos •'— -4- —f- sin '

., ̂ i V <^i £ ^^i e
~ 6 ~^7^———————^————————

d1^ pt ,d^p . pt
1 1 V "r77r cos 6 l ":îïr sln '̂  1 .
/ ^ l - r^A» />< , ^B ^
/ 1 90 —7-,- cos 4- —7— sln —2 / | V1 ^î t • dr- g

/ -— ^l - /o L/>-=i
-£2 / ^ ————————————^—————————————— ^

et une équation .dialogue i)our—' î ^ " • ' Dans la dernière inté-
/.» A

grale, on doit remplacer ~~—— p^r

^r A / i dA/^ / ^ ï ^A/^ /^l\^
^Ao(.,,^J^^Co(.r,^)+-^^)

^A^ ,̂ ̂ , ^A^/^y
T ' f).v, ày, dt dt 1 ^î" \ </< /

/'2 R /*
^t ——/i par une evpression anaJo^ue. \A\ fonction sous le signer

<(* <lécom()ose alors en une somme de plusieurs séries, dont les
valeurs restent bornées d après no^ hypothèses, tant que le point
$ , r i , j ' i ) reste à rmle r i eu r d i i n cert.nn domaine défini précédem-
;Hent, ces séries élant multipliées res]>eclivement par

/ d ^ y /dy,Y/^Y2 (dy
[ W ) ï l̂- d t ) ^W) î f f ' ï

c'est-à-dire encore |)ar des quan t i t é s bornées, tant que t demeure
dans rinlervalle (t^ A , / , ) ^ - / / ) . Les termes toufc intégrés qui
ngurent au second membre de ( î ï ) et qui contiennent & 2 en facteur
sont bornés dans les mêmes conditions.

INous déterminerons mainlenant â.r^ parla condition
4

ô^o^—e^o).
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^(/o) ayant pour expression

_ A,,(.ro, y,) sin pto - B^-o, yo) cos-^°
^k' 6 £2^—————r—————'7?^=1

quanti té bornée, on le voit, quand & tend vers zéro. Nous détermi-
nerons ôr^ par une condition analogue. Inéquation (i i ) peut alors
s? écrire </(^-...)^^^P^^

P étant une fonction bornée pour s ^ & o ^t t — tQ\<^h.
En intégrant de ^o à ^ et remarquant que .ra et .^, prennent tous

ieuv la valeur XQ pour ^ == /o, on obtient.

' ,.<
^2—^i== s / ^ <!>(/, e)^-4-E2 ^ P(^e)^.

^0 ^0

En effectuant encore une fois sur le premier terme du second
membre une intégration par parties, ce premier terme devient

A^Oi, yi) cos -̂ ^- B,,(.ri, yi) sin -̂
-^———————————^———————————

En définitive on obtient

x^—XY == e2!^,
y2--^!^ e's»

R et S, fonctions dont on peut indiquer une limite supérieure en
valeur absolue, indépendante de s, quand t varie dans l'intervalle
indiqué.

iv ^ r • -̂P» l̂ ^Yt dy\Dans ces mêmes conditions, — — —— et —— — — resterontdt dt dt dt
de l'ordre de e. En continuant d^appliquer les approximations suc-



ressives, les relations

1 .î îî zî-L"^-
cir- |

îL -̂L""'7"-? i
" ,/ ^ " '

— m —

< H | .Vn-^ïn-} \ 4- H |y,,—y,,-.i î ,

< H | -^—-.r,,_. \ -h H I y,/—y,,_, !,

en posant toujours

(djcn\ , . / dyn\
(^-A^- (^r)^^ \)ollrn>^

nous montrent que £2 sera toujours en facteur dans Xn^\-—x,^
yn+\ —}'?r 11 s'ensuit que ./• — .z',, y -- y\ seront de l'ordre de e2,

tandis qu'en général — i - < - / - ï -)-1 — -^ seront seulement d<*1 0 dt dt dt dt
l'ordre de e.

Ainsi il est possible d 'a t t r ibuer aux valeurs initiales des déri-
dx dy 1 - 1 i - i •vees 7ÎÎ9 ~fTtï P0111' Inl(l ^^'"t 'on du système réduit, des accroisse-

ments du premier ordre par rapport à £, tels que les solutions de
ce système ainsi obtenues ne différent des solutions du système
primitif que par des quantités de l'ordre de s2, les valeurs initiales
de x et y demeurant les mêmes pour Pun et l'autre système. La
démonstration s'applique évidemment à des équations de même
forme avec un plus grand nombre de variables x^ y, ^, . . . .

Si l'on regarde ces équations comme définissant le mouvement
d'un système de N points matériels soumis à des forces dépendant
de la position de ces points et fonctions périodiques du temps avec
une période a Tic, on voit que si l'on réduit les forces agissant sur
chacun des points à leurs valeurs moyennes, le mouvement du
système ainsi modifié différera peu du mouvement primitif .si la
période est très courte. D'une manière précise les écarts entre ies
positions et les vitesses pour l'un et l'autre mouvement seront de
l'ordre de la période, si les conditions initiales sont les mêmes;
mais on peut, en faisant varier les vitesses initiales pour le mouve-
ment réduit de quantités de l'ordre de la période, faire en sorte
que les écarts de position des points matériels, quand on passe
d'un mouvement à l'autre, soient détordre du carré delà période.

L/exemple simple qui suit, emprunté aux éléments de la théorie
des perturbations planétaires, peut servir à illustrer les considéra-
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lions précédentes. Etudions les perturbations produites dans le
mouvement d^une planète P de masse m par une planète P' de
masse m, en nous plaçant dans le cas où le rapport des distances
de P ' et de P au soleil reste très petit. Supposons de plus la
masse m négligeable, de sorte que le centre de gravité G du
soleil S et de la planète P' soit animé d'un mouvement rectiligne et
uniforme. Soient jr, y, z les coordonnées rectangulaires de P; x\
y\ ^ celles de P' par rapport à trois axes de direction fixe
passant par G. Les équations différentielles du mouvement de P
peuvent s'écrire

( dr-x àV
[ ~JF - -àx9

d^y __ â\]
dC' ~ à y '
d^z _ àV
W ~ ~àz

en posant

(1^)

<•" v=js-^••
Soient /', /•', r, les trois rayons vecteurs GP, GP', GS, et cr l'angle
de GP et GP', l'angle de GP H GS sera 180° — a. On a d'ailleurs

( i l ) Mn == m ' r .

Développons maintenant .̂  et pp-, sut ant les puissances ascen-

dantes de -î en désignant par P,i le Ti161110 polynôme de Le^cndre :

i i r j -f ( 3 c o s î < r — i ) r\ „ . .
p S - 7 - ^cos'" 7J<-———i———^^ ^Pa(co, . )4 . . . ,

i i r r^ ( 3 c o s 2 ( T — i ) /•'•i
PP7^4'^0^ ^ - — — — — — , — — — — — ^ ^ P 3 ( C O S Œ ) 4 - . . . ,

d'où, eu tenant compte de ( i3) et ( ? 4 ) ?

-. / \ M - + - / ^ ' ) -/ , w'»\ /•"• ( 3 c o s î < T — i )
^!,.— •--—-——————— -4- t 1 pi -;- ——- 1 —- —————————————

/• v \ M / r- ï
J , m'3\ ,^3

^V-W)^ ^(^80)4-....

Nous regarderons — comme négligeable devant m1, de plus nous
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négligerons dans le développement de U les termes en — et ceux

qm suivent. ce qui nous donnera uiu1 approximation suffisante
pour l'objet que nous avons- en \ ne. Le mouvement relatif de P' et
de S étant < 1 ailleurs képlénen d après nos hypothèses, nous sup-
poserons que le plan de l'orbite de P'est pris pour plan des ./•)';
on a donc

3cos2< j—i i .
——————————— --- '^./•.,.'4. , - , - ' ) 2——(-^2^y î__^2V . , . ' ; . ^2)12 î r2 / • î ^ . . . ^ j / s -r j ) J

" a7^^^ r /• /• '2—.^'2>-^^2 ( •^^- '=-- . r '^)—^2 ( . r '2- t -y2 ) ] .

!\e^li^eons 1 <*\< lenll•i<•it<'• de 1 orinte de 1^ et soit alors

./•'=^ < / / c o s / , r ==?/7 's in / , / -= - / / ' ,
/=.^+ /;,

et ])ar suite

. /'( M -{- f n ' } , fin f ï ' 1 ,[ -„ .'- .X_ - .̂ •/ -- , ,.2_ 3 ̂  t {, .,.2_ ^2) cosî^ ].,. ^,.., i ^ ^ / j

Clioisissons les unîtes de masse et de temps de manière que

/=^i. M -^ rn'^i.

1/expression de U devient

IV =-^^ ^^ ' [ / '—S^^-^.r î—y^cosa/ ' ] (/'== / i ' / -^ /o)

et sa valeur m o venue est

•—t"^'--1-'-
Si 1 On remplace U par Uo dans les équations ( l ' - t ) . on obtient une
orbite intenncdinire qui représentera le mouvement réel avec une
approximation généralement bien meilleure que celle du mouve-
ment képlérien ; si nous regardons n' comme un infiniment grand
du premier ordre, sans avoir é^ard à la troisième toi cîe Kepler,

c'est-à-dire en laissant a fixe, 1 approximation sera de l'ordre de ,;

mais diaprés ce qu^pn a vu plus haut, il sera possible de choisir les
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composantes de la vitesse initiale pour l'orbite intermédiaire de
manière que l'approximation donnée par celle-ci pour les coordon-

nées ./•, r, z soit de l'ordre de —;• D'autre part on a

U — l J o = = mc^ (^—}^)cosïl'.

Si r s'écarte peu d'une valeur fixe a, U — Uo esl au plus de l'ordre

de m a", et les dérivées partielîes de ï - Uo. respectivement

égales à

î in ' a'î .r cos a l' ( 7y2 — 3 .r2 ) 3 w / a " " y ces a 1 ( 3 r2 — 7 .r' )
4 ^ ' " ~ " ^ ^ - ?

— 1 5 m a2 (a"2 — y2 ) ̂  cos a F
- - 4 7 7 " '

sont inférieures en valeur absolue à ——^—î c'est-à-dire au plus de
,, . . 4 m ' a ' ' 1
1 ordre de -—7—•a^

On aura donc une approximaiion pour x^ r, z de l'ordre

de ma— ou (en tenant compte de la troisième loi de Kepler) unen^a^ v r

approximation relative pour x^ y, z de l'ordre de

ï m!a^ ,/^\8

- ——— =w ( — ) >a a> \ a fa a^ \a t

c est-à-dire du produit de la mssse perturbatrice par la puissance
cinquième delà parallaxe, mais ceci doit être précisé, puisque nous
n'avons pas tenu compte dans ce dernier calcul des facteurs pure-
ment numériques qui peuvent s'introduire et accroître les erreurs.

Observons d'abord que, parmi les orbites intermédiaires qui
correspondent à la fonction de forces Uo, il en est qui peuvent être
déterminées par des quadratures; ce sont celles d'inclinaison
nulle (s === o) et qui ne sont autres que les trajectoires d'un point
attiré par un centre fixe, la force attractive, fonction de la distance
seule, étant

d V\ , m'an m^-i
[r^ 4^ J-v^)--.\-^dr Y r • 4 r3

La longitude / .s'cxprinu' alors en fonction de - au mojen d'une
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intégrale elliptique de première espèce, qui se ramène de suite à la
forme canonique de Weierstrass et l'on en déduit pour I une
expression de la forme

^ = \ -Bp( / ) .

On obtiendra d'ailleurs / 'e t l en fonction (périodique) du temps,
<'n faisant l'inversion d'intégrales ellipdques, mais qui ne seront
plus de première espèce. Nous n'insistons pas sur ces calculs,
étrangers à notre objet, mais il était nécessaire d'indiquer que la
détermination effective de l'orbite 'ntermédiaire peut être obtenue
dans ce cas par les formules de la théorie des fonctions elliptiques
et qu'il est possible d'utiliser pour la représentation du mouve-
ment des séries rapidement convergentes. Si maintenant l'incli-
naison n'est pas nulle, mais assez petite pour qu'on puisse cal-
culer z au moyen de l'équation aux variations, on achèvera la
détermination de l'orbite en intégrant une équation linéaire du
second ordre

cî^z (~ i 9/n'a'2") __
Tfr- ^L^ '" "^J"0 '

où 1 on remplace /' par la fonction périodique de ( qui correspond
à l'orbite d'inclinaison nulle obtenue en remplaçant ( — s ) par zéro
à l'instar t d'un passage au nœud (^:==o). Les recherches clas-
siques concernant l'intégration de l'équation de GyIden-Lindstedt
perme tront le calcul effe^ ti^ de cette solution. On voit donc par
ces indications sommaires q , 'il sera possible de déterminer avec
beaucoup d'exactitude l'orbite intermédiaire considérée ici; mais
nous allons considérer seulement les solutions particulières qui
correspondent à des circonférences de centre 0 du plan xOy
décrites d'un mouvement uniforme; si a est le rayon d'une telle
circonférence, n la vitesse angulaire de l'astre sur celle-ci, on a,
en exprimant que la force centrifuge fait équilibre à l'attraction,

i 3 m'a'* __
M — 1 l — — — — ———• fl" d/ta2 /(CT^

Supposons qu'à l'origine des temps on ait /o==o, / étant l'angle
du rayon vecteur OP avec Ox, Nous alioas chercher à déterminer
les constantes initiales pour le mouvement défini par les équa-



— m —
lions (12) de manière que tes écarts des coordonnées rectangu-
laires quand on passe de l^crbite intermédiaire à F orbite réelle
soient de Fordre de -^ > la position initiale de P notant pas modi-
fiée. Soient comme précédemment x^ y^ z\ == o les coordonnées
d\in point de F orbite intermédiaire

. r i==acos^, y i=as in^

et x^ y 2, ^3 les valeurs de deuxième approximation pour Forbite
réelle; nous supposerons que la composante initiale de la vitesse
suivant Os reste nulle; on a donc z^= o. On a ensuite

('(^):=>-"') et d-tu^=^v-v^
en rempiciçant dans {es seconds membres x^ y, z par x^ y^ o; ces
seconds membres deviennent alors

m, a cos ïi'd—5cos%^) et - ,—.—cosa^sin/(—2—5cosi^),
dt^ .1 a*

ce qui se tmnsforme en

' ^ [cos(/4- af) -h cos( /— ï l ' ) ] ( ï— 5 cosa/)

et
_ 3m^î [s\n(l 4- ïl') + sin(/ — ar)](2 4- 5 cosaQ

o Cl

et finalement en

3mfa'î r_ cos(/ 4- in — cos( / — 2 1 ' ) — 5 cos(3 / -h 2 0 — 5 cos(31 — 2 Q]
1.6 a*

Cl

3^^rsin(/—2/ /)-s in(/-^-2^)--5sin(3/---2f)--5sin(3/-+-2r) ] .
iba* •

Ces expressions intégrées terme à terme après y avoir remplacé l
et // par leurs valeurs dcvieiment

3m'c^ r sm(/-4-2^) sin(/—2r)
i6a4 L ' ^4-2^ ïn'—n

5sin(3^4-a^) 5 s in(3/— a^)]
» 71' -h 3 7 l 2 71' — 3^ J
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et

ïm'a'1 ("cos(/—a/') cos ( /—2/ ' )
i6tt4 |_ 'in'—71 in' -^ n

5cos (3Z—2n 5cos(3 /4 9^)1
an'—3n •A/< J 3/i J

D'après ce que nous avons dit pour le cas général nous devons
prendre les différences

/ d x ^ (d^\ / d y \ ( d y , \
\~si),~\'dr), et {^),~{w),ï

égales aux valeurs des quantités précédentes pour t ==-t^ = o, /p == o,
-re qui donne

^_ ^-^L2 • /' r—1— i 5 5 ]
i6a* 0^ 9. n! -^ n in'—n in'-^-ïn in'—3yij

et
;Wa'2 ,, [ i i 5 5 1
______ (*OS ' ) / 1 _______ _- ______ _„ ________ i ________ i
i6a4 J ° \^ïn'—n ïn'-\-n in'—3n i/i'-h3nj

On aura alors, en appelant x^ y^ les valeurs de deuxième approxi-
mation pour xe\.y^

__ 3m'a^[cos(l-^- i l ' ) cos(l— ï l ' )
jc.î—x^ ^^ ^ ^n'-^n)* ^ (ïn'—n^

5co3(3/4-2Q 5 c o s ( 3 / — 2 ^ ) 1 ^
"̂  î/l /-^-3n) î r (-271'—3^)* Jo'

_ 'ïm.'a'1 |s in( l—i l ' ) &ïn(l -+- il')
y••2~''>'i=z i6a4 [ (in'—n^ ~~ a(/i'4-n)2

S s i n O ^ — a r ) 5 s in(3/-h 2^)^
^ , (27Z'—3/l)1 -+" (9./l'-+- 3/1 )* Jo

et ces quantités sont inférieures en valeur absolue à

3/n /o /« r i i __^__ _ 5 _ 1
8a4 [(2/1'-h/i)1 "̂  (2n/—/l)l ̂  (în'ï'ÏTi')1 ^ (ï/i^—Ï^ J '

Supposons par exemple n- > 5, 6, ce qui est à peu près le rapport

des moyens mouvements de Saturne et de Neptune; l'expression
précédente ne dépassera pas

. '.^(ï)'-'-
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Nous avons donc seulement le facteur i,5 devant l'expression pré-
cédemment obtenue comme limite des erreurs commises sur x et y
en substituant l'orbite intermédiaire à l'orbite réelle. Quand nous
passerons aux approximations suivantes, l'ordre de grandeur de
cette erreur ne sera pas modifiée ; par exemple pour obtenir x^ — x^
nous aurons à intégrer deux fois une expression dont le terme le

/ _r\ . X
plus important sera l'accroissement ô ( — -3 \ » de la quantité — -5
quand on passe de {x^y\) à (.Ta.ya) et l'on a en assimilant le-
accroissements à des différentielles

«(-^"-"'^-"^
. (îcos^—sin1/) -, sin/cos/=(^-^r——^——/ -+-3(yt-^i)—^—

— (^i— ̂ )(i-^ 3cos^) -h 3(ya—yi)sma/
~ aas

En remplaçant x^—x^ et ya—Vi P^ leurs valeurs obtenues
plus h < m l , on aura après une double intégration qui n'introduit pas
de terme .séculaire une quantité de l'ordre de '

m'a'* m ' a ' 6 ,/a!\9•œ'-m' — ) a.a^ n'^ a7 \ a

En définitive, nous obtenons ainsi pour les coordonnées hélio-
centriques une erreur relative de Perdre du produit de la masse
perturbatrice (celle du Soleil étani i) par la puissance cinquième
de la parallaxe.

Nous devons observer toutefois que les équations différentielles
du mouvement de P d'où nous sommes partis n^est exacte que si la
masse de P est négligeable, c'est-à-dire dans le cas du problême
restreint. Mais -on peut toujours les regarder comme exactes au
premier degré d^àpproximatiôn par rapport aux masses. Prenons
en effet comme origine le centre de gravité S du Soleil et soient
alors x^ y, z les coordonnées de P; x\ y\ z celles de P'. On a
exactement

d^x », „ . x ^' , * r — x ' ^rn'a/
(I5) ^^=-/(M+w)=s-/^—=,----/==5dl SP PP1 P'S

et deux équations analogues pour le mouvement projeté sur Sy
et S^. Soient Ç, Y), Ç les coordonnées du centre de gravité G de S et
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deP'
{: — m x ~ m Y Y — ml zl

^ M-+-m^ ïl- M 4- m ' ' ^ - M 4- '̂

Ramenons l'origine en G en conservant la direction des axes et
soit

X+ç^, Y+^=y, Z + S = ^
X^ç^^, Y^-ïï^y, Z'-+-î==.z\

L'équation ( i 5 ) devient

<•'), ï-ï "/("-o^-"^-^.
Mais on sait que l'on peut, dans la première approximation par
rapport aux masses, négliger les perturbations produites par P sur
le mouvement de P', ce dernier étant regardé comme képlérien.
On a alors

d^x' x '^-=_(M+^)__
SP'

et par suite ^-<—>tp-
L'équation (16) devient alors

^^/(M.-.^^^^.^^P,
dt SP PP' <

et comme — c , —r^ —Ç sont les coordonnées de S par rapport
à GJ", Gy, G^, on obtient bien les équations du mouvement d'un

, i p • i p /'( M—\- m ) • fin'point soumis a la fonction de torces ^——- -h—^ ce qui nous
ramène au problème traité, M étant seulement remplacé par M -\- m.
On doit remarquer d'autre part que l'on a négligé les termes de la
fonction perturbatrice de l'ordre de —» l'inclinaison, les excen-
tricités; mais l'ordre de grandeur des quantités x^—x\^y\—y^
^— ̂  restera le même, si l'on fait des hypothèses moins simples,
du moins si les excentricités et l'inclinaison restent faibles.

On verra facilement, en consultant une table des éléments des
planètes principales, que pour calculer les perturbations produites
par Jupiter sur les coordonnées héliocentriques de Neptune, il n'y
aurait pas d'inconvénient à remplacer l'attraction de Jupiter par sa
valeur moyenne, c'est-à-dire cette planète par l'anneau de Gauss.
qu'on peut lui substituer dans le calcul des inégalités séculaires. On
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néglige ainsi des perturba lions périodiques qu i , si l'on appl ique la
méthode indiquée, n'introduiraient dans hi longitude héliocentrique
de Neptune que des erreurs inférieures à o'\o8. Il en serait de même
pour Faction per turbatr ice des autres planètes, a l'exception
d'LJranus(1) . Cela ne \ e u l pas dire que pour calculer les perturba-
tions de Neptune, on puisse remplacer s imultanément les planètes
perturbatrices par les anneaux équivalents . On doit observer en
effet que d 'une pari on a pris pour origine non Je Soleil, mais le
centre de gravi té de celui-ci el de la planète perturbatrice; que
d'aulre pari pour obtenir nue approximation de l'ordre d e —
pour les coordonnées, le moyen mouvement dé la planète pertur-
batrice étant égal à n ' , on doil prendre pour l'orbite intermédiaire
des vitesses in i t ia les différant des vitesses réelles de quantités de
1 Ordre de — et (pli dépendent des éléments de la planète perlur_
ba triée.

(). Considérons d une manière générale un système holonome à
liaisons indépendantes du temps. Soient ^. y^» • « • » Qk 1̂  coor-
données de ce système: ^. ̂ . . . . . //, leurs dérivées par rapport
au temps: T l'énergie c iné t ique qui est homogène et du second
degré par rapport a ç,, ̂ . . . . . </,. Soit IQa^a l'expression du
travai l v i r t u e l . Les équations de Lagrang'e s écrivent

^ / ^ r \ < n -
^\àq'J <^a v a "

Supposons que 1 on ait
^ ., < à ,. / ' t \Q,a^R^ . U ^ ç , , y,, . . . . y^, ^ £ ) ,

Ra pouvant dépendre des ya t't des 7a mals non de /, et U étant
une fonction périodique de période 27: de -» fonction également
des y / e t de e. Les forces données sont ainsi décomposées en deux
groupes, celles du premier groupe dépendant des coordonnées et

( ' ) Les eneurs commises sur les vitesses et par suite sur les éléments ellip-
tiques en appliquant cette méthode de calculs des perturbations, c'est-à-dire en
négligeant les termes a courte période de la fonction perturbatrice, seront
beaucoup plus considérables. Il paraît donc que dans toutes les questions de
calcul des perturbations où n'interviennent en outre des inégalités séculaires,
que des perturbations à courte période, il y a intérêt à n'employer comme
variables que les coordonnées rectangulaires.

LVI. 9
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des vitesses mais non du temps. tandis que celles du deuxième
groupe dérivent d une fonction de force, laquelle est une fonction
périodique du temps de période ÏT.Z. Les .premiers membres des
équat ions de La^range sont ainsi des fondions linéaires de ({^
^/.,. . . . . les coefhcieii ls qu i multiplient ces dérivées secondes
dépendent uniquement des ^. Ces équat ions résolues par rapport
aux r/"f prenueni la forme

,, dq 'i , . , , v^ . à , - / / \
''•^-df 't>'^1- • • • - ' ? < • ' y . - • • • • y < ' Z^;^1 ^" • • • • ' / / . - , - ; •

x

l.es A/a dé|»endeut seulemci i l des //,. l < i valeur mo venue des

seconds membres, regardés connue foucliou d e - ? s'obtiendra en v
Î-» ^

remi)laçanl IJ par sa valeur moveuue Uo. cest-à-dire par le pre-

mier coefncieut de s.i s(''rie de l^oiirier. relativement à la variable ;•

On pourra doue, si li< période '\ T:! esl •infiiNnieut .petite, remplacer
les équations de La^T.m^e |);(r (e l les qui s'en déduisent en suhsti-
luani a la foncliou de forces l' sa valeur moveune Uy et v faisant
Ê==O si (Jp dépend d e s ; les erreurs <|iii eu résultent pour les <//
et f/, sont de l'ordre de £.

On peut même supposer que les RQ( soient des tondions non
seulement des //, et //^ uiîii.s encore de /. mais pourvu qu'elle's
restent bien déterminées et continues |)oiirî==o; ce pourront être,
par exemple, des fonctions pério< liques de / a période indépen-
dante de £. Ou peut encore dans ce cas. comme nous l'avons vu,
appliquer les théorèmes généraux démontrés dans ce Mémoire.
Ainsi parmi les forces prodnisnnt le travail ^Roiôça, peuvent se
trouver des forces d'inertie, dépendant des vitesses et même du
temps, ce qui permet les applications a certains problèmes de
mouvement relatif; il peut \ avoir également des forces dissipa-
lives. Au voisinage d'uue position d'équilibre relatif du système
soumis aux forces r^duites^ c est-à-dire obtenues en réduisant Uo
à sa valeur mo\enue, il v aura généralement des solutions pério-
diques» pour le mouvement initia!, si la période ^.7:1 est suffisam-
ment petite.

On peut appliquer ces -considérations .a l'élude du mouvement
d'un point matériel soumis a l'attraction d'un corps de forme
invariable animé d 1 1 1 1 mouvemeul de rotaliou uniforme autour de
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l'un de ses axes principaux d'inertie. Si la vitesse de rotation est
infinie, tout se passe comme si l'on avait affaire à un solide fixe, la
distribution des masses étant de révolution autour de l'axe de
rotation. Il existe alors pour le point matériel des trajectoires cir-
culaires dont l'axe coïncide avec l'axe de rotation et dont tous les
points sont ainsi des positions d'équilibre relatif. Pour une vitesse
angulaire de rotation finie mais très grande, il pourra donc y avoir
des trajectoires périodiques, relativement à des axes entraînés, et
voisines de ces positions d'équilibre relatif; mais comme tous les
points de la trajectoire circulaire sont de telles positions d'équilibre
dans le cas limite, nous sommes précisément dans le cas où le
déterminant fonctionnel des seconds membres des équations diffé-
rentielles du mouvement réduit devient nul pour la position
d'équilibre considérée. Une discussion est donc nécessaire, dis-
cussion qui ne présente pas de difficultés de principe, mais peut
être assez longue. Nous ferons ici des hypothèses de nature à la
simplifier. Nous supposerons d'abord que le corps tournant pos-
sède un équatcur que nous prendrons pour plan des xy\ le centre
de gravité, situé dans ce plan et sur l'axe de rotation, sera pris pour
origine. Nous admettrons de plus que le corps diffère assez peu
d'une sphère formée de couches concentriques homogènes pour
que, dans le développement en série du potentiel en un point
éloigné,

M <t»i ^n
^+^4-...+^^+...,

où ^n ^s^ un polynôme harmonique, homogène et de degré /i en ,r,
y, ^, on puisse négliger les termes de rang /z^3. Enfin, nous n'en-
visagerons que les trajectoires situées dans le plan de l'équateur
( ^ = = 0 ) ; nous n'aurons ainsi à discuter qu'un problème à deux
degrés de liberté.

L'expression du potentiel en un point de coordonnées
( / 'cosO, r s i n 6 , o)

sera, si le corps est immobile ( < ) ,

U = ^-^ ^[k-+-hcosî(Q—^)].

( l) On a en effel *î»i= o, puisque le centre de gravité est 0; au terme -; où

LVI. 9-
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Pour les corps célestes, qui sont des sphéroïdes aplatis, k est
positif, et h qui provient de l'inégale distribution de densité dans
les divers méridiens paraît être en général très petit. Nous suppo-
serons qu il en est bien ainsi (1)

Si le corps tourne avec la vitesse angulaire n' on aura

U == 1 ,J^ -^[/c 4 .Acos(aO —in't—'î.^)}.

I À" . .Si Fon réduit .U à sa valeur moyenne IL == - 4- — » il existe pourr r° *
le point attiré des orbites circulaires qui s'obtiennent en exprimant

• i 3 A" . •qu41 y a équilibre entre la force attractive -; -t- -^ dirigée vers
Forigine et la force centrifuge n 2 / ' . On a donc en appelant a le
rayon du cercle

, i 3A-
nîa-^+^

Prenons maintenant deux axes rectangulaires tournant autour
de 0 avec la vitesse angulaire n. Soit c») Fangle de OP avec le
nouvel axe des x

0 ^3 w -*- nt : consi.
Posons d^autre part

, i
n— n - - •

£ .

On aura dans ce système d'axes

(J -s — ; - -^ | k -h- h cos '2(0) — - — a )— \ k -h- h COS'2(tt) — - —a ) ] -

Les équations du mouvement sont, en coordonnées rectilignes, en
tenant compte de la force centrifuge ordinaire (/i2^, ^y) et de la

4» y*

nous faisons M = i, il suffira d'ajouter le terme —ç qui prend la forme

A cos2 6 - 4 - B sin 6 cos 6 4-C sin2 6^

pour z == o, x == r cos 6, y == /' sin ô.
(l) Les inégalités auxquelles doivent satisfaire À et h résultent de la discus-

sion ultérieure. Ces quantités peuvent être beaucoup plus grandes qu'elles ne lé
sont dans le cas des corps célestes sur lesquels on possède des renseignements
à ce point de vue. Le principe de la discussion qui suit consiste d'ailleurs à

regarder h et k comme fixes et — comme une variable infiniment petite. La
n

théorie ne s'applique pas à des satellites comme ceux de Mars doîùt la durée de
révolution est voisine de celle de la rotation de la planète, les dissymétries de
cette dernière suivant les différents méridiens pouvant entraîner des inégalités
à longue période de mouvement des satellites.
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force centrifuge composée \<2'n'y^ï — t lnTt}3

dïx à\] . , , rfy
-7— ss-3—-^n'-y-f-^^-T»<7(1 .̂r dt

d^y à\) , rfa-
—— ss —— -+• n'y — 2 n -,— •
rf(» ^T dt

En passant aux coordonnées polaires, on obtient le système sui-
vant de quatre équations du premier ordre :

/ dtu
^^
dr «- ,./

l ^ ^ ^
(i7) dr' W . , , ,„

^^^^r(n^^^

Wdw'
Tt i— -r- — —(n-ho/),r9 àw r

qui, après le changement de variable indépendante ( - === u ) »
devient

dis) ,
-y^ ssseo),
rfM7

^ ,
T/u^6^

(18) ^
dr' [àV . , , .,1^H^^71^10^'a
dw1

ITu
• i W ir1r i <)u

^Vs^' -(^-h^)ri
avec

U == --<- —[ Â:-4-/l COS2((*)—— U—— 3t)].
r r3

On peut supposer a == o, ce qui revient à changer a en u 4- a dans
les équations (18). On doit remarquer d'ailleurs que les seconds
membres ne changent pas si l'on change simultanément u et co en
u -̂ - C et (o 4- C, puisque U ne dépend cps^ds.^— u et r (1). Les

(l) Ceci est lié à ^existence d'une intégrale pliènlière qui s'oblient aisément
en rapporiant le mobile à des axes OX, OY, Ô^nvariablement liés au solide,
OX et ÔY tournant ainsi avec la ritesse angulaire n1'. Si V est là vitesse par
rapport à ces axes et W le potentiel de Fattractiion on a

V == TP /•t -h a (W-+-H),

H étant une constante. On déduirait de là les conséquences analogues a celles
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solutions qui se déduisent ainsi de Fune d^entre elles ne sont pas
réellement distinctes, et correspondent à des trajectoires obtenues
en faisant tourner Fune déciles de Fangle C autour de 0^, avec un
changement corrélatif dans le choix de Forigine des temps.

Effectuons 'maintenant le développement suivant les puissances
de e des solutions de (18) pour les valeurs initiales û)o, ro==a+po,
r^, (OQ, et soit

(0 == tOQ •+' e ̂ l "̂  62 ̂ l ̂  ' ' • >

r= FQ -r-eri -r-e^a -+-... ,

^= ^o^ 6r^ ^62^ -+...,
a)7 == (UQ 4* e to^ -(- e2^ +...

avec
Mi=œoM, r,==roi^

•—^•. -'ï- («so-
On oblient les co/, r/, û)^ r/ par des quadratures et Fon trouve

r\ == u ro(7i+(x)o)«—^—4- ^-^ j — ̂  [sin(2M — 2h)o) -^ sinîtOo],

(0^ = -̂  [ COS 2 (x)o— COS(2U—2t»»o)] — ——° (l 4- Oo)"»
''O '̂O

t»>2 == -,COS2(rio.M —— ——„ [sin(2M—2(Oo)-4-sin2(r io]— -°(/i-(- triç)^1,
^'o '•^^'o '̂o

-h^"»-^^)]?
. 3^ r / N , . 3A .
^ -̂ —^ [COS (2 M —20)o) — COS2(»)o] — ——. 8in'20)o.M,

/'<M r ^2 /ïî
7 2 ^J J^^^09 a)o' ")•rl"<~ ̂ ràw^^0' to)oî "^'cx)l

-4-(/i + trio)2 ri 4-2^0(1 -^^o)^ rf"»

œ2==^ ^4^u(ro5^")^l^^ÀU(^(îtoo>M)•^l

'^T1» 5(*)^1[J(^OT to<'»M)•a)l-^- ^(/l-^(oo)^
2 / / \ / 2rtt » 1 ,—^-(n-h&)o)r ,—-^°(o, r fM,

qui concernent le problème restreint des trois corps, notamment au point de
vue de |a •tabiUté des trajcctoircf».
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Toutes ces expressions sont des fonctions régulières de

pos=ro—a, r'o, (x)o,

pour des valeurs suffisamment petites de ces quantités ; ce sont de
plus des fonctions analytiques et périodiques de période 27: (et
même de période TT, en raison des simplifications introduites dans
la valeur de U) de û&o. Nous avons ensuite à former les équations
de condition exprimant la périodicité des solutions

î) {

Pour

F(t0o, Pô, r'Q, œ'o,

G(^OT Pô, '*o5 ^o»

H(^o, Pô, ^o^o»

K(o)o, po, r^w^

e = o, les premi

t*>o> ^o» ro(n^

to (27r )—tx)(o) ( O i ( 2 7 T ) - — ( x ) | ( o )

27:6 23t

. (x) i (a7t)—tx)i(o) . . .
-h£————^ / -hs^-.O-h-.^o,

^ r ( < 2 3 t ) — ^ ( o ) r i ( 2 î î ) — r i ( o )
•2?r£ 2ît

^(..)^(0) ^^,^^,^^

^ r / ( t t w ) — r ' ( o ) r ^ ( < l ^ ) — ^ ^ ( o )
aîc lît

. ^ ( 2 ^ ) - ^ ( 0 ) . ,,/ x . ^-r s -t- E ^ . . . / -y... < » ,

(x/(23l)—^'(û) (x)^(2TC)—t*) ' | (o)
/ 2'îtS 2'IT

(1)3(271)—«>a(o) . . .
4-6——————^—— J ——--f-6 2 ( . . . ) -4• . . . -0 .

ers membres de ces équations deviennent

, - i î k ÏF'Q , , .to.)î-^--,-^ --^("i-".),

Il s^ensuit que, pour £ == o, le déterminant fonctionnel de F, G, H.
ou de F, H, K, par rapport à po, r^ w^ est différent de zéro et l'on
peut résoudre les trois équations correspondantes par rapport à
ces trois inconnues, qui seront exprimées par des séries entières
en e à coefficients périodiques en &)o. On trouve ainsi en prenant
les trois premières équations, et désignant par 0 (e2) toute quantité

r\ ^

ou<< lin ne conservant que les termes du premier degré en po, r^, (o^p

t0!)» ''Ix po(^ 2 -o(/^2+â-+"l^)4•2a7^0/ol -''0.
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de l'ordre de e9

œ^ == — —g cos2(*)o4- 0(e2),
r* j»

ro=£.^sin2<^. 4-0(c»),

po=0(e2).

Portons ces valeurs dans la quatrième équation

(20) K=:~^(n+fa)o)-h£K,4-...=o,

il vient

^^'î^81"'2^0'8^0^"'1"^1^01 poï roî c t>•)-^£2K2+...=o.

Après suppression du facteur s, il restera une équation de la forme

(21) — -^ siï^tOo'-r^i^o» o? o» o^-^ePi^e^e'Pi^o)^-...^ o.

Nous devons donc calculer K.i ((a,», o, o, o), c'est-à-dire la valeur
j »«(25t )— t>) î»(o) , , ^ ,de —i-—'-——ê— pour û>)(,==r^==o, ro== a. Onaalorsri ==(»), ==o

et d'après l'expression trouvée pour.û^

^(2^)—<x)2(o) r r^ TL , . , , , . i /•sw -ïn , .——————^—^=:-^ l ——(M-^(x)o)r ,^M = — 1 ——r'.rfa.ï^ a^Jo ro' • 0/ 1 ÎTC^ a 1

Mais r\ se réduit à

•r- —^ [sin(2K —2^)4. sinitOo)]

et l'on a simplement

0)a(%7C) —^(o) 1 /tlw 271 ,,.. . , v , . -,
"^——27r • -: ̂ J • ^•3A[sin(2«-2(*)o)-4-sin2a),]

3/i/i .== —— sinîcoo.a9

Ainsi le premier terme de (21) est identiquement nul; î est encore
en facteur et après suppression de ce facteur il vient

(22) Pl(<Oo)-+-6P2(&»o)-4-...==0.

Il devient donc nécessaire pour discuter cette équation de cal-
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culer le terme P^ (c»>o), c'est-à-dire les ternies en e2 dans le dévelop-
pement de K où l'on a remplacé ûûç, r\ et po par leurs valeurs en e
et a),,. Le premier terme de l'expression (20) de K nous donnera un
seul terme en £2

/ 2 \ / 3 A . \f—h\ 3A'
\ aA^^^vt 'a i" / 8 2^ 0^ 2"^ro^^ocosîcoo. . 2 .

Nous devons ensuite calculer le terme en c de K, ; pour cela nous
remplaçons, dans l'expression de û^ sous forme d'intégrale, les

q 1

quantités r, == r'^ u et coi === ûj^ u respectivement par —^ sin2 (Oo,

eu et — ^cosaûjo. e^; de r', nous ne garderons que les termes

suivants : le terme indépendant de e et le terme

, i hn
luan^Q ==— —^-cosîœo.eu,

puisque nous négligeons s2. De c»/, nous ne conserverons que le
terme indépendant de e et le terme

271 , 3/1/1 .— FQU = — —— sinîtï)Q.6.u.

On a alors

Y , ^2^Ki i F '"r 2 <^ n, , 3A .
— = — / — — -3— U(a, Wo» ")•—rsmitOo.Ms 2^^ L at àw ' ' a a4

i ^2 .̂  , 3A .
^ai?^^^^-^81112100^

~^ Jc^13^1^ ^^^'^o^

4^/i î A - 3A . 1 ,
—ç—cos2a)o" + --ç cosîOoR, — —^ sin2(OoU( rfa.

On a remplacé r^ par a, ce qui est permis puisque r, — a .= 0(€2),
et l'on a désigné par B.̂  et ^l\, ce que deviennent r\ et c»), pour e == o,
c'est-à-dire

1 A
R( = ^fsin(îM — 2t0o)4-sin2t»)o],

û, = —g[cos'j i(tfo—cos(2M—2<.*o)].
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On a d'ailleurs
<) Î T 2A • /-,- U ( a. (Ooî ^ ) — —— — SI II ( '2 CJu —— '2 M ).

/ÀO 5 ' .̂,

^2 r, ^/l / N
-——— U(<7, C.Jo, U}=-- ——COS(2( jûo—'? .^ )<
^/- (̂U ^4

c)2 ,. 4 A ,
——, l»^<2, 0)o, /() -̂- — -^ COS(-2COo— 2^-).

Nous n'avons plus maintenant (pi à effectuer quelques quad ra tu re s

élémentaires pour obtenir ! exprc^ioii de — • On a

i r^ l r'^^ ii
—— I / / S l l l ( t t » ) o — 2 U } dit s=—— / — —— COS('20)o — '2 M}
•2^J, v ^J, î ̂

[ H xi271 's= (;OS ( '2 O/o —— 2 // ) 3S - COS '2 OQ
L '2 J 0 2

et
i r271 i

— / ^cos(2a)o— îu^du-^— -s in2(x)u>
271 ^o ^ / <2

d'où

K. 3/<2 gA2 . •2/i2 .—- -=———sin '?(0( )Cos^coo— -—siii2^^,»— —— si n 2 MO cos 2 0)0
s <7 1 0 ia^ a^

4 / / 2 / 3 A2 . 3/i2 .
_^_—————C()S'2 tOo —— ———COSÎOJo SinîtJi),)— -——51 H'2 (Oo COS 20)0.

a» a1 0 a10

11 vient donc
4^/1 A2 . , 9À2 , ,p, ( ,o ) ̂  _^- cos-2a)o- ̂  sm4c.)o- ^To (l - cos4<0o).

On a d'ail leurs
^2 ̂ 3 _ i ̂ _ - .

a2

Dans les conditions habituelles, À est une quantité assez petite, et
/i2^3 est voisin de i ; \/~k el y / / , du point de vue de l'homogénéité,
sont des longueurs notablement plus petites que les dimensions du
corps tournant. Si donc on écrrt

^P,(a)o)-(^+^)cos.coo-^sin4coo-f^(.-cos4co,),

on voit que le premier terme est prépondérant. L'équation

P i ( œ o ) = o
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a donc des racines réelles \oisines de celles de

COS'2tOo î-' 0,

c est-a-dire de rb -, 4" 1 1 1 1 multiple de 7:. Soit /. 1 une de <-es racines :
en posant

t,ÏQ - ,), = (»'

la relation entre ûî  et s devient

Q< n' » 2 < J i < < » ' ^ 4-... o.

rdalion qui pi'rbeiilc dans le j ) I a ( ) (s . (F) une courbe a \ a n t lin ponil
s in i j i le à l'origiiK1; l'existeiicc des sol n i i ons périodiques est ainsi
dt'montree. car w est devdoppahic snivant les puissances entières
de £. Q^.t^) n'étant pas niil a l'origine. On pourra donc prendre
soit c ;> o. soit £ <r°î ce qui donnera des solutions pour lesquelles
la rotalion du corps et la révolution de P s'eHectueraienI respecti-
vement dans le même sens et en sens contraire.

On peut entin appliquer au problème actuel les considérations
développées dans le cas général concernant les solutions quel-
conques. En particulier on voit que si 1 on posi1

(0^ ,-- — ——: COS 2 Oo -h 0 ( £2 ),

7. 2^ î . —- si n •>. (QO t; 0 ( £2 ),ia\

po^O(^),

on obtient une solution pour laquelle le mobile P ne sY'carte de la
circonférence /• --=. a que d\ine quantité de l'ordre de &2 ; ce résultat
ne s'applique qu'à un intervalle de temps f in i , mais d 'autant plus
grand que h est plus petit .


