E. GRYNAEUS
Sur les systemes de Pfaff

Bulletin de la S. M. F., tome 56 (1928), p. 74-97
<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1928_56__ 74 0>

© Bulletin de 1a S. M. F., 1928, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. F. » (http:
//smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html) implique 1’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/
conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘Numbam

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1928__56__74_0
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

SUR LES SYSTEMES DE PFAFF;

’

Par M. E. Grynircs.

INTRODUCTION (#).

Apres imteodaction de la méthode des « formes a multiplica-
tion extérienre » par ML Cartan, la théorie des systémes de Plaft
fmsait de grands progrés par les travaux de MM. E. Cartan «l

N

. Goursat. Dun autre cote le caleul de Ricei exigeait a reprendree
cette méme théorie suivant ses propres méthodes. Le premier pas
dans cene divection fat fait par M. J. A, Schouten, concernant le
probleme de PEAT proprement dit dans son Livre sur fe « Calcul
de Riccei ».

Dans la théorie des p-vectears (n(')n sculement  simples) ,
M. E. Goursal cnvisage quatre végions covariantes, celles de la
dévivée  alternée \V;L}‘,_,,}‘,,, du  p-vecteur Vi de la quan-
e Wy, 50, relativement aux p premiers indices, de méme
celles des systéemes de quantités, obtenus par adjonction du p-vee-
teur aux  quantités précédentes. Or il se trouve que, dans la
théorie des p-vecteurs simples, il est plus satisfaisant d'introduaire
au licu de la seconde région covariante mentionnée celle de la
quantité W\ Wi dp a0 On a ainsi quatre régions cova-
e W,

systémes de quantités obtenus par 'adjonction.du p-vecteur aux

riantes, cclles de W ;. Wy L celles des

Tp—sikp - Pp

quantités precédentes, dont Jes dimensionalités élant respective-
ment ¢, /', ¢ ¢t y, le premier de ces nombres est le rang de la
dérivée alternée, le troisicme la classe du p-vecteur, et le dernier
la classe du systéeme de Pfaff corvespondant au p-vecteur.

(“) Qu'il me soitl permis d’exprimer toute ma reconnaissance a M. J. A. Schouten
pour les encouragements qu’'il m’a donnés au cours de ce travail.



—_ 75 -

Comme on démontre dans la suite, ces nombres sont liés par
relations respectives suivantes :

(A) . =

(C) : =

|
|
|

(A) permet de répartir les p-vecteurs simples d'une E, d'une
maniére invariante en trois types : 1, 11, 111, distinets.

(B) permet de distinguer trois sous-types de p-vecteurs simples
appartenant au type I : sous-types [a, 10, Ic.

Les p-vectears simples du type Il se répartissent en deux sous-
types : Ila et I1 6.

Les p-vecteurs simples du type I sont les produits-gradients
d’ordre pp de 1a E,.

Quant a (C) avee son aide on démontre que la rédue tion d'un
sysiéme de Pfaff a sa forme véduite se fait par une transformation
de la forme :

“w

TN X710 Wl

P

On trouve enfin que les svstémes de Pfaff d’'une E, (2 une trans-
formation de la forme envisagée prés) sont de trois types : ceux
du premier couespondn nt aux p-vecteurs simples du type I1b; ceux
du sccond sont de deux sous-types, correspondant respectivement
aux p-vecteurs du type Ila et I1 b; ceux du troisieéme sont les sys-
témes de Pfaff complétement intégrables d'ordre p de Ja E,.

1. La région contrevariante d’'un systéme de ¢uantités cova-

£ .
riantes ¢y (x =1, ..., 1) dans une E, (') est I'ensemble des
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solutions indépendantes du systéme d’équation en wh

X
() whe 50, =0 (=0 ry=1 ., pe) ()

La région covariante est 'ensemble des vecteurs covariants
contenant toutes les directions de la région contrevariante.

La région contrevariante d’une quantité covariante .., Par
rapport aux ¢ premiers indices est I'ensemble des solutions indé-
pendantes du systéme d’équation en w*

e 1p =0 (y=1,....4).

(2) Why oy,

Le nombre des solutions indépendantes étant s la région cova-
riante ala dimensionalité n — s et elle définité un facteur scalaire
prés un (n — s)-vecteur covariant simple, le (n —'#)-vecteur de la
région covariante. Le nombre n — s sera appelé le rang du sys-

. T
téme LW respectivement de Y).., PET rapport aux indices
A., Y }‘[' '

2. Etant donné un p-vecteur simple wy _; la région covariante
de sa dérivée alternée

(3) A Wi, = Vipwa oy

sera appelée R’, sa dimensionalité ¢ et son ¢'-vecteur G, , . On

peut évidemment choisir (et cela plus d’'une maniére) ¢'— p-1 vec-
p+2 e
teurs w, ...u, tels que

4) Gr.oe=Wp,..0, 877

2 Ty
MR Y

ol

La région covariante des deux quantités w) et VV,M.---X,- sera
appelée R, sa dimensionalité ¢ et son c-vecteur H, ;.. c estle rang
de wuk....l,a c s’appelle la classe de wy,_,, (*).

3. S W ,..5, est identiquement égal a zéro, on sait que w,, 3

] P
N : s —_ . ' . r_. .
est produit-gradient, Wy, 0, = Si, - »- SM (*).Dencc' =o;R'=o0;
c=p. La région R est définie par le p-vecteur. w , lui-
méme : H, , =w, . Réciproquement, si ¢'=o0, ou bien
sic=p, w _,, est produit-gradient.

4. Les conditions d’intégrabilité du systéme d’équations auzx



- 71 —
différentielles totales

J‘ \
(5) darig == o (Y1, ....71),

J

J. . 1} . . v
les w(y =1, ..., 1) etant linéairement mdependantes ou
non, sont

Yy .
(6) (V) Vaog=0  (y=1.....7),
Vi, (s<r) étant le s-vecteur de la région covariante des

>
wly=1,...,r).

La démonstration sc fait facilement, tenant compte du cas ou les

veeteurs wy, sont linéairement indépendants (3). En se rapportant
a ce théoréeme on démontre :

Les c'- et c-vecteurs simples G,
ment X,_.- et X,_~formant (*).

. et H, ., sont respective-

Les conséquences de ce dernier théoréme sont les suivantes :

a Les régions R' et R peucent étre définies par des pro-
duits-gradients. G, ,, et H, , étant respectivement X, .-

X p_c~formant, ont la forme

‘¢

1 c’' X ax

(7) G)\,,_,)‘E,-—:os[)_'...slc,; s =Vs (£=1, ...,¢),
' c v ¥

(8) H, .=, ...5, =% (y=1,...,0¢).

Les scalaires o et n'entrant pas dans la définition des régions R’
et R il est permis de choisire =7 =1.

b. ar suite de la d(‘/iniu’on de R, W, et W wrn. ., ont
Par 4 ey Whyo hy 4
pour ¢ # 0, la form(’

r, ’p
(a) Wi 0, = E AR EPIRRRE

P
. (ry...rpt
(9) .
- ry Pp4y
: 5 . — Py - N
«b) W/.,...A,, = 2 Bro.rp 'z./-"'zi-,.H)’
r

te Pl

les sommations étant étendues aur combinaisons p a p respec-
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ticemeni {p+1)a(p +1)de(1,2,...,c), lescoefficients ar-

. o .
et 3cpoone dépendant que des :(r =1, ..., ¢) (7).

c. On peut encore dire que ¢ est le nombre minimum
de variables indépendantes o Uaide desquelles Wi, o, peul
s‘erprimer (%), (9 @) mon:_rc que o, 5 s’exprime au moyen de
c-variables indépendantes 3(y =1, ..., ¢). Qu'il ne peut pas
sexprimer par un nombre moindre, disons 2(E<c) variables
indépendantes; cela vésulte de ce que, si cela était possible,
comme la dérivation n’introduit pas de nouvelles variables, Wi,
cl “7/.....’/.,, . auraient Lo forme (g @) -et (9 b) o ne figureraient
(que ¢ variables. Mais alors R serait au plus de dimensionalité c < .
ce qui est contraive a 'hypothése..

o. Les formules (ga, gb) donnent lieu & introduire une notion
importante : celle du rang d'un scaluire relaticement au p-vee-
tewr simple w, - (7). Soit s un scalaire. En posant s = const. il
peut se faive que par suite de cette relation la classe ¢ de w;
s‘abaisse. Comme il vésalte de (ga) un tel abaissement ne pourra
se produirve que sis est uniquement fonction des 3 (r=1,...,¢),

done s

(1o so = o0.

Supposons qu'il en soit ainsi et que la relation s = const.
abaisse la classe de v, o - de rounités. M. Goursat appelle le
nombre v le rang duscalaive s relutivement au p-vecteur w,
et il démontre le théoreéme suivant :

Le(p—1) vectewr simple

[RR N Wi hpry = Wy Shp eyl

etant different de séro et de classe oy le rang r de s par rap-
port a W ext

(12) r=c¢—ca+ 1.
S ._\‘»,lm»,,, est exal o zéro, s est de rang c relaticement
o oawy Y e
Pyeotp \ v
On peataussi définir le vang d'un groupe de scalaires 5. .. s par
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T
rapport & wy . Si par suite des relations s= const. (x =1...¢q)
la classe du p-vecteur s'abaisse de runités, r estle rang du groupe

S
de scalaires s (r==1...¢q) par rapport a AV

I1.

6. Pour ¢ p, deux cas peuvent s¢ présenter @ la région R’
contient la région du p-vecteur W, iy O bien clle ne la contient
pas. Selon ces deux possibilités :

I. w0, Gy, v =0,

1. - “’).....[).',Gv,.“v,,]¢ 0.

. étant satisfait, ¢’ =¢, R'=R, G;, ;. =H, et G, ; ala
forme

) prt ¢!
(13) Gy, o= Wi Ui, e W

Pour discuter Ie cas II remarquons que

’)
+ L4 £ £+ »
. N NP . y .
[ Wi i, = X W Wi, W, Wy w5

Wpl = [uW)]

‘ x
et que par swite, (luuls que sorent les deux facteurs oY, et ay,

. xr )y
(15) wawg Wy, 5, = 0,
donc, a cause de (4),
£ Y
(16) Wia ‘vpﬁ).,“.}..:} = 0.

Ces préliminaires posées, nous pouvons toujours supposer, sans
restreindre la généralité, que

p
(17) W“GV,A..‘I‘..}# 0.

. . ! 1
La région covariante de ay;, ... Wy, est complétement déter-
minée par w;, ; et Gy ., comme leur intersection; le choix
14
de v, offre une certaine liberté, puisqu’il peut étre remplacé
P 1 P
par &w, ==y w) .. A ap_y Wy
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Nous démontrons que dans ces conditions on a en méme temps

P

) (@) Wi Wy, Gy, vg, =0,
(18) »
' (b) \Vg}.t.,,;l’,w\,,Gv,...v,'.H]= 0.

]’

- L . o
Mais silen estainsi, alorse =c¢'+1et H, 5, =0, G, 5,
(18 b) est ¢vident d’apreés la signification de (v, , et (18 @) est
conséquence de (16). Dans le cas II, on peut toujours déter-
miner unc lelle décomposition de ¥, 5, e facteurs simples,

1 P

.. . P M
T | LUt Pon ait
1 PrP—1 V2 c’
“9) G'I.,“A‘/.,_.: = Wi, .. W}~,;<~| lt"‘p e u;\c,l.

Un p-vecteur simple sera dit d’étre du type I, I1, ou 111, selon
qu’il satisfait ¢« I ou 1l ou bien sv ¢ = p. Les p-vecteurs simples
du type 111 sont donc les produit-gradients d’ordre p de laE,.

1. Les p-vecteurs simples du type I. — Par suite de (13)
Wy, s, est une somme de p-vecteurs simples construits a 'aide

X r

des vecteurs wy, w, (z=1...p,y=p +1...c'). En rangeant
. x IR

les termes de cette somme suivant le nombre des facteurs w, qu'ils

contiennent, on obtient

(20) Wui, 0, = tuwi,
p p+...

~ y 1 L+ P r
- z 2 YEY: ll[y_(!’)q PN W)\xﬂ LW VRIS W)‘F],
x e

t, étant un vecteur dépendant linéairement des uy et y2rs == — y*3,
A cause de (15) il n'y aura pas de termes ou deux ou plusieurs fac-

teurs ;’). manquent. Remarquons qu'’il est est impossible que deux
ou plusieurs des vecteurs u) n’entrent pas dans la triple somme du
second membre de (20), car dans ce cas R’ ne pourrait pas étre
de dimensionalité ¢'. 11 peut bien arriver qu'un des vecteurs u
n’entre¢ pas dans la triple somme, mais alors il figure sdrement
dans I'expression de ¢,, car dans le cas contraire R’ serait de
dimensionalité moindre que ¢'. Il peut enfin arriver que 'expres-
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sion (20) de Wi, s, se réduise & son premier terme, la triple
somme étant égale a zéro.
Généralement, excepté la troisiéme pmslblllle mentionnée,

Wi 1, 8¢ présentera sous la forme (20) tousles w, (y=p +1...¢")
fgu1anl dans la triple somme, méme s’il est p()ssll)le de la ramener,
par un choix convenable des uy, a une forme telle quun des vec-
teurs ) n'entre pas dans la triple somme du second membre
de (20). Nous avons donc trois possibilités.

La. La triple somune n'étant pas nulle, il est possible de
choisir les wy de telle maniére que Uun des vecteurs uy n'entre
duans Uexpression !l«ow...r,.,. que par Uintermediaire de t,.

1b. La triple somme n'étant pas nwlle, un tel choie des w,
est impossible. -

Le. La triole somme est. nulle.

On peut caractériscr ces trois possibilités d’une maniére inva-
riante et a cet effet nous allons introduire la série de quantlles

sulvantes :

(21) Wor 0 alple o g ®uevp (A=1...p).

Or il est clair, par suite de (14), que pour A2 3 ces quantités
sont identiquement ¢gales a zéro ('?): il ne nous reste que deux
d’entre elles

(22) Wl o B ®vi..v,l pour A =1,

(23) Wiy spodp vy, pour A =o.

LLa région covariante de la premiére coincidant avec R’, elle ne
nous donne rien de nouveau. Quant a la seconde, s« région cova-
riante R étant de la dimensionalité y' nous démontrons qu'on a

,
¢'—1,

ou bien

le premier cas se présentant pour la possibilité 1a, le second
pour b, le troisiéme pour 1c et réciproquement.
Par suite de (20) la région contrevariante de la quantité (23) est
LVI. 6
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définie parles solutions indépendantes du systéme d’équations en ¢

Spop+a

\ Lol X P v &
EARER i N ’”- N J—
(a) E AR mu u WL W Y, "I)y. 'u,‘,' Wy, =0,
'2 ‘
( ‘) .p p+loe | 2 O~ X+ r oy £
~ N Y2 N ‘- . N o N N N .
’ (b \ \ v ) Wi Whe e e W, Ve 8 Iyt "u,lw-.u',,“’- Ly O
P -

A3

Chaque solution de (24 &) est aussi solution de

(25) |“"“‘“/.‘ _‘,_p_ 0,

done. 14, 5 deésignant le y-vecteur de Ry oy 5 est contenu
e 1Y Ty hp
dans I, ;. De son céoté F~,,‘ - est contenue dans Gy, ..

Ceci pme supposons que la I)O\\II)IIIH' I a se véahise. Alors sans

restreindre la géncralité on peat encore supposer Wy, 5 mise
o ) e’ . . ‘ ' g g
sous Ja forme (20) ot «; n'entee pas dans la teiple somme, les coef-

ficients y"‘f: sont done égaux a zéro pour y ou z=c". Les équa-
tons (24 a) el (24 6) corvespondant a ce cas montrent que la

région R, de Ja quantité (23) ne contiendra que les ¢'—1 vec-
| p Pt er—1 i
teurs v, ..., 1y ..., mais elle les contiendra tous. Done

(26) e —

Supposons, réciproquement, que y'=—=c¢'—1i1. D'aprés c¢ qui
Pl ) prog » que y =2~ P 9
vient d'étre dit de I 5 on pent choisiv w; de telle maniére que
I'on anl
Pl e

e
27) Gy y o= I w, =) u R 2N
( 7) Py e [ry ot U8 A‘,.,)\r )‘P . Rt

En formant alors la quantite (23) on voit que 'on doit avoir
ct
yTYZ=z 0 pour y ou 3 ==¢', car autrement FM“;T,, contiendrait 1, .

Dans le cas 1b, puisque 7' ¢'—1, on a y'=¢', car si I'on
avail 7' = ¢'— 1 on serail ramend a la.

Enfin dans le cas e ona 4= 01 ¢'= p + 1 el réciproquement,
sty'==o onac=p+1. W, o, sl X —p-formant sans étre pro-
duit-gradient.

8. Introduisons encore la région covariante Ry du systéme

Wi Wk D de gl
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R, coincide avec R, pourlestypeslactlb; pourle, y=p : R, élant
définie par Wy,..5, li-méme. Le y-vecteur de R, sera désigné
par Ky s,

Enrésumé, les p-vecteurs simples du type Ise répartissent en
trois sous-types. ayant les caractéres invariants suivants :

Ia, R'=R; R = Ry; c¢'=c, Y=v:=¢c —1,
Lop pric'—1

w \‘ ) i Pad] z It 2
N, = ) 3 ~r XY N N
Uk = WL E b et "m“’l.'"“'A;-;”l,“’AH;-’-“’>.,,1'
RN Ys
- . P [
b)\r« by = h)\.“.'l.[,,‘ = "vl)~l*")‘ln IL)-p gt u}.g‘,rn

Gi..o =t o =t K,

I 6. R'=R = R} = R,; ¢ = = ‘:" =Y.

Lep p+t...
T L+t »

W -y y o Wy z

y 3 == y 3 XYz - 7 N

Wigo == LuWh 0,0+ 2 E TEEU Wy e W, U WY W opl
Ry Yo

D4 c’

S, Uy,

G oae=H, o =F, .=K.. e,

= W
p L

'

e R =R, “" = 0, ¢ == oue p I w0, Y = p.
=My, 5, = Wi,

(Fi,. 1y Wexiste pas).

("w-- M+t g T t(’\- w)-a~-~hp+|‘,’

Ky, =wi0,

Wi, 3, €St X, p-formant, sans étre produit-gradient.

9. Les p-vecteurs du type 11. — On a, d’aprés (19),

[ P P e
3. — N N N . B
(28) ("/-1---)\3’_ Wiy "'l.,,,_, “A’ e Uy

3 Jointe a la formule (14) donne

1

cette expression de G,

1’..:’ Ty Pt s »
(29) Wi 5 = ZYﬁuw_w;ﬂ Cee W (Y73 = —y2r);
ys

.
pour chaque valeur dey (y =p...c') un au moins des coeffi-
cients y% (3 = p ... c') étant différent de zéro, car autrement R’ ne
saurait étre de dimensionalité ¢'. Les deux régions R/ et R, ont

pour ¥ respectivement y-vecteurs

i p=A p ¢’ , ,
Fipw=Guap=wh . owy W oy, (Y=¢)
‘ 30) . » v '
K}‘n--'7~c“¢| = H"m“)‘c“l'n: “’[7.‘ G)'I'~~}~¢'¢l] (Y =c=¢+ l)'
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En outre (29) montre que

R4 &x )
3n wi, Wy, o= —w e, oy=0  (L=1...p—1),
| . 14 , r
(32) Wi W Wy 1)t = T Wy W0 = U LT
Pt

. .o .
en désignant par uy; le bivecteur 2 7771 gy, done on a aussi

V3
o

X £ NS | .

ta) Wy = Y W (r=1...p—1),
. r

13
( )’) » 1...p
N~/ 1
(b ) (l’!J_'/ = (/‘,}‘ (LN ] lJ-).'

"
(29) ausst bien ue (33) montrent que Von a
3 c=p o ok —1; c=p--2k,

le rang du bivectenr uyy ¢tant 24.

10. Les p-vecteurs du type I se répartissent en denx sous-types
. . . I /’7I
distinets selon que le (p — r)-vecteur simple w, ..oy, déter-
miné & un facteur scalaire pres comme intersection de oy
et Gy, yeest:

e, N, pp-formant:
I 6. Nest pas X, . -formant.

P+ L.,
I, Dauns ce cas ona

| e 1 P ¥y >

(35w, .. LOMIRESS L NIRERE S o s, =%Vys (y=1...p—1),

et par suite w5 est le produit de ces (p —1)-vecteurs gradients

par un vecteur o, > .
(- ‘ . L 1 P ', .
(36) Wy dp =80 e S0, P

@y, ne pouvant étre ni vecteur gradient, ni produit d'un vecteur
gradient par un scalaive, car alors v, ,, appartiendrait au type Il
respectivement | ¢,

I1. Envisageons dans toute leur généralité les p-vecteurs simples
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de la forme (36): wy étant connu, soit sa classe (¢,). Le groupe de
. 1 Pt . .
scalaires s ... s ¢tant de rang r, par rapport a w) (') deux cas

peuvent se présenter :

(a) co— ry= 2k pair.
(B) cg-— ro= 2k -1 impair.
. . . . , P n
Introduisons (7 — p + 1) autres scalaires indépendants s .. s,

wy, aura la forme

[ 7]
x
(37) 0y = 2 Ly

Selon ’hypothése, le vecteur

P n

- N
(38) wy = 2 %S,

N

est de la classe ¢, — ry, si dans les coefficients ay on regarde
@

les s (x =s...p—1) comme des constantes. Il sera donc réduc-

tible suivant («) ou (8) a I'une des formes

[ 2h-1 2k
3 Z‘A%—...-ﬁ— 3 2z,

(39> = 0 12 2k—1 2k
z;‘»-t-ZZ)\-ﬁ-...Q- Z2 2,

les scalaires z étant indépendants, tant que les va(x =1...p—1)
sont regardés comme des constantes. On démontre alors facile-
ment que les scalaires s et z sont indépendants et que w) — sui-
vant («) ou (B) — est de la forme

1 12 2k-1 2k
1p-t 23 ...+ Z Z),
x
(40) w), = 2 %S "‘Y“' o 1 2 ak—1 2k
* 3, + 22, +...4 2 5);
donc
/" ! 1...k
{ Z”ﬂ 1 =1 ar
(o) . 3 .c“l...s;l"_‘z)",,
4 p—1 x
(41) R T , o .k
S .S _ B+ B 2 hot 3x
(8) ing e S Byl 2 5 s, 8y,
\ \ x

les scalaires s et z étant indépendants.



Dans le. cas (a), w; appar.Lienl au type I plus précisément au
type.l ¢ s1 k=1; au type @ si k>1. Dans le cas (B) il appar-
uent #u type [T étant produit gradient si k= o; au type II,

st k7> 0, puisque

g G R | Pt 1 2k
y IS Qe =8y .8 y -1
(42) Ly hp2k— S, Ly %, Lp+ak—1
a2 A | Pt 2k 0
Hy,  Jpran = S S,,, 5 ... 3,[_4“111 -‘[‘,“!G)u_,.,.‘/p.nkf'
xX x r

En posant w, =s, (r=1. ..., p 1) =y, on
d’apres (42) et (41 8). que

o Gy, Stk ""',}Gh Lok 2SO
-
(I\’) I o

wo G 0w 3, G g 05

done (41 B) &k > o appartient hien au type 1 a.

12. 1 b. Dans ce cas il existe au moins unnombre j (1< y <

tel que dans (33 a)
(4‘) fql‘p_ W, ,-/,,; 7 0.

voIl,

p—1)

Nous démontrons que, dans (33 b), 1, peut étre remplacé par

. Lo, , N
un bivecteur simple (2). Prenons la dérivée alternée de w,y en

remarquant qu’clle est identiquement égale a zéro (*2). On
‘ ,/7 ¥ \ﬂ/‘ yroor vr yr
(45) 2 Ton e+ 4.‘7 w M=o (guy=Viugw).

7
ou bien. en remplagant dans (§5) les v, (r=1...p -

leurs expressions (33 r/}.

1. r, [
Y ‘ 7/ re s rp »
(46) N\ q R \ q 0 Gy W G Wy =0,
r r

multiplication alternée par w, ., donne
v
(47) W G W 0,
. r
d’ou il résulte ue w,, est de la forme

P | | 2 2 r p+toyp -
(48) Wy T AN = A, W) e {—al,uM +a, q,

trouve

1) par
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e P
selon I'hypothése G105, 0y OF S il en est de méme de a,
A

vy e . .. . P
ag, Wy, 7 0: car s'1l n'en était pasainsi, onaurait Wiy, v, =0,
donc w),...5, Serait Xp—p -formant par suite du type [ ¢ ou III et

pas du type II. Posons alors

p-1 1 yp 2
(49) a, = \‘.,; L= V«,
et nous aurons
1...p
Jx xr r
(a) Wy)\:Zq{p.W/.‘s
(50) i
\ N
P proro 2
(&) Wy = gy + Vi Vy
r
et
; 1 1 p—1 2
(5[) Wp.l‘,...‘l\,,: V“‘.W‘,.‘ . W/A’,‘v‘),,h

donc Wy, est simple, sans que w;, _ soit Xp_p -formant. On
a encore

1 1 P 3
G)‘"")‘P+‘ = W)“"‘)‘P": V[)\tw)»a e WIP")‘P+1
(52) (¢"=p+1);(c=Y=v=p-+2)
p
Faooop.=H 0= Ky g a=wp, Gy

Réciproquement si ¢'= p +1, sans que w,, , soit X,_, -for-
mant, ni de la forme (36), onac=p + 2, et w0, appartient au
type 11 b. En effet, Wy, ; estpar hypothése simple, donc

Gy e =W, .

e

Comme en outre wxl__.LxP(J,,P_.vel}—fv‘ o, donc

] p-1 1 #
1“,)\’“:W[)"...“)‘A’__‘V)_’ ) ] (Cf. n° 6)

\p ot

Wi

et
14 ‘6 .
‘l)-r--)'p*-l—_ u[.}\,)\' 'A’ N ]’ o°

En iésumé, les p-vecteurs simples du type Il se répartissent
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en dewr sous-types differents :

Il a. R’; R = R, = Ry}; c=p+o2k—1
V=c.-1=p+ 2k (A >0)
. ! Py 2k =
(J7....). Y3 =S:‘,"~«-$',.,, 13}7,"'3-/,;-’1: il
[
Foo,, =W 0,0 =Ko, 0 =260 1

W, est de Irlfnrme canonigque

1.k
] pr=1 1] -~ 2~ 0 =1 2r
Wi, = S8 ’:«,_/,--lv : 8 Sl S
o, R R=R =R,; c'=p 4 cmy=v=ap+2
) ] | P 2
Go o, W, g T W e W V)‘PV-,_,' o
. . 4
Fi, g = 1, i ‘:=~|\}.,..f/.“.,== l"[/‘,G)‘,m'/.,,*,],
| PpoA
v, . . i . Q N
Wi, Ml ni N\, p-formant, ni de lu forme s e Sa, B0 80

deéricée alternée est simple.

On a vu. que les p-vecteurs simples du type 1 sont les produaits-
gradients d'ordre p de la E,.

Donc pour les p-vecteurs simples du type Il on a
HI. R'= R| =0, R=R,; =" 0: c = vz .

Y. €t By nexistent pas,

I, o= K o,=wi, 0,
et
! »
W Dy =85 e S‘A,,',‘

Il est & vemarquer que pour p == 1, ¢'est-a-dive pour les vecteurs
covarients de la E, le sous-type I n'existe pas; les sous-types Illa
et II5 n’existent non plus. les vectenrs covariants du type I sont
les vecteurs covariants de classe impaive de la E, ('Y).

13. Les - et y~vecteurs simples b, o, et K;“._;,’ sont respec-
ticement X\, .~ et X, y-formant.

Ce théoréme n'est a démontrer que pour les p-vecteurs du
type Ia et Ic. En effet, d’aprés les résumés desn° 8 et 12. pourles
autres types Fk.‘.ly' n'existe pas, ou bien il est identique a Gy, .,
et K, , identique & H, . Pour les p-vecteurs du type Ic
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s ? '. . » - - XS ' » 1 b ~ » 9

l‘l.-..)q n'existe pas, K,_.m,." estidentique a Wi, o, dequel est N p-
formant. Puisque. en ountre. pour les p-veeteurs du type la
F)'*~--7‘1’ = KR‘H;,Y, tout revient & démontrer (ue pour ces p-vecleurs
F, .. et \, y~formant. Orvona danscecas(ef n°8)y =c' —1
et

pi c—y

(53) Fota = W00 Wygs s+ 0

g

Nous avons donc a prouver qu’en posant pour briéveté

5 )
U= Vit
on a (%),
‘ (@) x F
@) Wi By, va o= 0 (x=1...p),
(54) .
(b) ":',.)‘Fv,...vc. 40 (yEp 1. e'—1),

or V'expression de W, ), (n° 8) montre que

Pda: K
o & ~ y oz
(55)  wmwi, o= — wiu Wy, 0, = Z YEYZ Uy Uy Wi, 0]
e
et (ue par suite
1...p pbtc’—1
x ) ar r . Yy 3
(56) Wy = Z,qm Wiy - Z TR Uy Uy
r Rk

En tenant compte de cette relation, (54 a) est évidente. Prenant

la dérivée alternée de (56), on trouve

) ! ”ﬁp.rr ” P -
BV wwvpn= D qopw,+ Y v 9w
” r

P-s-l...c’mq‘ y 2 y 2 '
! 2 1 (\'Im‘.’-")‘z)ll,f,.ln’)., + YHZW,.,(lL*‘ uy) i =o,

yz

comme pour chaque valeur de y I'un au moins des coefficients y*rz
(z=1, .... pys=p k1. ..., ¢'—1) est différent de zéro,
soit y®e = 0. Multiplions alors (57) en alternant sur tous les

p+1 So+1 Zp—1 c'—1
indices par WV._,_.,’, U-.,PH o Il.‘,:‘r_l quo—H co. i, , o, OUS aurons

Yo
(58) ulo)p.FVpn"u—a)\Vu Ce Ve 17 O
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Par un choix convinable des indices z, y4, 2o, On parvient a établir
toutes les relations (54 b), ce qui démontre le théoréme.

14. SiysZ£c. il existe une telle transformation
(59) Wiy = TN Dy

que*y ="c=c-—1.

Ce théoréme n'esi a démontrer que pour les p-vecteurs du
type La et Te. Poar les autres on a en eftet y = ¢. D’ailleurs 1l est
évident pour les p-vecteurs du type L e.

Pour ceux du type L@ ona (n° 8) y =¢'—1 et, en outre,

(60) G e =0, 0, 5

G;..A.‘,.,, et F,

R

d’aprés un théoréme de M. J. A. Schouten (*3), remplacer &

, ¢lant tous les deux produit-gradients, on peut,

i
dans (60) par un veeteur gradient 3; sans changer les autres fac-
teurs
i P crn

]
(61) Grine =23, Fiy 2= 35, %005, - o )

e +4]y

de sorte qu'on aura
pAe =

] I3
(62) Wy, o, =azuw,. 0, + 2 AL U W), D)

A
poopAet

1 rH -l P
L AR & 1
+3 E YES UG, oWy Wy B P,

2 7 0 et chacun des vecteurs n () =p—+1, ..., ¢ —1) figurant
essentiellement dans la lnplc somme, cela veut dire qu'il est
impossible que W 5 puisse se mettre sous une forme telle que
la triple somme conticnne un nombre moindre de vecteurs w
quec’ —p—1.

Ceci posé, envisageons le p-vecteur *w) . On aura

p+l..c—1 p+r.

(63) 'Wu).,“/ (Ulu-r’/ wIWi L+ S 2 —,-cz Z

S’il est possible de déterminer le scalaire o de telle maniére que
1., +1...c—1
! 1”0 x r N y
(64) Coou - “"’M':Zx‘w“’v-“' 5 2 Sy Uy,
x y
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alors (63) prendra la forme -

(prto.ei- Lop prtocr=1
65 WV - \ D k N (
(65) "Wy, 5, o4 (ak»v—w)umwn..x,,r—Z 2

( k xr k= ‘

et, daprés ce qui vient d’étre dit sur la triple somme, 1l est clair

que *ay s, appartiendra au type 1b avee

e

(66) N e i e B el B

Prenons la dérivée alternée de W, remarquant gqu'elle est
identiquement égale a zéro (%) Alors (62). apres dérvivation et
. Pt oo )
multiplication alternée par 1", 1, . montre que

Lt

\ o o _
(679 Ay Fu . R e, P W = 2 G o= 0
J
done, daprés (8), o ne dépend que des scalaires s(w=1...c¢).
: I ’ I
En outre la détermination de o exigée par (64) prouve que 'on
doit avoir o, Hy ;== 0 et que par suite

l 2 ¢
(68) Ou==—a3u~+ Yadp- ...+ YeIy-

Tout vevient donc & démontrer qu’on peut choisir ¢ de telle
maniére qu’il satisfasse a (68), a ¢lant donné et ne dépendant que

N
des s(r=1...c¢), les facteurs y éant indéterminés. Or il est
clair qu'on peut satisfaire a cette condition d'une infinité de
maniéres. En effet, les y étant indéterminés, nous pouvons supposer

O
quils ne dépendent que des z(r=1...¢). Faisons alors le
»
changement de variables z=y*(x =1 ...¢); (68) devient

ds Jda
b}_,l;—OU d'—y—x:‘{m (x=2...¢);

Punique condition a laguelle o doit satisfaire ¢st donce la suivante :

da
ay!

La détermination de o n’exige donc qu’une simple quadraturs.
Nous voyons que, généralement, par une transformation (59)
convenablement choisie. Je p-vecteur simple w,  , du typelasera
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transformé dafls un p-vecteur simple *wy 5 du type I b. Mais il y
a deux exceptions :

. 1 p+1 .
o N N e - 3 ) N
Sf Wiy tant du type [ a est de la forme s, ... 5,_ o, il
est clair qu'il se raménera par une transformation (59) a un
p-vecteur du type Il . En effet, w, , étant ramené a sa forme

canonique (41 &) le facteur o peut étre choisi parmi 'un des sca-
23 2yl

laires z (y =1...k)enposant o™t = 3

2" Siowvy o est de la classe c=p -+ 3, sans étre de la
. | p-1
forme 5. . e S W le facteur o ¢tant choisi de telle maniére que

dans le cas genvml, Vi, s, Sera de la classe p 42, appartenant
au type Il 0.

V&', p-vecteurs N, _g-formant ('), - - Si Wi, o, nestpas o, -
formant, il peut encore étre N, ,~formant (¢ > p). On entend parla
qu'il existe un systéme de 09\, _, tel que laE,_,du p-vecteur con-
tient en chaque point la (n-— g)-direction tangente de la X,_,
passant par ce point. Il résulte de cette définition :

Pour que w500t Ny_-formant (g2p) il faut et il suffit :

© Qu'il existe un produit-gradient de q facteurs, dont la
région covariante contient la (n — p)-direction de Wi, 5, QLS
qu’tl n'existe pas un tel, de moins que q facteurs; ou bien :

. . . Ny P+t q
2° Qu'il existe (q-—p) scalaires indépendants s ... s,

et pas d’autres en nombre moindre que (¢ —p) tels que le

P

q .
g-vecteur w5, 8., .. -$i S0l X—g=formaunt.

18. Les p-vecteurs du type 1, pour lesquels c=p + 2k,
sont N,_(pin-formant.

Type Il a. — La forme canonique d’un tel p-vecteur est
| p 20r-1 1 p-t 2r
(69) Wi, k= Sp, 37\,’_‘ z,l,, 4_2 TR W W
on en tire

2 2k ! p—1 0o 2 2k
(70) WD BN, e B S S S, 18, B, By
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donc, d’aprés 2°, W), est au moins ,X_(px-formant. Qu’il ne
peut pas étre X, _¢-formant, avec ¢ < p + &, cela résulte de ce
que, s’il en était ainsi, il existerait un g-vecteur produit-
‘gradient 'I\,l,_,,{7 tel que

(71) Wi Ty g = 0

On aurait done, par suite de (6g)
sy | 9)

. ’ p-tp g
(72) Tv‘_,;,,, TS, 0 8y, ’t,l. . t.,q
done

P op q
(73) u'l',‘ty'...lv,/ pirEr 0.

. . ’) . .
La classc réduite ¢y — r, de v, étant 24 + 1, on devrait donc
avoir

(74) 2k 1<a(qg—p)+1 ou bien A<qg —p,

ce qui est contraive a Uhypothése.,

Type Il b (¢c=p+2; k=1). — On a vu (n° 12) que

G)~A~-~>-,.+. =W, Spert Déterminons alors le scalairve s de telle maniére
que 'on ait
(75) WAy by = S Wi A1 == 0y s Wi, hp 17 0,

ceci est toujours possible, puisque W, 5 | =Gy est produit-

gradient ('7). On aura pour la dérivée alternée du (p -+ 1)-vecteur

e
simple v ; 2,

(76) W‘u.).._,,)l’,: S[he \V‘,,)\I___',T]: o,

_par suite Wi, a, €st produit-gradient (*), donc, d’aprés (2),
Wi, est X, (p41)-formant, puisque par hypothése il ne peut pas
étre X,,_p-formant. On voit en outre, d’aprés le théoréme sur le
rang, que s est de rang 2 par rapporta w, ;.

16. Multiplicités intégrales d'un systéme de Pfaff. —
Au p-vecteur simple @, est attaché un systéme de Pfaff '

¥
(77) daxh W},...2,= 0 ou son équivalent dzrw, =0 (y=1...p).
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Le vecteur =z dr* est I'Il‘[(;gl'(ll ("_‘) sl satsfait a (57),
W, 3, €lant N, g-formant, les N\, _g formées par lui sont des multi-
plicités intégrales supérieures, Chaque multiplicité de dimensio-
nalité (n —t), (t > q) située dans une \, _; supéricure est telle
qu’en la délinissant par le produit-gradient T, ,, on a

-

(78) ‘v)-|4»~{)'p,TV|~-~"t]: 0.

Par extension chaque multiplicité H,_,(t2 ¢), définie parle pro-
duit-gradient T, , et satisfaisant a (78), sera dit multiplicité
mtégrale.

Il résulte de ces défimtions @ 1° Les multiplicités intégrales supeé-
ricures sont les multiplicités intégrales de dimensionalité maxi-
mum; 2° chaque vecteur contrevariant situé dans une multiplicité
intégrale est vecteur intégral; 3° une multiplicité dont chaque vec-
teur contrevariant est intégral est une multiplicité intégrale ('?).

Deux vecteurs contrevariants ¢* et u* sont en in-olution (20) s'ils
satisfont & I'équation

(7q9) pxu3 Was, 1y = 0.

Deur vecteurs quelconques ' une multiplicité intégrale sont
en incolution (*').

Soit H,_, une multiplicité intégrale définie par le produit-gra-
dient T, ; ou par~on correspondant T <. Ona par définiticn

(80) v‘it',).Tv,.“v,;:O X =1...p).

En prenant la dérivée aliernée de (8o) puisque T, est produit-

t
gradient, on trouve

(81) :’;@,th V=0 (Z=21...p)
équivalent a
(82) ;;ag Tad Vu-t=o (x=1...p),

ce dernier équivaut a son tour a
(83) Ta3vs _.‘/n-t\‘fzr_‘)\"..)"’.t 0. (c.Q F.bp.)
17. Les régions R/, R, R’ et Ry. — 1l nous reste encore a
£ s By Iy

montrer, comment ces régions s'introduisent dans la théoric .es
systémes de Pfaff, et quelle est leur signification; a cet effet. noas
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démontrons avee M. Goursat (22) que leur détermination revient a
la détermination respective :

1 Des vecteurs contrevcariants indépendants issus d'un point,
qui sont en involution avee tous les vecteurs issus du méme point;

2° Des vecteurs intégranr en involution avec tous les recteurs
issus du méme pont;

3° Des vecteurs en involution avee tous les vecteurs intégroawr
issus du méme point;

4" Des veeteurs intégrav.e en imvolution avee tous les recteurs

(ntégraue issus du méme point.

1" La région contrevariante correspondant a R' est définie par

les solutions indépendantes du sy stéme

(84 Wy, =o.

Or =i o satisfait a (84). on a. quel que soit e vecteur wh,

(85) gt “'y.),’/.,...’/.,, = 0.

[.a |'é('|p|m|uu est évidente,

2° La région contrevariante correspondant a R oest définie par
les solutions indépendantes du sy stéme

(1 86) vhewn, s, = 0, Wy, ., = 0.

Or, «i o* satisfaita (86) ona quel que soit ud, v¥* W
et réciproquement.

Why.. 1y, 0,

chp-1
région covariante relativement aux p premiers indices. 11 est
facile de se convainere que, pour les p vecteurs du type la ct 15,
ITa, I1b et 111, cette région sera définie par Fv,..,v.‘,'- Il n’en est pas
ainsi pour les p-vecteurs du type Ie. Pour cux, en cffet, Fo .
LI N . vla reot , R .
n’exisie pas, tandis que la région covariante de \Vp,\l“_)?_d,‘,_va ol
relativement aux p premiers indices est W0 Abstraction faite
des vecteurs du type Le, on voit done que la région contrevariante
a R, est déterminable par les solutions indépendantes du systéme

3° Envisageons la quantité W, 0p Wy, v cherchons sa

(87) o \V.Ll)~|4:-}-p- l“‘p‘vvi---vp’: o,

et puisque (87) exprime que la quantité o¥ \VM....'A,, est située dans
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la région covariante de la quantité L elle est équivalente a

(88) CEWeh, 0, = e, )

\p?

a étant un facteur différent de zére. Or si w est un vecteur intégral
quelconque, on a

(89) Ui Wyy, g = o.

P

Done ¢ satisfaisant @ (87) est en involution avec wus les veeteurs
intégraux issus du méme point. La réciproque est presque évidente.

4° D7apres cela, on établitfacilement que la détermination de R,
(‘(luivuul a la détermination des vecteurs intégmux en involution
avee tous les veeteurs intégrauy issus du méme point, le cas des

pvecteurs du type e ne formant pas d'exception,

I8. Le y=veeteur N, correspond done au systéme caracie-
ristique (**) de M. E. Goursat et la classe y d'un systéme de
Pflaf (%) estégale a e -1 ouae. Dapres le n® 14 on a les théo-

remes suivants :

La réduction d’un systeme de Pfaff « sa forme réduite (%)
se fall pdr une transformation

LT — N N
(gu) W, =W,

la détermination de s n'exigeant outre Uintégration du sys-
3 Y o1 v Koo . ! ] : :
téme de Pfaff correspondant a K’-v'-"r’ qu'une quadrature.

A une transformation de la forme (o) prés, les systémes de
Plag correspondant aur p-vecteurs simples d’une E, se répar-
tissant en trois types.

Ceur du type I correspondent a un p-vecteur simple du
type 10,

Ceur du type a v b correspondent & un p-vecteur simple
du type Hact lh;

Ceur du type I sont les systémes de Pfaff d’ordre p com-

plétement intégrables.

En effet, onavu an n® 14 qu'un p-vecteur du type la se raméne
par une transformation de la forme (go) a un des types 10, Ha.
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[14; un p-vecteur du type Icaun p-vecteur du type HI d'ou résulte
le théoréme.

NOTES.

fes]
(13

st une variété a connexion euclidienne-affine.
A. ScHOUTEN, Der Ricci Kalkiil, p. 30 (Berlin, Springer, 1924). Le livre
. A. Schouten sera cité R. K.

GOURSAT, Le probléme de Pfaff, p. 126 et 135 (Paris, Hermann, 19212).
Le livre de M. E. Goursat sera cité par P. de P.

(*) R. K., p. 110,

(*) R. K., p. 109.

(%) P. de P., p. 132-139. Il est a remarquer que M. k. Goursat envisage plus
généralement les p-vecteurs non seulement simples.

(") P.de P., p. 137-138..

(%) P. de P., p. 135,

(°) P. de P., p. 145-149.

(1) Il est a remarquer que si le p-vecteur n’est pas simple. la série (21) peut
contenir d’autres quantités différentes de zéro.

(") En introduisant la série de quantilés

Dy e =w Pyt e Wihap haxl; Doy haeny = 00 Wil o e Whge yhgr- ]
pour que le groupe de scalaires :v;l soit de rang » par rapport a w, de
classe ¢, il faut et il suffit que '

1 [ 4
D~)~1-~c"\-r+xs\l.l. A,-+,'-';]‘I“_,-+,,+,’\=O; D[)l-*‘}‘)sll.n !
(y<c—r+ru)

(P. de P., p. 166).

(12) P. de P., p. 300-301.

(%) R. K., p. 88.

(*) R. K., p. 119-125.

(**) R. K., p. 112, avant-dernier théoréme.

(%) R. K., p. 126.

(") R. K., p. 112, dernier théoréme.

('8) E. CARTAN, Annales Ecole Norm. sup., 3* séric, t. XVIII, 1go1, p. 24R;
Bull. Soc. math., t. 29, 1go1, p. 236; P. de P., p. abo.

(19) E. CARTAN, Annales Ecole Norm. sup., 3¢ série, t. XVIII, p. 248; P.de P.,
p. 260. )

(20) E. CARTAN, Bull. Soc. math., t. 29, p. 236; P. de I’.. p. 13g et 264.

(**) P. de P., p. 20 et 3}8; Ii. CARTAN, Annales Ecole Norm. sup., 3* série,
t. XVIII, p: 250.

(2*) P. deP., p. 20.

(23) E. CARTAN. Bull. Soc. math., t. 29, 1go1, p. 241; . de P., p. 264-266.

(3%) P. de P., p. 268.

(*) P.de P., p. 269.
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