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SUR LES SYSTÈMES DE PFAFF :

PAR M. E. GRYJNAEUS.

ivrnom CTION (-).

Après rintrodiielion de la méthode des « formes à mullipliea-
tion extérieure » par M. E. Cartan, la théorie de^ systèmes de Plan
f<ii>ail de grands progrès par les travaux de MM. E. Cartan cl
E. Gommai. D'un aulre côte le calcul d<1 Ricci cxi^caii a r<•|)r(>ll<lr(•
(Vile iiiciïK' î l léot ic s inNantscs j)ro()rcs méthodes. Le premier pas
d;uis ( en'' diifclion fui fait ()<ir M. J. \\.. Schouleii, eoncernani le
problème (ie ï^f-in' jirojn-eineni dit dans son Livre sur Je « Cdeul
de Ricci ».

D<m^ l<( llicoric des ^-vecteurs (non seuleniciit simples),
M. E. (iolirsal ciivisa^c (jiialrc relions covarianU's, ccUcs de la
d^riv^c allcriK'-c W.j.)^ ,^ du //-vecteur tr>^ )^, de la (|iian-
tilc \Vu> , ) y\, .,,' rclaliveinciit aux p premiers indices, de même
eetles des -svsh-mcs de (|iian(ilcs, obtenus i>ar l'adjonction du /^-vec-
teur au\ (pianhics j»ré<'éd(' i i t<^. Or il se trouve C)IK', <lans la
théorie des /^-vccleurs sinzides^ il est plus satisfaisant d Hiiroduire
au lieu de la seconde région ro\ «mante mentionjic'c ( 'c j le de l<i

quantile \\ a/, / . ,/., ,)>, ^ ' / i . . . ' / ,1- ^n a <lî^si <l"atrc relions rova-
riautes, relies de \\ ^,,^ < l e VV^.....),,-^ .^^,...'^ (11 < > ( > l l ( l t ' des

systèmes de ( |uanli tés obtenus par l'adjonction du jy-vceleur aux
quantités precedenles, dont les dimensionalites élani respective-
ment c\ y\ c et y, te premier de ces nombres est le ran^ de la
dérivée allernée, le troisième la classe du /?-vecteury el le dernier
la classe du système de Pian* correspondant au ^-vecteur.

( < t ) Qu'il me soit permis d'exprimer toute ma reconnaissance à M.J.A. Schouten
pour les encouragements quil m'a donnés au cours de ce travail.
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Comme on démontre dans la Mtile, ces nombres sont lies par
relalions respectives suivantes :

( A )

( B )

(C)

(A) permet de répartir les yy-vecteurs simples d'une E,, d'une
manière invariante en trois tvpes : î , II, III, distincts.

(B) permet de distinguer trois sons-types de ^-vecteurs simples
appartenant au type 1 : sons-types î a, 1 &, 1 c.

Les jo-vectenrs simples dn type II se répartissent en deux sous-
types : II a et II A.

Les /^-vecteurs simples du type ÎII sont les produits-gradients
d'ordre^ de la E,,.

Quant à (G) avec son aide on démontre que la réduction d'un
sysième de PfaflT à s<< forme réduite se fai t par une transformation
de la forme

^/,.../.,,^ <ywx....Ap

On trouve enfin que les systèmes de Pfafï1 d'une E, t (àune trans-
formation de la forme envisagée prés) sont de trois types : ceux
du premier correspondent aux /^-vecteurs simples du type 1 b : ceux
du second sont de deux sous-types, correspondant respectivement
aux /^-vecteurs du type lia et II h\ ceux du troisième sont les sys-
tèmes de Pfaff complètement integrables d'ordre p de Ja E,/.

I.

1. La région contrevariante d'iin système de quantités cova-
JC

riantes v^ ^(x = i, . . . , / • ) dans une E,, ( ( ) est l'ensemble des
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solutions indépendantes du système d'équation en v^
(1) ^y^,...^...).^=o ( .r=i , . . . , r ; y = i , . . . , 7 ? . r ) ( î).

La région covariante est l'ensemble des vecteurs covariants
contenant toutes les directions de la région contre variante.

La région contrevarianle d'une quantité covariante ^...^ p111*
rapport aux q premiers indices est l'ensemble des solutions indé-
pendantes du système d'équation en w1

( 2 ) ^Ày<'A,. . .^. . .^=o (y = = i , . . . . ^r).

Le nombre des solutions indépendantes étant s la région cova-
riante a la dimensionalité n — s et elle définît tto facteur scalaire
près un (n — ,î)-vecteur covariant simple, le (n —|r)^vecteur de la
région covariante. Le nombre n — s sera appelé le rang du sys-

x
terne ^ ^ respectivement de (^...>, par rapport aux indices
A I , . .., Ày.

Î2. Etant donné un/^-vecteur «impie w>^...), la région covariante
de sa dérivée alternée

(3) . Wp.x,..^=v^,..)^

sera appelée R\ sa dimensionalité c et son c'-vecteur ti^ ...^,. On
peut évidemment choisir (et cela plus d'une manière) c'—p-\ vec-

p^î c'
teurs u^ . . . u^ tels que

(4) ^...^==WlX,..v,^...<^

La région covariante des deux quantités w^ ^ ^ et Wp^_^ sera
appelée R, sa dimensionalité c et son c-vecleurH^ ^. c' est le rang
de Wp^ ^ , c s'appelle la classe de w^ ^ ( s).

3. Si W^)^ ^ est identiquement égal à zéro, on sait que w'^ {
< P

est produit-gradient, w\,^^ -== S^^ . „ . S. (4).Doncc f == o; R'== o;
c==p. La région R est définie par le y^-vecteur w\^ \ lui-
même : H^ ^= w\^ \^ Réciproquement, si c'==o, ou bien
s ic==y? ,W)^ / est produit-gradient.

A. Z^5 conditions d ̂ intégrabilité du système d^ équations aux
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différentielles totales

( 5 ) dx^ n\ =---- o < r s^ i . . . . . /• ),

r
les u\(y==-i<, • • • î /') étant linéairement indépendantes ou

W (V[^))V/,.,),i= o (y == i. . . . . /'),

V)^ ^(5^r) étant le s-veeteur de la région coloriante des
Y

u,(y== i, . . ., r).

La démonstration se fiiil facilement, tenant c-ompte du cas où les
y

vecteurs u\ sont linéairement indépendants ( 5 ) . En se rapportant
à ce théorème on démontre :

Les c'- et c-vecteurs simples <^.../,,, et H^ ^ sont respective-
ment X,,_c- ^t ^H-c-formanf (°^.

Les conséquences de ce dernier théorème sont les suivantes :

a Les régions R/ et R pensent être définies par des pro-
duits-gradients. G,̂  , , et H)̂  ^ étant respectivement X^_^-
X^_c-formant, ont la forme

1 C' X .V

(7) G^...)^- ^^,...^^; ^==V)..? (.r=--i, . . . , c ' ) ,
1 C l ^

(8) H^...^.:= T z p ^ ... 3^; 2)=:V)^ (^'^i, . . . .c ) .

l^es scalaires o'et T n'entrant pas dans la définition des régions R/
et R il est permis de choisir a~ == r == i .

6. Par suite de/a définition de R, »<\ . / e^ W^,^ > 07?^,
pour c 1 -^ o, /a forme

l
(a) ^A,,./,,,== ̂  ^^ •••pz^ . . . ' z• • -/7'-" ^J ^ ' • • A^,

' / - , - . . /> '

„- /•i />+.

. .= 1 ^-1'-^^'•'\^

'':.... /,,<-,•

(9)

i^ w,,..^,= ^ ^ / l•• /- l^...^
'^... ' , ,<-«•

/^ sommations étant étendues aux combinaisons p à p respec-
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'"'emenl ̂  + •) à ( /^ + 0 ̂  < • , ̂  . ..,c), les coefficients ̂ -r,

<-l .â',--- '^, n<- dépendant que de<, 'i(:r=:i, .. ., c) (').

<•• O// ^-M? ^mwv <//,y ,i,,e c (,,( ^ «ow6r<- minimum
de ,-annhles indépendnntcs a l'aide desquelles w; ; peut
.^.rpri^r (*}. (? <-<) ,n<mlre (i,,̂  ̂  -̂  s'exprime a.i mojen de

c-vi.riable. in.l.-pi.,KJ,,,itt.s J(y=,, ..., c). Qu'il ne peut pa-s
s'exprilner par 1111 nombre moindre, disons c(c<c) variables
indépendantes, cel., résulte de .•e que, si cela était possible,
.•oinnic ia denvalion n'introduit pas de nouvelles variables, «•,
^ w-,..-,, , .•••r.iient 1,, forme (9 a) et (96) où ne (igureraienî

que c variables. Mais alors II serait.>« plus de dimensionalité c < ,;,
ce i|in est (•oniraire ,1 l'hypothèse..

:>. l.rs rormules (9^. ̂ b) donnent lieu ;i introduire une noiion
import.iiit.. : celle du raii.v d'au sculuire reintiwmcnt au p-^ec-
( c - i t i s i n i { , l < ' „,, ^ (••• ). Soil s un scalaire. En posant s == const. il
l)eut se f.lire que [)ar suite de cette relation la classe c de «•
s'abaisse. Comme il résulte de (,,a) un tel abaissement ne pourra

se produire (|ue si s est uniquement fonction des ï (x == i , . . ., c),
donc si

.<,, ,H, .,,.-0.

Supposons qu'il en ,,>,i ainsi et que la relation s=const.
abaisse l.i classe de >r,_ ;„ <i'' /• unités. M. Goursat ..ppelle le
innnhn- r le r i i i t y du sculau-r .< rclalh'ement au p-wcteiir n', ,
et il il<";iii(in(rr lu llléoreme suivant : 1 '

L'' <, // + ' ) i'<'<'lenr .'iiinpil'

"" "')....>.,,*,= "'i ».,...^^+,!

è ( < i n l f/i//'/-n',,/ d,' zéro ri d<- fla.w r, I,' ran^ r de s pai rap-
port <i n',^ , rsl

i H) /• =3 f —— C -» 1 .

•̂  "''. • - - ' , . < ' ! < 1 ' ' y " 1 n z<''l'"> *• <'st <lr rany <; relativement
"•-,-. .>„•

On peul .uissi dénnir le rans d'un groupe de scalaires s . . . 's par
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rappori à n'y, /„. Si par suile des relations .ç-= con^t. (;r == i ... y)
la classe du /^-vecteur s'abaisse de r unités, r esl le i'<m^ du groupe

.;•
de scalaires s {.r == i . . . q) par rapport a ir,^ -, .

II.

6. Pour c ^ - p ^ deux cas peuvent se présenter : L» région R'
contient la rég'ion du ^o-vecteur K') , , ou bien elle ne la contient
pas. Selon ces deux possibilités :

L w^...^,Gv,...v,,î= o,
H. ^/.,...I.).^GV,...V,-]^ 0.

I. étant satisfait, c ' =. c, R' === R, (i, y , == II, , et G, ) , a la
forme

< » î ) G,.....,,.== « .̂..̂ î ,,. • < • M/.,.-

Pour discuter le c.»s II remarquons que

/'̂̂
 ^ J:-< Jt' .C+-1 /»

^ •l ^ W^....^=^W1A, • • • <^ ., *^^W\^, . . . M l̂

.r

(^^ == [pL(^),I

et que par suite, quels que soient les deux facteurs n^ et <r>.,

.r y
( ï 5 > '̂[a "'y W(AA, ... /^ == o,

donc, a cause de (4 h

j? y
(16 » W[oi wp^/.i. ../.,,'î = <>•

Ces préliminaires posées, nous pouvons toujours supposer, sans
restreindre la généralité, que

p
( * 7 ) ^/.^....^^o-

1 ^~'
La région covariante de w^^. . . w\ ^ est complètement déter-

minée par w^.../ et G>^. ^, comme leur intersection; le choix

de w^ offre une certaine liberté, puisqu'il peut être remplacé
// \ p-\

par w, 4- «< w>, -4-. . . -h a/»-i w/. .



Psoiis démontrons que dans ces» conditions on a en même temps
p

\ W ^^....[A»^ GV....V.,.= 0,

0^ ? ' '

? ^) w^...'^.^, Gv,...V,'4-,]== 0-

Mais s'il en est ainsi, alors c == c -}- i et H. , == ^ , ( i
A^. . . A(.' ^ ^ ^ A j A^ . . . A(; / . ^ t *

(18 &) est évident d'après la signification de d^ ^, et (18 a) est
conséquence de (16). Dans le cas II, on peut toujours déter-
miner une telle décomposition de (^ ^ en facteurs simples,

\ p
(^^ / == iv ^ . . . tvy . que Fon ait

t /»-! /. c'

( '9 -» ^A, . ../,,.< == wf/,, . . . wy ^ M'̂  . . . u^ ,y

ii n p-vecteur simple sera dit d'être du type /, //, o u ///, selon
qu'il satisfait à l on I I ou bien si c ===/?. Les p-vecteurs simples
du type I I I sont donc les produit-gradients d'ordre p de /aE,,.

7. Les p-vecteurs simples du type I . — Par suite de ( i3)
Wp.^ ,̂  est une somme de/^-vecteurs simples construits à Faide

.1,' r
des vecteurs (^, u, (x = \ . . . / > , y == p + i . . . c ' ) . En rangeant

les termes de cette somme suivant le nombre des facteurs w> qu41s
contiennent, on obtient

(20) W^....^= t^w\,..:^

P P^\....c'
^ ^ r « -r+l s x-\ p

- ^ ^ T^ )̂, • . . w^-,^^,, • • • ̂ i,
y*

t^ étant un vecteur dépendant linéairement des u\ et -y^9^ — y^'r.
A cause de ( i 5 ) i l n^yaura pas de termes où deux ou plusieurs fac-

x
leurs ^p> manquent. Remarquons qu^il est est impossible que deux
ou plusieurs des vecteurs u\ centrent pas dans la triple somme du
second membre de (^o), car dans ce cas R/ ne pourrait pas être
de dimensionalité c . 11 peut bien arriver qu^un des vecteurs u^
centre pas dans la triple somme, mais alors il figure sûrement
dans Fexpression de ^p, car dans le cas contraire R' serait de
dimensionalité moindre que c'. Il peut enfin arriver que Fexpres-
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sion (20) de ^ V y / ^ -^ se réduise à son premier ternie, la triple
somme étant égale à zéro.

Généralement, excepté la troisième possibi l i té mentionnée,

^(AA, . . . / . so présentera sous la forme (20) tons les «, {y'^-=- p +-ï... c ' )
figurant dans la triple somme, même s'il est possible de la ramener,
par un choix convenable des u\, à une forme telle qu 'un des vec-
teurs M> n'entre pas dans la triple somme du second membre
de (20). Nous avons donc trois possibilités.

1 a. La tripla somme n'étant pas /m/lc, il est possible de
cl loisir les n\ de telle manière que f un des vecteurs u\ n'entre
ddns Ue.fpressioji ^Wn) y ^ que par ï i n t e r m é d i a i r e de tn.

1 b. La triple somme n'étant pas nulle, un tel clioLc des u\
est imposs ib le.

\ c. La triole somme est. nulle.

On peut caractériser ces trois possibilités d'une manière inva-
riante et à cet effet, nous allons introduire la série de quantités
suivantes :

(2 l) Wu .̂..)̂ ,,̂ . ^...^wv,...^,] (k =-- ï . . . p } .

Or il est clair, par suite de ( i 4 ) ? q"e pour À ^ 3 ces quanti tés
sont identiquement égales à zéro ( < 0 ) ; il ne nous reste que deux
d'entre elles

(2<2) ^^..A/,-..^^,...^! p o u r Â - = = r ,
(9-3) W^...^, ,[À,,_^W^...^ pour k ='>.

La région co variante de la première coïncidant avec R/, elle ne
nous donne rien de nouveau. Quant à la seconde, sa région colo-
riante R , étant de /a dimen,sionalité y 'nous démontrons qu'cm a

ou bien
Y ' - = o ;

le premier cas se présentant pour la possibilité 1 a, le second
pour 1 ^, le troisième pour 1 c et réciproquement.

Par suite de (20) la région contrevariante de la quantité (a3) est
LVI. 6
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définie par les s o l u t i o n s indépendantes (In système d^équations en c^

: \...fi p + ! . . . < • '
[ , . y y ' '1 • / ' - 1 •l'"1 // y -*p^ 2j 2^ ^'t•an^^.•••w/...-.w/,. .•••"v^^v ,?% l^,-.•^ =0'

( 2 4 ) / 1 r "'• ,
i \ . . . p p + - ! . . . < • i •j .r—i x^\ fi y ./•

; (&» v v ^'^^^•••^.-/^-.••^s-^^^^-."^^--^ °-

Chaque solution de ( '^f\ b) fsl au.ssi solution d^

W r / ' 1 1 ' / , . . ^ - ^

^onc- 1<\,. >.-/ dpsi^nîtnl le /-Vt'cleur de R','/ ix'y^ , est contenu
dans h\ .̂. De son cote V, , . est contenue dans G^ ^.

Ceci posé, supposons que IH possibilité I a se réalise. Alors sans
restreindre la génendilé on peut encore supposer VV u.^ > mise

c/ , 1 1 'p
sous la lorme ( w ) où ^y n en t re p<(s dans la triple somme, les coef-
hcients ' ^ ' ' y ^ sont donc é^aux a zéro { ) o u r y ou z == c ' . ï^es équa-
tions ( ' ) ^ a ) et [ ^ / [ h ) ( > orres |>on(^ant à ce cas montrent nue la
région R , de la q u a n t i t é ( 2 3 ) ne contiendra que les c ' — i vec-

l p p r \ e<—\

tours iv/ . . . \v, HY ' ' - / / / m H I S ^l^ ^ls c-ontiendra tous. Donc

(26) Y^^—i .

Su[)posons, réci |)ro(inement, ( jue y--^ c — i . D après ce qu i
vient d'être dit de F^ .̂ on peut choisir //) de telle manière que
1 on ait

(^) G). . '^^ 1^,, . . / , . / . , / ' / „ , ̂  ̂ [^..\l\.,•" u^;

En formant alors lit qu.mhté ( 2 3 ) on voit que l'on doit avoir
ct

y3'^- =-^ o pour r on ^ -̂ : c , < .n* autrement F^ ^.^ contiendrait H) .
Dans le cas I /?, puisque / ^ • ' c — i , on a y --= c', car si l'on

avait y'=r^ <•'— i on sérail ramené à \ a.
Enfin dans le cas 1 <• on n /-^r o : c' = p + i ; et réciproquement,

si y ' - ^ o on a r '==/^-+- i . ^'^ ^ est X^_^°formant sans être pro-
duit-gradient.

8. Introduisons encore la région covariante R^ du système

^A,..>^, W(JLA,.../^,(^_^WV,..V^.
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R, coïncide avec R, pour les lypes ï a et 1 6 ; pour 1 c, y =p ; R^ étant
définie par ̂  ^ lui-même. Le y-vecteur de R< sera désigné
P^K^,.^.

En résumé, les p-vecteuf s simples du type Ise répartissent en
trois sons-types, ayant /es caractères invariants suivants :

a. 1V==K; H , = H i ; c ' ^ c ,^ = n ï ; c == c , y == Y — c ~ ï,
1 ..// />--r- l . - . f - ' — l
'̂  '^^ ' l J'^\ z - r^ t

,A,, —— -^-A., .,A^,--+- ^ ^ Y<)^ ",,(^. . . . (^

\ . . p p i - i . - . f - ' — i
vu ^ ^ > l J^\ z .r, < u

W^...),, = ̂ <^...X^^ ^ Y^^^ . . .̂ ,.. ̂ ,^,,. . .^,.

^. ,/- /^ < <"-1t^,.. . A . - . ,= K),,.,^^- ^).,,.>^,^.., ^^ ^
G^..//,^ ^ H, , , . . . / . , , -_ / / . ,F / . , . . . / . ^ ] .

1 6- 1 < ' ^ H - R , = : K , ; ^ ^ ^ ^ ^ ^ .
\ . . .P p ^ ! . . . < • '

\v - , V V •r î • t ' " ( <; ^+< ^
NV^...A,-^^>,,.^-+-^ ^ T^^^^- ^A,.,^).,^,^. . .^^

^/.i...^'^ H).,...A,.' ^ ^/.i . . . / .<.. . ~ K/ . , . . , /^ , -=- i».*'^ .Àp^.^ . . . 4^,-.

1 c. W -r. R, K, ^ o, c7 — c p i , • f* - o, y =. p ,
^\,..\^, -= H),,...)^ , - W-/,,../^ r-: ^^ W,.,...^^^,

K/^ , . / . ^===WA, . . . / ^ ( F/.^.^ , n'existe pas).

*''/,».. /^ ̂ / ^/i -p-formant, sans être produit-gradient.

9. Les p-vecteurs du type I I . — On a, d'après (19),
1 p- î /* c'

<28) G) \ , = w - . . . W) M. . . . U . . . ',
• - i "l '•p—i ^p '-e^ •

cette expression de G)^ ^.jointe à la formule C i 4 ) donne

p...c'7»...r'
^ y î /»-* <

{29 ) W^.. :^ =- J^ ̂ ; ̂ p. w,, ... w^^ u^
yz

^\ y î /»-* <
•29 ) W^.. .̂  =- J^ ̂ ; ̂  w,^ . . . w^ u^ ( yy^ = — ̂ y ) ;

pour chaque valeur dey (y ==^y . . . c') un au moins des coeffi-
cients ^rz (z ==p . . . c ' ) étant différent de zéro, car autrement R' ne
saurait être de dimensionalité c ' . Les deux régions ï{\ et R, ont
pour y respectivement y-vecteurs

. 3o)
P\...A,- = Gy,...^,= w^. .. w^u^ .. u'^ . (y'= c') .

KA,...^^» r- H^.,^^== ^GA.,.^,^] (^ = c== e'-t-i).
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En outre ( 2 < ) ) montre que
.C Ji-

( 3 i > (^ Wp.,,.../,^= — "'^/. "'>.,...//= o {x -i . . . p — i),
^ //

(3^V M^A Wp,,...',^ = — (»^(^..,^j:-: — ^/.aW^.../^.

/ < . . . < • '

en désignant par / /^> le hiveclenr ^ / ^ ^ a ^ i ? donc on a aussi

! . . . / •
.f '^^ .ri r

( ' a ) (r^/ = ̂ // ;j. (l;/:' ( . / '== 1 . . . / ? — I\

^'^' i „ ,;:./,
/ / V l ' t ' '
( h ) "';j./^ ^ 7,;.(^/; '- / /P•>.•

(29) aussi bien (pic ( . > ) > > ) ) iiiontrciit (nie J on a

( 3 i ' <-• = /? ^ /> — i ; c == /? - - -2 /c,

le ran^ du h ivec icur u,^ ( ' l < u i î ^/i'.

10. Les j^-vee leurs du type I I se repartissent en deux sous-types
i p-\

d i s t i n c t s selon qiK1 le ( p — \ )-vccteur simple (V,>^ . . . ^ ' )^, , déter-
uiine a un fac teur sc.ihm'e |)rés comme intersection de ^\\ ', ,
^ (J/,...).•' ^st '•

I l e / . \^.,^^.i-tormanl ;
] ! /> . N'est pas \ ^ ^ ^ , - f o r m a n t .
l ï r t . Dans ce cas ou < i

i p- t i /' i y y
( '̂  > «^^ . . . H>^ ^ = 7^^ . . . ̂ -.^ ^, - ̂  = V>.^ (y -==.. i . . .y? — ï ) ,

et par .suite ir-^ '̂ , est le produit de ces (/?—i)-vecteurs gradients
par un vecteur {V\

C^\ <ï'/•i•••)r^^•••%-^).,.^

^ ne pouvant ê t re . ni vecteur gradient, ni produit d'un vecteur
gradient par un scalaire, car alors (V>^...^ appartiendrait au type I I I
respectivement 1 c.

1 1 . Envisageons dans toute leur généralité les /^-vecteurs simples
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de la forme (3(i) ; w\ étant connu, soil sa classe ( C o ) . Le groupe de
i P ' '

scalaires 5 . . . s étant de rang r,» par rapport à \v\ ( ' ( ) deux cas
peuvent se présenter :

(a ) <;u— /'o •= '2 ^ pair.
( ? ) FO — /'n == '2 /: -4 -1 i m pa i i.

/» n
Introduisons ( ï i — / ^ -1- i ) auh'es scalaires indépendants s . . . s^

i^> aura la forme

(37) ^.== ̂ ^,.

Selon l^hjpothèse, le vecleur
p . . . n
-^ .c

(3S) (^X ̂  ^ ar^/,

est de la classe C u — / ' o . '^i dans les coefficients Oy on regarde
les s ( x ===5 . . . p — i) comme des constantes. Il sera donc réduc-
tible suivant (a) ou (?) à l'une des formes

t 'J 2 A - - 1 2k
J ^ 4 — . - h s .Z^

^ ^ 0 > . ->A-^
2\ -f 3 ̂  -^ • • • -4- 2 ^ »

.r
les scalaires ^ étant indépendants, tant que les s(x == i . . . p—i)
sont regardés comme des constantes. On démontre alors facile-
ment que les scalaires s et z sont indépendants et que w\ — sui-
vant (a) ou (|3) — est de la forme

(4o)

donc

, i 2 y/i-i tff
i..^-' \ zz^^...^r z z^

W).=-- ^, «C^^-l ^ i 2 L'A-1 2A
x ^ Zh^z ̂  ̂ ' • • -+- z ^ ;

1. . .A-
aa7-i i /»-< aj:1 ^n ix-\ \ p-\ 'àjc

(a) ft /, s in .. .s\ z\ i,\ / 1 ^^ [A» 'v»—» ^J'

. , 1 1 p-( J .r

(4 l )<; . ^...^-^••.V.^^^ ^_, , <-.^

(?) ^•/v^^4-22Tl ;^'-^-/^
1 x

les scalaires .? et z étant indépendants.
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Dans Je cas (a) , ̂  ^ appartient au type 1 plus précisément.au
type.l c si k == i ; au type \ a si k > i. Dans le cas ((3) il appar-
tient ^ii type HT étant produil gradient s i / f = = o ; au type II,
si k \- o, puisque

( p . • /' • l -2k
(4,) G/- •^^--•^^ •••%.,^••-^-,

/ , 1 ^ 1 o •jA ()( H,.., Â^ .:. . ^ . . . ̂  ^ . . . ̂ ,,^- ̂ [),G.,,,^.

En posaul ^_-^^^—^ . . . , ^ - , ) ; ^==n^, on voit,
d'après (4^ ) el (4i âL (jnc

./ y .

^'/.G/, . . / . / , . , , À - . ' : - ^/^/.t . A , , , ,f, .•-=<>.

( 4 3 )

( ^.(r/..../,,,.^ , ' - - -/-/...A,,.,,"'.A0/,..././,,.^ i ' - - ^;/^/,.../,,,^._.;^ 0;

donc (4i P) k > < » aj)|)al>tient l)^1!! an type II âî.

12. Il ̂ . Danscecnsi l rx istcui i rnoins un nombre )'(i <r<p_i)
tel que dans (33 a)
, / . . y p( 4 ^ ) y,a «'^...^r^o-

Nous démontrons que, dan.s (33 h), u^ peut être remplacé par
un bivecteur simple ( 1 2 ) . Prenons la dérivée alternée de w,^ en
remarc| i idnt qu'elle est identiquement égale à zéro ( < 3 ) . On trouve

' • / ' ' . . / '
^ y i ^ Yr r yr rr

( »5 ) J^ q^, ̂  ̂ ^ q „, iT-,,, == o ( c/^ = V^^^).

ou l»ien. eu rcmplaç.mt d.tiis ( 'jf)) les ny, ( r ^= i . . . n - i) par
ItMirs expressions (33 ^),

i . . . / ^ i . / / i i . ./^
^ î / ' / ' ^ ^ y r^ .T /•/, ,,

(4(l) ^j^;^11/'4- ̂  ^ y';j. '7. n-.̂  9^ ̂ ^ o,

multiplicalion alteincc par n^ ^ donnt1

/> y/'
^7) (^,^.^// t^,...^• - o,

d'où il résulte que (^, est de la forme

^ 1 1 •-• -2 p p p^\ Yp
( 48 ) (i^ == a^,, n-^ ̂  a^ w^ -4-. . . ̂ .a^ w'̂  ̂  CT^, y^ ;
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selon l'hypothèse <7[a^'/., ..:/.]0^\ il en est de même de a^ :
^+1 . p
a^ w^ ^^o; car s'il n en était pas ainsi, on aurait w^\w^ ^ i==o,
donc w\^ \ serait X,,_^ -formant par suite du type 1 c ou III et
pas du type II. Posons alors

P-\ \ Yp '1

(49) a,/-= V,/; y .=V, ,

et nous aurons

• • P
l jrr r1 JT ^.^ j r r r

\(a) ^A-^J^ÇtUL^.I,

(5o) /i ^ • • • P1 p ^^ pr r \
\ (6) (^-^^pW-^-V^V,

et

(51) ^.••.^-^^-•^-^lî

donc Wu,) ^ est simple, sans que w\ \ soit Xn—n -formant. On
a encore

/ A -\ p-\ y
l ^A,...)^. ==- W^.,^^= V^,^ ... « ,̂V\̂

(52) ^ (c'---p-+-i); (c== v/=== Y =/?-+- 2)
/»

F^...^,,= H^,..^,^= K>.....^,,== w^^....?+,]•

Réciproquement si c '==p+i , sans que w^ ^ soit X^^^ -for-
mant, ni de la forme (36), on a c ==/? 4- a, et w\^ \ appartient au
type II 6. En effet, W^ ) est par hypothèse simple, donc

^,,^.=W),,.^..

Comme en outre w^^ ..[\ ^v»...^-}?^ 0» donc

WX,...A,,, == ̂  . . ̂ .^^^ W' "0 e)

et
H>....)^,=W(A,...^V,^^^.

En résumée les p-vecteurs simples du type1 II se répartissent
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en den.r sons-types dif feront s :

II <^ 1< ; H = K , - ^ H , ; c - ^ / » + 9 . A - — 1 :
y' ^c 7^^-Ï- 2À- (/ •> o)

« ^ l l '2h ^
G,,,...'/ .,,/, i ==î;, ... s. z, ... s. , ,,' P 1" ' ' i /'/» i ^/» 1 p • iA- i i 1

l"/,.../,. , -i II/,.../.,, .ji :=• K/,.. . / . / , . ,̂ =^,^G^. ,. ̂  ,

n<Al / '̂̂  ̂  hi l < i t ' n i e en non in ne
1 .. A-

l /'-t o ^ •j /-| » /<-l _».r
t ' ' / i /.,,̂ : •V '/, . . . .s', „,•-»- 7 ^ A ' , . . . .î-, 3) -.i • • • /• . i /,, i /.,, ^^ / , /.,,» i /,,,..

Il ^. ^ ; ^ ==- H, ̂  K, ; C s^p -̂  I; (• -S^ y ïîr'/'S-/? -»- ^..

(", ',-. w',..'^-;^..•••^-,v>,v/,^-
y;

r'. . - / / . , .^}} <, . , . / , , ,̂ -K,,,...,̂ , ̂  <^G/,...^,

i ^ i
^A, /,,, i^^fftïi ni \,, p-forman^ ni, de la forme s :^ N^ ^(r, i .m
déniée alternée est simple.

On a v u . ( j i ic les ^-vecteurs sim|>l(^ du \y\^ l ï l sont les produits-
gradients d Ordre p de la E,,.

Donc pour les p-vectenrs simples du type \\\ on a

I I I . R ' ^ H , ^ o . H ^ R i ; r ' = = 7 ' - ^ o : c ^ ^ ^ p .
^A, ... /„ „ et F/,, /,/ n'existent, pas,

H/,.../.,,--= ^),...^== «*'/,,.../-,,
^^

i P
^••^^•••^r

II est à remarquer (|ue poury^ ^r i . c'est-ii-dire pour les vecteurs
covarients de la En le sous-ljpe îb n'existe pas; les sous-types lia
et 116 ^existent non plus. les vecteurs covari.mis du type II sont
les vecteurs covariants de d.ïsse smpaire de la E,/ ( / 1 1 ) .

13. Les y - et y-vecteurs simples l^ ^ et K), , sont respec-
tivement \,, ̂  et \n ^-formant.

Ce théorème n est à démontrer que pour les p-vecteurs du
type la et le. En effet, d'après les résumés des n0' 8 et 12. pour les
autres types F^ ^. n'existe pas, ou bien il est identique à G^ ^,
el ^. ..>./ identique à H)^ ), . Pour les ^o-vecteurs du type le
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^).i...). n ̂ i^' pa^. K), . / , csl ident ique à <ï^,. . .) . , , lequel est \,i-^-
formant, Puisque. en outre. pour les /^-vecteurs du type la
h\ . , , - - = K'̂  ) tour revient à démontrer que j)our ces jy-vecteurs
ï'\,.../.-. est ^/< Y'-formant. Or on a dans cv cas (r1/'. 11° 8) -y r== c '— i
et

/ / , f r'-|

C^) FA,.../., , ̂  "•;/,,. V^ • • • ̂ .^r

Nous avons donc à prouver (m en posant pour brièveté

^A^^yr
o n a ( 5 ) ,

l X
\ (a) w^r^...^ -,-= <» (J" ---- 1 • . . />),

( 5 1 ) \
f (^ > ^.(AA^t. •^' l' () L1' "-' P ^ • " ( ' ' — — 1) .

or l'expression de W^. ̂  (n0 8) montre que
o^. , ac-, » .

.c ^ ^-^ .r s
(55) ^i^ in,..^i=— w^\Vp.,,.../,/,---- ^ r^^^^A,...)^

ri

et que par suite
1 . . . 1 » i»4-1. . .< ' ' - l

^ -̂.̂ •'- / v^ y z

(56) w^ = ̂ ipL ^/-î - ^ V^ u^ u^.
f YZ

En lenani compte de cette relation, (54 a) est évidente. Prenant
la dérivée alternée de (56), on trouve

i ..p f)
(^7) "v ̂ '^^^^^'A]^^^ (<^)

/• /'
V -4- 1 ... C' — 1

^̂  r z r z

i ^ | (V^T02)^^ -^ ̂ ^^('^^l) ! =- °»
rs

comme pour chaque valeur dey l'un au moins des coefficients y^2

( ; r==i , . . . p ^ z - = p h i , . . . , ( * ' — » ) <tst différent de zéro,
soit yWo^o. Multiplions alors (5^) en alternant sur tous les

/ï-M ^o-+-1 zo--l c'~l

indices par w^ ^i/^^. . . u^_, u^^, . . . u^.^ nous aurons

(58) ^[Ù)(JLF^...^_,XV,, ,...v,, j- o.
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Par un choix convenable des indices oC,yo, ZQ^ on parvient à établir
toutes les relations (54 6), ce qui démontre le théorème.

14. Si y 7^ c. il existe une telle transformation

( 5^) .̂....A,.̂ "').,...̂ ,

que *y -= *c ̂  c — i
Ce théorème ne.sf à démontrer que pour les ^-vecteurs du

tvpe 1 a et 1 c. Poar les autres on a en eflet y = c. D'ailleurs il est
évident pour les /^-vecteurs du type 1 c.

Pour ceux du type 1 a on a (n° 8) -/ = c'— i et, en outre,
( ( ) 0 ) ^...^=0,r\...),,],

^/.i.../,. et F/t >^ ^ é t an t tous les deux produit-gradients, on peut,
d'après un théorème de M. J. A. Schouten ( < 5 ) , remplacer ^
dans (6a) par un vecteur gradient zy sans changer les autres fac-
teurs
(61 ) G>,,,^== ̂ F,,.. î= ̂ ^^...X^,,..^ ^j,

de sorte qu'on aura
/^i.../."-i

(62^ Wa/.i.../,,,== a ̂ «^...>^ -h ^ a/..M[p.w>^...)^
/.

/' / < - ( - I . . . C ' — — 1

^.( <^ .) 1 ^+4 ^ .C-l ,/?

4-7 ^ vO^Mij.w . . . W), u\ w\ ...{\\ ,
^^ ^^ ' l* /! ^jc—t "•X Àr .+ i /'^l»

.»-' rs
y

a^o et chacun des vecteurs u^ (y == ̂  + i, . . . ^ c ' — i ) figurant
essentiellement dans la triple somme, cela veut dire qu'il est
impossible que Wp.>^ > puisse se mettre sous une forme tel leaue
la t r ip le somme contienne un nombre moindre de vecteurs u\
que c - — p — i .

Ceci posé, envisageons le /^-vecteur *(^...^ . On aura
p-t- l . . .C '—l p p+\ . . . c ' — l

(63) *W^A,...,.^= (^jj.-t-aj^.)w,^...,^4-7 ^ — T^. ^?

* •»• y^

S'il est possible de déterminer le scalaire o- de telle manière que

\...p p^-\...c'—\

W) ' ^-t-«<ïiJl=>1?.<•(^^-7 V SyMpt.,

J r
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alors (63) prendra la forme

(^) *Wu.,...V-^l ^ (^--^)^^..^-^f ^ (

f A .r Â-. ^

et , d après ce qui vient d'être d i t sur la I r ip le somme, i l est clair
que *(r^ -̂  appart iendra au IA pe I/^ avec

( 6 ( ) ) *€•' - *C - * ^ ' — *y - C—— I ;-. C —— l .

Prenons la dérivée a l t e rnée de Wp^ '̂ , remarquant qu'elle est
identiquement e^ale à zéro ( 1 3 ) . /VIors ( 6 ^ ) . après dérivation et

P ! C' 1
m u l t i p l i c a t i o n alternée par n^ . . . /^ ,, montre que

(67 ' ^(v^[i<^,...^^^. l . . . M).,- .̂  a'i^G^,.. /.,„ _^= o;

donc. d •qïrès (8), a ne dépend que des scalaires z ( J ' -= i . . . c).
En out re la déterminat ion de <7 exigée par (64) prouve que Fon
doit avoir cr^H^ ^;-^= o et que par su i t e

1 2 r
( G8 ) ïa ̂  — a Z^ -+- Y.2 3(1 ... -h Y,. 3^.

Tout revient donc à démontrer qu^on peut choisir o- de telle
manière qu ' i l satisfasse à (68), a étant donné et ne dépendant que

j '
des ^ ( . r = = i . . . c), les facteurs y é tant indéterminés. Or il est
c la i r qu'on peut satisfaire à cette condition d'une infinité de
manières. En effet, les y étant indéterminés, nous pouvons supposer

X
q u i l s ne dépendent que des z ( j c - = = - y . . . < " ) . Faisons alors le

j'
changement de variables z==-yx(J' == i . . . c}\ (68) devient

àv _ àv
f)y\ '^ a î f^yX ~ ••r ^ — ?. . . . C ,

l 'unique condition a laquelle a doit satisfaire est donc la suivante :

(h
^=--a•

La déterminat ion de o- n'exige donc qu'une simple quadrature.
Nous voyons que, généralement, par une transformation (5g)

convenablement choisie, le ^-vecteur simple w^ ^ du type la sera
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transformé dans un /^-vecteur simpTéT*4^ ^ du type 1 b. Mais il y
a deux exceptions :

10 Si (V^...-^ é tan t du type 1 a est de la forme s^. . .^ _^ 5, il
est clair qu'il se ramènera par une transformation (5g) à un
^'vecteur du type II a. En effet, «\...)^ étant ramené à sa forme
canonique {/\\ a) le facteur cr peut être choisi parmi l'un des sca-

->r ' ^ ; 2 > - i
l.tire.s z (y == i . . . A-) en posuiit <7~1 === ^ .

20 S1 (ï '/.,.../,,, est de la classe c ==j? -i- 3, sans être de la
.. ' P-\
terme A^ . . . 5^ _w',^ le t ae t t -u r cr ('•tant choisi de telle manière que
dans le cas général, *(^ ^ sera de la c l < < s s e / ^ + a , appartenant
au type II h.

III.

1A\ p-re^t^nrs\^_^-forînaftf ( 1 " ) . - Si n'^...,. n'est pas \,^.^-
formant, il peut encore être \/,_.y-formant {q > p). On entend par là
qu' i l existe un système de 'x^X/,._y tel que la E,,_^du jo-vecteur con-
tient en chaque point l.i ( / i — ^-direction tangente de la \n_y
passant par ce po in t . 11 résulte de cette définition :

Pour que \\-^ -^oit \,,-^-/orrnant {qïp) il faut et il suffit :

i" Qu'il existe un produit-gradient de q facteurs, dont la
région coloriante contient la (n —p)-direction de w> ) , mais
qu'il n'existe pas un t e l , de jnoijis que q facteurs; ou bien :

2° Qu'il existe { q — p ) scalaires indépendants s . . . s,
et pas d'autres en nombre moindre que {q—p) tels que le

P+\ q
q-vecteur (F^ ^ s^^ . . .s^ soit ^n-q-formant.

15. Les p-vecteurs du type //, pour lesquels c = j ) - { - ' i k ,
sont X,,_^_^-yormrm<.

Type I I a. — La forme canonique d'un tel jo-vecteur est
A-

,„ . ' P • o ^T< 2.r i i p-\ 2.r
(69) ^....)«,,-= ̂ ... \.^\,r^ z ^ • • • %-<2^;

.v
on en tire

(70) ^..;^\ ... '\. ,1 -= ̂  .. f^_/^i^.. .\^
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donc, d'après 2°, (V), . / , est au moins ,,X_^^.Arformant. Qu^il ne
peut pas être X,,_y-formant, avec y<^ /? - i -Â , cela résulte do ce
que, s'il en était ainsi, il existerait un y-vectour produit-
gradient T y ^ . ^ tel que

( 7 » ) m,...^,Tv....^i-- o.

On aurait donc, par su i te (le (69^
p - \ p q

(7 2 ) ^...'^^.••••S ,S.---S'

donc
P P <7

(73) WY,^ , . . . t^i .^HÎ- o.

/^
La classe réduite C o — / ' o de «'/ étant a À ~(- i . on devrait donc

avoir

(74) • 2 / L 4 - i ^ ' - > ( < 7 — P ) - ^ - 1 ou bien ^ ^ ^ — P i

ce qui est contraire a l 'hypothèse.

Type I I h ( c = = 7 ^ + 2 ; Â = = i ) . — On a vu (n° 12) que
G) , == W-, , . Déterminons alors le scalaire s de telle manière— A ( . . .l.p^-i /.!... /.f,+t

que l^on ait

(:5) wy,.../,,,== •?[Aow>*•••V= : 0^ ^oW^.,./.^, .]^ o,

ceci est toujours possible, puisque W,^ )^^== G\^_ \ ^^ est produit-
gradient ( 1 7 ) . On aura pour la dérivée alternée du (p -4- i)-vecteur
simple M'^...),,

(7^) WaA....A^ ^,Wp.)^...^]^0,

par suite W)^ . j, est produit-gradient ( 4 ) , donc, d'après (2),
w^ ) est X,(_(y,^.i)-formant, puisque par hypothèse il ne peut pas
être X,ï_^-fbrmant. On voit en outre, diaprés le théorème sur le
rang, que s est de rang 2 par rapport à ^/^...y,.

16. Multiplicités intégrales d'un système de Pfaff. —
Au ^-vecteur simple W^. . .A esl a t taché un système de Pfaff

y
(77) c/^i w/.,.../. =--o ou son équivalent dx^w^^Q (y == f . . .p).
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Le vecteur ^ === a ̂ x est intégral ( 1 8 ) s'il satisfait a (77),

iv).!.../. t 'tant X,/ .^-formant, les X/,_y formées par lui sont des multi-
plicités intc^f'ales supérieures^ Chaque multiplicité de dimensio-
nalité (// — <) , ( t " > q ) située dans une \/,._y supérieure est telle
qu'en la définissant par le produit-gradient T,̂  ^ on a

(7ÎO lvA....lVTv.,.^==o.

Par extension chaque multiplicité ïîn—t(t^^)f définie parle pro-
duit-gradient T^ ^ et satisfaisant à (78), sera dit multiplicité
intégrale.

Il résulte de ces définitions : i°Les multiplicités intégrales supé-
rieures sont les multiplicités intégrales de dimensionalité maxi-
mum; 2° chaque vecteur contrevariant. situé dans une mul t ip l ic i té
intégrale est vecteur intégral ; 3° une multiplicité dont chaque vec-
teur contrevariant est intégral est une multiplicité intégrale ( < 9 ) .

Deux vecteurs contrevariants ̂  et u^ sont en insolation (2 0) s'ils
satisfont à l 'équation

( 7 [ } ) t^^Wa^/,. ^ = 0.

Deu.r vecteurs <fnelr<niques d'une multiplicité intégrale sont
en insolation (2 t ).

Soit iln-t "ne multiplicité intégrale définie par le produit-gra-
dient T,̂  ^; ou par son correspondant T'' v" (. On a par définition

.r
(80) ^,.TV,...V,---:O (>^I . . . / ? ) .

En prenant là dérivée al ternée de (<So) puisque T^^ ^ est produit-
gradient, on t rouveo '

x
( 81 ) I^-JL/ Tv^. .y^ ^= o < x -- i . . . p )

équivalent à
(82) w^W'^ ..-^-<== o { x - i . . ./?),

ce dernier équivaut à son tour à

(83) T^3 ••^Wa^..../,,.== 0. ( C . Q F . D . )

17. Les régions R/, R, l\\ et Ri. — 11 nous reste encore à
montrer, comment ces régions s'introduisent dans la théorie Jes
systèmes de Pfaff, et quelle est leur signification; à cet effet, n » - i s
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démontrons avec M. Gonrsrit ( ' î ' 2 } que leur d é t e r m i n a t i o n revient à
la dé te rmui t t t i on respective :

1 ° Des recteurs c o u î r e \ ' ( i r i < i n t s indépendants issus d'un point,
qui sont, en invointion avec Ions les recteurs issus du même point ;

' } ° Des recteurs infe^raii.i en involution avec tons les recteurs
issus du même point;

3° Des r e c t e u r s en iiivolution a \< ' c Ions le^ réel en rs infeprfui.f
issn^ du même point ;

4" Des recteurs i n t c ^ r a u . r en involution avec tous les rectein•s
i n f e ^ r < m j [ ' issus du même point.

1 ° La légion cent rev.i riante correspondant à IV est définie par
les soluhons indépendantes dn système

^4 i (^W;^,^-=-o.

Oi si e" satist. l i t à (84). on a. y«^/ que soit le \eclenr M^,

(^) . C'^^.WUA,/.,.../,,- o.

I.;ï récipKXjiK" est évidente.

2° La région contrevariante correspondant à K est délinie |»dr
les soin lions indépendantes du s^ stème

< 8 6 ) ^i«>,.,.7^o, (^W^/,..,^-=o.

Or, si ^ satisfait à (86) on a quel f/ue soit M^ e^^^W,,) , === o,
et récipromiement.

3° Envisageons la quantité W^...),,,^/^,. ..^ d cherchons sa
région coloriante relativement aux p premiers indices. Il est
facile de se convaincre que, pour les p vecteurs du type ]a et 16,
lia, \\b et 111, cette région sera définie par F^ ^. 11 n^en est pas
ainsi pour les y^-vecteurs du type le. Pour eux, en effet, F^
n'existe pas, tandis que la région covariante de Wu^ ) ;) ^
relativement a u x p premiers indices est (P^ ) . Abstraction faite
des vecteurs du type le, on voit donc que la région contrevariante
à IV, est déterminable par les solutions indépendantes du système

(^ p:J'WSiA,.:.^..[^Wv....V^= 0,

et puisque (87) exprime que la quantité (^ W^ , est située dans
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la région covariantc de la quantité (v\...^, elle est équivalente à

(88} ^^V ,̂,..),;== a»',,,).,.,

a étant un facteur d înèren t de zéro. Or si u^ est un vecteur intéoralu
quelcoîKfue, on a

^9} (• î^ /•W^,,...^=-=o.

Donc (1 J s a t i s f d i s a n i a (8- ) ("st en involution avec tous les vecteurs
intégraux issus du menu1 polut. La réciproque est presque évidente.

4° 1) après cela. on é t u h l i t facilement que la détermination de R|
équivaut à la déterminat ion des vecteurs intégraux en involution
avec tous les v e c t e u r s i n t c g r a u v issus du même point , le cas des
//-vecteurs du I v p e 1 c ne ( o r m a u l pas d 'exception.

18. Le 'y- \ec teur K, / correspond donc au système caraclë-
risti<fnc ( 2 : ( ) de M. E. Coursât et la classe y d ' u n système de
[ ^ f a / f ( -'' ) est ég<de a r - \ ou à c. D'après le n0 14 on a les théo-
rèmes s u i v a n t s :

La réduction d^nn système de Pfaff a sa forme réduite ( '- '> )
se fait par une transformation

(^o) * ^ ' / t . . . / / , = = = o'^/.i . . . / .^,

la détermination de o- ne,ï'i^eant outre Vintégration du sys-
teme de ^ fa ff correspondant à K,^ , , qu'une quadrature.

/{ une transformation de la forme (90) pres^ les systèmes de
P faf} Correspondant au.r p-reeteurs simples ddne E,, se repar-
t i ssant en t r o i s t y p e s .

Ceux du type ï correspondent a, un p-veeteur simple du
type lu ;

Ceu.r du t y p e a et h correspondent à un p-vecteur simple
du type l i a cl lîh\

Ceux du type I I I sonf les systèmes de Pf^ff d'ordre p corn-
plèfemen t i n t e r r a i de s.

En clict , ( i i i a \ u a i » n0 14 qu un y-vecteur du type la se ramène
par une lr<inMorm;i l ioi i de la forme (90) à l'un des types \b^ Î I<7,
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11^; unj»-vecteur du tvpe îc à un /^-vecteur du tvpc IÏI d'où résulte
le théorème.

NOTES.

( 1 ) E,, est une variété à connexion euclidienne-affine.
( 2 ) J. A. SCHOUTEN, Der Ricci Kalkùl, p. 30 (Berl in, Springer, 1924). Le livre

de M. J. A. Schou.ten sera cité B. K.
( 3 ) E. GOURSAT, Le problème de Pfaff, p. 126 et i35 (Paris , Hermann, 1923).

Le l ivre de M. E. Goursat sera cité par P. de P.
( 4 ) R. K . , p. no.
( 5 ) R. K., p. 109.
( 6 ) P, de P., p. i32-i39. Il est à remarquer que M. E- Goursat envisage plus

généralement les 7?-vecteurs non seulement simples.
( 1 ) P. de P., p. i37-i38.
( 8 ) P. de P., p. i35.
( 9 ) P de P., p. 146-149.
( 1 0 ) II est a remarquer que si le jo-vecteur n'est pas simple, la série ( a i ) peut

contenir d'autres quanti tés différentes de zéro.
( 1 1 ) En introduisant la série de quantités

DX, •>^.r=^'>-^ . . .W/ , , . YA^Î; D/,i.. ./,,.._i = (^/,, w/.,/,;, ... w\^~ï\x- i!

fc ( if
pour que le groupe de scalaires s ... s soit de rang /• par rapport à w-^ de
classe c, il faut et il suffit que

D,^...,A_^,S^. ,̂  .. .^_^^,]= o; Dp,.,^,^ . . . s^^^o
( Y < c — r + i)

(P. de P., p. 166).
( 1 2 ) P. rfe P., p. 3oo-3oi.
(") 7?. A-., p. 88.
( l 4) 7?. K., p. 1 1 9 - 1 2 5 .
( l o) 7?. .̂, p. 1 1 2 , avant-dernier théorème.
( l6) H. K., p. 126.
( ^ ) /?. A'., p. 1 1 2 , dernier théorème.
( 1 8 ) E. CARTAN, Annales Ecole Norm. sup., 3e série, t. XVIII, 1901, p. 2^;

Bull. Soc. math., t. 29, 1901 , p. 236; P. de P., p. a6o.
( 1 9 ) E. CARTAN, Annales École Norm. sup^ 3e série, t. XVIII, p. 248; P. de P.,

p. 260.
(20) E. CARTAN, Bull. Soc. math., t. 29, p. 286; P. de P.. p. 139 et a64.
( 2 1 ) P. de P., p. 20 et 348; E. CARTAN, Annales École i\orm. sup.^ 3" série,

t. XVIII, pi a5o.
( 3 2 ) P. rfe P., p. 20.
( 2 3 ) E. CARTAN. Bull. Soc. math., t. 29, 1901, p. 2 4 1 ; P. de P., p. 264-266.
( ^ ) P. de P., p. 268.
(2 5 ) P. c?e P., p. 269.
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