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SUR LES POINTS SINGULIERS DES DEUX FONCTIONS

2-- " 2S--
PAR M. J . S O L L A .

J'ai déjà indiqué Pinlérèt que peut présenter une toile étude :
elle est liée au problème posé par M. BorelA propos du théorème
delà multiplication des singularités de M. Hadamard : sachant que a
est point singulier d e / = = = ^ a , < ^ , que ^ est point singulier
de 9=S^,^, ap est-il poini singulier de H[/,, 9] == ia^&,^ ?

Le problème a reçu de M. Polya une solution remarquable dans
le cas où a et 3 sont des points isolés ou semi-isolés ( < ) ; il serait
possible, de plus, de donner des réponses précises à la question de

M. Borel si l'on connaissait les points singuliers de/i ===V,^-sans
^J Cï,t

qu'il y a i t à supposer que ceux de o(^) soient semi-isolés.
D'un autre côté, la comparaison de f { z) etde/i (2) est un cas

particulier des plus simples du problème qui se pose naturellement
dans l 'étude des séries de Tajior : trouver les points singuliers
de ^G(a,,)z11 connaissant ceux de / (^) quand Gin) est une fonc-
tion analytique donnée. J'ai déjà é t u d i é ( 2 ) la fonction y, en sup-
posant que f n a sur son cercle de convergence qu'un ou deux
points singuliers et que ces points sont d'espèce particulière. On
trouvera dans le présent Mémoire des énoncés d'un genre dînèrent ;
ils ont été obtenus par des méthodes dues a M. Carison.

cotations. —- Je considérerai deux variables imaginaires u et z
et je poserai toujours

u -= re1^, z == oe'°\

Le champ de la variable u sera en général une région illimitée

( l ) PÔLYA, C. fi. Acad. .Se., 7 myrs 1927.
( ' - ) Journal de Math. pures et appliquées, S* série, t. ÎV, i y i , et ()• série,

t. I, K)Î>-J.
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dé lime par des in égalisés telles que

(Sa) — ^ ^.0 < a, /• ^ / - y ,

a est un angle positif a igu , r,, est un nombre positif. Un te lchamp
d'ouver ture 2 y. sera désigné par 2^;

1 . Lemme /. -— Soit la fonction II ( // ) liolomorphe et de module
borné dans ̂ , soient /',, //, et u' des nombres posit i fs tels que

''0< /•I </' <1<\

la quand té
- ^ - | / / ( / / ' ) — / / ( / / ' )// — // •

admet une borne indépendante de il et de u\
Je pose :

„•( j} == A ( ̂  , ^ == oe^.

^ ( 2 ) est holomorplie et de module borné dans le secteur

et sur le contour (origine exceptée).
Soient x et x les inverses de // et de u ' . On

11 faut établir que —1__—,{g(x} —' ^{x ' ) \ est borné. J 'ai donné la

démonstration dans un Mémoire récent ( * ) .

Conséquence I. — La même méthode nous donnerait aisément

la proposition suivante : si fi(u) tend vers zéro avec - dans S^ d'une

manière uniforme, si u et u' sont réels et si u ''^> u.

tend vers zéro avec — •//

Conséquence IL — Si ! h(u) est borné dans Sa, si h(u) tend

( ') Annales de l'École Normale supérieure^ 3e série, t. XLIV, 1927, p. 128.
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vers zéro qmiml on donne à u une suite d^ valeurs réelles, positives

<'n progression arithmétique, li{^} tend^rrs zéro avec - dans tout
-ecleur 2^ intérieur à ̂ *

Supposons, par exemple, que A ( w ) lendo vers zéro pour M entier
positif. Soit

ff <. n < n -h l.

On a
| /< ( «.} — /< ( ^;,' < \\ ——:— < — (H constant) :'

— lend vers zéro nvec -; »1 en est de même de h(n)\ h ( f t } icnd/< if \ / \ /
vers zéro sur l'axe réri. (^omm^ celle fonclion est de module borné,
iin ihéorrnu* d^ M. Monlel ( * ) nous apprend que fi{u) tend vers
/éro dans loiit domaine ^.^^ inlëricur à ^a-

2. Lemme I I . — Soit une fonclion •}( u) holomorpbe dans un
domalm* ̂ . Si la partie réelle de ^{u) reste dans ce domaine iaofé-

rieure à .Mr-^- C (M et C étant des constantes positives), si '——

tend vers zéro pour//entier positif,-^' lend uniformément vers

/éro avec - dîins (ont domaine ,̂ intérieur a Z<,.a l

Traçons !<» cercle ( H ) dont le centre est le point dWfixe 71, dont
le rayon est IV =-- // sina et qui est tangent aux côtés de ^a; suppo-
sons // assez grand pour que ce cercle soit intérieur à 2^. Traçons
.(ussi le cercle (K ' ) concentrique au précédent et de rayon R/== ÀR,
À étant un nombre Hxc compris enln* o ('l i . Si A est le maximum
de la partie réelle d(» 1( //) sur le cercle ( R) , on peut écrire Piné-
gaiité suivante de M. Borel (-> ), pour u dans le cercle (ÎV),

4/ (^^<^ |^( / i ) | -T- [4A 4- •.. | ̂ (//)| )j^-j^. = 4A -̂ -̂  -+- •2 ̂ W|y—^

A sera inférieur a la limite donnée où l'on aura remplacé /• par sa

( ' ) MOMBL , AiwaUs de F Ecole A^rfiwle, 1916. — LINBELÔ^ Acta Soûiatetis
Srientiarum fennicae, t. 46, 1 9 1 ' » . J'cti donné une démonstration, loc. <-•</.,
Annales de l'École yormale, p. «oo.

(3) lotf, par cieinpie, HOREI-, Lc^ns ^ur le^ /ÛHCUWM €fUwfts,wrtfe i, p, 104 •
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plus grande valeur sur le cercle (R), soit /i + H == n(i 4- sina),

1 ^ ̂  "i
l'K^I.^ 4^(i 4-sina)-r- ^-1 4-^(//) 2 . ,n \ • v / i — X

Couinie on n u^> n(ï — À sina), j'en déduis

'-") <7^^S4^-^4-^1^^[M(i -t- s i n a ^ -4- —ff!// I'- i-^ina)4!;^1^'"^-^^";rr^

"7/— ten^ vers 0? ^^~ est *)o^^é pûur u daus un des cercles (JV).
Tous ces cercles recouvrent un domaine ̂ , dont Pouverture aa ,
véritie sma, == À sina. ^-u-)• est borné dans 1 ,̂ ? un corollaire du
lenime I montre f(ue cette fonction tend uniformément vers zéro dans
tout domaine 2-p intérieur à^,- Or a, est arbitrairement voisin de a
puisque }. est arbitrairement voisin de i .

3. Lemme ///. — Soit une fonction analytique holomorphe
dans le domaine î^ et vérifiant, dans celte région, l'inégalité

| 0 (^ )1 <^ls•"0!-+-2l/•,

où & est positif et arbitrairement petit, où M et Q sont des cons-
tantes positives ; û, inférieur à TT, est indépendant <k e.

Si Cj(u ) est nul pour toute valeur entière positive de u à partir
de /'o, on peut affirmer que dans un certain domaine S^ intérieur
à 2^, ( i vérifie

| G(«.) i < e-111' (a > o).

Ce lemme a été utilisé par M. Carison ; j^en ai donné une générali-
sation. Dans certains énoncés, on a supprimé le terme en s ; il est
bien facile de voir que si le théorème est vrai quand on suppose
seulement que [ G( M)^-011"11917 | est borné, il est encore vrai dans
le cas actuel.

4. Lemme I V , — Pour que la série la^z" dont le cercle de
convergence est i représente une fonction holomorphe sur l'arc AB
du cercle de convergence défini par

^ A B ) Û ^ | ( x ) [ ^ ï : ,

il faut et il suffit qu41 existe une fonction G(u) holomorphe dans
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un domaine ^^ telle que G(n) == Un cl vérifiant l'inégalité

; G(u)\ < Me^l81110'-^'7'.

Des énoncés analogues ont été souvent donnés ; je ne puis que ren-
voyer aux travaux de M. Carison.

Si les On sont réels, la fonction G peut être choisie réelle pour u
réel. Cette fonction est, en effet, donné par M. Carison sous forme
d'intégrale

G(M)= -4- Çv ïi^J.
G ( u ) = -4- Ç Jf(-^ <?-" '"s 2 dz.

^^ z

où Von doit poser log5 == logp + ̂ ? ^ variant de — TT à TT. Le con-
tour C, qui entoure l'origine, peut être pris symétrique par rap-
port à l'axe réel ; un rayon issu de l'origine ne le coupe qu'en un
point. On a donc, pour u réel,

i r^G(^):=-_ i [A(to)-nB((o)][C((x))4-t]û?w,
2l îc*A-^

A, B, C étant des fonctions réelles ; A est une fonction paire ; B et C
sont impaires. On déduira aisément de là que G(u) est réel.

S. Nous abordons maintenant l'étude des deux fonctions définies
par

/(3)=^a,^, /i^)^^
0 0

en supposant que la suite '\/\ On n'a qu'une limite ; on peut admettre
sans inconvénient que cette limite est i . Nous admettons qu^aucun
des dn n'est nul et nous les supposons tous réels, pour commencer.

Supposons que la fonction f(z) soit bolomorphe au point — i
du cercle do convergence et aussi sur l'arc

(AB) Q ^ | c o | ? 7 c , p = = i .

Supposons que/ i (^) n'ait pas son cercle de convergence comme
coupure et qu'elle soit holomorphe sur l'arc qui a pour milieu le
point —e1^ et qui a pour longueur 2 (7^— î î i ) . La fonction

pin'ï2 pin^

^= -^:3)=y<^''
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est holomorpheaa point pour lequel ze^=—^P, donc pour z=-—i.
Elle est aussi holomorphe sur Farc

( A i B i ) Û I ^ I ^ I ^ T ; , p = = i .

Considérons les fonctions G(«) et (jr^(^) définies an lemme IV
et telles-que

ei^
GO) = a,,, Gî(/i) = —— •

(t n

Dans un certain domaine 2^, on a

| G( u) Gî(n) 1; < M e^ + î1 1 s i n ° 1 /•-h£/•,

M est une constante, £ est arbitrairement petit. Je pose

H(M)=G(M)Gî(M)- e^".
Tai

( H ( ? ^ ) | < M^0-4-0!)!81"0!7'4-27'-^!^1'10!''.

Or, |p[ peut être supposé inférieur à TT ; si îî+Qi est aussi infé-
rieur à TT, la fonction H, qui est nulle pour u entier, tombe sous le
coup du lemme III et Fon a

\ll(u)\<e-^- (^>o),

dans un domaine Sç . Ecrivons

(i) G GÎ<Î-^=I+H (?-*>.

Dans Sa on a '
\U(^^)e-t^u\<e-ta-(^^^l'.

1 ' ' 1 ' fi l ' a
Cette quantité tend vers zéro avec - si sin9 <^ —n-r; le premier

membre de (i) tend donc vers i dans certain domaine Za,1!1161'16111'
à 2^. Il est donc certain que G et Ga n^ont pas de racine quand u
est intérieur à S^-

Ce résultat nous permet de définir une fonction ^(u) par Inéga-
lité

^(ii.) = logG(^).

Une détermination du logarithme étant choisie pour une valeur
de M, 4' se laisse définir dans 2^ par prolongement analytique ; un
raisonnement connu montre que A est holomorphe dans le domaine
simplement connexe 2^. Pour u réel, la fonction G est réelle ;
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comme elle n'a pas de racines, on peut la supposer positive ; on
pourra donc choisir A réel. On a

|(.(/n| <^/- dans Sa,,

cl la partie réelle de ô est inférieure à K / . Enfin ^ { / i ' ss*!̂  et ce
' n n

nombre réel tend vers zéro. On peut donc appliquer le lemnie I I :

^— tend uniformément vers zéro dans un domaine I^,- 11 en est de

même de la partie réelle de '^-u-)-' On a donc, dans 2^ et pour /•
assez grand.

e^'<^ ( » ( / / ) | ̂  €'-••.

Le lemme IV montre que, dans ces conditions, /( ' z ) ne possède que
le point singulier i sur son cercle de convergence.

Passons a/, ( z ). Comme le deuxième membre de Inéquation (i )
est voisin de i , on en déduit

| (.^e"^ | < - (K constant ' .

L inégalité obtenue pour ( i donne

] ( '.a^-'^" [ -^Kf27'.

Or, la fonction G{n )e^> prend la valeur — pour n entier : il ena,,
résulte que /, ( z ) n^a que le point singulier i sur le cercle de
rayon i , elle aussi.

rm';oRi:ME ï. — *S7 les On sont réels, si ^/| rt,J tend vers i , si

les/onctions Sa,,^ et ̂ — sont holomorphes sur des arcs du
^™ <ln

cercle de convergence de longueurs respectives a et a,, si l'un
de ces arcs a pour milieu le point — ï , si. enfin a 4- ai est supé-
rieure 27:, on peut affirmer que les deux fonctions n'ont l'une
et l'autre que le point singulier ï sur le cercle de convergence.

6. Supposons que Fon sache a priori que / n^a que le point sin-
gulier ï sur le cercle de convergence, on peut supposer a arbitrai-
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rement voisin de 2 r. ; si /< est holomorphe sur un arc quelconque (Xi
du cercle, elle î a ()ue le point singulier i. .

THÉO ii kME 1 1 . -— Si ^ \ ti^ j fend rcf s i, si tes cty. soni fée h. si f
n^a ffue le point singulier i sur le cercle de convergence, de
deux choses f ui^e : ou f\ l i a sur le cercle de rayon i tfue le.point
sinfî ulier i, ou elle admet ce cercle comme coupure.

Gardant les mêmes hypothèses, je v «us indiquer quelques pro-
priétés dey et de/i quand elles n^ont que le point singulier i sur
le cercle de rayon i.

Il existe une fonction G ( / / ) telle que G ( n ) == 11,1 et telle
que \{.j{u)e £/ soit borné dans un domaine Î - Delà démonstra-
tion du lemnae IV, telle que je Fai présentée ( 1 ), résulte que /( c. )
est holoroorphe au voisinage du point singulier » . <lansla régioji
Intérieure à un angle supérieur à ÎT et qui a la droite qui joint
rorigine au point i pour bissectrice. J'exprimerai celle propriété
eu disant que le poiRt i est uja point singulier « SABS C4MUsict ».

THÉOMEMI: IF. — Si /(^) et ft(s) n'ont que le point singu-
lier i sur leur cercle de convergence de rayon i , ce point esf
singulier sans contact.

Les coeHicients On ont tous même signe dès (pie n est assez
grand ; je puis donc les supposer positifs. Cela nous permet dWdr-
mer que Fon n^est pas dans le cas actuel lorsqu^on étudie des
exemples simples tels que ^Ssinlog/i a" ou S sin^/i^".

.(e remarquerai encore que la fonction Z^/a»:?" n^a que le point
singulier i sur le cercle de rayon i ; \/G( u) est, en effet, holomorphe
dans 2^3 et de Fordre de é^'t\

Pour avoir une autre propriété, je reprends la fonction. A ( u )

du n° 3 et j^âpplique le lemme 1 à -<-"-̂  pour u = n +1 et u = n
^<_M)

U
( n entier). T-— tend vers zéro dans un domaine 2,^; j'en ai déduit
que

J^ î̂ i) ^<,)1 n / ( -+-i •

( ' ) Journal de Math. pures et aopl^ t. IV, 1921, p. n4-
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terni aussi v^i s /éro ( lemme î , conséquence 1 ),

^ ( /Q ~ '̂  ( / < - + - 1 )-(- 'i-n-——^ = s ( // ),

, , , , , , - . , •l'( /i -î--1 )
, . • • . , . . ^ {,n ) —^ ( n -i- i ) ! < ' £ ( / / ) -4- -'————— = £ ( // ),

ex|)i'ession ciiïi tend encore vers zéro avec -• On peul écrire

—£' ( // ) < ̂  ( n - 1 - î) •— ^ ( // ) ^ £' ( // ).

„-£•(//) .^-..^Ltl ^^^
(lu

^±1 léiid donc vers î .n ' i i • •

TH^oHi:\TE I I I . — .S'/ les an sont réels ^ si f(z) et /, ( j ) / i 'o//^
ï / u e le point singulier \ sur leur cercle c/e convergence commun

de rayon î , —/Ltl tend vers î .

J'ai étudié des fonclions telles que A ( ^ ) ( ' ); des résultats obte-
nus on déduit a isément des propriétés des coeff icients ; je n'en
donnerai qu 'une :

THÉORÈME IV . — Gfirdons les 1iypollièse,s du ihcorème lll et
supposons de p l u s (fue <7,, soit égal à un nombre déterminée a,
pour n égal à un d^s entiers d^une suite, / ? , , //^ . . . , U p ^ . . . ;

. / / « 4-1 y.s/ —— tend rers \, a^ tend vers a.H P

7. On peut obtenir des résultats dans le cas où les coefficients
sont imaginaires. Nous poserons

a,, = p,, e'«>«, ?„ = j </ , / !, f ( z } == Sp,, e"0^, /î ( 3 ) = V -I e- ̂ , 3".

Nous supposerons encore que (7p^ tend vers î .
La fonction ^p,ie~1^" ^fi a ses points singuliers conjugués de

ceux dey(^) . Le théorème de la multiplication des singularités de
M. Hadamard donnera les points singuliers de 2.p^3". S i / ( s ) est

holomorphe sur l'arc ( | c , ) i ^ Û , p = = i ) et si û est inférieur à ^

( l ) Annales de V Kcole Normale, 1927, p. 1 1 9 .
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^p;^ est holoniorphe sur l'arc l û > ) ! ^ 2 Û , (2Û<7:) . De même,

si/(^) est holomorphe sur l'arc | G) |^ ̂ ,,V ̂  est holomorphe sur
"̂̂  ?/<

l'arc |(.)| ^aû,. Si doncû-4-Q,< 7:, les deux séries lp2 z11 etV zrt7:» les deux séries ^ p ' z ' 1 etV ZH
9 ^ P/(

de convergence ; une
-piV^,,^ ^^

9 A ^ P/'i
n'ont que le point singulier i sur le cercle de convergence ; une

remarque donnée plus haut montre que ^p,,3" etV zn n'ont aussi
que le point singulier i sur ce cercle.

THÉORÈME V. — S i ^ p n tend vers i , sif{z} est holomorphe sur
Farc ( o j ^ U et f^z) sur l'arc [ û i ^ û , du cercle de rayon i ,

si il -+- ̂ , < ^ /<?5 fonctions ip,,^ ^/ V ^ nont que le point
" -— G «,

singulier i sur le cercle de convergence.

On peut ajouter que ces deux fonctions possèdent les propriétés
données par le théorème 11/ et que les p,, possèdent les propriétés
des <2/, données au n° 6. Si, déplus, on saitque/(^) et/, ( z ) n'ont
que le point singulier i sur le cercle de convergence, il en est de
même de ^eiw»^n et de le-^'^'1 comme le montre le théorème de
la multiplication des singularités.

8. Je me propose, maintenant, d'étudier les fonctions/^) eif^z)
dans le cas ou l'on suppose qu'elles n'ont l'une et l'autre qu'un
nombre fini de points singuliers sur le cercle de convergence;
y ^a,i | tendant vers i , les a^ n'étant pas nécessairement réels pour
Je moment.

Un procédé, dû à M. Carison ( < ) , permet de transformer f ( z )
< ' l / i (^ ) de manière à placer les points singuliers au voisinage du
point i . Soient

z = e1^ (v = -1 ,1 . . . . . / /)

les points singuliers de f { z ) sur le cercle de convergence et

3 == e1^ (v ==p+^ /-)'+•/, . . . , / > )

ceux de/t (J), p points en tout.
Donnons-nous un nombre q supérieur à i ; il existe, on le sait,

< 1 ) CAHLSON, Math. Annalen, t. 79, 1919, p. a/^.
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un entier m et d'autres entiers M, , w», ..., m? tels que

/Wy

<.| 2ît m | " m(ï(])^

m est au plus égal à (2(])i\
On peut donc enfermer chacun des points singuliers considérés

2 7t is
dans l'un des arcs bs dont le milieu est le point e "'"̂  et dont la lon-
gueur est ̂ . On posera

-Fp/ 3 ) = mV ^u.̂ ), s'"'-, F^ = /nV -
^7» A

^0 ' . J=OP••+• /"A

11 est bien facile de voir que les points singuliers de F» (s) se
déduisent de ceux de/(3) par des rotations de 9LJl, ̂ , ... au tour

m m
de l'origine. Cenx de f'^(z) se déduisent de ta même façon de ceux
d e / i ( ^ ) ; tous ces points sont. donc intérieurs aux arcs bs. On a
cF ai Ile tirs

( 2 ) mj\ z ) =^^F^(2), ^/i(^)==V^F;,(<ï).

Posons :

^J
P'-'s0 . m----z<»

^V* s,) == m^ ̂ p-^m\t' = mg^(t),

F' i z) -= ,/iV <—— == mg^(t).
^HHà ^H-I-/UA 1«•[JL-+-/.'< A

l.es points singuliers de g^.{t) se déduisent de ceux de F^(^) par
la transformation t == 3^ ; le milieu de Farc bs devient ^27Î" == i ,
la longueur de l'arc devient ^; les points singuliers de g ^ t ) '

situés sur le cercle ont donc leurs arguments inférieursà^envaleur
absolue ; il en est de même de ceux de g^( / ) .

Si tous les coefficients dn sont réels, on prendra q ;> 2 ; on
pourra appliquer à g -p. et g'^ le théorème 1 : ces deux fonctions n'ont
que le point singulier i sur le cercle de convergence. Fpi et F^ n'ont

2 /• TC S

que les points singuliers e "l \ cela est vrai pour toute valeur de y.
et, en vertu de (2), la même propriété est valable pomf(z) ct/i {z).



THEOREME VI. — Si ^\ cin [ tend vers i, si les a» sont réels, si
les/onctions f{z) et /, (z) n'ont l'une et Vautre quun nombre
fini de points singuliers sur le cercle de convergence^ ces points
singuliers sont des sommets d'un polygone régulier dont le
point i est un sommet.

On peut ajouter que les signes des cin varient de façon pério-
ique, pour n assez grand ; que les points singuliers en question

sont « sans contact » ; que le nombre des sommets du polygone est
au plus 4^î p étant le nombre total des points singuliers de / et
de ft sur le cercle.

diqi

De même, à l'aide du théorème V, on démontrera :

THEOREME Vil. — Si'.^\ 0,1 | tend vers î , si f(z-} et f\(z) n'ont
l'une et l'autre qu'un nombre fini de points singuliers surîe
cercle de convergence, les fonctions 11 an \ z'1 et^ —2— n'ont

'• ^— t a^t
qu'un nombre fini de points singuliers sur le cercle de conver-
gence et ces points sont des sommets d'un polygone régulier.

î). On peut encore étudier le cas où l'on sait seulement quey^)
n'a que des points singuliers en nombre fini sur le cercle de-con-
vergence.

Supposons, par exemple, que f (s) n'ait que deux points singu-
liers e1^1 et e^9- sur le cercle de convergence ; admettons toujours
que ^[a,, tende vers î et que les a,, soient réels. J'effectue lu
transformation du n° 8 sury( z ) et sur f\{^) en prenant p =-= 2 et
en laissant q indéterminé, g • ( t ) est holomorphe sur l'arc | o) 1 ^> 7:-

Si /1 ( z ) est holomorphe sur l'arc | (o i > (n — TC ) -r- ? 0,, ( t ) sera" ' l \ 7 / m

holomorphe sur l'arc ç * ) j ^ 7 r — TC et g^{t) et g'y\t) n'auront que le
point singulier î (théorème I). f\{z) n'aura qu'un nombre fini de
points singuliers de module î et les points singuliers de f ( z ) et
de.f^(z) seront des sommets d'un polygone régulier dont le nombre
des côtés est m ^ ( 2 < y ) 2 .

On sera certainement dans ce cas si f\(z) est régulier sur
l'arc I co | ^ ( 7 r — -)-—^ puisque m ^(ïq)2. Or le maximum

de (T — -"- ) -—. quand q prend toute valeur de ï a oo est -TC ? obtenu
\ q 1 \ ( î - A ' 1 •>7
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pour q -==. - et //i est au plus égal àx^. Dans l'arc [ a) | <^ — il ne peut

\ avoir qu'un sommet du polygone régulier de m côtés; f\{z} a
donc un seul point singulier sur le cercle ; il en est de même
defÇz) d'après le théorème 1.

TH^oRi^ME V11I. — Soif f\ ( : ' ) ̂ y^^ ou ^es an sont réels,

où '^\ âfi \ tend vers i. Si f\ (z) est holomorplie sur Varc (o | ̂  ^
~ '^7

du cercle de rayon i, de deux choses tune : ou ^LanZ11 a plus
de deux points singuliers sur ce cercle^ ou f(z) etf\(z) n'en
ont quun seul^ le point i.

10. Je reviens sur les énoncés de ce travail pour chercher si
(eûtes les hypothèses qu'ils acceptent sont bien nécessaires.

Le théorème 1 suppose les a,i réels. Cette hypothèse est essen-
tielle%, on le voit en posant f ^=- ^ e ^ ^ z ' 1 ;/et/\ sont réguliers sur

l'arc j ûi) | > ^ et, si ;5 < ̂  le double de la longueur de cet arc
dépasse 271.

Je rappelle d'ailleurs que M. Fabry ( 1 ) a construit des fonctions
de la forme le^'^'1 ayant telle singularité que l'on voudra sur le
cercle de rayon i . Il est donc impossible de modifier le théorème V
et de conclure par une propriété des fonctions y (-s) et^ (z.) elles-
mêmes.

La condition a+a, > 27: qui figure au théorème 1 est néces-
saire : la fonction /== ^(— i) ' 1 (s2/^+^27^" l-< ) n^ possède que les
points singuliers i et — / ; il en est de même àe f\.

La condition que \'/1 c / , i \ n'ait qu'une limite est, elle aussi, indis-
pensable. J'ai pu construire une fonction f{z) telle que \/'\an\ ait
pour plus grande limite i et pour plus petite limite un nombre a
inférieur à i , le seul point singulier de module i étant 1,^1 ayant
les points singuliers a et — a, et ceux-là seulement sur le cercle
de rayon a. Je n'insiste pas sur la démonstration de ce point de
détail.

Enfin, une question se pose : les cas prévus au théorème I sont-
ils possibles tous les deux? Il est bien certain qu'il existe des fonc-

( ' ) b'ABUY, Acta maih., t. •2^; p. 85.
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lions / et f\ répondant aux conditions de V\\\ pothése et n a v a n t
que le poinL singulier i sur le cercle de couvergence. 11 reste a
construire des fonctions telles que /n^a i i que le point s ingul ie r 1
sur ce cercle et que/i l 'admette comme coupure. Je prendnm

/'( z i r-= N'sinr: i/ n — ~ z ' 1 =- ^(f,, z ' 1 1 .

Par rappUc.mon du lemmc I V , on voit que le seul point s ingulier
de module s. <"st i . Soit/? la racine de ît : écr ivons

T
2

n ----- j ^ 4 /•, À / fi. -- -^ --=-- /' — a,t,

^,. - [ ^ ,

^,^^.^,

a,t ==; sili T: t ./ ^ — - == ;*: s in 9-n r, ^ :+: ( ( --+- s ^ ) a/, ^.
V 2

s^ tendant vers zéro. ^ a// a même S i m i t e que ^ j a,^ | ; cette quantité

( i ^ / / / i ^ /''ïest comprise entre î et —— -— ) >( ~———) qu i tend vers i .1 f\p ' • î ) ' \^p \- 'H '
i^ j On \ tend vers î . D'autre part, les cin présentent une infinité de
changements de signe, ce qui , comme je Fai dit , entraîne que /
n'a pas le seul point singulier î sur le cercle de convergence : on
est donc dans le deuxième cas : celui où ce cercle est coupure
pour/i .

LV!.


