BULLETIN DELA S. M. F.

J.SOULA
Sur les points singuliers des deux fonctions } a,7" et )’ 2—

Bulletin de la S. M. F., tome 56 (1928), p. 36-49
<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1928__56__36_0>

© Bulletin de la S. M. E., 1928, tous droits réservés.

L’accés aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. E. » (http:
//smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html) implique 1’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http:/www.numdam.org/
conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1928__56__36_0
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

SUR LES POINTS SINGULIERS DES DEUX FONCTIONS
" -
Ea,,z ET 27{' H

Par M. J. Soviras.

J'ai déja indiqué I'imtérét que peut présenter une telle étude :
elle est liée au probléme posé par M. Borel 4 propos du théoréme
de la multiplication des singularités de M. Hadamard : sachant que .
est point singulier de f = Za,s", que 3 est point singulier
de ¢ =30, 5", 28 est-il point singulier de H| f1, 9] = 2a, 6,35 ?

Le probléme a regu de M. Polya une solution remarquable dans
le cas on a0 et 3 sont des points isolés ou semi-isolés (1) ; il serait
possible, de plus, de donner des réponses précises a la question de

. . . . . . . ~N zgn
M. Borel si 'on connaissait les points singuliers de f| :2‘ - sans
- n

qu'il y ait a supposer que ceux de ¢(3) soient semi-isolés.

D’un autre coté, la comparaison de f(3) et-de f,(z) est un cas
particulier des plus simples du probléeme qui se pose naturellement
dans I'étude des séries de Taylor @ trouver les points singuliers
de 2G(a,) 3" connaissant ceux de f'(z) quand G () est une fonc-
tion analytique donnée. Jai déja étudi¢ (2) la fonction f en sup-
posant que f n'a sur son cercle de convergence qu’un ou deux
points singuliers ct que ces .points sont d’espéce particuliere. On
trouvera dans le présent Mémoire des énoncés d’un genre différent ;
ils ont été obtenus par des méthodes dues a M. Carlson.

Notations. —- Je considérerai deux variables imaginaires « el 3
. 8
et je poscral toujours

w=rel, 3 = se'v,

Le champ de la variable u sera en général une région illimitée

(') PoLyA, C. It. Acad. Sc., 7 mars 1927.
(*) Journal de Math. pures et appliqu<es, 8¢ série, t. IV, 1921, et o série,
t. I, 1922,
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définie par des inégalités telles que
(Zy) —2<0 <z, AR

o est un angle positif aigu, r, est un nombre p(muf Un tel champ
d’ouverture 2 z sera désigné par X,

1. Lemme I. — Soit lafonction fici) holomorphe et de module
borné dans X,, soient ry, «, et ¢’ des nombres positifs tels que

ro< ry<u <,
la quantité

[——; - [ Ao’y =T

admet une horne indépendante de u ct de u*
Je pose :

/
.4";3):,1(‘ , 3=F¢“"~
\ 3

2(3) est holomorphe et de module borné dans le secteur
(Sq) —a2<w<a, 2

1
Py,

et sur le contour (origine exceptée).
Soient z et x’ les inverses de « et de u'. On a

O TR
(R A S R I

11 faut établiv que - —~—— [g(x)— g(z')| est borné. Jai donné la

démonstration dans un -.\Iemoxre récent (').

Conséquence I. — La méme méthode nous donnerait aisément
.. . . . , [ .
la proposition suivante : si h(w) tend vers zéro avec - dans £, d'une
maniére uniforme, si « et ' sont réels et s1 ' > u,
u ,
P — h(uy —hcu|

u —

, 1
lend vers zéro avee -

Conséquence 1. — Si ' h(u)| est borné dans Z,, si h(u) tend

(') Annales de Ecole Normale supérieure, 3¢ série, t. XL1V, 1927, p. 128,
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vers zéro quand on donne & w une suite de valeurs réclles, positives
en progression 'ﬂl‘ilhllléliqll&:, I (1) tendyers zéro avec ’1 dans tout
secteur 2, intérienr a X,. ’

Supposons, par exemple, que hi(n) tend«- vers zéro pour n entier

positif.: Seit ‘ n
< n+i.

On a

| Io_t uy—hin)' < BB 'L——-—n < - (B constant)

B N ' . .
= tend vers zéro avec —: il en est de méme de 2(n): h(u) wnd

vers zéro sur Faxe réel. Comme ectte fonction est de module borné,
un théoveme de M. Montel (') nous appnend que h(u) tend vers
zéro dans tout domaine X ..., intéricur a 2,

2. Lemme 1lI. - Soit une fonction ¥ ( u) holomorphe dans un
domaine ¥;. Si la partie réelle de (u) reste dans ce domaine infé-

rieare & Mr + C (M et C étant des constantes positives), si W")

. . ) . .

tend vers zéro pour n entier positif, 1;’— tend uniformément vers
. 1 . o . . . o

zéro avee - dans tout domaine X, intérieur a X,.

Tragons le cercle (R) dont le centre est le point d’affixe n, dont
le rayon est R =: n sina et qui est tangent aux cotés de X,; suppo-
sons n assez grand pour que ce cercle soit intérieur a 2,. Tracons
aussi le cercle (R') concentrique au précédent et de rayon R'= 3R,
A étant un nombre fixe compris entre 0 et 1. Si A est le maximum
de 1a partie véelle de L (u) sur le cercle (R), on peut écrire I'iné-
galité suivante de M. Borel (?), pour « dans le cercle (R'),

'

o R Py
()t 2 bin)| +[4A +:z|@(u)”n — R = 4A Py

) 1
3 2 b () rp

A sera inférienr a lalimite donnée ou 1’on aura remplacé r par sa

(') MoNTEL, Annales de 'Lcole Normale, 1916. — 1LINDELOR, dcia Sosiasetis
Scientiarum fennicae, t. 46, 1915>. Jai donné une démonstration, loc. cit.,
Annales de I'Ecole Normale, p. 100,

(*) Voir, par exemple, BoREL, Lecons sur les fanctione entiéres, note 1, p. 104.
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plus grande valeur sur le cercle (R), soit n + R = r (1 4 sina),

L4 C).< n [/.\l(l—f—sina)-&— /'—(J] +hd(n)| ——

2
n T—
Comme on a « > n(1 — hsina), j'en déduis

[0 a0 sina 4 8] - B 2

|—15inaé4 n T — Ay

—— tend vers o;

[y Y(uw)
Nz )

est borné pour « dans un des cercles (R').

Tous ces cercles recouvrent un domaine X, dont l'ouverture 2z,

e . . Y(u
vérifie sina, = A sina. 1—7—2

' est borné dans X, ; un corollaire du
lemme [ montre que cette fonction tend uniformément vers zéro dans
tout domaine Xg intérieur a X, . Or 2, est arbitrairement voisin de
puisque % est arbitrairement voisin de 1.

3. Lemme Ili. — Soit unc fonction analytique holomorphe
dans lec domaine X, et vérifiant, dans cette région, l'inégalité ’

| G(u)| < e{anO[-«s]/-’

ou ¢ est positif et arbitrairement petit, ou M et Q sont des cons-
tantes positives ; Q, inféricur a w, est indépendant de .

Si G(u) est nul pour toute valeur entiére positive de u a partir
de r,, on peut affirmer que dans un certain domaine ¥, intérieur
a X,, G ovérifie

| G(uw)yi< e—ar (- 0).

Ce lemme a été utilisé par M. Carlson ; j’en ai donné une générali-
sation. Dans certains énoncés, on a supprimé le terme en ¢ ; il est
bien facile de voir que si le théoréme est vrai quand on suppose
seulement que | G( u)e=91%%17 | est horné, il est encore vrai dans

le cas actuel.

A. Lemme IV. — Pour que la série Xa, 3" donl le cercle de
convergence est 1 représente une fonction holomorphe sur’arc AB
dn cercle de convergence défini par

(AB) Q<|w|<x,

il faut et il suffit qu’il existe une fonction G(«) holomorphe dans
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un domaine X, telle que G(n) = «, et vérifiant I'inégalité

IG(u)| < MelQisind+err,

Des énoncés analogues ont été souvent donnés ; je ne puis que ren-
voyer aux travaux de M. Carlson.

Si les «, sont réels, la fonction G peut étre choisie réelle pour «
réel. Cette fonction est, en effet, donné par M. Carlson sous forme

d’intégrale
(‘,(u) — _l._f:Me—ulogz d:.
2imJ, 3

ou I'on doit poser logzs =logp + /w,  variant de — war. Le con-
tour G, qui entoure I'origine, peut étre pris symétrique par rap-
port a 'axe réel ; un rayon issu de I'origine ne le coupe qu’en un
point. On a donc, pour « réel,

u(w:ﬁf [A(w)+iB(0)][C(w)+ i) do,

A, B, C étant des fonctions réelles ; A est une fonction paire ; Bet C
sont impaires. On déduira aisément de la que G(u) est réel.

5. Nous abordons maintenant I’étude des deux fonctions définies
par

@

OB N ACES

-
all
0

en supposant que la suite y/| @, | n’a qu’une limite ; on peut admettre
sans inconvénient que cette limite cst 1. Nous admettons qu’aucun
des a, n’est nul et nous les supposons tous réels, pour commencer.

Supposons que la fonction f(z) soit holomorphe au point — 1
du cercle de convergence ct aussi sur 'arc

(AB) Q<|{w| x, p=1I.
Supposons que f,(z) n’ait pas son cercle de convergence comme

coupure et qu'elle soit holomorphe sur I'arc qui a pour milieu le
point — e et qui a pour longueur 2(n — Q). La fonction

ein3
3)= k44
-3
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estholomorphe au point pour lequel ze'f ——e8, donc pourz=—1.
Elle est aussi holomorphe sur I'arc

(AiB)) e<lol<n  p=r.

Considérons les fonctions G(u) et G,(u) définies au lemme 1V
et telles-que
in3
G(n)=a,, G,(n):u.
“y

Dans un certain domaine 2, on a

|G () Ga(u)| < Me@+usmbirver,

M est une constante, ¢ est arbitrairement petit. Je pose
) "H(u) = G(1) Gy(u) — eiBu,
Jai
' H(M) I < ]\(IC(Q+Q|)|san[l'+E/'+ eil'san]r.
Or, |3]| peut étre supposé inférieur a m; si &+ Q, est aussi infé-
rieur a 7, la fonction H, qui est nulle pour « entier, tombe sous le
coup du lemme III et I'on a

[H(u)| <emar  (a>o),
dans un domaine Xy . Ecrivons
(1) GGye—idt =1+ He—i3u,

Dans 2, on a
| H(u)e"’ﬁ“ | < e—(a-—filslu()[)r_

L . I . . . a .
Cette quantité tend vers zéro avec S st |sing| < TET le premier

membre de (1) tend donc vers 1 dans certain domaine £, intérieur
a 2, . Il est donc certain que G et G, n’ont pas de racine quand «
est intérieur a 3, .

Ce résultat nous permet de définir une fonction ¢ (u) par I'éga-
lité '
$(u) =logG(un).

Une détermination du logarithme étant choisie pour une valeur
de u, § se laisse définir dans £, par prolongement analytique ; un
raisonnement connu montre que ¢ est holomorphe dans le domaine
simplement connexe X, . Pour u réel, la fonction G est-réelle ;
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comme elle n'a pas de racines, on peut la supposer positive ; on
pourra donc choisir ¥ réel. On a

[G(u)] <ebr dans Zq,,

. . c e W . n lLa .
ct la partie réelle de ¥ est inférieure & Kr. Enfin Yo b etce
' n n

nombre réel tend vers zéro. On peut donc appliquer le lemme 11 :
Liw)

tend uniformément vers zéro dans un domaine X, . l en est de

Yow

méme de la partie véelle de + On a donc, dans X, et pour r
assez grand.

e~ G(u)l & esr.

Le lemme 1\ montre que, dans ces conditions, f( z) ne possc¢de que
le point singulier 1 sur son cercle de convergence.

Passons a f(3). Comme le deuxiéme membre de I'équation (1)
est voisin de 1, on en déduit

. . K
| Gige—ifa| <& G (W constant .

[ 'inégalité obtenue pour (5 donne

| Gaemide | ZKesr,

. . . y 1 . .
Or, la fonction G(n)e=#* prend la valeur — pour n entier il en
n

résulte que /,(3) n’a que le point singulier 1 sur le cercle de
rayon 1, elle anssi.

g, . Cy . , Y ey .
Fucorieme 1. — S¢ les «, sont réels, si Vll a,| tend vers 1, st

. sn
les fonctions Ta, 3" etzl— sont holomorphes sur des arcs du
“y

cercle de convergence de longueurs respectives o. et «,, st 'un
de ces arcs a pour miliew le point — 1, si enfin a o4 est supé-
rieur® at, on peut affirmer que les deur fonctions n'ont l'une
et Uautre que le point singulier v sur le cercle de convergence.

6. Supposons que I’on sache a priori que f n’a que le point sin-
gulier 1 suv le cercle de convergence, on peut supposer z arbitrai-
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rementvoisinde 27 ; si f, est holomorphe sur un arc quelconque a,
du cercle, elle n’a que le point singulier 1. .

Tutorive 1, — S¢ '\' ra_,,T tend vers v, si les ay-sont réels, si f
n'a que le point singulier v sur le cerele de convergence, de
deux choses Uune :ou f, n'a sur le cercle de rayon v que le point
singulier 3, ou elle admet ce cercle comme coupure.

. Gardant les mémes hypothéses, je vais indiquer quelques pro-
priétés de f et de ) quand elles n’ont que le point singulier 1 sur
“le cercle de rayon 1. A :

Il existe une fonction G (u) telle que G(n)=wu, el telle
que |G(w)e # soit borné dans un domaine 2, . De la démonstra-
tion du lemme 1\, telle que je Fai présentée (1), résulte que f(3)
est holomorphe au voisinage du point singulier 1, dans la région

_intérieure & un angle supérieur a © et qui a la droite qui joint
Porigine au point 1 pour bissectrice. J'exprimerai cette propriété
en disant que le point 1 est un point singulier « sans comtact ».

Tutonime . — 8¢ f(3) et fi(5) n'ont que le point singu-
lier v sur leur cercle de convergence de rayon 1, ce point est
singulier sans contact.

Les coeflicients @, ont tons méme signe dés que n est assez
grand ; je puis donc les supposer positifs. Cela nous permet d’affir-
mer que l'on n’est pas dans le cas actuel lorsqu’on étudie des
exemples simples tels que X sinlogn z# ou = siny/nz".

Je remarquerai encore que la fonction S{/a, " n'a que le point
singulier 1surle cercle de rayon 1; é/G_(—u)est, en effet, holomorphe
dans Xa, et de ordre de e,

Pour avoir une autre propriété, je reprends la fonction ¢ (u)

${(uw)

dun°® 5 et j'applique le lemme 1 a g~ pour W=n41etu=n

. Yiw) , . 8 . C 1.3 e
(n entier). "—17— tend vers zéro dans un dosnaine 2, ; j'en ai déduit
que

n '-j'_(’_:_l_)__ii_i_'_l_-'_-_l_) =e(n)

n-—+1

(') Journal de Math. pures et appl., t. IV, 1921, p. 124.
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tend aussi vers zéro (lemme 1, conséquence I,

y(n—i—l)

q;(n)——u(n +—|) p— ::s(n),
4
u(ll)—-q;(n “1) & e(n) +~("’—l_g—[—l—) =€ (n),

. . , i L.
cxln'essmn (l‘"l [Clld encore vers zZero avee — - On peul ecrire
n

: =)y < (ne )y =Sy (),
e—e'(nl,—:‘ ll"_,‘ g e ;
a,
CEppt | N .
22 tend done vers 1.
“, .
Tutorive Hl. — Ni les a;, sont réels, si f(z)et fi(3) n'ont

quele point singulicr-v sur leur cercle de convergence commun
. o an,.
de rayon {:ﬁ tend vers 1.
W . n :
Jai étudié des fonctions telles que 4 (w) ('); des résultats obte-
nus on déduit aisément (los propriétés des coefficients ; je n'en
donnerai qu’une :

Tutorime lV. — Gardons les hypothéses du théoréme 111 et
supposons de plus que a, soit égal & un nombre déterminé, a,
pour n égal it un ('ln.c entiers d'une suite, nyy Ny, «ovy Npy oo

/)i—l

S tend vers l, w, tend vers a.

"p

On peut obtenir des résultats dans le cas ou les coefficients
sont imaginaires. Nous poserons

—iwy g,

a,=ppen,  p,=la,|,  f(3)=Zppein,  fi(s ZE El
Nous supposcrons encore que |/p, tend vers 1.

La fonction Xp,e 3" a ses points singuliers conjugués de
ceux de f(z). Le théoréme de la multiplication des singularités de

M. Hadamard donnera les points singuliers de 207 z%. St f(3) est

holomorphe sur P'arc (1w [2Q, p=1) et si Q est inférieur aZz —)

(') Annales de U'Ecole Normale, 1927, p. 11g.
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Yi2z" est holomorphe sur l'arc |w
pll !

22Q, (2Q< 7). De méme,
si f(z) est holomorphe sur 'arc |0 ! 2Q, ,2 5;:.-: est holomorphe sur
Vare [o] 220, Si donc@+0,< %, les deux séries p2z# ety :
n‘ont que le point singulier 1 sur le cercle de convergence ; une

i , N A .
remarque donnéc plus haut montre que 2p, 3" et Z o n’ont aussi
. n

(ue le point singulier 1 sur ce cercle.

Tutorime V. — Si /s, tend vers 1, si f (z) est holomorphe sur
larc |o|2Qet f(3) sur larc |Q12Q, du cercle de rayon 1,

. T . W) .
SLR +4- Q< = les fonctions 2p, 3" et 2 = nont que le point
J on

singulier 1 sur le cercle de convergence.

On peut ajouter que ces deux fonctions possédent les propriétés
données par le théoréme II' et que les p, possédent les propriétés
des a, donnéés au n° 6. Si, de plus, on sait que f(z)et fy(z)n’ont
(ue le point singulier 1 sur le cercle de convergence, il en est de
méme de Xeiwnz® et de Le—®uz" comme le montre le théoréme de
la multiplication des singularités.

8. Je me propose, maintenant, d’étudier les fonctions f (z) et f,(3)
dans le cas ou I'on suppose qu’elles n’ont 'une et Pautre qu’un
nombre fini de points singuliers sur le cercle de convergence;

n

Vian i lendant vers 1, les a, n’étant pas nécessairement récls pour
le moment.

Un procédé, du a M. Carlson ('), permet de transformer f(z)
ct f,(z) de maniére a placer les points singuliers au voisinage du
point 1. Soient

z = e (v=1,2.....p")
les points singuliers de /( z) sur le cercle de convergence et
3 = ¢l (v=p +1,p +2 ..., p)

ceux de f, (z), p points en tout.
Donnons-nous un nombre ¢ supérieur a 1 : il existe, on le sait,

(1) CanLsoN, Math. Annalen, t. 79, 1919, p. 24}.
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un entier /n et d’autres entiers m,, my, ..., m, tels que

Iv n,

- l
ar m

=~ m('zq);

m est au plus égal a (2¢).
On peut donc enfermer chacun des points singuliers considérés
. 2Tis
dans 'un des ares b, dont le milieu est le point ¢ ™ et dontlalon-
2T
gueur est —- On posera
mg

®© »

N zmh
‘Fu(s)= mv Wy ), B [ = mz .
P‘ A s ’ T Ap+-mn
h=0 L=V
Il est bien facile de voir que les points singuliers de F.(3) se
4w

. . . I
déduisent de ceux de f(3) par des rotations de T2 -0 ot autour
1

de 'origine. Ceax de F, (z) se déduisent de la méme facon de ceux
de f,(5); tous ces points sont. done intérieurs aux arcs b;. On a
Failleurs

-1 nm—~1
(2) mf :):2 zVFy(z), ﬂlfg(Z)=2 avFy(3).

=L

n-=u
Posons :
t = zm,
Fu(z)= mE apemith=mgu(t),
)=t

z

A N t}' ’
Fi(z)= ,,12 ! mg, ().

f

Q-
=1
Les points singuliers de g, (¢) se déduisent de ceux de Fy,(z) par
la transformation ¢t = 3 ; le milieu de Varc b, devient e2™s =,

2

» . ™ . . .
la longueur de l'arc devient i les points singuliers de g, ()
.o, o, . . T
situés sur le cercle ont donc leurs arguments inférieurs & - en valeur
absolue ; il en est de méme de ceux de g}, (¢).
Si tous les coefficients @, sont réels, on prendra ¢ >2; on

pourra appliquera g, et gy le théoréme I : ces deux fonctions n’ont
que le point singulier 1 surle cercle de convergence. Fy et Iy n’ont

2iTS

que les points singuliers e ” ; cela est vrai pour toute valeur de .
et,envertude (2), la méme propriété est valable pour f(z) et f, (z)-
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Tueorkme VI. — S/ ;’/;_5:; tend vers 1, si les a, sont réels, si
les fonctions f(z) et fi(s5)n’ont Lune et autre qu'un nombre
JSini de points singuliers sur le cercle de convergence, ces points
singuliers sont des sommets d'un polygone régulier dont le
point 1 est un sommet.

On peut ajouter que les signes des «, varient de fagon pério-
dique, pour n assez grand ; que les points singuliers cn question
sont « sans contact » ; que le nombre des sommets du polygone est
au plus 47, p étant le nombre total des points singuliers de f et
de f, sur le cercle. B

De méme, a 'aide du théoréeme V, on démontrera :

Tuvorime VIE. — Siy/| a, | tend vers 1, si f(3) et f,(3) n'ont

lune et Pautre qu'un nombre fini de points singuliers sur le

z".
nont

cercle de convergence, les fonctions X|a,|z" et2 r
. i
qu'un nombre fini de points singuliers sur le cercle de conver-

ence et ces points sont des sommets d'un polygone régulier.
-4 po potyg &

9. On peut encore étudier le cas ou I'on sait seulement que f(z)
n’a que des points singuliers en nombre fini sur le cercle de con-
vergence.

Supposons, par exemple, que f(z) n’ait que deux points singu-
liers ' et ¢/®: sur le cercle de convergence ; admettons toujours
que {'/f-m tende vers 1 et que les a, soient réels. Jeffectue la
-transformation du n* 8 sur f(z) et sur f,(3) en prenant p = 2 et
en laissant ¢ indéterminé. g (¢) est holomorphe sur Parc || > ;

™ I oo,
(A)!2<1T———3>’;;$ g.‘;l(t) sera

Si fi(z) est holomorphe sur I'arc

holomorphe sur l'arc |w |27 — Tel gu(t)etg,(¢)n’auront que le
point singulier 1 (théoréme ). f,(z) n’aura gu'un nombre fini de
points singuliers de module 1 et les points singuliers de f(z) et
de f,(5) serontdes sommets d'un polygone régulier dontle nombre
des cotés est m<(2q)2.

On sera certainement dans ce cas si f,(z) est régulier sur
larc jw|2 <1r —_ 3) 4—:;; puisque m <(2¢)%. Or le maximum

3 1 y
de (7: -— T—> e quand ¢ prend toute valeur de 1 a oo est .-‘-"7, obtenu

\ q/ i
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(2%}

pour ¢ =

et m est au plus égalag. DansTarc [o | < —:i7 il ne peut

¥ avoir qu’'un sommet du polygone régulier de m cotés; f,(z) a
donc un seul point singulier sur le cercle; il en est de méme

de f(3) d’aprés le théorcme 1.

r . T N . n \ rs
Tnconime VHIL Soit fi(3)= E Z—-— ou les a, sont réels,
n

N e . b
oty a, tend vers 1. St f(3) est holomorphe sur Varc |w !>~
Ep

du cercle de rayon 1, de deux choses Uune : ou Xa,z" a plus
de deux points singuliers sur ce cercle, ou f(z) et fi(s) n'en
ont qu'un seul, le point 1.

10. Je reviens sur les énoncés de ce travad pour chercher si
toutes les hypothéses qu'ils acceptent sont bien nécessaires.

Le théoréme 1 suppose les a, récls. Cette hypothése est essen-
tielle on le voit en posant f'==XeBzn; f et f, sont réguliers sur
Parc {w! >3 e, si 3 < f, le double de la longueur de cet arc
dépasse am.

Je rappelle d’aillears que M. Fabry (') a construit des fonctions
de la forme Xei+ 37 ayant telle singularité que 'on voudra sur le
cercle de rayon 1. 1l est donc impossible de modifier le théoréme V
ct de conclure par une propriété des fonctions f(z) et f, (z) elles-
mémes.

La condition o+ o, > 27 qui figure au théoréme I est néces-
saire : la fonction f==X(--1)" ("4 32"*!) ne posséde que les
points singuliers i et — ¢ ; il en est de méme de f,.

l.a condition que y | «, | n’ait qu’une limite est, elle aussi, indis-
pensable. J'ai pu construire une fonction f(z) telle que y/[a, | ait
pour plus grande limite 1 et pour plus petite limite un nombre a
inférieur a 1, le seul point singulier de module 1 étant 1, f; ayant
les points singuliers « et — «, et ceux-la seulement sur le cercle
de rayon a. Je n’insiste pas sur la démonstration de ce point de
détail. '

Enfin, une question se pose : les cas prévus au théoréme I sont-
ils possibles tous les deux ? Il est bien certain qu’il existe des fonc-

(') Fasry, Acta math., 1. 22, p. 85.



- A —

tions f et f, répondant aux condittons de I'hypothése et n'ayant
que le point singulier 1 sur le cercle de couvergence. Il reste a
construire des fonctions telles que f n'ait que le point singulier |
sur ce cercle et que f, l'admette comme coupure. Je prendra:

J———

- Qi / 1
/(s»:\mm Son— -3 = N, 3,
A

% 2

Par P'spplication du lemme IV | on voit que le seal point singuhier
de moduie + est 1. Soit p la racine de n: écvivons

no=ptor, \/ e R P X,y mE ey

sp ]

| >

p—

. / 1 o

a, = sm"-‘ pome s omi s o (U g % Ry
2

, n, N .. [ .
£n tendant vers zéro. V ¢y & meme fimite que Lo, 1y celte quantite

i

< (=

. AN - 1\
est comprise entre 1 el(l'p ,.,_2) > (4p+2) qu tend vers 1.

C’W tend vers 1. D’autre part, les @, présentent une infinit¢ de
changements de signe, ce qui, comme je l'ai dit, entraine que f
n’a pas le seul point singulier 1 sur le cercle de convergence : on
est donc dans le deuxiéme cas : celui ou ce cercle est coupure

pour f,.

LYI.



