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SljR QUELQULS POINTS DE TOPOLOGIE RESTREINTE
DU PREMIER ORDRE;

Par M. Georces BourLicann.

L. La topologie restreinte du premier ordre est ensemble des
propriétés géométriques demeurant invariantes par les transforma-
tions ponctuelles continues et biunivoques

X =flz, y, 3), Y = g(x, y, 5), Z=h(zx.y, 3),

J5 @, I étant astreites a posséder des dérivées premiéres continues.
Il avrive trés seuvent qu’une th:éoric mathématique d’an certaintdegré
de généralité gagae en clasté lorsqu'on y fait la part des propriétés
purement toperogiques, celle des propiriétés topologigu-s restreintes
du premier ordre (ou des ordres supéricurs) vour n’étudier
qu'en dermére analyse les conséquences d’hypothéses ayant un
champ d'invariance beancoup plus étroit, par exemple les consé-
quences d’hypothéses métriques.

La théorie du potentel fait particuliérement ressortir I'opportu-
nité d’une stratification de ce genre. L'impossibilité d’'un maximum

ou d'un minizam pour une fonction harmonique, a Uintéricur du
domaine ow elle est réguliére, est un caractére topelogique : il sera
impossible, par une transformation bicontinue et "biunivoque, de
déduire d’un champ scalaire continu donné un champ scalaire harmo-
nique si Je premier champ n’est monotone (au sens précédent). Les
notions de la topologie restreinte du premier ordre deviennent néces-
saires ‘pour opérer la diserimination des ensembles impropres, ¢’est-
a=dire ceux que 'on peut, lors de la résolution du probléme de Diri-
chlet avec données continues a la frontiére, enlever de cette frontiére
(les ajoutant au domaine) sans que la solution soit altérée ().

(') Ma premiére publication sur ce point s'intitule : Dimension, etendue,
densité (C. R. Ac. Sc. Paris, t. 180, p. 245). Je suis revenu incidemment sur le
sujet dans mon Mémoire : Sur le Probléme de Dirichlet (Bull. Soc. Pol. de
Math., t. 1V, année 1925, p. b9-112, n° 36), et j’ai repris la question plus a fond
dans un article récent de I'Enseignement mathématique, sous le Litre : En-



2. Certaines propriélés, toul en élant gualitatives, le cont done a
divers degrés. Clest pourquoi les 1opologies restreintes des divers
ordres se présentent a 'attention du mathématicien de la maniére
la plus naturelle. Au reste, des considérations de ce genre ont été
déja rencontrées dans certaines recherches : pour n'en citer qu’un
exemple, rappelons d'abord comment M. Emile Borel a obtenu une
classification des ensembles de mesure nulle.

L'illustre géometre établit (admettons ici ce point) que tout
ensemble de mesure nulle est un sous-cnsemble d'un ensemble
régulicr de mesure nulle, lequel sera défini de la maniére sui-
vante (') :

Sofent N\jy Ay, ...\, ... une mfinite énumerable de points.
dits points fondamentaux; & chague enticr h, [faisons corres-
pordre une infinité decarrés CF Gl o0 Gl ool dont les
aires forment une série convergente et tels que le carré Gl ren-
Jerme ceson intériear Ch+ et tendevers A, lorsque v augmente
indéfiniment. Soit Yy Lensemble des points intérieurs a Cun
des carrés Gl (n=1, 2, ...); Uensemble des points intérieurs
atous les By (h=1,23, ...)est un ensenible régulier, qui est

evidemment de meswre nulle.

Supposons (¢'est la une hypothése cncore trés générale) que
les C'#) aienl précisément pour centre (quel que soit 2) le point Ay,
Tout cela posé, on peut dire que la rapidité de décroissance des
carrés C,*' en fonction de £ caractérise 'ensemble régulier. On peut
donc établir la classification de tels ensembles sur la décroissance

\

asymplotique de Ja somme

zmes‘ [surf. Gyl = WET,,‘) ’

p=n

ou mieux sur la croissance d’une fonction ¢ (n), croissance qu’on

sembles impropres et nombres dimensionnels (année 1927, second fascicule).
Ayant réalisé derniérement de grands progrés dans ces questions, j'ai donné un
exposé aussi systématique et aussi complet que possible dans un Mémoire, actuel-
lement a I'impression au Bulleiin des Sciences mathématiques.

(') Voir pour un exposé didactique le Chapitre 1V des Lecons sur les fonctions
monogeénes uniformes d’une variable coriplexe, Gauthier-Villars, Paris, 1917.
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s'efforcera de rendre aussi rapide que possible, mais plus lente
cependant ue toutes celles desd, (n). Plas la forciion ¢ (n) croit
rapidement, ¢t moins I'ensemble de mesure nulle seca-t-il riche en
points. '

Sl existe un nombre potel quela croissance de Y(n) puisse
étre prise égale a n2. nous dirons que Pensemble est d'ordre p.
Si d(n) est comparvable a en, nous dirons que l'ensemble est
d'ordre w; sid(n) est comparable a ¢, nous aurons un ensemble
d'ordre o2, elc.

Cela posé (sans toutelois emplover notre terminologic), M. Emile
Borel montre que ~a classification [‘nl'l)(‘("d(' de la topologie vestreinte
du premier ordre. Remarquons dailleurs combien le principe
quil .emploic est apparenté a ceux qu; révelent les propriéiés
dimensionnelies des ensembles, ¢t surtovt aw processus que
M. Haussdorfl' a imaginé beaucoup plus. tard (). Toutefois, ce
dernier a’cu principalement en vue les extensions de la théorie de
la mesare. Liappréciation des auances d'extension dans Ia gamme
de tous les ensembles de mesure nulle, probléme résolu, comme
nous venons de indiquer, par M. Emile Borel, rallie trés naturel-
lement a son point de vue mes propres tentatives sur La diserimi-
nation des ensembles impropres, dans le probléeme de Dirviehlet ou
dans des questions plus générales de calenl des variations, discri-
mination procédant des caractéres dimensionnels de la fronticre.,
Quoi qu'il ¢ soit, toutes cos constructions se rattachent naturelle-
ment au point de vae actuel.

3. La théorie du potentiel a dailleurs attiré mon attention sur
d’autres notions appartenant également a la topologie du premier
ordre. J'ai donné notamment le résultat suivant :

Une suite de fonctions harmoniques dans un cevtain domaine,
lesquelles y sont bornées dans leur ensemble, converge vers une
Jonction harmonique, pourvu qu'elle concerge en une infinité
de points de ce domaine ayant un point ovtra-Liute O intérienr
aw domaine, ce qui veut dive qu’a Uintérieur d’un céne droit
a base circulaire de sommet O, touwt autre cone droit ¢ base
circulaire de sommet O contient des points de convergence (*).

() Dimension und aiissore Masz (Math. Ann.,t. 79, 1918).
(*) Mémorial des Sciences mathematiques, fasc. XI, p. 20.
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Comme on le voit cet énoncé mei a part une catégorie spéciale de
points limites, précisément désignés sous le nom de points ultra-
limites. Cette calégorie se présentera d'une manicre toute naturelle
sil’on cherehe a fonder latopologie d’ordre un sur une classification
approvriée des points limites: pour qu'elle soit telle, il faut et il
sufiit qui: cette classification soit invariante par-Ja classe restreimte
(au moyen de I'hypothése de dévivabilité) des homeomorphies dont
nous avons parlé en commengant.

Seit O un point limite d'un certain ensemble ¥ de points de
Pespace cuelidien & 7 dimensions. On peut recourie a deux prin-
cipes distinets:

o

1* Considérons le systéme des demi-droites A joignant le point O
aux points de E dont la distance a O ne dépasse pas =0 Ce systéme
admet un eeriain ensemble hmite &, lequel est natuvellement fermé,
lorsque ¢ tend vers zéro. Un premier mode de elassification consiste
a faive appel aux propriétés de Pensemble Lmite AL Leshypothéses
que Von fera, velativement a cos propriétes de A, varierontd’ailleurs
avee les questions étudiées : elles dépendront notamment de la
nature de Pensemble E. Quoi qu'il en soit, un cas particuliérement
satllant est celui on Pensemble limite A gontient des rayons inté-
rieurs, ¢’est-da-dire ou il existe un céne, avant pour sommet lo
point O, de directions appartenant toutes a A, Nous retrouvons
ainsi les points ultra-limites de Fénoncé pf(‘(‘édmll.

2" Considérons le systéme des droites D, joignant denx points
P et Q de K tels qu'on ait simultanément

OP 7 e, 00 - _«.

Lorsque e tend vers zéro, ce systeme admet encore un ensemble
limite ) de droites issues de O, lequel contient le systéme des demi-
droites A ct celut des demi-droites opposées. Mais, en général, on
n'épuise pas ainsi toutes les droites de D, On s’en rend compte en
géomeétrie plane en supposant que Pensemble 1 soit formé des points

de la courbe
\

x| » !
o x 2mE cos - ),y
y i)

le point O coincidant avee Porigine des coordonnées. Il n'y a

qu'une scule droite Az ¢'est Faxe Oz, Au contraire, il y a une infi-
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nité de droites D, formée de celles dont le coefticient acgulaire est
compris entre — 1 ot 1. Pareillement, si 15 est vne courbe
(méme algébriquc) possédant un point de rebroussement, il n’y a
qu’'une seule demi-droite A tandis que toute droite issue de O est
une droite de D,

Cela posé, lorsque Vensemble D contient au moins wn rayon
intérreur, nous divons que le pomt O est un point hyperlimite.

Nous dirons plus spécialement que Je-point O est un point
ultra-lincite total Cou un point hyperlimide total), torsque le
faisceau A (ou la gerbe D) ¢puise toutes les demi-droites (on
toutes les droites) mences par le ponnt O.

Nous allons examiner, tel seva Fobjet principal du présent
article, le parti qu'on peat tirer dee parcilles=notions dans Pétude
des continus. Nous allons surtout envisager deux  problémes
particuliers. dont 'un conduit a des résultats mal démarqués, a
Fopposié du second, otk conclusion obtenue st simple. Ainsi
apparaitea une fois de plus Fimportance du choix des hypothéses
dans des questions de cette nature.

L. Prosvevie \. - Krudier les continus dépourcus de points
ultra=limites (otcur., ®

Lie seule conséquence reésulte simplement de cette hypothese :
le continu étudic sera dépourvi de points intéricurs, car tout point
mtérieur est an point ultva-limite total. En géométrie plane, nous
serons done ramenés & certaines courbes cantoricnnes; parmnt les
courbes cantoriennes, méme les plus simples, il en est qui ne
répondraient pas a la question : par exemple une spirale logarith-
mique serait exclue, ce quii, dlailtears, ne saurait constituer matiére
a scandale. Mais voier an autre exemple sur lequel apparait meux
le cavactere actificiel de la délimitation considérvée icit. Envisageons
le continu défini au moyen de Ja courbe

PO |
' e )
}’ £
pour les pomnts dont Fabscisse satisfait anx conditions
olxriin.

Ce continu est#iépourvu de points ultra-limites totaux. Par contre,
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le continu formé parv les points de Ta méme conrbe dont Fabscisse
satisfait aux conditions

admet un segment (ouvert) de points ubhra-limites totaux. Geei
montre que le continn obtenu en apphquant certaines iransforma-
tions simples & un continu répondant aux conditions du pro-
bléme A, par exemple en le complétant & Parde dune symdétrie,

peut trés bien ne pas étre une solution de ce probleme.

5. Prosviove B~ Etudier les continus deponrcas de points
hyperlimites totaur.

Nous allons areiver tei & une solution beavcoup plus intéressante
et plus compléie. [ndiqu(ms auparavant denx prnpnxilinn.\ preli-
minaires qui, sans étee indispensables a L suite du raisonnement,

sont cependant intéressantes a signaler,

Levmve 1. — Considérons, en géomdétrie aon dimensions, el
lintérieur de la sphére unitaive, un ensemble dont létendue
d'ordre n—ruest infinie, ¢ est-i=dive tel que tout systéme de spheérves
recouvrant Pensemble voit fa somme des étendues périphériques
(d'ordre n — 1) des sphéres qui le composent saceroitre toujours
indéfiniment quand le maximum des diamétres tend vers zévo.  lors,
linterjonction par des droites de tous les couples de points de
cet ensemble cpuise la totalite des directions de lespoace.

En effet, supposons quane certaine direction n'ait pas été
obtenue lors de la jonetion des pomts de I deux a deux. Prenons-la
pour direction dun de nos axes de coordonnées n. Chaque
parallele & cet axe rencontreva Pensemble B en un point aa plus.
En outre; Pensemble des divections vésultant de Tinterjonetion est
fermé. Done. on peat mener par Vovigine des coordonnées un eéne
formé de toutes les droites faisant avee .z, un angle infévicar ou
¢gal a un angle suffisamment petit, de maniére qu'aucun rayon
issu du sommet et intéricura ce edne ne soit paralléle a une droite
d’interjonction, Dans ces conditions, on trouve facilement que la
limite iféricare (pour des rayons évanescents)de la somme des
¢tendues peériphériques de sphéres recouvrant I'ensemble, non
seulement ne croit pas indéfiniment, mais encore admet une limite



supéricure de la forme

7, désignant Faive de la sphére unitaive dans 'espace & n dimensions.
Iy a done contradiction, d'on 'impossibilit¢ de divection non

obtenue dans Uinterjonction. C. Q. ¥. D.

Lemve . — Considérons, en géométrie i n dimensions, un
continu borneé dont Uétendue d'ordre n — v est infinie. Alors,
il posséde i moins un point hyperlimite total (V).

En effet] le continu donné étant borné, on peut I'enfermer dans
un cube (d'ordre n). Subdivisons-le en 2" cubes égaux. Chacun
d'cux contiendra un ensemble, qui n'est plus nécessairement un
continu: mais l'un au moins de ces ensembles sera d’étendue
d’ordre n — 1 infinie. On pourra de proche en proche définir une
suite de cubes emboités tels que chacun d’eux découpe une portion
de E dont étendue d'ordre n — 1 est infinie. Le point limite de
cette suite de cubes est alors, en vertu de nos défimtions et du

lemme 1

, un point hyperlimite total. C. 0. F. D,

6. Aumoyen de ces propositions, abordons maintenant la réso-
lution du probléme B.

Soit C un continu dépourvu de pomts hyperlimites totaux. Soit
M un point queleonque de €. Formons 'ensemble 1) corres-
pondant : je puis mener par M au moins une droite n’apl'mrtenanl
pas & D5 aloes, Ie point M est nécessairement un point isolé de C
sur celte droite. Dautre part, considérons les droites paralléles
ad; atout e = o, onpeat faire correspondre un é positf tel que
chacune de ces droites) située & une distance de o qui soit <9
coupe Cau plus en un point intéricur a la sphére de centre M et
de rayon s Ainsi, la classe des continus cherchés comprendra
notamment :

o

1° Dans le plan. des courbes représentables aux environs de

chaque point (moyennant un choix correspondant des axes) par

(') Mais non nécessairement un point ultra-limite, méme partiel. Exemple :
. . 1 e .
soit pour o : 2 1 la courbe p- = z*sin - est de longueur infinie. 1 n’y a pas
. P 3

ccpendant de point ultra-limite.
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2° Dans l'espace a 3 dimensions, des surfaces représentables aux
environs de chaque point (moyennant un choix correspondant des
axes) par une équation de la forme z = ¢ (2, y) et ainsi de suite.

Pour obtenir ainsi des solutions particaliéres du probléme B, il
nous reste a tenir compte du fait suivant : non sculement, dans un
certain voisinage de M, la direction de la droite d sera telle que les
paralléles infiniment voisines ne rencontrent G qu'en un point au
plus infiniment voisin de M; mais encore cette propriété appar-
tiendra a tout un continuum de directions contenant d comme
élément intérieur. Il en résulte que la partie de notre! continu
analytiquement représentable sous forme explicite pourra toujours
étre restreinte de maniére que ses pentes soient bornées dans la
région utile.

En définitive, nous obtiendrons, dans le plan, des lignes recti-
fiables; dans l'espace, des surfaces quarrables, etc., qui, par
rapport a une direction convenablement associée a chaque point,
posséderont la propriété d’étre « localement a pentes bornées ».

Dansle plan, leslignes rectifiables qui, par rapport a une direction
associée a chacun de leurs points, sont (dans un certain voisinage)
a pentes bornées épuiséront toutes les solutions du probléme.
Notons qu’un arc simple d’une telle ligne cst seul susceptible de
répondre a la question, le croisement de deux arcs simples (tangents
ou non) fournissant toujours un point hyperlimite total ('): en
effet, il est facile de prouver que, si deux lignes simples de Jordan
se coupent en un point, l'interjonction des couples de points d’un
tel ensemble épuise toutes les directions possibles : s'il y avait une
direction absente, la prenant pour axe des y (l'origine étant au
point d’intersection), il est clair que chaque paralléle a cet axe,
suffisamment voisine, couperait chacun des deux arcs en un seul
point, mais a ce titre, elle interjoindrait donc deux points de
Pensemble.

Pareillement, dans I'espace les seules surfaces répondant a la
question sont des surfaces quarrables dont chaque point a pour
environs une rondelle homéomorphe a un disque (rondelle qui,

s

(') Nous rencontrons ici une circonstance singuliére analogue a celle du pro-
bléme A : la somme de deux continus solutions, si elle est elle-méme un coatinu,
n’est pas forcément solution.

LVI. 3
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relativement a une direction convenable associée au point, est a
pentes bornées). Mais ici, nous cessons d’obtenir de la sorte tous
les continus répondant i la question. 11 est clair que chaque sous-
ensemble continu d’une des surfaces qm vient d’étre définie y
répond également.

Signalons encore la possibilité de décomposer les lignes et les
surfaces précédentes en un nombre fini de morceaux représentables
chacun sous forme explicite : ¢’est la une mnsequonco immeédiate
du théoreme de Borel-Lebesgue.

Nous n'insisterons pas davantage. Nous allons seulement, pour
u-rminer, montrer comment les notions que nous avons mises en
eavre et les résultats que nous avons obtenus sont liés 'a quelques

autres travaux.

7. Dans un Mémoire récent ('), M. Georges Valiron a fait
connaitre un ensemble important de résultats, relatifs a Pérude
d’une surface possédant, en chaque point, un plan tangent.
M. Georges Valiron pose la définition suivante :

La surface S posséde un plan tangent w, en un point M,
lorsqu’il existe un plan unique =, passant par My et tel qu'a
chagque nombre ¢ >> o on /n'lll /}rirw correspondre un ¢ > o tel
que Langle de MgM acee wy soit <6 dés que la distance de M
ala normale en My o 7, est <z

Cette définition, qui differe (comme le remarque Pauteur) de
celle des traités classiques (2), est la plus naturelle en topologie
restremte du premicr ordree forsqu’on adopte le premier des deux
principes de classification pour les points limites (n° 3). L’hypo-
thése d'existence d'un plan tangent peut alors se formuler ainsi :
Pensemble A relatif an point M, est un ensemble plan. Si cet
ensemble constitue la totalité du plan qui le contient, nous dirons,
avec M. Valivon, que pour le point My le plan tangent est ordi-
naire. Malgré cette précaution. on ne peul affirmer, comme
I'indique M. Valiron, qu'il existe. aux cnvirons d’un point, une
correspondance biunivoque’ par projection orthogonale entre la

(V) Bull, Soc. math., t. 54, 192, p. 190 et suivantes.
(*) Elle correspond a la notion de la différentielic an sens de Stole,
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surface et son plan tangent. D’apreés ce qui précéde. nous voyons
qu'un tel résultat serait certainement atteint en excluant les points
hyperlimites totaux.

8. Dans ses travaux sur bes espaces abstraits M. Fréchet a consi-
déré les espaces (£7) ou les points d'accumulation () d'un ensemble
donné peuvent s’obtenir au moyen d'une définitionde la convergence
d'une suite d’éléments. Plus généralement. il -a introduit les
espaces (V) ou les points d’accumulation peuvent se définir au
moyen d’'une famille de voisimages préalablement donnés pour
chaque élément. Tout espace (£7) est un espace (V), mais il existe
des espaces () qui ne sont pas des espaces (£), et M. Fréchet
cite notamment, a la suite d'unc remarque faitc par M. F. Riesz,
Pespace ou 'on convient de ne considérer comme véritables points
d’accumulation que les points de condensation de M. Lindelsf.
Dans un tel espace, on appellera voisinage d’un point 'ensemble
obtenu en supprimant d’une sphére centrée en ce point tout
ensemble au plus dénombrable de points du plan.

Pareillement, un espace (V), non réductible & un espaee (£),
s'ebtiendra en prenant Fespace oa 'on convient de me regarder
comme véritable point d’aceumulation qu’un point uktra-limite
(ou hyperlimite). Dans un tel espace, o appellera vomsinage d’un
point l'ensemble obtenu em supprimant d’une sphére située en ee
point tout cnsemble donnant naissance a un faisceau A dépourva
de rayon intérieur. Remarquons d’ailleurs qo’un point himite de
points ukira-limites m’est pas nécessairememt un ultra-limite. 1l
s'ensuit qu'au sens de M. Fréchet, lespeace (V) ainsi obtenu n'est
pas un espace accessible, car le dérivé d'un énsemble domné
n'y est pas toujours fermé.

Si dome, s’écartant du point de vue dominant de cet article, on
voulait étudicr des ensembles dont 1'ultra-dérivé ou Phyperdérivé
sont quelconques, c’est a la géométrie des espaces () qu'il fau-
drait’ faire appel, pour y trouver des formes de raisonnement
s'adaptant par avance a de telles reeherches.

(') Les points limites d’un ensemble sont aussi appelés points d’accumulation :
ces deux locutions sont équivalentes. M. Fréchet donnant la préférence ¥ la
seconde, nous I'employons dans le cours de ce paragraphe.



