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SUR QUELQUES POINTS DE TOPOLOGIE RESTREINTE
DU PREMIER ORDRE ;

PAR M. GEORGES BOULIGAWD.

I . La topologie restreinte du premier ordre est l'ensemble des
propriétés géométriques demeurant invariantes par les transforma-
tions ponctuelles continues et bmnivoques

X ^/(.r, y, z), Y =- ^(.y,y, z), Z == h(x. y, -3),

/, «,»', A étant astreintes à posséder des dérivées premières continues.
Il arrive très souvent qu'une théorie mathématique d'un certain-degré
de généralité ^d^ne en clarté lorsqu'on y fait la part des propriétés
purement topo^ogiques, celle des propriétés topologiqiih's restreintes
du premier ordre (ou des ordres supérieurs) pour n'étudier
qu'en dernière analyse les conséquences d^hypothèses ayant un
champ d'invariance beaucoup plus étroit, par exemple les consé-
quences d'hypothèses métriques.

La théorie du potentiel fait particulièrement ressortir l'opportu-
nité d'une stratification de ce genre. L'impossibilité d'un maximum
ou d un minimum pour une fonction harmonique, à l'intérieur du
domaine où elle est régulière, est un caractère topologique : il sera
impossible, par une transformation bicontmue et blunivoque, de
déduire d'un champ scalaire continu donné un champ scalaire harmo-
nique si le premier champ n'est monotone (au sens précédent). Les
notions de la topologie restreinte du premier ordre deviennent néces-
•saires'pour opérer la discrimination des ensembles impropres^ c'est-
à-dire ceux que l'on peul, lors de la résolution du problème de Diri-
chlet avec données continues à la frontière, enlever de cette frontière
(les ajoutant au domaine) sans que la solution soit altérée ( f ) .

( 1 ) Ma première publication sur ce point s'intitule: Dimension^ étendue^
densité ( C. /?. Ac. Se, Pans, t. 180, p. 24^). Je suis revenu incidemment sur le
sujet dans mon Mémoire : Sur le Problème de Dirichlet (ffull. Soc. Pol. de
Math., t. IV, année 1925. p. 59-112 , n0 36), et j'ai repris la question plus à fond
dans un article récent de Y Enseignement mathématique, sous le titre : En-
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î. Certaines propriétés, (ou i enélani qualitatives, le sont donc à
divers degrés. C'esl pourquoi les lopologies restreintes des divers
ordres se présentent à l'attention du mathématicien de la manière
la plus naturelle. Vu reste, des considérations de ce genre ont été
déjà rencontrées dans certaines recherches : pour n en citer qu^un
exemple, rappelons d'abord comment M. Emile Borel a obtenu une
classification des ensembles de mesure nulle.

L'illustre géomètre établit (admettons ici ce point ) que tout
ensemble de mesure nulle est un sous-ensemble d'un ensemble
régulier de mesure nulle, lequel sera défini de ta manière sui-
vante (1) :

Soient Ai, A^, . . . . A,t, . . . î/fie infinité énnjner^ble île-points,
dits points fondamentaux ; à chaque en fier //, faisons corres-
pondre i/ne i n f i n i t é de'carres C'/'1, C/1 ' , . . . , (^A . ...-., dont/es
aires forment une série convergente et tels (lue le carreO^ ren-
ferme à son i n t é r i e u r C,̂  ̂  ' et tende vers \n lorsaue h augmente
indéfiniment. Soit E^ V ensemble des naints intérieurs a F un
des carres C^ (n == i, 2, . . . ) ; //ensemble des i^oints intérieurs
a toits /es }L/i { h = i, a, . . . ) est un ensemble régulier, qin est
évidemment de mesure nul/e.

Supposons (c'est là une hypothèse encore très générale) que
les C^' aient précisément, pour centre (quel que soit //) le point A^.
Tout cela posé, on peut dire que la rapidité de décroissance des
carrés G//" en fonction de h caractérise l'ensemble régulier. On peut
donc établir la classificatiori de tels ensembles sur la décroissance
asymplotique de la somme

^n,es.tsurf.C/'-]=^,
p - n

ou mieux sur la croissance d'une fonction ^( /^) , croissance qu^on

semblés impropres et nombres dimensionnels (année 1927, second fascicule).
Ayant réalisé demièreinent de grands progrès dans ces questions, j'ai donné un
•exposé aussi systématique et aussi complet que possible dans un Mémoire, actuel-
lement à l'impression au Bulletin des Sciences mathématiques.

( ' ) Voir pour un exposé didactique Ïe Chapitre IV des Leçons sur les fonctions
monosfènes uniformes d'une variable complexe^ Gaulhier-Villar», Paris, 1 9 1 7 .
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s'efforcera do rendre aussi rapide que possible, mais plus lente
cependant que toales celles des^.L/,(A< ). Plus la forcuon 4 (( / l) c^oî^
rapidement, cl moins l 'ensemble de mesure nnllo scra-t-il r iche en
points.

S il existe un nombre p tel que la croissfince de ' ^ { n ) puisse
être prise éi^ale à / / ^ , nous dirons que l'ensemble est d ordre p .
Si ' ^ ( n ) est comn.'r . îble à e'^ nou^ dirons que l 'ensemble est
d'ordre F , ) ; si ^ { n ) est comparab le à e ' ' \ nous aurons un ensemble
d ordre ^)12, elc.

(^f la posé (sans t o n l e f o i s emplover noîre terminologie), M. Emile
Rorel montre (me > > ; l c l a s s i f i eahon i^iocede de la topologie res t re in te
du premier ordre. Remarquons d\uireurs combien le principe
q u i l -emplo ie esl apparen té a ceux qu i révèlept les propriétés
dimensionnelles des ensembles, et sur tout ar processus que
M. Hanssdorn1 a imag iné l)eaucoup plus lard ( < ) . Toutefois, ce
dernier a en p r i n c i p a l e m e n t en vue les extensions de la théor ie de
la mesure. L a p p r é c i a t i o n des [i i i . înces d extension dans la ranime
de tons les ensembles de mesura nulle, problème résolu, comme
nous venons de l ' i n d i q u e r , par M. Kmile Horel, rtdiie 1res naturel-
lement à son po in t de vue mes propres ten ta t ives sur la discr imi-
nation des ensembles impropres, dans le problème de Dir ichlel ou
dans des quest ions p lus générales de calcul des variat ions, discri-
minat ion procédant des caractères dimensionnels de la frontière.
Quoi qu i l eu so i t , t o u t e s ces constructions se r a t l ac l i en t na ture l le -
ment au po in t de vue ac tue l .

3. La théorie du potent ie l a d ^ a i l l e u r s a t t i r é mon attention sur
d'autres notions a p p a r t e n a n t également à la topologie du premier
ordre. J 'ai donné no tamment le r é s u l t a t su ivant :

Une suite de foin-lions Itarinoniques dffns if/f certain domaine^
lesquelles Y sont Itornees (hins leur ensemble^ coft^er^e vers utie
fonction harnionnjne^ nonr^u qu'elle converge en une injinite
de points de ce domaine ayant un n o i n f ULTRA-LIMITE 0 inférieur
au domaine, ce ( f u i reut dire af/ V/ l ' i n t é r i e u r d'un cône droit
à hase circulaire de sommet 0, font autre cône droit à base
circulaire de sommet 0 contient des [ ) o i n f s de convergence (2).

( 1 ) Dimension und aiïszore Masz {Math. Afin., t. 79, 1918) .
( 2 ) Mémorial des Sciences mat héma tiques, fasc. XI, p. 20.
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Comme on le voit cet énoncé mel à part une catégorie spéciale de
points limites, précisément désignés .sons le nom de points ultra-
limites. C<»( t ( 1 catégorie se présenter.) d'une manière toute naturelle
si Pon cherche a fonder (a lopolo^le d'ordre un sur une classification
appropriée des points limites : pour qii elle soit telle, il faut et il
suffit (jiîe cette classification soit invariante par la classe restreinte
(au moyen de 1 hypothèse de dérivahililé) des homeomorphies dont

nous avons parlé en commençant.
Soit 0 un pomt limite d un certain ensemble K de points de

l'espace euclidien à // dimensions. On peut recourir a deux prin-
cipes dist incts :

i" Considérons le système des demi-droiles Ag (oignant le point 0
aux points de .K dont la disl.mce à 0 ne dépasse pas ^ Ce système
admet un certain ensemble limite J^, lequel est naturellement fermé,
lorsque c tend vers zéro. Lin premier mode de classi f icat ion consiste
à faire appel aux propriétés de 1 ensemble bmite A. Les hypothèses
que 1 on fera, relativement à c.'s propriétés de .1, \ aneront d'ailleurs
avec les questions étudiées: elles dépendront notamment de la
nature de l'ensemble E. Quoi qu'il on soit, un cas particulièrement
saillant est celui où 1 \ nsemble limite A contient des rayons inté-
rieurs, c'est-ù-dire où il existe un cône, avant pour sommet le
point C), de directions apparten ml toisles à A. ^ous retrouvons
ainsi les points ultra-limites de l'énoncé précédent.

2'* Considérons le système des droites Dg joignant deux points
P et Q de K tels qu'on ait simultanément

Lorsque c tend vers zéro, ce système admet encore nn ensemble
limite D de droites issues de 0, lequel contient le système des demi-
droites A et celui des demi-droites opposées. Mais, en général, on
n^épuise pas ainsi tontes les droites de D. On s'en rend compte en
géométrie plane en supposant que 1 ensemble K soit formé des points
de la courbe

y ^ i •) -.^ cos L
\ ^/

le point 0 coïncidant ;<vec l'origine des coordonnées, î l n\ a
(|u Une seule droite A : c est 1 axe O.ï. Vu con'raire. il v a une inti-

1 • u
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nité de droites I), formée de celles dont le coeflicient angulaire esl
compris entre — i et 4- i. Pareillement, si V. est une courhe
(même algébrique) possédant un point de rehroussement, il n y y
qu^nne seule demi-droite A tandis que toute droite issue de 0 est
une droite de I).

Cela posé, lorsque rensemhie D contient «lu moins im rayon
intérieur, nous dirons que le point 0 est \\t\ noifit îtyperliînite,

Nous dirons p(u^ spécialement que le point 0 est un point
f f / / r € l - / f ^ n { / < f t o h i l ( o u un p n i n t i l Y p c r i i n i i t c loUfl\ lorsque îe
faisceau A (on la gerhe D) épuise toutes les demi-droites (ou
tontes les droi tes) menées par le poiul 0.

^Sons <illou^ cvamiuer, tel ^ertï l t>h|el i)nnei|)al du ])résenl
cirtiele, le parti qu on Deul lirer d<' p.ircilirs notions dans l'étude
des continu^. Nous .liions surloul envisager deisx problèmes
j)artieuliers. dout l'uu eonduil à des résullats mal démarqués, à
l'opposi1 du second, où la conclusion chienne est simple. Ainsi
appar<iîlr.i une fois de plus 1 importance du choix des hypothèses
dans des questions de cette nainre.

i. PROBLI.MI V. — E t i n l i c t /c.s co/t/f/fus <U' pourvus de p o i n t s
u l t r < i - l unités l ^ h f i i . i i . *

l ne senle ( onsé(|ueuce résulte simplement de cette hypothèse :
le continu éludié sei\; dépourvu de points inlérieurs, car tout point
intérieur esl un poini ullm-lituile lolal. VA\ géométrie plane, nousi ç' i 7

serons donc ramenés a cerlaine.s courhe.s canloriennes ; parmi les
conrhes cantorieniies. tnéme les plus simple.s, il en est qui ne
répondraient pas à l;î question : par exemple une .spirale logarith-
mique serait exclue, ceqiii, dailieurs. ne saurait constituer malière
à scandale. Mais voici un autre exemple sur lequel apparaît mieux
le caractère arlinciel de ladélimstalion considérée ici. Envisageons
le continu défini au moyen de la courbe

. i
y — su»- »

x

pour les points dont 1 al»scisse satisfait aux conditions

o^^i.

Ce continu estW'pourvu de points uhra-1 imites totaux. Parcontrey
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le contiiu] formé par les points de la même courbe dont 1 abscisse
sat isfai t aux conditions

.. i ^ x ^ . i

admet un Moment (ouver t ) de points ullra-limites 'olau\. Ceci
montre que le continu obtenu en appliquant certaines Iransforma-
tions simples a un continu répondant aux condi t ions du pro-
blème A, par exemple en le complétant a 1 aide d une symétrie,
peut très bien ne pas être une solution de ee problème.

^). PROHLI.ME !•$. — Etudier les r o i i f i n n s <h''imin'\'ns <h' D o ï n i s
h Y p e r l i n n i c s l u t f i n . f .

.i\ons allons arriver 1 0 1 à une solution beaucoup plus inh'res^antc
et plus complète, ïiidupions auparavant deux propositions pn-li-
minaire.^ qu i? sans être indispensables à la suite du raisonnement,
sont cependant intéressantes à signaler.

LI-;MME I. — Considérons, ^n ^coînch'ic < i n d i m e n s i o n s ^ et n
l ' i n t é r i e u r de la s n l i e r e u n i t a i r e ^ un ensemble don/ 1 étend ffe
d'ordre n — i est in finie ^ e'est-a-dire tel que tout système de sphères
recouvrant 1 ensemble voit la somme des étendues périphériques
(d ordre/l — i ) des sphères qui le composent s accroître toujours
indéfiniment quand le maximum des diamètres tend ver.széro. l /ors,
1 inter jonc f ion par des droites de tons les couples de points de
ref ensemble épuise /(/ t o t r i l i t e des d i r e c t i o n s de l espace.

En eflet, suppo-sons qu nne certaine direction n ait ( (as été
obtenue lors de la |onction des points de E deux a deux. Prenons-la
pour direction d nn de nos axes de coordonnées n. (chaque
parallèle à cet axe rencontrera lensembïe IL en un point au plus.
En outre, rensemble des directions résultant de 1 interjonclion est
fermé. Donc. on peut mener par 1 origine des coordonnées un cône
formé de toutes les droites faisant avec .t'n un an^le inférieur ou
égal à un angle suffisamment petit, de manière qu aucun rayon
issu du sommet et intérieur à ce cône ne soit parallèle à une droite
d^mlerjonction.. Dans ces conditions, on trouve facilement que la
limite inférieure (pour des rayons évanescents) de la somme des
étendues périphériques de sphères recouvrant l'ensemble, non
seulement ne croît pas indéfiniment, mais encore admet une limite
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7,i désignant 1 a i re de la .sphère unitaire dans l'espace à // dimensions.
11 y a donc c o n t r a d i c t i o n , d'où l ' impossibili té de direct ion non
obtenue dans 1 i n t e r jonc t ion . c. o. F. D.

LKMMK II. -- Considérons^ e/i géométrie à n dimensions, nn
f'o/itinu borne dont l e fendue dordre n — \ est infinie. A l o r s ,
i l possède ffn moins un point /(yperlimite total (*).

En effet , le con t i nu donné étant borné, on peut renfermer dans
un cube (d ordre / / ) . Subdivisons-le en a71 cubes égaux. Chacun
d eux contiendra un ensemble, qui n est plus nécessairement un
con t inu ; mais l 'un au moins de ces ensembles sera d'étendue
d ordre // — i infinie. On pourra de proche en proche définir une
suite de cubes emboîtés tels que chacun d'eux découpe une portion
de E dont l 'étendue d'ordre n — i est infinie. Le point l imite de
cette sui te de cubes est alors, en vertu de nos dé f in i t i ons et du
lemme I , un poin t h y p e r l i m i t e total . <;. o. F. D.

( ) . Au moyen de ces propositions, abordons maintenant la réso-
lu t i on du problème H.

Soit C un continu dépourvu de points hvperlimites totaux. Soit
.M un point quelconque de C. F'ormons l'ensemble I) corres-
pondant : je puis mener par M au moins une droite d n appartenant
pas a I ) ; alors, le point M est nécessairement un point isolé de C
sur celte droite. D'autre part, considérons les droi tes parallèles
à d , a tout e ,> o. on peut fa i re correspondre un ô posi t i f tel que
chacune de ces droites, s i tuée a une distance de d qui soit << o
coupe C. au p lus en un point in t é r i eu r à la sphère de centre M et
de rayon s. Ainsi , la classe des continus cherchés comprendra
notamment :

1° Dans le plan. des courbes représen^ables aux environs de
chaque point (moyennant un choi\ correspondant des axes) par
une équat ion explicite y =-.-. ^{ . / > ) ;

( ' ) Mais non nécessairement un point u l t ra- l imi te , même par t ie l . E x e m p l e :
soit pour o : .2' i la courbe y = . r^s in — est de longueur i n f i n i e . 11 n'y a pas
cependant de point u l t r a - l i m i t e .
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a0 Dans l'espace à 3 dimensions, des surfaces représenlables aux
environs de chaque point (moyennant un choix correspondant des
axes) par une équation de la forme z ==- o(.y, y ) et ainsi de suite.

Pour obtenir ainsi des solutions particulières du problème B, il
nous reste à tenir compte du fait suivant : non seulement, dans un
certain voisinage de M, la direction de la droite d sera telle que les
parallèles infiniment voisines ne rencontrent C qu'en un point au
plus infiniment voisin de M; mais encore cette propriété appar-
tiendra à tout un continuum de directions contenant d comme
élément intérieur. Il en résulte que la partie de notr^ continu
analyliquement représentable sous forme explicite pourra toujours
être restreinte de manière que ses pentes soient bornées dans la
région utile.

En définitive, nous obtiendrons, dans le plan, des lignes recti-
fiables; dans l'espace, des surfaces quarrables, etc., qui, par
rapport à une direction convenablement associée à chaque point,
posséderont la propriété d'être « localement à pentes bornées ».

Dans le plan, les lignes rectifiables qui, par rapport à une direction
associée à chacun de leurs points, sont (dans un certain voisinage)
à pentes bornées épuiseront toutes les solutions du problème.
Notons qu^un arc simple d'une telle ligne est seul susceptible de
répondre à la question, le croisement de deux arcs simples (tangents
ou non) fournissant toujours un point hyperlimite total ( f ) : en
effet, il est facile de prouver que, si deux lignes simples de Jordan
se coupent en un point, l'interjonction des couples de points d'un
tel ensemble épuise toutes les directions possibles : s'il y avait une
direction absente, la prenant pour axe des y (l'origine étant au
point d'intersection), il est clair que chaque parallèle à cet axCy
.suffisamment voisine, couperait chacun des deux arcs en un seul
point, mais à ce titre, elle interjoindrait donc deux points de
l'ensemble.

Pareillement, dans l'espace les seules surfaces répondant à la
question sont des surfaces quarrables dont chaque point a pour
environs une rondelle homéomorphe à un disque (rondelle qui,

( l) Nous rencontrons ici une circonstance singulière analogue à celle da pro-
blème A : la somme de deux continus solutions, ai elle est elle-même uo continu,
n'est pas forcément solution.

LVI. 3
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relativement à ime direction convenable associée au point, est a
pentes bornées ). Mais ici, nous cessons d'obtenir de la sorte tons
les continus répondant a la question. Il est clair que chaque sons-
ensemble continu d'une des surfaces qui vient d'être définie y
répond également.

Signalons encore la possibil i té de décomposer les lignes et les
surfaces précédentes en un nombre uni de morceaux représentables
chacun sous forme expl ic i te : c'est là une conséquence immédiate
du théorème de Borel-Lebe^ne.

Nous n'insisterons pas davantage . Nous allons seulement, pour
terminer, montrer comment les notions que nous avons mises en
œuvre et les résultats que nous avons obtenus sont liés [à quelques
autres travaux.

7. Dans un Mémoire récent ( ( ) , M. Georges Valiron a fait
connaître un ensemble impor tant de résultats, relatifs à l 'étude
d^une surface possédant, en chaque point, un plan tangent .
M. Georges Valiron pose la déf in i t ion suivante :

La surface S possède //;/ p l a n l a n c e n t 7:0 en ^ point Mo
l o r s ( fu i l existe un j ^ l a n n nique 7-0 passant par Mo et tel (fua
e/Kfqne nombre ri ^> o / » / / / / / ' / / / fan e correspondre un £ >* o tel
une l'angle fie Mo M a^ee 7:0 s o i t < r/ dès que la distance de M
</ l<( normale en Mo // T",) est -<^-

(^et te dé f in i t i on , qui d iHere (connne le remarque l 'auteur) de
eetle des t ra i tés classiques ( 'l\ (^t la plus naturelle en topologie
restreinte 'du p remie i nu i r e (orsqu 'on adopte le premier des deux
principes de c lass i l iea t ion pour le^ points l imi tes (n0 3). L'hypo-
thèse d'existence dUn j) l ; in tangent |)eut alors se formuler ainsi:
l'ensemble A relat if an point M() est un ensemble plan. Si cet
ensemble constitue la to ta l i té du plan qui le contient, nous dirons.
avec M. Val i ron , que pour le point Mo le plan tangent est ordi-
naire. Maigre cette précaution, on ne peut affirmer, comme
l'indique M. \ abron, qu ' i l exis te , aux environs d'un point, une
correspondance biunivoque par projection orthogonale entre la

( l ) Bull. Soc. math., t. ,'>4, i " » ' » > > p. n)o et suivantes.
( " ) Elle correspond t» le» noiion (le 1 < ( différentielle a.u ?ens de Stolz.
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surface el son plan tangent. D'après ce qui précède. nous voyons
qu'un tel résultat serait certainement atteint en excluant les points
hyperlimites totaux.

8. Dans ses travaux sur les espaces abstraits M. Fréchet a consi-
déré les espaces (J?) où les points d'accumulation ( ^ ) d un ensemble
donné peuvent s'obtenir au moyen d'une définition de la convergence
d'une suite d'éléments. Plus généralement, il a introduit les
espaces (V) où les points d'accumulation pe-uvent se d-étinir au
moyen d'une famille de voisinages préalablement donnés pour
chaque élément. Tout espace ^J?) est un espace ("V)» mais il existe'
des espaces (^?) qui ne sont pas des espaces (X?)y et M. Fréchet
cite notamment, à la suite d'une remarque faite par M. F. Riesz,
l'espace où l'on convient de ne considérer comme véritables points
d'accumulation que les points de condensation de M. Lindelôf-
Dans un tel espace, on appellera voisinage d'un point l'ensemble
obtenu en supprimant d'une sphère centrée en ce point tout
ensemble au plus dénombrabîe de points du plan.

Pareilleftîenty un espace (V), non réd^iieuble à wn? espacer),
s'ôblienAra en; prenspnt l'espace ou l'on convient de ne regarder
coi»r»e véritable point d'accumulation qu'un poirtf utfra4ï»ifee
(on hyperlimite). Dans im tel espace, on? appellera voisinage d'un
peint l'ensemble obtenu en supprimant d'une sphère située en ce
point tout ensemble donnant naissance à un faisceau A- dépourvu
de rayoû intérieur. Remarepons d'ailleurs qn'im point ternite d-e
points tthra-limites H/est pas nécessairemettt un ultra-limite. Il
s'ensHit qu'ait sefts de M. Fréchet, l'espace (V) ainsê obtenu n'est
pas int espace accessible^ car le dérivé d'un ènsembte donné
n'y est pas toujours fermé.

Si donc, s'écartant du point de vue dominant de cet article, on
voulait étudier des ensembles dont l'ultra-dérivé ou Fhyperdérivé
sont quelconques, c'est à la géométrie des espaces (V) qu'il fau-
drait faire appel, pour y trouver des formes de raisonnement
s'adaptant par avance à de telles recherches.

( 1 ) Les points limites d'un ensemble sont aussi appelés points d'accumulation :
ces deux locutions sont équivalentes- M. Fréchet (k>n-ftant {» préférence à fa
seconde» nous remployons dans le cocif» île ce paragrapite.


