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SUR LA DEFORMATION INFINITESIMALE D'UNE COURBE
DANS LA VARIETE METRIQUE AVEC TORSION;

Par M. V. Hiavary.

Nous nous proposons dans cette Note d'étudier les déformations
infinitésimales d'une courbe C(s), en la supposant située dans un
espace a n dimensions (aux coordonnées x”) qui a son tour est
doué¢ d’une connexion métrique (avee torsion), dont les para-
métres sont I, Flant 27 = a7cs) les équations paramétriques
de G et V7 un champ vectoriel le long de C nous appellerons
« courbe déformée '€y la courbe anx équations

(1) AT IR A U

ou ¢ est une conslante imfiniment pelite (1),

Dans ce qui suit, nous supposerons que l¢ paramétre s est arc
| ) Pl { p

. e g L. . ol

de G. St Lon désigne par 7 - le verseur (= vecteur
¢ ' elN

anitaire ) tangent de C, par 7 oo vesp. Ay oo ks les ver-

4 n
scurs consecutifs normaux resp. les courbures de (., on trouve les
formules de Frenet (2)
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L. Déformation de Uare. — Cela posé, en désignant par g, e

tenseur métrique et en le déplagant d’apres (1) on obtient g,
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(') La déformation infinitésimale {'unc¢ courbe dans unc variéié riemannienne
(= mélrique sans torsion) fut étudic¢e par LEvi-CiviTa, Sur Uécart giéodésique
[Math. Annalen. . Y7 (26), p. 291-320]; Canrvan. Sur Uécart geéodeésique et
quelques notions connexes  Itend Ac. Lincei (6a), 5 (27), p.bog-613 ], et J.-A.
SCHPUTEN, OQverinfinitesimale vervormingenvan een N  in een N, (K. Akademie
van Iet. Amsterdam, t. NX\VIL, n° Y).

(?) Strulk, Grundsziigeder mehrdimensionalen Differenszialgeometrie, p. 56
(Berlin, 1922). Le svinbole D désigne ici la dérivation intrinséque d'apres s.
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tandis que le verseur tangent .’ de 'C se calcule d’apres

(4 - . B I 12E T h
d’s ds d's _
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Or, si §;,” est I'affincur de torsion

?\"'}{.L; = ;(F‘I/I‘L—”' l‘lj.".‘.\
on déduitde (3) et ()
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d’ou la formule approchée

d’s

(3) s ST i (DVE-—y f"i.»'u} Vo),

2. Pour 'interpréier, remarquons tout d’abord qu - coté de (»),
chaque champ versoriel 1’ donne naissance aux formules analogues

(1) DIV= R, IV — K. 1 (e =..... n: K, Kk, .o,

il ¢l

(oul”=1", 1", ..., I"sont les verseurs normaux et K, ..., K, _,
4 2

n

« les courbures » du champ 1Y), Or, en posant V' = ¢1” sn trouve

. . I
(6) [P DAZ ’»/ cosxy gy ey eosa,
oN
ou
FIES S AV A RN PR S A YAW
N G ) 2on(ent )

ID’autre part, la connexion étant avec torsion, les extrémales de
P'équation Bfrls = o, c'est-a-dire les géodésiques r’ = X"(S) ne
sont pas autoparalléles. En désignant par 4" le vecteur de la

0

premiére courbure de la géodésique, on obtient

dX7 v X dNe o, dNN e, dXEdNe
5T T dS TS TGS usT T T T e qs ds !

(7) k=
0
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et cetle équation nous permet d’'introduire la notion de la cour-
bure géodésique k resp. du vecteur de courbure géodésique k”

0 [}
d’une courbe (.. La courbure géodésique resp. le vecteur de cour-
bure géodésique d'une courbe C sont les notions se rattachant a
la courbe géodésique qui, wu point examiné, posséde le méme
verseur tlangent avec (. (').

Or, en tenant compte de (7), on trouve

.. . .
— oS Ve L aVNe = kgeos .
" 0

5= x (RN,

et pour celle raison équation (3) peul s’écrire

ot

l's dloge . o
(&) AL + re: cosay —-=— 4+ K cosxz. +hcos3 {

s s v 5 :

3. On peut se servir de cette formule pour résoudre facilement
le probléme suivant : « Etant donné un champ versoriel arbi-
traive " le long de C(s), gquin’est pas orthogonal a C(s)( cos o, 3£ 0),
on en doit constraire V” de telle facon que la courhe déformée 'C(’s)
posséde le méme arc avee G(s). » Pour cela il suffit et il est néces-

saire que V7 soit de la forme VY = ¢ 1", ou

PKyconay - heos 3
- 0 s

Ky o, - heos 3

Vo= e T e,

et 1" est un champ versoriel arbitraire (sauf cosa, = o) les
courbes C. et 'C possédent le méme arc (a une constante additive

prés).
D’autre part, on déduit de (8) que le champ 17 étant orthogonal

(') Toutes les courbes tangentes dans un point ont ls méme courburs géodé-
sique et le méme vecteur de courbure géodesique.
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a G, 1l est en général impossible d’en construire VY, pour
lequel €. ait le méme arc que 'C; car pour cela il suffit et 1l est
nécessaire que soit

(9) K, cosz, 4 hcos3 o0
0

et cette condition ne dépend pas de ¢. Si au conlraire cette équa-
tion est satisfaite pour un champ I, chaque V’ == ¢l” peut étre
considéré comme résolvant notre probleme. Nous voulons démon-
trer que si G n’est pas autoparallele (k, # 0) on peut toujours
choisir le champ I” (orthogonal a (0) de telle manicre que (g) soit
satisfaite. Pour cet ellet, posons

n

U
(10) 1 =N (08,
e,
3

On a donc en raison de (1) et (1)

dcosy,

n n
K = _;_ ki 81— ka1 Y cos D NE
2 [+ a+1 “ -1 Au “ as

N »

et par (‘unséqucnt
(9) K, cosa, . -— A cosy, :

En déformant C daprés (1), on
. '] 1y

(10Y (ee) V7= plv, (o) Iv= -"—_—« 1A +-2 cosy, !
: - b o
Ct Oy Ysy oo, yu sont arbitraires, les deux courbes possédent le
méme arc (A une constante additive pres).
Si la connexion est sans torsion (S;,” == o), 'équation (10’ b) se
stmplifie, cav ona A = o

iU
n

(10) (e) ,l":z cos /1Y
b b

et, dans ce cas, il n'est pas nécessaire que C soit une courbe non
autoparalléle. .
On voit donc que le théoréme énoncé est la généralisation du
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fait bien connu que la déformation de l'arc, suivant la binormale
(dans I'espace euclidien a trois dimensions), est nulle ().

La formule (8) est susceptible encore d’autres incerprétations
géométriques (ui s¢ présentent sous une forme assez simple sur-
tout dans le cas d’une variété sans torsion (?).

2. Déformation du rverseur tangent. — En tenant compte
de (4) et (8) et en posant
dlogye

¢ - v(cm-‘ ay -

. s

+ K, cosay -+ kcos :5>,

on trouve la formule approchée

(O]

. KAME v Ny .
(1) N— T s ,f—*l""‘f’> = e(DV — I Vo i— g

qu fait clairement voir que la diflérence 't — ¥ n’est pas intrin-
séque. Cela s¢ comprend facilement en sc¢ rappelant que e ver-
seur '/ est pris au point 'z’ = x”, tandis que ;7 a son extrémité
dans z” ¢t qu'on ne peut pas, en général, dans une variété qui
n’est pas plane et sans lorsion, comparer intrinsé¢quement deux
champs vecloriels nux points différents. Or, pour obtenir une
formule intrinséque, il faut avant ou déplacer /” de x” en 'z’, ou

bien '¢" de 'x” en z” (*). Nous cffectuerons le premier déplacement

(') Cf.. par exemple, BrLascnke, Vorlesungen iiber Differentialgeometrie, 1
(Berlin, 1923).

(*) Cf. SyNGE, The first and second variations of lenghtintegral in Rie-
mannian space, p. 247-26%4 (P’roc. London Math. Soc., série 2, vol. 15, p. 4).

(3) Clest au fond le méme procéd¢ qui donne naissance a la notion de la diffé-
rentielle intrinséque d'un vecteur p’(x). En le déplacant du point P(x) au
point voisin P'(z -+ dx) suivant les lois de la connexion on obtient dans P’

™ = pr— T}, datph
tandis qu'en tenant compte de son caractére fonctionnel on obtient dans
w’ = p¥ + dp.

Or, la différence © — p® resp. w” — p’ ne peut pas ¢ire intrinséque, les points I
et P’ étant différents, mais la différence

v

o — = =dp 1, pdz*

Vest bien, les champs w” et =* étant considérés au méme point P’
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en désignant par *¢” le champ ¢” déplacé de x” en 'z”. Bien que la

différence */* — i ne peul pas résulter comme intrinséque (les

champs en question étant aussi aux points différents) nous démon-
* Y

trerons le caractére intrinséque de '¢Y — *¢”.
En déplacant (” de x” en 'z’ on obtient -

. . J . . LoD
=AW W) o Vs (e g VO Y,
drw

Jduw

ou, si 'on désigne par O le symbole de la dérivation intrinséque le
long de V*,

(12) O — Y= s(ﬂf"—r;n,\"’i#).

La soustraction des équations (11) et (12) nous donne

)y "y — DVY— 847 - 085" Veru— g |

d’ot: U'on voit qu’en effet la différence "¢ -— *1” est intrinséque.
) C. Q. F. p.
De méme si 'on veut calculer le vecteur de courbure k¥ = 'k,/¢?
2

de 'C, on doit employer le méme procédé pour parvemir a une
notion intrinséque. C'est ce que nous ferons dans le paragraphe
sutvant.

3. Déformation du vecteur de courbure. — En déplagant le
vecteur &Y de " en ‘z” il devient

9 * )y ’ . J .y
(l") /u/.—dlx'w"i(\lrm——.l'w)ml.\
= ke (BRY - 2 SyyY kEVO T, ke Vo),

D’autre part, le vecteur de courbure 'k est défini comme suit :
. . 't N ey

’ ey Y8 e Y
(14) k= o ISP LML
ou

Y v '} W
l‘m: FMLA'_ vaml)‘“.

On déduit donc de (13) et (14)

/‘, . , -
Tk — kY= %fs- T O i kv e - @ kY- 2845 ke VO — I, ke Ve |
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En y substituant les formules approchées

i / ANl . tl;>
ds TR e Tt T

i AN e . 1/; A
S , )

- P ’r/s(

dir s
as T s ds

S e e d N[ [N . L0 N QAN
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on ol:tient

S VR U L N
R b = P el "“”(a )i
— gk _ui;__e/}_ 28, ke v ,,,,/‘m«»

oy

Pour faire voir que le second membre est un recteur il faut
avoir recours a la notion de 'affineur ce courbure

"'. L 9 ) W

%'
= X \
[GL YA l)l'* T J’ﬁ, [ r 71-)' A + i 'J. lm

et de 'affincur dérive de S, 57

I/I',J‘ ! d v x ) A ) v x
DS = s Y e S R S e U S ).
m/ s \d.,.-)_ [ay; IR PIARD | ey,

En le~ employant, on trouve que 1 equation
74 . . .
DrVy o= DV b, DV
§ D

peut étre écrite aussi

. 2\ J !
(16) D2Vv = i e (;m l‘u.) \Vw g
o f o AN " AV
| ').:L(’ prinallis ‘gs") Uy Vo ot

S DV Ve B R o Ve ADS 5

Or I'équation (13) comparée & (16) nous permet de poser

(17) |k — kv == ) D2V — e VO R GT—o D((S 37 i) ©) —Dod— 9k’ — 8k




et cette ¢quation fait clairement voir le caractére intrinséque
de (15).

Si la courbe C est autoparallele, on a A” == *A” == 0 et 'on peut
déduire de (15) :

Pour que la courbe 'C résulte aussi autoparalléle il est néces-
saire et suffisant que le recteur N7 soit Uintégrale de

L Y o . e
D2V e o N0 R — (D N ) :'»»/’ = 0.
(ot ‘ oy

Si la conaexion estsans torsion et stles courbes G et 'CC possédent
le méme arc, cette équation se simplifie et devient celle de M. Levi-
Civita.

e Y
ML

P2V Vo o o R =

o,



