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SUR L'ARITHMETIQUE DU CORPS
DE TOUS LES NOMBRES ALGEBRIQUES ;

Par M. Euvcine Canev.

On sait qu'on appelle nombre algébrigue toute racine d’une
équation algébrique a coeflicients entiers rationnels (les entiers
rationnels sont les nombres o, == 1, 2= 2, ...). On peut supposer
et 'on supposera toujours ces coeflicients premiers dans leur
ensemble. Dans la suite il nc sera jamais question que de telles
équations et pour simplifier nous les appellerons tout snmplement
« équations ».

Un nombre algébrique « satisfait a une infinité d’équations
parmi lesquelles il y en a une de degré plus petit que ceux de
toutes les autres. Ceite équation est dite irréductible, et son degré
est dit le degré du nombre algébrique a. Ses racines autres que o
sont dites les nombres conjugués de «.

L’ensemble de tous les nombres algébriques forme un corps,
c’est-d-dire que la somme, la différence, le produit, le rapport de
deux nombres algébriques sont des nombres algébriques.

Un nombre algébrique est dit entier lorsqu’il satisfait a uné
équation irréductible dont le premier coefficient est 1. Si un
nombre algébrique satisfait a une équation non irréductible dont
le premier coefficient est 1, 'équation irréductible a laquelle il
satisfait a aussi pour premier coefficient 1, et le nombre est entier.
Mais une équation réductible peut avoir des racines qui soient des
nombres algébriques entiers méme si son premier coefficient
n’est pas égal a 1.

Dans la suite le mot « entier » voudra dire « entier algébrique »

-

en général.
Lorsqu’il s’agira spécialement d’un entier rationnel on ajoutera

I’épithéte « rationnel ».
L’ensemble des nombres-entiers forme un anneau, c’est-a-dire
que la somme, la différence, le produit de deux entiers sont des

entiers.
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Mais le rapport de deux entiers n’est pas en général un entier.

Un entier o est dit divisible par un entier 3 lorsque o =Bk,
2 étant lui-méme un entier. On dit encore dans ce cas que @ est un
multiple de B et que B est un diviseur ou un facteur de a. Voici
- d’abord une propriété qui a son analogue dans la théorie des
entiers rationnels et dans celle des entiers d’un corps: Si a, 3, ...
sont divisibles par vy, il en est de méme de da + pB+. .. ol X,
©, ... sont des entiers quelconques. ’

En voici maintenant une d'un caractére tout a fait différent :

Toute puissance & exposant rationnel d’un entier est elle-
méme un entier. En effet si un entier a satisfait a

"+ a x4, .+ a,= o0,
l_ .
af sera aussi un entier puisqu’il satisfait a

kg, vk 4 a,=e.
i ,
Et o sera aussi un enticr, puisque c'est le produit de A facteurs

1 /71
égaux & of Ka"’ a k déterminations, mais le théoréme est vrai pour

Yune quelconque d’entre elles). »
L'étude deensemble des nombres entiers algébriques n’a guére
<té faite.

Les résultats déja obtenus se trouvent dans Dedekind ( A llege-
meine Zahlentheorie, supplément a } orlesungen iiber Zahlen-
theorie de L. Dirichlet). Nous allons les rappeler d’abord.

On appelle unités les entiers qui divisent tous les autres. Ce
sont les entiers définis par une équation dont le premier et le der-
nier coefficient sont égaux a + ou — 1. Le produit et le rapport
des deux unités sont des unités. Toute puissance a exposant
rationnel, positif, négatif ou nul d’une unité est une unité.

Deux entiers qui ne différent que par un facteur unité sont dits

-associés; ils ont les mémes diviseurs et les ménies multiples. Deux
entiers associés & un troisiéme sont associés entre eux et 'on peut
partager I'ensemble de tous les entiers en systéemes d’entiers
associés entre eux, de fagon que, pour ce qui regarde les questions
de divisibilité, tous les entiers d’'un méme systéme sont gquiva-
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lents entre eux. Quand deux entiers sont divisibles chacun l'un
par autre ils sont associés. )

- On voit dés maintenant comment la théorie dont nous nous
occupons se distingue essentiellement soit de celle de I'ensemble
‘de tous les nombres, soit de celle de I'ensemble des nombres
fractionnaires d’un corps algébrique, soit de celle de I'ensemble
des entiers d’un corps algébrique.

Elle se distingue de la théorie de 'ensemble de tous les nombres
en ce que tout entier n’est pas divisible par tout autre dlfferent de
zéro.

Elle se distingue de la théorie de 'ensemble des nombres frac-
tionnaires d’un corps algébrique en ce que la racine 4*=° d’un
centier algébrique est encore un entier algébrique.

Enfin elle se distingue ‘de la théorie de I'ensemble des entiers
d’un corps algébrique d’abord par la propriété précédente et
ensuite parce qu’il n’y a pas d’entier algébrique indécomposable

“en facteurs difiérents de lui-méme ou d’une unité. En effet a est

h
toujours divisible au moins par les entiers a* <o< % < l).

Voici un théoréme, plus caché que les précédents, que Dedekind
a tiré de la théorie des idéaux, et pour la démonstration duquel
nous renvoyons a l’ouvrage cité plus haut :

Si Uon considéi'e deur entiers a, 3, on peut trouver un
entier & qui jouit des propriétés suivantes. D’abord il divise «
et B, et ensuite il peut se mettre sous la forme

(1) 6:1:—*—@@,

L, pétant des entiers.

Il existc méme unc infinité de ces entiers, mais ils sont associés
entre eux; on peut donc dire que & est déterminé & un facteur
unité pres. ‘

Cet entier ¢ s’appellera le plus grand commun diviseur
(p- g ¢. d.) de « et 3. Il est facile en effet de voir qu'il jouit des
deux propriétés caractéristiques du plus grand commun divisear :

~

1° Jout diviseur de § est un diviseur commun & a. et 8,
puisque 3 divise « et 3;
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2° Tout diciseur commun ¢ o el 3 est un diciseur de d a cause

‘de U'égalité (1).

Lorsque 3 est une unité, les entiers 2 et 3 n’ont d’autre com-
muns diviseurs que les unités: ils seront dits premiers entre eux.
Une condition nécessaire et suffisante pour que cela soit, est qu’il
existe deux eutiers 7. et u tels que

(2) )\a—‘;—p.?a:l.

[l en résulte que deux entiers rationnels, premiers entre eux
dans le domaine des entiers rationnels, le sont encore dans le
domaine de tous les entiers algébriques. |

De Pégalité (2), résulte. comme pour les. entiers rationnels les
théorémes suivants (nous ne citons que ceux dont nous aurons
a nous servir) :

Quand on divise deur entiers par leur p. g. c¢. d. les quo-
tients obtenus sont premiers entre eux.

St un entier divise un produit de dewr facteurs et est pre-
mier avee Uun dewr (L divise Uautre.

Quand dewr entiers sont premiers entre eur un diviseur de
I'un et un diciseur de Uautre le sont aussi.

Tout multiple commun & deux entiers a, 3 est multiple

*f eTOn . or
de W[nous désignons par D(a, B) le plus grand commun

diviscur de a et 3| et réciproquement. Cet entier sera le plus

af
. ) D(z, §)
petit commun multiple (p. p. c. m.) de « et 8.
Le p. g. c. d. etle p. p.T. m. de plus de deux entiers se défi-
p- g Pl P
nissent comme pour les entiers rationnels.
Quand un entier est premier a plusieurs autres il est pre-

mier ¢ leur produit.

De tous ces théorémes résulte que la théorie des équations
diophantiennes et celle des formes linéaires, telle qu’elle est traitée,
par exemple, dans le Tome I de notre Théorie des Nombres (1),
jusqu'a la page 368, c’est-a-dire jusqu’a la considération des
nombres premiers absolus, se généralise ici (avec quelques modifi-

(') Hermann, Paris, g1},
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cations, bien entendu). Ce nest qu’a partiv de la, ou s’est arréte
Dedekind, que se manifestent les différences fondamentales car,
comme nous I'avons déja dit, dans 'ensemble des entiers algébriques
il n’y a pas de nombres indécomposables.

Nous appellerons plus petit multiple rationnel (p. p. m. r.)
d’un entier « le plus petit entier rationnel positf qui soit multiple
de a. Il est facile a déterminer connaissant I'équation irréductible
qui définit «. Soit

LMy " - a,, =0

) ) . . . M .

cetle équation. Soit M un entier rationnel positif. — est racine de
A

I'équation, irréductible aussi,

(,,”‘Vm 4+ M “m—l)’m_’ — ... 4 Mm—1 a;y + Mm™m - o,

Pour que M soit un multiple de «, il faut et il suffit que

Man-1, M2a,,, ..., . Mm—iq, Mm

soient divisibles par a,. Le p. p. m. r. cherché sera le plus petit
entier positif satisfaisant a ces conditions. Il est facile a trouver.
On voit tout de suite qu’il ne contient que .des facteurs premiers
de an, et qu’il les contient tous. Soient p 'un de ces facteurs pre-
miers, A; son exposant dans a; (A;=o0 si a; ne contient pas l¢
facteur p, h;= o si a; = 0), soit A son exposant dans M. On doit
avoir

) A+ Ap—12 A,y 2A + Am—32 A,

‘ (m—1)X+ 272 A, mA2 .

Des conditions analogues devront étre remplies pour tous les
facteurs premiers de a,. Pour toutes valeurs entiéres des A satis-
faisant a toutes ces conditions, M sera un multiple rationnel de «,
et Uon aura le p. p. m. r. en prenant pour chaque ) le plus petit
entier sastisfaisant aux conditions. Nous désignerons le p. p. m. r.
de @ par M(«). ‘

Nous avons dit que M(a) ne contient que les facteurs premiers
de @m. On voit de plus qu’il les contient tous

La valeur % = 2,, satisfait a toutes les conditions (3). Donc M(a)
est un diviseur de a,. D’ailleurs cette propriété résulte aussi de ce
que ap, est égal au produit de « par ses conjugués et du théoréme
suivant :
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Tout multiple rationnel de M(«) est un multiple de a, et réci-
proquement tout multiple rationnel de o est un multiple
de M(a). La premiére partic de ce théoréme est évidente et la
seconde résulte des conditions (3), ou encore peut se démontrer
de la fagon suivante :

Soit M un multiple rationnel de x; divisons-le par M(a) et soit
M=Mx).qg+r [o<r < M(a)].

Puisque M et M(2) sont divisibles par «, Uentier rationnel 7 le
sera aussi et comme il est plus petit que M(a) il faut que r=o
pour que M(z) soit le p. p. m. r. de a.

k désignant un entier rationnel positif, on «

M (kz) = AM(a).

neffet, si Pon considére un multiple rationnel positif de 2 et
qu'on le multiplic par &, on obtient un multiple rationnel positif
de ka. Réciproquement, si Fon considére un maltiple rationnel
posiuf de Az, il est divisible par A, et son quotient par A est un
multiple rationnel positif de o, 1 en résulte que tous les multiples
rationnels positifs de Ao sobtiennent en multipliant tous les mul-
liples rationnels positifs de 2 par A, Et, en parvticulier, le p. p.om.r.
de Aa s'obtient en multipliant le p. p. m. r. de x par k.

M(25) est divisible M(2) et par M(3). En effet tout multiple
de 25 est aussi un multiple de 2 et de 3.

M(235) st un diciseur de M(2) M(3). En effet puisque M(2)
estdivisible par 2 et M(3) par 5 il en vésulte que M) M(3) est
divisible par 23.

Des deux théoremes précédents on déduit que siM(a) et M(3)
SORE premiers enlre cor on d

M (23) = M(2) M(3).

Nous appellerons plus grand diciseur rationnel (p. g. d. r.)
d’un entier algébrique = le plus grand entier rationnel positif
qui divise a. k

Soit encore

LM Ay X Ay =0

I'équation irréductible qui définit z. Soit D un entier rationnel
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posiuf. p est racine de I'équation, irréductible aussi,

Dmym - Dm=ta ym=rs . +Dap_yy+ am=o.

Pour que D soit un diviseur de « il faut et il suffit que

a, soit divisible par D, a, par D*, ..., a,_,par D=1 et a™ par D».

Le p g. d. r. cherché sera le plus grand entier positif satisfaisant
a ces conditions. Il ne peut contenir que des facteurs premiers
communs d @y, Aay ..., Upy,.

Soit . 'exposant d'un tel facteur dans D, u doit satisfaire aux

conditions
<y, 200 < Do, ey mp <y,

les 2 ayant la méme signification que plus haut. Pour touies
valeurs entiéres rationnelles des p satisfaisant a ces conditions, I*
sera un diviseur rationnel de « et 'on aura lep. g. d. r. en prenant
pour chaque 2 le plus grand entier rationnel satisfaisant a ces con-
ditions. Nous désignerons le p. g. d. r. de « par D («).

On veit immédiatement que D () est un diviseur de M(a).

D (a) est égal a M(a) quand o est associé & un entier ration-
nel, et dans ce cas seulement.

Quand D(«) =: Pentier « sera dit primitif.

k deésignant un entier rationnel, on a

D(ka) — kD(x).

La dimonstration est analogue a celie donnée pour M(a).

On en déduit que le quotient d’un entier algébrique par son
p. g. d.r.est un entier primitif. Ainsi tout entier est le produit
d'un entier primitif par un entier rationnel positif.

D(aB)est un muldtiple de D(a)D(B).

“n eflet on a
1= D(a)d, p=D(F)F,

ol

o' et & étant primitifs. A ors
af = D(a)D(B)2'§
D(af) = D(2)D (L D(a'3).

ct, par suite,

ce sput démentre le théoréme. On voit de plus que si le produit des
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deux entiers primitifs 2’ ¢t 3’ est lui-méme primitif, D (af) est égal
aD(a)D(3). Mais le produit dedeux entiers primilifs n'est pas
toujours primitif. Par exemple ~(V{l—2.>2: 2.

Tout divisewr rationnel d’un entier x est un diviseur de
son p.ogod.or.

Cela résulte immédiatement de la fagon dont ontrouve lep. g.d.r.

Sile produit de deuwr entiers algébriques a, 5 est égal @ un
entier rationnel positif M, on a

M=dal=Ma)D(3)=M(3)D(x

i En effet. puisque M est un multiple de a ¢’est un multiple
de M(a). :
M = M(a)k,

A étant un entier rationnel positif. Donc

Zﬁ:M(G)Ii,
d’ou

B M=)

kA a

Puisque M(2) est divisible par 2 on voit que 3 est divisible par &,
donc & est un diviseur de D (). Soit

_ D)
k= 24P,
Alors
M(a) B
IR T

(a) . )
-hz» est entier. Clest
d’ailleurs un entier rationnel positif et il est multiple de «; donc,
puisque M(a) est le p. p. m. r. de « c’est que h=1. Alors
A=D(B)etlona

. . ..o M
ceci montre que le nombre rationnel positif —

af = M(a)D(8).

On verrait de méme que
23 = M(B)D ().

Comme cas particulier on voit que st M=M(x)ona D(5)=1.
Ainsi le quotient du p. p. m. r. d’un catier par cet entier est un
entier primitif. Réciproquement, si le quotient d’un multiple
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rationnel d’un entier par cet entier est primitif, ce multiple est le
p- p- m. r. D’ailleurs ce cas particulier s¢ démontrerait directement
avec la plus grande facilité.

Nous allons maintenant chercher a établir quelque chose d’ana-
logue @ la décomposition des cntiers rationnels en facteurs pre-
miers et, pour cela, nous démontrerons d’abord le théoréme
sutvant :

Tout entier a dont le p. p. m. r. est MM’ oa M et M’ sont
premiers entre eux se décompose en un produit de deur fac-
teurs dont les p. p. . r. sont r('s]mclivement M et M'. Cette
décomposition n’est possible que d’une seuie manicre (a des
Jacteurs unités prés).

En effet, soit
MM'= af [D(M, M'r=1].

1° On a
_ w a
TThEW) W
D(p, M)

Le premier facteur du second membre est évidemment entier, et
comme M’ en est un multiple, il a pour p. p. m. y. un diviseur
de M/, soit D', ‘
Le second facteur est aussi entier. En effet M’ divise af3, c’est-a-
. . 3 M B
M’ — . [ 5 — e
dire aD(f, M')x DB, M) Donc DB, M) divise a X D(B, M)

Mais est premier a , donc il divise =«.

W 8
B(E, ) D8, ™)
Je dis maintenant que ce second facteur admet M comme mul-

’

liple, c’est-a-dire que st entier. En effet, puisque

M)
«D(3, M) ©
MM’ = af3, cette expression est égale a BTF?—J—W—)

Ce second facteur qui est entier et qui a M pour multiple a done
pour p. p. m. r. un diviseur de M, soit D.

Ainsi a est décomposé en un produit de deux facteurs ayant
respectivement pour p. p. m. r. un diviseur D de Met un diviseur
D’ de M'. Ces nombres D et D' sont premiers entre eux puisque
leurs multiples M et M’ le sont. Donc « a pour p. p. m. r. le
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nombre DD'. On a donc :
DD = MM/,
ce qui exige D=M et D'=M"
2° Cette décomposition n’est possible que d’une seule manicre.

En effet, soit

’ ~a
o = Yy = 006,

7 et 8 ayant pour p. p. m.r. I'entier M, y' et 8" ayant pourp.p.m.r.
I'entier M'. :

Puisque M et M' sont premiers entre eux, y ¢t ¢’ qui en sont
respectivement des diviseurs le sont aussi. Alors y divisant le pro-
duit 60’ et étant premier & o' divise 4. On voit de méme que o
divise y. Donc y et 4 sont associés. De méme y' et d'.

Ce théoréeme se généralise facilement de proche en proche
Tout enticr dontle p. p. m. r. est MM'M", ... ol M, M',M", ...
sont premiers entre enxr deur i dewr se décompose en un pro-
duit de facteurs dont les p. p. m. r. sont respectivement M, M',
M" ... Cette décomposition n'est possible que d’une seule
maniére (i des facteurs unités prés), ety en particulier :

Soit prq¥re e popome o décomposé en facteurs premers
d’un entier a. Cet entier se deécompose en wn produit de fac-
teurs dont les p.p.m. r.sontrespectivement pr, q*, 1v, ... Cetle
décomposition n’est possible que d’une seule maniére (a des fac-
teurs unités prés).

Nous appellerons nombre primaire tout entier dont le p. p.m.r.
est une puissance d’un nombre premier. Le théoréme précédent
s’énonce alors, en considérant comme identiques deux entiers
associés.

Tout entier algéhrique est décomposable et d’une seule
Sacon en un produit de facteurs primaires. (Cest 'analogue du
théoréme sur les entiers rationnels : Tout entier rationnel est

décomposable et d’une seule fagon en un produit de puissances
de nombres premiers.

Si I'on convient de dire qu’un nombre primaire dontle p. p.m.r.
est une puissance de p appartient a 'exposant p, on voit qu’on
peut ajouter que dans la décomposition précédente deur quel-
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conques des facteurs appartiennent « des nombres premiers
différents.

Si I'on considére deux nombres primaires appartenant d un méme
nombre premier p, leur produit est un nombre primaire apparte-
nant a ce méme nombre.

Si l'on considére un nombre primaire appurtenant a un nombre
premier p, loule puissance & exposanl rationnel positf de ce
nombre primaire est elle-méme un nombre primaire appartenant
au nombre premier p.

Ainsi les nombres primaires appartenant & un méme nombre
premier p forment un ensemble tel que silonappelle 7, 7'y ... des
nombres de cet ensemble ¢t 1, 1’ des exposants rationnels positifs,
le nombre =" '"... appartient a'Vensemble. Reste a savoir &' faut
un nombre fini ou un nombre nfini d'éléments 7, 7" ... pour que
I’expressionn/ 7"’ puisse représenter fons les lémenis de 'ensemble.

LVI.



