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SUR L'ARITHMÉTIQUE DU CORPS
DE TOUS LES NOMBRES ALGÉBRIQUES ;

PAR M. EUGENE CAHEN.

On sait qu*on appelle nombre algébrique toute racine d'une
équation algébrique à coefficients entiers rationnels (les entiers
rationnels sont les nombres o, =L i , =L 2, . . .). On peut supposer
et l'on supposera toujours ces coefficients premiers dans leur
ensemble. Dans la suite il ne sera jamais question que de telles
équations et pour simplifier nous les appellerons tout simplement
« équations ».

Un nombre algébrique a satisfait à une infinité d'équations
parmi lesquelles il y en a une de degré plus petit que ceux de
toutes les autres. Ceu.te équation est dite irréductible^ et son degré
est dit le degré du nombre algébrique a. Ses racines autres que a
sont dites les nombres conjugués de a.

L'ensemble de tous les nombres algébriques forme un corps,
c'est-à-dire que la somme, la différence, le produit, le rapport de
deux nombres algébriques sont des nombres algébriques.

Un nombre algébrique est dit entier lorsqu'il satisfait à une
équation irréductible dont le premier coefficient ^est i , Si un
nombre algébrique satisfait à une équation non irréductible dont
le premier coefficient est i , l'équation irréductible à laquelle il
satisfait a aussi pour premier coefficient i, et le nombre est entier.
Mais une équation réductible peut avoir des racines qui soient des
nombres algébriques entiers même si son premier coefficient
n'est pas égal à i.

Dans la suite le mot « entier » voudra dire « entier algébrique »
en général.

Lorsqu'il s'agira spécialement d'un entierratio n nel on ajoutera
l'épithète « rationnel ».

L'ensemble des nombres -entiers forme un anneau, c'est-à-dire
que la somme, la différence, le produit de deux entiers sont des
entiers»
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Mais le rapport de deux entiers n/est pas en général un entier.
Un entier a est dit divisible pa» un entier (3 lorsque a == (3^,

7. étant lui-même un entier. On dit encore dans ce cas que a est un
multiple de (3 et que j3 est un diviseur ou un facteur de a. Voici
d^abord une propriété qui a son analogue dans la théorie des
entiers rationnels et dans celle des entiers d\m corps : *S7 a, (3, ...
sont divisibles par y, il en est de même de >.o» -4- ^(3-+-. . • où À,
^, ,. . .yo/iY 6 ,̂y entiers quelconques.

En voici maintenant une d^un caractère tout à fait différent :
Toute puissance à exposant rationnel d'un entier est elle-

même un entier. En effet si un entier a satisfait à

;r"-|-Oi^""1-+-.. .4-a» == o,

i .
o^ sera aussi un entier puisque! satisfait à

x'^-}- ai.r^-1^-^-. . .4- a,i == o.

A

Et a* sera aussi un entier, puisque c'est le produit de h facteurs
1 / l

égaux à o^ \a4 a k déterminations, mais le théorème est vrai pour

Fune quelconque d^entre elles y.
L/élude de Pensemble des nombres entiers algébriques n^a guère

été faite.
Les résultats déjà obtenus se trouvent dans Dedekind ^Allège-

meine Zahlentheorie^ supplément à \ orlesungen ûber Zahlen-
théorie de L. Dirichlet). Nous allons les rappeler d^abord.

On appelle unités les entiers qui divisent tous les autres. Ce
sont les entiers définis par une équation dont le premier et le der-
nier coefficient sont égaux à 4- ou — r . Le produit et le rapport
des deux unités sont des unités. Toute puissance à exposant
rationnel, positif, négatif ou nul d'une unité est une unité.

Deux entiers qui ne diffèrent que pîir un facteur unité sont dits
associes; ils ont les mêmes diviseurs et les mêm^s multiples. Deux
entiers associés à un troisième sont associés entre eux et Fon peut
partager Fensemble de tous les entiers en systèmes d'entiers
associés entre eux, de façon que, pour ce qui regarde les questions
de divisibilité, tous les entiers d'un même système sont équiva-
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lents entre eux. Quand deux entiers sont divisibles chacun l'un
par l'autre ils sont associés.

On voit dès maintenant comment la théorïe dont nous nous
occupons se distingue essentiellement soit de celle de l'ensemble
de tous les nombres, soit de celle de l'ensemble des nombres
fractionnaires d'un corps algébrique, soit de celle de Pensemble
des entiers d'un corps algébrique.

Elle se distingue delà théorie de l'ensemble de tous les nombres
en ce que tout entier n'est pas divisible par tout autre différent de
zéro.

Elle se distingue de la théorie de l'ensemble des nombres frac-
tionnaires d'un corps algébrique en ce que la racine ^<èBBe d'un
entier algébrique est encore un entier algébrique.

Enfin elle se dislingue de la théorie de l'ensemble des entiers
d'un corps algébrique d'abord par la propriété précédente et
ensuite parce qu'il n'y a pas d'entier algébrique indécomposable
en facteurs difiérents de lui-même ou d'une unité. En effet a est

. h-/ h \toujours divisible au moins (îar.les entiers of (o<^ . -< i ).

Voici un théorème, plus caché que les précédents, que Dedekind
a tiré de la théorie des idéaux, et pour la démonstration duquel
nous renvoyons à Vouvrage cité plus haut :

Si l'on considère deux entiers a, (3, on peut trouver un
entier S qui jouit des propriétés suivantes. D9 abord il divise a
et (3, et ensuite il peut se mettre sous la forme

(i) S==Xa+^ , , .

^, JUL étant des entiers.

Il existe même une infinité de ces entiers, mais ils sont associés
entre eux; on peut donc dire que S est déterminé à un facteur
unité près.

Cet entier à s'appellera le plus grand commun diviseur
(p. g. c. d.) de a et ^. II est facile en effet de voir qu'il jouit des
deux propriétés caractéristiques du plus grand commun diviseur ;

i° Tout diviseur de ô est un diviseur commun à as. et ^
puisque S divise a et à;
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2° T(nïf d i v i s e u r commun à a et 3 est un dù'iseur de ô à cause
de Pénalité ( \\).

Lorsque ^ est une unité, les entiers a et (3 liront (Tautre com-
muns diviseurs que les unités; ils seront dits premiers entre eux.
Une condition nécessaire et suffisante pour que cela soit, est qu^il
existe deux entiers /. et p. tels que

(^.) Xa-4-^=1 .

Il en résulte que deux entiers rationnels, premiers entre eux
dans le domaine des entiers rationnels, le sont encore dans le
domaine de tous les entiers algébriques. .

De Pénalité (2 ) , résulte comme pour les entiers rationnels les
théorèmes suivants (nous ne citons due ceux dont nous aurons
a nous servir) :

Quand on divise deux entiers par leur p. ^\ c. d. les quo-
t i e n t s obtenus sont premiers entre eux.

Si un entier divise ini produit de deux/acteurs ef est pre-
mier a\'ec Vun deux il divise V autre.

Quand deux entiers sont premiers entre eux un diviseur de
l'un et un d i v i s e u r de l\i,utre le sont aussi.

Tout muUifde commun à deux entiers a, ^ est multiple

de a- [nous désignons par D(a, (3) le plus grand commun

div i seur de a cl ;3| et réciproquement. Cet entier ' sera le plus
peti t commun mul t ip le (p. p. c. m.) de a et (3.

Le p. g. c. d. cl le p. p.~c. m. de plus de deux entiers se défi-
nissent comme pour les entiers rationnels.

Quand un entier est premier à plusieurs autres il est pre-
mier à leur produit.

De tous ces théorèmes résulte que la théorie des équations
diophantiennes et colle des formes linéaires, telle quelle est traitée,
par exemple, dans le Tome 1 de notre Théorie des Nombres ( < ) ,
jusqu'à la page 368, c^esl-à-dire jusqu'à la considération des
nombres premiers absolus, se généralise ici (avec quelques modifî-

( l ) Hermann, Paris, i^ i4 .



cations, bien entendu). Ce n'est qu'à partir de là, où s'est arrête
Dedekind, que se manifestent les différences fondamentales car,
comme nous Pavons déjà dit, dans l'ensemble des entiers algébriques
il n'y a pas de nombres indécomposables.

Nous appellerons plus p e t i t multiple rationnel (p. p. m. r.)
d'un entier a le plus petit entier rationnel positif qui soit multiple
de a. Il est facile à déterminer connaissant réquation irréductible
qui définit a. Soit

x " < 4-«i .z-^-1 +-. . . -(-a,// = o

cette équation. Soit M un entier rationnel positif . — e s t racine de
1 équation, irréductible aussi,

^m^y"11 -^ ^ cf^-iy7"-1 4-...-+- M'"-1 ai r -|- M'" ---- o.

Pour que M soit un multiple de a, il faut et il su f f i t que

Ma^-i, M2a,,,_,, . . . , .M^- ia i , M"'

soient divisibles par am' 1̂  p- ?• m. r. cherché sera le plus petit
entie?"* positif satisfaisant à ces conditions. Il est facile à trouver.
On voit tout de suite qu'il ne contient que -des facteurs premiers
de Ont et qu'il les contient tous. Soient p l'un de ces facteurs pre-
miers, À/ son exposant dans a, (^ ,==0 si ai ne contient pas le
facteur p^ /;/== oo si a, == o), soit \ son exposant dans M. On doit
avoir

( ^ -+- A^—l^^m? '2A-h ^/n—2^W5 • • • ;
( ) ( (nt—i)\-^\^\^ mX^.

Des conditions analogues devront être remplies pour tous les
facteurs premiers de a/n- Pour toutes valeurs entières des À satis-
faisant à toutes ces conditions, M sera un multiple rationnel de a,
et l'on aura le p. p. m. r. en prenant pour chaque ). le plus petit
entier sastisfaisant aux conditions. Nous désignerons le p. p. m. r.
de a par M (a).

Nous avons dit que M (a) ne contient que les facteurs premiers
de Ojn. On voit de plus qu'il les contient tous

La valeur \ == ^w satisfait à toutes les conditions (3). Donc M (a)
est un diviseur de dm- D'ailleurs cette propriété résulte aussi de ce
que dm est égal au produit de a par ses conjugués et du théorème
suivant :



Tout mult-iple rut ionnel de M(a ) est un niult i i ) l e de a, et réci-
proquement tout multiple rationjiel de a est n / i multiple
de M (a), La première par t ie de ce théorème est évidente et lu
seconde résulte des condit ions (^) , ou encore peut se démontrer
de la façon suivante :

Soit M un i n u l l m l c rationnel de a; divisons-le par M(a) et soit

M =. M ( a ) . y - 4 - / - [ o ^ / - < M ( a ) J .

Puisque M et VI ( a ) sont d iv is ib les par a, lent ier rat ionnel r i e
sera aussi et comme il est plus petit que M(a ) il f a u t que r ---= o
pour que M(3î) soit le p. p. m. r. de a.

A' désignant un entier rationnel positif^ on a

M (Â-a) =-- ÀM(a).

En effet, si 1 On considère un m u l t i p l e rationnel positif de y. et
qu On le mu l t ip l i e par À', oh obtient un multiple rationne! posit if
de ky.. Réciproquement, si I o n considère un multiple rationnel
positif de / a , i l est d i v i s i b l e par A', et son quotient par /i est un
multiple ra t ionnel p o s i t i f de a. I l eu résulte quetous ies mul t ip les
rationnels pos i t i f s de A'a s obtiennent en multipliant tous les mul-
tiples rationnels pos i t i f s de y. p.îr À', lu, en particulier, le p. p. m. r.
de /• y. sObtient en m u l t i p l i a n t le p. p. m. r. de a par /f.

M ( a S ) est d i v i s i b l e M ( a ) et pur M(i3). En effet t ou t m u l t i p l e
de 3î5 est aussi un m u l t i p l e de a et de ^.

M ( a ^ ) .̂s7 / / / / diviseur de M( a ) M( ;3). En effet puisque 1V1 ( y. )
est d iv i s ib le par y. et M ( 3 ) par ^ i l en résul te que M ( a ) M ( 3 ) est
divisible p.;r a3.

Des deux théorèmes précédents on d é d u i t ( lue s i M ( a ) ^ M ( ? )
.v^/// premiers en I r e en r on d

M(a.3)r-.: M Ça) M(;J).

Nous appellerons p l u s ^ r / i n d d i v i s e u r rationnel (p. g. d. r.)
d'un entier algébrique a le p i n s ^rnnd entier rationnel / ) o s i t ! ' /
<iui divise a.

Soil encore
X ' 1 1 + (7i ./•"<—1 •̂  . . . -4- Cf fti—l y -T- Cin, == 0

l'équation irréductible qui déf in i t a. Soit D un entier rationnel
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positif. .-. est racine de Inéquation, irréductible aussi,

DW y711-}- D^-1 a^ym~ï }-. . .-4-Da/n_iy-4- dm ̂  o.

Pour que D soit un diviseur de ^ il faut et il suffit que

ai soit divisible par D; 03 par D2, . . ., ^m—i par D^""1 et a'" par D ' " .

Le p ^. d. r. cherché sera le plus grand entier positif satisfaisant
à ces conditions. Il ne peut contenir q^e des facteurs premiers
communs à âh, rta, ..., a m'

Soit p. Fexposant d'un tel facteur dans 1), ^. doit satisfaire aux
conditions

;A^XI , 9 . ^^X2 , ..., ^pi^X,,,,

les ^ avant la même signification que plus haut. Ppur foules
valeurs entières rationnelles des p. satisfaisant à ces conditions, P
sera un diviseur rationnel de a et Fon aura le p. g. d. r. en prenant
pour chaque ^ le plus grand entier rationnel satisfaisant à ces con-
ditions. Nous désignerons le p, g. d. r. de a par D(a) .

On v< it immédiatement queD(a) est un diviseur de M(a) .
D(a) est égal à M (a) quand y est associé à un entier ration-

ne l , et dans ce ca.ï seulement,
Quand 0(a) == : rentier a sera dit primitif.
À désignant un entier rationnel, on a

D(Â-a) - -^D(a ) .

La démonstration est analogue à ceLe donnée pour M (a).
On en déduit que le quotient d'un entier algébrique par son

p . ^ ' . d. /". est ujt entier primitif. Ainsi tout entier est le produit
d'un entier primitif par un entier rationnel positif.

D(^)est un multiple de D(a )D( (â ) .
En eflet on a

a - D ( a ^ a , ? = = D ( P ) ? ' ,

a e» V étant primitifs. A ors

a^DC^D^)^'
et, par suite,

D(ap) = D ( a ) D ( ( . ; 0(a 'â^

co <n i î démontre le théorème. On voit de plus que si le produit des.
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deux entiers primitifs a' et ^' est lui-même primitif, D(a(3) esterai
aD(a )D(3 ) . Mais le produit de deux entiers primitifs n'est pas

toujours primitif. Par exemple (i/ a)2 === 2.
Tout diviseur rntiounel d'un entier x est un diviseur de

s<m p. -,'. d. /'.
Cela résulte immédiatement de la façon dont on trouve le p. ̂ .d.r.
Si le produit de fieu.r en/fers algébriques a, 5 est é^'al a un

entier ration fiel positif M, on a

M = a^ == M < : a ) D ( ^ > = M ( p ) D ( a ) .

! En effet, puisque M est un multiple de a c'est un multiple
de M(a) .

M=M(aU,

/» étant un entier rationnel positif. Donc

ap- -M(a)Â- ,
d'où

? M^)
À ~ a ~ '

Puisque M(a ) est divisible par a on voit que j3 est divisible par À,
donc A' est un diviseur de l)((3). Soit

A—0-^
h *

Alors
M ( a , p
-T--a^)(p) ï

ceci montre que le nombre rationnel positif—. est entier. C'est

d^ailleurs un entier rationnel positif et il est multiple de a; donc,
puisque M ( a ) est le p. p. m. r. de a c'est que II = i. Alors
k - = = D ( p ) e t F o n a

a p ^ M ( a ) D ( ? ) .

On verrait de même que
a 3 = M ( P ) D ( a ) .

Comme cas particulier on voit que si M == M (a) on a 1 ) (^ ) == i.
Ainsi le quotient du p. p. m. r. d'un entier par cet entier est un
entier primitif. Réciproquement, si le quotient d'un multiple
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rationnel d'un entier par cet entier est primitif, ce multiple est le
p. p. m. r. D'ailleurs ce cas particulier^se démontrer.lit directement
avec la plus grande facilité.

Nous allons maintenant chercher à établir quelque chose d'ana-
logue à la décomposition des entiers rationnels en facteurs pre-
miers et, pour cela, nous démontrerons d'abord le théorème
suivant :

Tout entier a dont le p. p. m. /'. est MM' où M et M' sont
premiers entre eux se décompose en un produit de deux j ac-
teurs dont les p, p. m. r. sont respectivement M /'/ M\ Cette
décomposition n'est possible ifue d\ine seule manière [ à des
facteurs unités près).

En eflet, soit

i ° On a
MiVr^ocp [D(M, M ^==1] .

_ ^r __o_
01 ~ D(^M' ) x M"

D ( p , M ' )

Le premier facteur du second membre est évidemment entier, e\
comme M' en est un multiple, il a pour p. p. m. r. un diviseur
de M', soit D'.

Le second facteur est aussi entier. En eflet M' divise a(3, c'eat-à-

dire <D(p, M')Xp^. Donc p̂ ^ divise < x ̂ .̂
M' S^als r ^ / Q „, est premier à _p ' • ) donc il divise a.U(p, M ) r D(p, M )

Je dis maintenant que ce second facteur admel M comme mul-

tiple, c'est-à-dire que ——7—.., est entier. En effet, puisque• • aU(d , M ) l •

MM^== <x(3, cette expression est égale à ^ ,. w\ *

Ce second facteur qui est entier et qui a M pour multiple a donc
pour p. p. m. r. un diviseur de M, soit D.

Ainsi a est décomposé en un produit de deux facteurs ayant
respectivement pour p. p« m. r. un diviseur D de Met un diviseur
D'de M\ Ces nombres D et D' sont premiers entre eux puisque
leurs multiples M et M' le sont. Donc a a pour p. p. m. r. le
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nombre DD'. On a donc
DD ''=- MM',

ce qiii exige D == M el D' = M'.
2° Cette décomposition n'est possible que d'une seule manière.

En effet, soit
a ̂  YY'== o^',

7 et ô ayant pour p. p. m. r. l 'entier M, y ' e t ^ ayant pour p. p. m. r.
l'entier M'.

Puisque M et M sont premiers entre eux, y et ^ qui en sont
respectivement des diviseurs le sont aussi. Alors y divisant le pro-
duit ô^ et étant premier à o' divise '5. On voit de même que ô
divise y. Donc y et 3 sont associés. De même y et 8 ' .

Ce théorème se généralise facilement de proche en proche :
Tout entier dont le p . p . ni. r. est MM'M", ... où M, M\ M'\ ...
sont premiers entre eux deux if deuï se décompose en un, pro-
duit de facteurs dont l^s p . p . ni. i . sont respectivement M, M',
M", .... Cette ^lecomposifion n ' e s t possible que d ' u n e seule
manièrr (à des facteurs unités p r è s ) , et, en part icul ier :

S o i l p^q^' /''... le j ) . / ) . i n . r . décompose en f((cteurs premiers
d'un entiers. Cet en fia' se décompose en un produit de j ac-
teurs dont tes p. p. / / / . /'. sont respecfi\'eme/ff /)\ g ,̂ />v,.... Cefle
décomposition n ^ e s l possil)te (fue d\inc seule manière (à des fac-
teurs unités prés).

Nous appellerons nombre primaire tou t entier dont le p. p. m. r.
est une puissance d\m nombre premier. Le théorème précédent
s^énonce alors, en considérant comme ident iques deux entiers
associés.

Tout entier al^ebriuue est décomposa/ne et d'une seule
façon en un pi oduif de fadeurs primaires.. C'est l'analogue du
théorème sur les entiers rationnels : Tout entier rationnel est
décomposable et d'une seule façon en im produit de puissances
de nombres premiers.

Si l'on convient de dire qu'un nombre primaire dont le p. p. m. r.
est une puissance de p appartient à l'exposant /?, on voit qu'on
peut ajouter que dans la décomposition précédente deux quel-
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conques des facteurs appartiennent a fies nomin'es premiers
différents.

Si l'on considère deux nombres primaires appar tenan t à un même
nombre premier p^ leur produit est un nombre primaire apparte-
nant à ce même nombre.

Si ron considère un nombre primaire appar tenant à un nombre
premier p^ loule puissance à exposant ra t ionnel posi t i f de ce
nombre primaire est elle-même un nombre primaire appartenant
au nombre premier p .

Ainsi les nombres primaires appar tenan t a un même nombre
premier^ forment un ensemble t e l que si l'on appel le 7:, TT\ ... des
nombres de cet ensemble et /', r des exposants rationnels positifs,
le nombre T^TT^'. . . appartient aTensemble. Reste à savoir s'il faut
un nombre f in i ou un nombre inf in i d éléments 71,7: ... pour que
l'expression ^ r , ' ' ' puisse représenter tons les éléments de l'ensemble.

LVl .


