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SUR UNE THEORIE NOUVELLE DES PROBLEMES GENERAUX
D'INTEGRATION ;

Par M. E. VEgsstor.
INTRODUCTION.

1. A tout systéme (S) d’équations différentielles ordinaires du
premier ordre correspond 1’équation linéaire aux dérivées par-
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tielles (E) qui a pour solutions les intégrales premiéres de (S).
La correspondance est réciproque, et 'intégration du systéme (S)
et celle de 'équation (E) constituent des problémes équivalents.
Il existe ainsi entre (S) et (E) une sorte de dualité, et Ion peut
dire que ce systéme et cette équation sont corrélatifs. Ces mots
sont d’autant plus justifiés que 'origine de I'équivalence des deux
problémes d'intégration de (S) et de (E) se trouve dans la relation
bilinéaire

(1) df_ fdx,+ + fdm,,:o,

qui existe entre les dérivées partielles de toute solation de (E) et
les différentielles des coordonnées du point courant de toute inté-
grale de (S).

Pareille dualité existe entre les, systémes complétement inté-
grables d’équations de Pfaff, et les systémes complets d’équations
linéaires homogénes aux dérivées partielles du premier ordre.
M. Cartan lui a donné la forme suivante, ou apparait une généra-
lisation de la formule (1). Soient

(S) m;=2aa,,~(x,, vvry p)drg=o0, (i=1,2, ...,5)

un systéme de s équations de Pfaff a n variables, complétement
intégrable, et

(E) J —-EE/.a(Z‘uu )wn)“‘["—o, (.1‘:‘1;27"')’")

un systéme complet de m = n — s équations linéaires aux déri ivées
partielles. Ces deux systémes (S) et (E) sont corrélatifs, et U'inté-
gration de chacun d’eux entraine celle de Pautre, si l’on a une
identit¢ de la forme

(2) df = Xe+...+0nXm+ 012 +...+ wsZg,

Wy, ,.., By étant de nouvelles formes linéaires en dzx,, ..., dx,,

: [ ) . L. d
etZ,, ..., Z, étant de nouvelles formes linéaires en % s ey U .
. 1 n

Je me suis proposé d’étendre cette notion de dualité au cas ou
le systéme (S) cst un systéme de Pfaff quelconque, et d’établir, en
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m’inspirant de la belle théorie de l'intégration des systémes de
Pfaff que 'on doit & M. Cartan, les principes de la théorie corvé-
lative qui devait résulter de cette extension. Je donne, dans les
pages qui suivent, un premier apercu de la théorie nouvelle (').

2. Sil'onse donneles n = m —+ s expressions de Pfaffw,, ..., v,
By, ...y Wy, 'identité (2) définit sans ambiguité les opérateurs
linéaires Xy, ..., \,, Z,, ..., Z, sous la seule condition que
Wy, .oy g By, ..., ©, solent des formes linéaires indépendantes
endzy, ..., dz,.

Silon se donne seulement le systeme de Pfaff (S), w,, ..., w;
ne sont définis qu’a une substitution linéaire prés

K
wlz'=21?i,u(xh---1“'n)ma, (i=l-27 ..-,S).

x=1

On peut d’autre part choisir w;, ..., ®, arbitrairement, de
sorte que, si 'on en a fait un premier choix, leurs valeurs les plus
générales sont de la forme

s m

’ | .

W= Qj,d(xh"" w")wa"“zrj,,’i(xh-'-,‘Z‘n}mﬁa (]=1,2’ "‘7’n)'
a=1 B=1

On reconnait immédiatement que de telles modifications dans
le choix des w; et des w; ont pour effet de remplacer X, ..., X,
par des combinaisons linéaires homogénes de la forme

(3) Uf= uy (x4, ey -Tu)xlfh‘*‘---—k Um (xi, ---;mn)xmf;

et peuvent donner pour Z,, ..., Z, des formes entiérement arbi

traires en —d[—, cety 9
d.Z'1 ().T"

Interprétant les expressions telles que X f, conformément aux
idées de Sophus Lie, comme des symboles de transformations
infinitésimales, je conclus qu’a tout systéme (S) d’équations de
Pfaff correspond, par le mode de dualité défini au moyen de

(') Une dualité analogue se manifeste entre les équations de Monge et les
€quations aux dérivées partielles non linéaires; et est aussi susceptible d’exten-
sion.
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Videntité (2), un faisceau de transformations infinitésimales

(%) (X4, o0, X | (m=n—s),

c’est-a-dire ensemble des transformations infinitésimales données
par la formult_a (3), dans laquelle X, ..., X,, sont des transfor-
mations infinitésimales divergentes (') déterminées, tandis que
les coefficients u,, ..., u, restent arbitraires.

Inversement, a tout faisceau {X,, ..., X, | correspond, de la
méme maniére, un systéme de Pfaff v, =...= w;=o.

Une mualtiplicité intégrale du systéme de Pfaff (S) sera une
multiplicité intégrale du faisceau (¥) corrélatif et réciproquement,
si 'on adopte la définition suivante : Une multiplicité a p dimen-
sions est dite intégrale d’un faisceau de transformations infinité-
simales, si elle est invariante pour p transformations, divergentes,
de ce faisceau.

On est ici conduit & considérer, au lieu de multiplicités inté-
grales isolées, des intégrales complétes; et c’est la une différence
entre les deux théories corrélatives. Jappelle intégrale compléte
une famille de multiplicités intégrales, telle qu’il passe, par chaque
point de I'espace, une multiplicité et une seule de cette famille.

Toute intégrale compléte a p dimensions est fournie par un
systéme complet de p équations U, f=...= U, f=o0, dont les
premiers membres sont des transformations du faisceau. Ces
transformations Uy, ..., U, définissent donc ce que I'on appellera
un sous-faisceau complet du faisceau donné.

Le probléme de 'integration d’un systéme de Pfaff a ainsi pour,
corrélatif le suivant : Déterminer tous les sous-faisceauzx com-
plets contenus dans un faisceau de transformations infinitési-
males donné. C'est ce que I'on peut appeler intégrer le faisceau.

3. La théorie de M. Cartan repose sur la considération des
covariants bilinéaires
W= dwy(d) — dwi(3).

" (') Par ce mot de divergentes, que justifie I'interprétation géométrique des
transformations infinitésimales, j'entends qu'il n’existe entre X,, ..., X aucune
identité de la forme

UN(Zyy ey T) Xy Aeeet U (24 ooy 2,) X, = 0.
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Ils donnent lieu a des identités-congruences

(4) (-)}Ean,ﬁ,i(xl,...,x,,).mgma, (modw,, ..., ws), ({=1,2,....5),

(@, B
ol wgw, désigne symboliquement le déterminant
53(8)wa(d) — wg(d)®a(?).

Ce sont ces identités qui définissent la structure du systéme de
Pfaff, structure de laquelle dépend la nature du probléme de
I'intégration de ce systéme.

Dans notre théorie, ce sont les crochets de Jacobi,

(X, /s X0 f) =X (Xnf) — Xn(X;f)

qui remplacent les covariants bilinéaires; et ce sont les identités-
congruences

(5) -(X.i’ xh)Echv"vY(‘Tlv ...,.’t,,)ZY, (modX.,...,X,,,),(j, h=l72!"'7m)
Y

qui définissent la structure du faisceau { X, ..., X,.{.

L’équivalence des deux points de vue résulte d’un calcul dont
le principe est encore di a M. Cartan. On déduit de l'identité (2)
ja suivante :

o =3(df) —d(3f) = ngxa+2m’? Zy+ E wEwy(Xa, Xg)
« Y

@, B)
-+ Z ©a By (2, Xa) +2 oewy(Zy, Z:);
@, Y Y ’

et I'on conclut immédiatement de la que les fonctions ¢ 4,; sont
les mémes dans les formules (4) et (5).

Aux formules de structure (5) se rattache lanotion de faisceau
dérivé, corrélative de la notion de systéme dérivé, introduite par
M. Cartan dans la théorie des équations de Pfaff. Le faisceau
dérivé d’'un faisceau donné s’obtient en lui adjoignant les crochets
{Xj, X,) formés avec ses transformations de base, X,, ..., X, :
il suffit pour cela de lui adjoindre celles des formes linéaires
Ly, ..., L, figurant dans les seconds membres des formules (5),
qui sont indépendantes entre elles. On remarquera que le mot
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« dérivé » se trouve ici employé dans une acception entiérement
analogue a celle que lui donne S. Lie dans la théorie des groupes de
transformations ().

Dans certains cas, il y aura lieu de compléter 'analyse de la
structure du faisceau par la considération de ses dérivés suc-
cessifs.

4. Toute transformation infinitésimale d’un faisceau ( §) définit,
en chaque point de I'espace, un déplacement infinitésimal, qui est,
en fait, ce que M. Cartan appelle un élément intégral du systéme
de Pfaff (S) corrélatif; et 'on obtient ainsi tous les éléments inté-
graux.

Je dis que deux transformations du faisceau sont en involution,
si leur crochet appartient au faisceau; c’est le cas ou elles défi-
nissent en chéque point deux éléments intégraux en involution,
au sens que M. Cartan a donné a ce mot. La recherche des sous-
faisceaux complets est ainsi subordonnée au probléme algébrique
qui consiste a trouver les involutions du faisceau, d’'un degré
quelconque p; c’est-d-dire les sous-faisceaux j}U,, ..., Uy} qui
satisfont aux congruences (2)

(U;, Uj)=o, (modXy, ....Xn), (5, j=1,2,...,p).

Ces involutions fournissent les éléments intégraux des divers
ordres, considérés par M. Cartan.

Un faisceau sera dit involutif d’ordre p, si la transformation
générale du faisceau appartient & une involution, au moins, de
degré 2, si 'involution générale de degré 2 appartient a une invo-
lution, au moins, de degré 3, etc., si enfin I'involution générale de

(') Le faisceau dérivé d'un faisceau {X,, ..., X,, | est, en cllet, constitué par
les crochets des diverses transformations infinitésimales du faisceav, priscs
deux a deux de toutes les maniéres possibles; ct le groupe dérivé d’un groupe
fini de transformations [X,, ..., X,,] est aussi constitué par les crochets des
diverses transformations infinitésimales du groupe, piises deux 4 deux de toutes
les maniéres possibles. Mais il n'y a pas, en général, identité entre les bases du
groupe dérivé et du faisceau dérivé déduits des mémes transformations infinité-
simales X, ..., X,..

(?) Pour un sous-faisccau complet, on a les congrucnces de définition

(U, Uj)=o0 (modU,, ..., U,), (i, j=1,2,...,p).
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degré p—1 appartient a une involution, au moins, de degré p.
Cette définition, calquée sur celle des systémes de Pfaff en
involution de M. Cartan, conduit a introduire la notion de genre,
et les caractéres du faisceau, qui sont les mémes entiers que ceux
que M. Cartan a introduits, sous les mémes noms, dans I’étude
des systémes de Pfaff (on considére un faisceau et un systéme de

Pfaff corrélatifs).

5. Les généralités précédentes font 'objet des deux premiers
paragraphes de ce travail. Dans le second paragraphe, j’établis
aussi I'existence des sous-faisceaux complets de degré p (c'est-
a-diredes intégrales completes a p dimensions), pour tout faisceau
involutif d’ordre p, el je précise la nature de I'indétermination du
sous-faisceau complet général de degré p.

Jindique ensuite comment on peut prolonger un faisceau, de
maniére a obtenir un faisceau nouveau dont les intégrales a
p dimensions soient elles-mémes les multiplicités obtenues en pro-
longeant, au sens que Lie a'donné & ce mot, les multiplicités inté-
grales & p dimensions du faisceau initial, par adjonction de leurs
éléments de contact. ‘

Pour ne pas surcharger cette esquisse de la nouvelle théorie, je
me suis borné a énoncer sans démonstration deux théorémes fon-
damentaux, qui sont, du reste, une conséquence des théorémes
analogues de la théorie de M. Cartan : en prolongeant un faisceau
involutif, on obtient un faisceau involutif; et le prolongement
indéfini d’un faisceau quelconque conduit, aprés un nombre limité
d’opérations; a un faisceau involutif.

Jai préféré indiquer, dans les deux derniers paragraphes, com-
ment la théorie des caractéristiques découle de I’étude de la struc-
ture des faisceaux de transformations infinitésimales; et montrer,
par des exemples, que la nouvelle théorie se préte aux applications
avec une grande facilité. Je n’ai, dans ce but, abordé que des
applications d’un caractére classique, relatives aux équations aux
dérivés partielles a deux variables indépendantes et a une fonction
inconnue. Le passage des équations aux dérivées partielles aux
faisceaux qui leur correspondent se fait, du reste, immédiatement,
sans faire intervenir les systémes de Pfaff.

Les caractéristiques de Cauchy sont fournies, dans tous les
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cas ou elles existent, par les transformations du faisceau qui
laissent ce faisceau invariant. Ces transformations distinguées
forment un sous-faisceau complet, dont les intégrales sont les
caractéristiques, et l'utilisation de ces intégrales pour I'intégration
du faisceau donné est immédiate. J'ai pris comme exemples 'équa-
tion aux dérivées partielles du premier ordre, et les systémes en
involution de deux équations aux dérivées partielles du second
ordre.

- Les ‘caractéristiques de Monge proviennent, d’une maniére
analogue, des transformations du faisceau qui, sans étre des trans-
formations distinguées, sont néanmoins des transférmations sin-
guliéres, au point de vue de la recherche des involutions de
degré 2 (). '

Ces transformations, quand elles existent, forment un ou plu-
sieurs sous-faisceaux (en général non complets), dont les inté-
grales sont, le cas échéant, les caractéristiques en question: Jai
étudié, de cette maniére, les caractéristiques de l'équation aux
dérivées partielles du second ordre, dans le cas ou les deux sys-
témes de caractéristiques sont distincts : leurs diverses propriétés
s’obtiennent ainsi bien rapidement.

Il est digne de remarque que les invariants de 'un ou I'autre
de ces systémes de caractéristiques, tels que M. Goursat les a
définis dans ses études, devenues classiques, sur les équations aux
dérivées partielles du second ordre, soient précisément les inva-
riants .communs aux transformations infinitésimales des sous-
Sfaisceaux caractéristiques en question : ces sous-faisceaux
doivent, bien entendu, étre prolongés jusqu’al’ordre des invariants
que l'on veut considérer.

L’utilisation de ces invariants, de tous ordres, pour I'intégration
de 'équation du sécond ordre découle, de plus, avec une remar-
quable simplicité, de notre méthode de recherche des intégrales
complétes.

Le cas des invariants du premier ordre conduit enfin, tout natu-.
rellement, a la notion des caractéristiques du premier ordre : elles
sont fournies, quand elles existent, par des familles de transfor-

(') On peut, plus généralement, considérer de méme des involutions qui sont
singuliéres, relativement a la recherche des involutions de degré supérieur.
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mations infinitésimales, qui ne deviennent des faisceaux que
dans le cas de 'équation de Monge-Ampére.

Jai considéré partout des équations aux derlvees partielles
résolues par rapport a des dérivées d’ordre maximum. J'indiquerai,
dans une autre occasion, comment la méthode des faisceaux de
transformations s’adapte a ’étude des équations non résolues. Je
montrerai aussi, dans un travail ultérieur, comment on peut déve-
lopper par cette méthode la théorie des groupes de transformations
continus, finis ou infinis, que M. Cartan a fondée sur sa théorie
des systémes de Pfaff en involution.

I. — LES TRANSFORMATIONS INFINITESIMALES ET LES PROBLEMES GENE®AUX
D’INTEGRATION.

1. Faisceauzx de transformations infinitésimales. — Soient
données m transformations infinitésimales a n variables,

n d
(1) X;;f:Z(m,,...,z‘,,)J;f—;, (k=1,2,...,m).
x=1

Chacune d’elles définit, a partir d’un point quelconque (z,,...,Z»)
de I'espace a n diinensions, un déplacement infinitésimal

(2) dzy=%n(x, ..., 2,)dl, ce, dxp = Ein(2y, ..., 2p)dt.
S’il n’existe aucune identité de la forme
m
' Ql
(3) Z)\a(x,,...,x,,)xafzo,
x=1

a coefficients A, non tous nuls, ces déplacements définissent un
élément plan a m dimensions; et nous dirons que les transforma-
tions X, ..., X,, sont divergentes ('). Ceci exige m < n.

: \ s /] of . Lo
(") X,, ..., X, ¢tant des formes linéaires en —;f—, cany —f » il serait naturel
ox, o0z,
d’employcr le mot de transformations indeépendantes; mais ce mot exprime,
dans la terminologie de Sophus Lie, qu'il n’existe entre X,, ..., X, aucune

identité de la forme (3) a coefficients A, constants.
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L’ensemble de toutes les transformations infinitésimales

m

(4 Uf =D ua(@s, ..., 2n) Xaf,
x=1

ou les uy sont des fonctions arbitraires de z,, ..., x,, sera ditalors
un faisceau de transformations infinitésimales, de degré m.
Les transformations X,, ..., X,, constituent la base de ce
faisceau; mais on peut prendre, comme base définissant le faisceau,
m autres transformations quelconques, divergentes, du faisceau.
Celarevient a effectuer, sur X,, ..., X,,, une substitution linéaire
homogéne, dont les coefficients. sont des fonctions arbitraires
dezy, ..., z,.
On peat, en particulier, se donner le faisceau sous la forme
résolue par rapport & m des dérivées ()if-, ceny .‘l; c’est-a-dire
r, Jday,
supposer que X, ..., X, sont, par exemple, de la forme

n
L 9, J)
(5) Xipf= axik -+ Z Era( Xy, .., x,,)d—x‘e, (k=1,2,...,m).
A=m+1
2. Faisceauzx complets. Faisceaux dérivés. — Les crochets
de Jacobi

(Xnfy Xif) =Xn Xpf = XuXnfy, (MBk=1,2,....m)

sont des transformations infinitésimales, covariantes aux transfor-
mations X, ..., Xp; c’est de leur nature que dépendent essentiel-
lement les propriétés du faisceau (4), ou faisceau § X, ..., X, }.
Si elles appartiennent toutes au faisceau, nous dirons que le
faisceau est complet, et nous écrirons

(Xpny Xz)=o, (modX,), vy Xon), (1, k=1,2, ..., m),

pour indiquer que ces crochéts s’expriment en fonction linéaire
homogéne de X, ..., X,. D’une maniére plus abrégée, en dési-
gnant le faisceau par une lettre ¥, nous écrirons aussi, dans ce

cas,
(Xn, Xz)=o, (modg), (h,k=1,2, ..., m).

Si le faisceau n’est pas complet, les crochets (X4, Xi) s’expri-
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‘meront en fonction linéaire homogéne de \, ..., X,, et d’autres
transformations infinitésimales X, 4, ..., X, qu’on pourra choisir
de maniére que Xy, ..., Xp, Xpupyy -..y Ny solent divergentes;
et le faisceau {X,, ..., X, | s’appellera le dérivé du faisceaun
§X0y ey X

On voit qu’un faisceau est toujours contenu dans son dérivé, ce
qu’on peut exprimer en disant qu’il en est un sous-faisceau; et
un faisceau complet est un faisceau qui est identique a son dérivé.

Si le dérivé d’un faisceau n’est pas complet, on peut étre conduit
A considérer le dérivé de ce dérivé, ou second dérivé du proposé;
et, plus généralement, les dérivés successifs de ce faisceau donné.

Comme le nombre m des transformations de base d’un faisceau
ne peut dépasser le nombre n des variables, on arrivera nécessai-
rement a un dernier dérive, qui sera complet.

Si ce dernier dérivé est de degré n/, inférieur a n, en égalant a
zéro ses transformations infinitésimales de base, on obtient un
systéme complet; et si I'on introduisait comme variables n— n’
intégrales (indépendantes) de ce systéme complet, a la place des
variables Z,,, ..., %, le faisceau proposé, ainsi que ses dérivés
successifs, ne dépendrait plus, en fait, que des variables z,, ..., z,,

) L of of  , o . .
puisque les dérivées P n’y figureraient Plus. Ce

résultat se compléte sans peine, de maniére a arriver au suivant :
le degré du dernier dérivé d’un faisceau de transformations
infinitésimales est égal au nombre minimum de variables,
cﬁecti&es, auquel on puisse, par un changement de variables,
réduire ce faisceau; les autres variables (non effectives) n’y
figurant plus qu’a titre de paramétres arbitraires.

3. Intégrales d’un faisceau de transformations. — Nous
dirons qu’une multiplicit¢ M, de l'espace (z, ..., Z»), & un
nombre p £ m de dimeasions,

F/,(xl,‘..,w,,)=o, (h=1, 2, ..., B —P),

est une multiplicité intégrale du faisceau §{ X,, ..., X,, {, sielle
demeure invariante par p transformations divergentes de ce fais-
ceau. Dans cette définition, il est entendu qu’aucune des trans-
formations en question ne laisse invariant chaque point de la mul-
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tiplicité. Celle-ci est donc engendrée par les trajectoires de.
chacune de ces transformations, Uy, ..., U,; et aussi par des tra-
jectoires de toute transformation du faisceau { U, ..., U, |. Réci-
proquement, toute famille, non exceptionnelle, de «o?~* courbes
engendrant la multiplicité M, est formée de trajectoires de l'une
des transformations de ce sous-faisceau {U,, ..., Up} du proposé.

En particulier, les multiplicités intégrales, & une dimension,
d’un faisceau sont les trajectoires des diverses transformations de
ce faisceau.

Si le faisceau {X,, ..., X, }, ou m < n, est complet, il a des
multiplicités intégrales a m dimensions, dont on obtient les équa-
tions générales sous la forme

(6) Fu(zy, ..., ®n) = ca, (h=1,2, ..., n—m),

en égalant a des constantes arbitraires n — m solutions, indépen-
dantes, du systéme complet X, = X, =...=X,,,= 0. Il a aussi des
multiplicités intégrales a un nombre quelconque p <<m de dimen-
sions, qui se déduisent facilement des précédentes.

En général, intégrer un faisceau de transformations infinitési-
males, c’est en déterminer toutes les multiplicités intégrales. Nous
allons voir que ce probléme ne différe pas de celui qui consiste a
intégrer les systémes différentiels les plus généraux.

4. Faisceaux de transformations et systéemes de Pfaff. —
La théorie des faisceaux de transformations infinitésimales et celle
des systémes d’équations de Pfaff sont deux théories équivalentes,
qui se correspondent par une sorte de dualité. C’est ce que I'on
peut mettre en évidence par une méthode due a M. Cartan. Asso-
cions aux transformations de base du faisceau donné {X,, ..., X,,},
n — m = s transformations. infinitésimales arbitraires Z,, ..., Z,,
de maniére que X, ..., X,,, Zy, ..., Z; soient, dans leur ensemble,
divergentes; et nous aurons une identité de la forme

(7) df=U1xl+.-.+mnlxrn+wlzl+.--+wsz",
OU By, ...y Wy, Wy, - .., W seront n expressions de Pfaff, indépen-

dantes. Il en résulte que les déplacements infinitésimaux qui
satisfont au systéme de Pfaff

(8) W= 0y=.,.= ;=0
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sont précisément ceux qui correspondent aux diverses transfor-
mations infinitésimales du faisceau { X,, ..., X, }.

Toute multiplicité intégrale du faisceau {X,, ..., X, ! est donc
une multiplicité intégrale du systéme (8), et réciproquement. Les
multiplicités intégrales sont seulement définies, dans les deux cas,
par deux procédés différents.

La méme méthode permet, inversement, de faire correspondre
a tout systéme d’équations de-Pfaff un faisceau de transformations
équivalent. M. Cartan s’en était servi pour mettre en évidence la
correspondance entre les systémes de Pfaff complétement inte-
grables, et les s_ystemes complets d’équations linéaires homogénes
aux dérivées partielles.

Nous dirons qu’un faisceau {X,, ..., X,;} et un systéme
©,=...=w;=0 qui se correspondent ainsi sont corrélatifs, ou
dualistiques, 'un de Iautre. 1l résulte de ce que nous venoas de
rappeler que si le faiscean est complet, le systéme de Pfaff est
complétement intégrable, et réciproquement.

8. Faisceaux de transformations et équations aux dérivées
partielles. — Ce qui précéde suffirait & montrer que I'intégration
de tout systéme d’équations aux dérivées partielles dépend de
I'intégration d’un faiscean de transformations infinitésimales.
Mais il est utile d’en donner la preuve directe.

Imaginons un systéme différentiel (uelconque (2); on pourra le
supposer du premier ordre, en prenant, s'il est nécessaire, un cer-
tain nombre de dérivées des fonctions inconnues comme variables
auxiliaires. Soient, alors, 4, ..., z, les variables indépendantes,

. . ’ Jdv; .,
Y1y «++y ¥qlos fonctions inconnues, et y; ;= —’ leurs dérivées.

Sur une multiplicité quelconque a p dnnensnons, Yir oo ¥ et
les dérivées y;; sont des fonctions déterminées, ¥y, ..., ¥gy - - -,
Vj,,', ...y dezy, ..., zp; ct cette multiplicité admet les p trans-
formations infinitésimales,

) .
(9) (f 2}'1!‘)},’ (‘='»21""_P)'

Ellc admet par suite tout systéme de p transformations infinitési-
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males,

q
I 2 oI
(‘0) X,f= (’1’,’+ —171%"(‘7"17 "'7xl".yla -"1.77)()},a’

(i=1,2, ..., p),

telles que les 1, ; deviennent identiques aux ;fu,idc mémes indices,
quand on y remplace les variables y; par les fonctions y; corres-
pondantes. :

Si donc le systéme (X) est résolu par rapport a toutes les
dérivées y; ;, c’est-a-dire de la formn

<“) yi,l'=7:j,l'(xh ey Zpy Vi ""yfl)7
(I=1,2, ez, D3 J=1,2, .0y @),

toute multiplicité intégrale de (2) admet les transformations (10),
dés que I'on y remplace les 4j; par les secconds membres des
équations (11); et réciproquement toute multiplicité intégrale, a
p dimensions, du faisceau (10) ainsi défini, sera une multiplicité
intégrale du systéme (X). Intégrer (X), ce sera donc trouver les
multiplicités intégrales a p dimensions du faisceau (10), qui s’cn
déduit immé- diatement.

Dans le cas général, les équations du systéme (Z) pourront
se mettre sous la forme

(12) Vid=Pji(Z1y ey Ty Y1y oo0y Vgr %ty oo oy Wr),

=12 ...,p;]J=1,2,...,9),

ol wy, ..., w, seront des indéterminées convenablementchoisies ().
Cee pourront étre certaines des dérivées y; ;; et, plus généralement,
des fonctions déterminées des coordonnées d'un point de la multi-
plicité et des dérivées yj ;.- Quoi qu’il en soit, sil’on tient compte
des équations (12 ) du systéme, I’ensemble des valeursde x,, ..., z,
Yis ooy ¥Vgy Wiy - oo, w, définira entiérement, sur toute multi-
plicité intégrale, un élément de contact.

On a donc ainsi réalisé un prolongement (au sens de Sophus

(') Si les dérivées de certaines des fonctions inconnues ne figurent pas dans
les équations du systéme (X), on peut rayer ces fonotions de la liste y,, ...,y
et les introduire parmi w,, ..., w_. Cela entrainerait, dans les considérations qui
suivent, quelques ‘modifications de forme, que j'omets pour abréger.

LIL. 23
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Lie) des multiplicités intégrales; ct ce sont dés lors ces multipli-
cités intégrales prolongées que I'on se proposcra de trouver. Sur
chacune d’elles, non sculement les y; sont des fonctions déter-
minées y; des variables z,, ..., Zp; mais les w; sont aussi des
fonctions déterminées w; de ces variables, qui sont définies, du
reste, dés qu’on se donne la multiplicité initiale, a causc des équa-
tions (12).
Chaque multiplicité intégrale (initiale) admet donc les transfor-
mations
q
13) X;f= :—zf" +2 Poi(®1, ooy Tpy Y1y oves Yy Wiy ooy Wr) 3_(;{_;'

(i=1,2, ...,p),

dés qu'on y remplace les y; et les wy par les fonctions y; et wx
qui correspondent a cctte multiplicité. Mais, si 'on veut passer a
la multiplicité prolongée, il faudra faire intervenir les dérivées

et substituer aux transformations (9) les transformations pro-
longées

(14) ')x, Zh, +2""$de (i=1,2,...,p)

Or les équations du systéme (Z) ne donnent aucune indication
relative i ces fonctions wg,; (dérivées des fonctions wg). On pourra
donc affirmer sculement que toute multiplicité intégrale prolongée
admet p transformations infinitésimales de la forme

» 9
(15) xff""zwﬁ,i;;wfa’ (i=1) 2 ey P)s
=

ou les X; sont les transformations (13) qui sont connues, et ot
les wg ; sont des fonctions de Ty, oo oy Zp; Viy o ooy gy Wiy oo oy W,
qu’il restera a choisir convenablement.

La réciproque est immédiate; et 'on peut conclure que I'intégra-
tion du systéme (¥) équivaut a la détermination des multiplicités
intégrales a p dimensions du faisceau, connu par les équations (12)



— 351 —

et les formules (13),

) )
(16) %X,,.. Xp,d-i)“'9m-£-s
6. Exemples. — 1° Le faisccau de transformations infinitési-

males qui correspond a I'équation aux dérivées particlles

9y 4 I \
9z, —4’(1‘n S ey Iy G az,)

est défimi par les transformations

of of
X:=b§} Ty E=12 ...,p—1),
. _ 9
Ap= 47;; + ®(zyy ooy Zpy ¥y Y1y ""'yp_l)dj"
et par les transformations ﬁ oL

it Iy
2° Le faisceau qui correspond a I’équation aux dérivées pariiclles

du second ordre
t=®(x, 5,5, p,q,T,8)
a pour base les quatre transformations
P ) 0 P P)
U S A A S U A

l()z+x$ S@) (-).—y—i— 5;—!* ')P ‘1’@7 ;)7‘7 ’)—s"

3° Le faisceau qui correspond au systéme d’équations aux
dérivées partielles du second ordre

s=®(2, 5,5 P, 9, 7), t=¥(z,y,%p,q9,71)

e¢st défini par les trois transformations

o UG YA o S
(-)—:;‘—i—])(—)-;‘ 0P ‘b—q’ ;)—}-;-5—(]6.' qdp+l ar
7. Intégrales complétes. — Je dirai, pour abréger, qu'une

famille de multiplicités est rézuliére, s’il passe par chaque point
de l'espace une multiplicité de la famille, et une seule ('). Et

(1) Dans cette étude générale, nous laissons de coté toutes les singularités. ¥l
est donc ici sous-entendu qu’on limite convenablement, s'il v a lica, I'espace et
les multiplicités. Des restrictions du méme genre sont faites, implicitement,
dans tous les cas analogues.
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) appellerai intégrale compléte d’un faisceau toute famille réguliére
d’intégrales de ce faisceau, a un nombre quelconque de dimensions.

Soient | X,, ..., X,,| un faisceau, et w, = wy=...=w;=o le
systéme de Pfaff dualistique [n°® 4]. Sile faisceau admet une inté-
grale compléte, on peut, par un changement de variables, la
ramener a la forme z,,.y = ¢y, ..., Zn=cn_p. Le systéme de Pfaff
doit donc étre vérifié, dans 'hypothése dx,,  =...=dz, = o,
quels que soient zy, ..., zp, dx,, ..., dxp, quand on y rem-
place x,.,, ..., z, par des constantes arbitraires. C’est dire qu'il
est vérifi¢ identiquement, dés qu’on y fait dzp,, =...=dz, = o.

Donc w,, ..., w, sont des formes linéaires en dzp,,, ..., dz,.
On peut, dés lors, satisfaire a I'identité (7) [n°® 4], en prenant

pour @, ..., w, les différenticlles dx, ..., dxp, ct pour wpy,, ...,
w, des formes en dzp,y, ..., dz,. 1l en résulte qu'on pcut
. of i , Y ye .
r =L, .., X,=-<; -a-dire qu’il existe dans
supposer X, oz’ » Xp= g © est-a-dire qu’il existe

le faisceau donné un sous-faisceau complet ayant pour intégrale
générale I'intégrale compléte supposée.

Larecherche des intégrales complétes d’un faisceau équivaut
donc a celle des sous-faisceaux complets de ce faisceau. Il est
entendu.qu’unc fois ces sous-faisceaux complets trouvés, il restera
a les intégrer; mais cela se fait par l'intégration d’équations diffeé-
rentielles ordinaires; et le but de la théorie générale des systémes
différentiels généraux est d’en effectuer ou d’en éimpliﬁer Pinté-
gration par celle d’équations différentielles ardinaires.

La premiére partic de notre théorie d’intégration aura donc
pour objet de discuter l'existence des sous-faisceaux complets
d’un faisceau de transformations infinitésimales, supposé donné.
Le paragraphe suivant sera consacré a cette question.

Quant aux multiplicités intégrales isolées, les unes feront partic
d’intégrales complétes, et leur détermination dépendra de la théoric
en question : on pourra dire que ce sont des intégrales particu-
liéres.

Les autres sont, au méme point de vue, des intégrales singu-
liéres. Notre théorie doit avoir, en effet, pour un de ses caractéres
essentiels, d’étre indépendante de tout changement de variables.
Or il est facile de montrer, sur des exemples, que des changements
de variables convenablement choisis peuvent faire apparaitre dans



— 333 —

un faisceau, ou en faire disparaitre, des intégrales de I'espéce que

. .. .. . of df o
nous appelons singuliére. AlgSl le faisceau W o +y5; na

aucune multiplicité intégrale a deux dimensions; il acquiert cepen-
dant U'intégrale (singuliére) 2'= o par le changement de variables
z'=e? y'=y, s=2z; il acquiert de méme lintégrale (singu-
liere) y'=o par le changement de variables z =yz', y =5/,
5 =13" : ces intégrales singuliéres s’introduisant, en fait, a la
faveur d’une singularité du changement dc variables lui-méme.

Nous reviendrons, du reste, a la fin du paragraphe suivant, sur
la détermination de toutes les mtll[ipliéités intégrales, singuliéres
ou non.

Il. — FAISCEAUX INVOLUTIFS. EXISTENCE DES INTEGRALES COMPLETES.
PROLONGEMENT D’UN FAISCEAU.

8. Involutions d’un faisceau. — Conformément a la conclusion
du précédent paragraphe, nous passons a la recherche des sous-
faisceaux complets d’'un faisceau quelconque | X,, ..., X, | donné.
Si ce faisceau donné § est complet, il admet une intégrale compléte
a m dimensions, unique :

(1) Frp(xy, ..., xh)——-c/,, (h=1,2, ..., n—m);

et il suffit de la couper par une famille de multlphmtes réguliére
quelconque

(2) Co(myy oy ) = ay, (k=1,2,...,m—p),

pour obtenir l'intégrale compléte la plus générale a p dimensions
du faisceau §.

Nous supposons donc que le falsceau donné § n’est pas complet;
et nous introduisons le faisceau dérive { X, ..., X3 Zy, ..., Zg|.
La somme s + m est ici au plus égale au nombre n des variables.
On a, d’aprés la définition du faisceau dérivé [n° 2], des identités

de la.forme

(3) (Xp X=X eijals, .-y @) Za
a=1

—l—Zgi,j,g(z',,...,x,,)Xﬁ, (G J=1,2,...,m),
p=1
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ou les fonctions ¢; j,» définissent ce que 'on peut appeler la struc-
ture du faisceau (*).
Les conditions qui expriment que le sous faisceau

m

(4) Uh=2u/t.a(-t‘l’-°'azn)x3, (h=1,2,...,P),

x=1

est complet s’écrivent, par suite,

s m m

(5) o=(Up, Up)= 2 Z Ecy,a.au/.,yuk,aA Ly

a=1 \y=1 8=1

+2 U;.uk,a—Ukuh,p+2 Zgy,a,puh,yuk,a Xg;
B=1 Y=1 8=1

ce qui donne les conditions

(6) 2 Ec“'ﬂ'iuh-aukuﬂ:on U=12...,59),
a=1 B=t
et

m m
(7) Upug,i— Ukul"[+2 Ega,p,iu,,,au/_.,3=o, (i=1,2,...,m).
=1 ﬂ:l
11 convient de tenir.compte d’abord des conditions (6), qui sont
de nature purement algébrique. Elles sont équivalentes aux iden-
tités-congruences

(8) (Up, Ug) =0, (mod&), (h,k=1,2,...,p),

comme on le voit immédiatement sur les expressions (5) des cro~
chets (Uh, Uk)

Nous dirons que deux transformations infinitésimales du fais-
ceau § sont en involution, sileur crochet appartient au faisceau,
c’est-a-dire si ce crochet est congru & zéro (med §); et qu’un sous~
faisceau {U,, ..., U, } de & est une involution, de degré p, de
ce faisceau, si ses transformations sont deux a deux en involu-

(') 11 suffit de prendre le faisceau sous forme résolue [n® 1), pour faire dispa-
rajtre des formules (3) les fonctions g, ; ;.
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tion ('). C’est parmi les involutions de degré p du faisceau § que
se trouveront les sous-faisceaux complets de degré p.

9. Faisceaux involutifs d'ordre p. — Pour déterminer I'‘nvo-
lution générale de degré p, on pourra écrire les congruences (8)
sous la forme

(81) (Uy, Uy)=o,
(82) (Uy, Us)=o, (Uy, Us) =o,

............ 3 B

(8p-1) (U, Up)=o, (Uy, Up)=o, ceey (Up-1, Up) =0.

Se donnant pour U, la transformation générale du faisceau &, on
prendra pour U, la solution générale de I'identité-congruence

m

(91) (U, U) =o, U=Zua(x,, vy 2n)Xe );

a=1
puis pour Uy la solution générale des identités-congruences
(92) (U, Uy=o0, (Uy,U)=o0;

et ainsi de suite, jusqu’a ce qu’on arrive, si aucune impossibilité
ne se manifeste, & prendre pour U, la solution la plus générale des
identités-congruences

(9[1—1) (Uh U)Eoy (Uﬂ,U)EO’ teey (Ul'—hU)EU'

I1 faudra, bien entendu, que (9,) admette des solutions autres
que les transformations du faisceau | U, }, que (9,) admette des
solutions autres que les transformations du faisceau |U,, U, {; et
ainsi de suite, et qu'enfin (g,—,) admette des solutions autres que
les transformations du faisceau { U, ..., U,_, .

S’il en est ainsi, le faisceau § sera dit un faisceau involutif,
d’ordre p (au moins). La définition d’un faisceau involutif
d’ordre p est donc la suivante : la transformation générale du
Saisceau appartient & une involution, au moins, de degré 2;
Uinvolution générale de degré 2 appartient a une involution,

(1) Les déplacements élémentaires que les transformations d’une involution de
degré p déterminent en chaque point de I’espace, constituent un €lément intégral
d’ordre p, d’aprés la terminologie de M. Cartan.
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awmoins, de degré 3, et ainsi de suite;.enfin l'involution géné-
rale de degré p—1 appartient & une involution, au moins, de
degré p.

On remarquera que tous les systémes (9i), (92)y «++s (9p-1)
équivalent a des systémes d’équations linéaires homogénes en
Uiy +++y Un. Le degré d'indétermination de chacun d’eux est donc
fixé par le rang du systéme linéaire qu’il fournit ainsi (degré du
déterminant principal); et il ne peut s’élever si 'on particularise
successivement U,, U,, ..., U,_;. Nous désignerons par ¢,
q2y - -~y @p—1 les rangs de ces systémes linéaires, calculés en lais-
sant a Uy, U,, ..., U,_, toute I'indétermination dont chacune de
ces transformations se trouve, successivement, susceptible au
cours des calculs précédents.

En d’autres termes, ¢, est le nombre des équations linéaires,
indépendantes (en w,, Us; ..., Un), qui expriment que la
transformation U= u, X, 4+ u,Xys+...+unX, du faisceau
esten involution avec la transformation générale (du faisceau);
g2 est le nombre des équations linéaires indépendantes, qui
expriment que U est en involution avec chacune des transfor-
mations de Uinvolution générale de degré 2 (du faisceau); et
ainsi de suite.

Nous dirons qu’une transformation quelconque U, du faisceau
est non singuliére, si elle fournit pour (9,) un systéme linéaire
de rang ¢,; qu’une involution {U,, U,} du faisceau est non
singutiére, si elle fournit, pour (¢,), un systéme linéaire de
rang ¢,; et ainsi de suite.

Si ¥ est un faisceau involutif d'ordre p, on aura, d’aprés ce qui
précede,

(1o) gy +1< m, gat+2< m, ceny gp+(p—1) < m,

puisque m — g, m —¢s, ..., m— ¢p_, sont les nombres des
solutions indépendantes des systémes successifs (9y), (9a), ...,
(9p—1). Remarquons qu’on a d’autre part,

(11) q15¢25...Sqp-1;

puisque les équations de chacun des-systémes linéaires considérés
font partie du systéme suivant. La derniére des inégalités (10)
s'écrit, enfin, g, S ¢, si l'on pose g =m — p.
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10. Genre, indices et caractéres d’un faisceau. — Le genre g
d’un faisceau § est 'ordre maximum d’involutivité du faisceau. Un
faisceau de genre g est donc, par définition, involutif d’ordre p.
sips g; etne lest pas, sip > g.

Considérons, pour un tel faisceau, les identités-congruences

(12) (Uy, U)=o, (Ug, U)=o, (e (Ug, U)=o,

ou { Uy, ..., Uz est Uinvolution générale de degré g, du faisceau.
Le rang du systéme linéaire correspondant, en w,, ..., Uy, est

(13) gg=m—g,

puisque les congruences (12) ne sont satisfaites, d’aprés la défini-
tion du genre g, que si U appartient au faisceau {U,, ..., Ugl.

Les caractéres (') du faisceau seront, par définition. les entiers
positifs ou nuls,

(4) si='gqy, Sa=(qa— (1, S3=¢q3— @ B Se=qg—qg-1;

et 'on aura, inversement, pour les entiers ¢y, ¢s, ..., gg, que
. . .
nous appellerons les indices du faisceau,

(15) q1=>5, g2= §1-+ S, q3= S;+ S3+ 3,
qg=S$1 + Sa+...+Sg.

Remarquons que, s, étant le nombre des équations indépen-
dantes du systéme linéaire fourni par (g,), et s, -+ s, celui des
équations (indépendantes) du systéme linéaire équivalent a (9.),
s» est le nombre des équations (indépendantes) que (U,, U)=o
ajoute a celles que fournit (U;, U)=o0. Donc s, ne peut étre
supérieur au nombre des équations indépendantes que fourni-
rait (U,, U) =0, considéré seul, et ce dernier nombre ne peut
étre supérieur a s,, [n°® 97, mais peut lui étre inférieur, puisque Uy,
étant en jnvolution avec U,, n’est plus la transformation la plus
générale du faisceau §.

On conclut donc s, $s,; et, de méme, s, <s., et ainsi de suite.

(') Le genre et les caractéres d’un faisceau sont les mémes nombres que ccux
que M. Cartan a introduits, sous les mémes noms, pour le systéme de Pfafl’ dua-
listique du faisceau. Les inégalités que nous établissons & leur égard ne son
donc pas nouvelles.
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Ainst, les caractéres du faisceau sont liés par les inégalités
(16) 51285328532, ..25,.

Par suite, si 'un des caractéres est nul, tous les suivants le sont
-aussl.

11. Forme résolue des involutions. — Revenons a 'étude des
involutions d’un faisceau, en gardant toutes les notations précé-
dentes. Dans 'involution générale de degré p du faisceau §,

(17) Up=upaXs+...+upmXm, (h=1,2,...,p; ps§),

supposée calculée par la méthode du n°® 9, les coefficients u 4,
(2==1, 2, ..., m), sont arbitraires, les coefficients u, 4 sont liés
par ¢, équations linéaires indépendantes (dont les coefficients
-dépendent des u, «), les coefficients u; 4 sont liés par ¢, équations
linéaires indépendantes (dont les coefficients dépendent des u, 4
et des (m — q,) fonctions u,, restées arbitraires); et ainsi de
suite. Dans leur ensemble. les coefficients

uap, (2=1,2,...,p;Bf=1,2,...,m),

sont donc liés par ¢, + ¢, +. . .+ ¢p_, équations indépendantes.
Pour avoir le nombre des arbitraires d’un sous-faisceau (17)
‘quelconque, il faut le prendre sous forme résolue, par exemple
sous la forme
q
(18) V,,=X,,+2v¢,hxa, (h=1,2, ..., p; qg=m—p)

a=1

‘Ce nombre d’arbitraires est donc pg et le nombre des arbitraires
essentiels de Vinvolution générale de degré p du faisceau § est
égal a

(19) Q=pg —\q1+g2+...+gp-1).

Pour mettre ces Q arbitraires en évidence, reprenons la re-
cherche de cette involution générale en la mettant d’emblée sous
la forme (18) et en suivant la méme marche qu’au n° 9. Nous
aurons a considérer successivement les systémes d’identités-
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‘congruences

(201) (Vlby U)EO)
(202) (‘h U)=o, (V2 U)=o,

'(20p—l) (Vlv U)=O’ (Via U):_—_()» CRRE] (V[)~h U)EO»
dans lesquelles on a encore posé

U=y X+ ..+ um X,

Si la transformation V, est, pour des valeurs arbitraires des ¢4 4,
non singuliére [n° 9], la solution générale de (20,), en u,, ..., unm,
dépendra de m — ¢, arbitraires. De ptus u,, ..., up n'y peuvent
étre liés par aucune relation; car, lorsque les Vj sont ceux que
donne la premiére méthode, le systéme (20,) admet la solution

uyVi+us Vot .+ upVp=u; Xy + s Xy +. . .+upXp+.. .,

Ol Uy, ..., Up sont arbitraires; donc u,, ..., u, étant arbitraires
pour un certain choix des ¢4 4, le sont a fortiori quand les vy, 4
son} indéterminés. Ainsi, dans la solution générale de (204),
Uyy ..., Up sont arbitraires, ainsi que m — p — ¢, autres coeffi-
cients de U, tandis que les autres coefficients de U s’expriment
au moyen dé ceux-la. Il en résulte qu’il y a des solutions de la
formeg V,, (obtenues pour u, =o, up=1, 43 =0, ..., U, =0),
et que dans la plus générale, ¢, des ¢4, s'expriment au moyen
des g — ¢, autres, qui demeurent arbitraires.

Si Pinvolution générale { V,, V, ! ainsi obtenue est non singu-
liére [n° 9], on peut raisonner de méme sur le systéme (20,); et
ainsi de suite.

Sont donc arbitraires dans 'involution générale (18) : les ¢ coeffi-
cients vg,1, ¢ — ¢ des v, ¢ — go des vy 45 ooy ¢ — qp_y des 0q,p.
Les ¢4,2 non arbitraires s’expriment au moyen des ¢4, et des vq o
restés arbitraires; les vy,; non arbitraires s’expriment au moyen
des ¢g4,,, et des vy 2 €L vy 5 restés arbitraires; et ainsi de suite.

On peut remarquer de plus que si g — gx_, des coeffi-
cients u,, ..., Un sont arbitraires dans la solution générale
de (204), ils le sont a fortiori dans la solution générale de (204_,),
qui est contenue dans (20x). On pourra donc choisir les notations
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de maniére que les arbitraires soient

L1, ceey Yo, Pg12y ey Yq,05 Vgat1,31 ooy P33 EE

‘e v’l}’—l'H'P’ ey Yq.pe

11 reste & montrer que I'on peut prendre X, ..., X, de maniére
que les involutions successives

VYV ] 7 '
;‘1;, ’Vh Vgi, ceey )‘1, Vz, ey V,,_“,

auxquelles conduit 'application de la méthode, soient toutes non
singuliéres.

Remarquons d’abord, a cet effet, que cela a lieu si 'on prend
Xy, ...y X, en involution deux a deux, et tels que les involutions

PXal, X Xedy e, 1 Xy Xy onl, X

soient toutes non singuliéres. Car cela alieu alors, par hypothése,
quand on'annule tous les ¢y 4, (h=1, 2, ..., p); et cela a lien
par suite a fortiori quand on les assujettit seulement aux condi-
tions (Vs, V;)=o, (h, j=1, 2, ..., p), ces conditions étant
vérifiées par hypothése quand on annule tous les ¢y 4.

Cela posé, partons d’une base quelconque {X{, ..., X} 1 du
faisceau &; et prenons, dans ce qui précéde,

m

2: 0 .
X/,= uaJLXm (L= 1,2, ...,m),

a=t -

les ugq,; étant des indéterminées (fonctions de z,, ..., z,, comme
tous les arbitraires que nous introduisons). V, ne cesse d’étre
non singuliére que si les coefficients w,,, satisfont a4 un certain
systéme S, d’équations algébriques. L’involution {V,, V,} cal-
culée ensuite par la méthode précédente ne cesse d’étre non sin-
guliére que si les coefficients u,,, et uq , satisfont a un certain
systéme S, d’équations algébriques; et ainsi de suite. Aucun de
ces systémes Sy, S,, ... n'est vérifié par tous les systémes de
valeurs des uqg; puisque nous avons vu qu’on pouvait choisir
les uy,g de maniére qu’aucun de ces systémes S,, S, ..., ne fit
vérifié.

La méthode pourra donc certainement s’appliquer sans qu'on
soit obligé de prendre pour X, ..,, X,, comme nous I'avons fait
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un moment, des transformations qui soient deux a deux en invo-
lution. .

Je dis maintenant que, en faisant, s’ilest nécessaire, un chan-
gement de variables préliminaires, on pourra appliquer la
méthode en prenant pour X, ..., X,, la base du faisceau résolue

f of [n°4].

S e . )
ar rapport aux dérivées ==, - ..
P PP ().Z'], ! dx,”

Supposons, en effet, que {X;, ..., X,

%) soit précisément cette
forme résolue

P 4 J
Xz:a—;;* D ala, I)(Tzi k=12, ..., my;

a=m-+1
et faisons un changement de variables de la forme
(21) 1'1':?1‘(}’1, ey Yoy TmAts ooy zp), (i=1,2, ceey M),

Puis résolvons le faisceau sous la-forme

n

2: of
"’;h,a(}’h ceda Ymy Tty ooy xn) )'_:
JZq,

a=m-+1

9
/-
oy

Yh:
(h=1,2, ..., m).

Par le changement de variables (21), Y, deviendra inversement
une transformation du faisceau &,

, of of of r
Xp= = ...+ Y —_— e —
Xn Yh'?ﬂ oz, -+ + Xn®m oz, -+ Nn,m+1 T o -+ + Mh,n dx,,’

on aura donc l'identité

m
X/,:EY/,?;X&, (Il =1,2,...,m).
a=1

Les Yoo = % +... ne peuvent, pour un choix arbitraire
R

des fonctions o,, étre liés par aucun systéme d’équations algé-
briques qui ne soit de nature identique. Donc ils ne satisferont,
en général, a aucun des systémes différentiels qu’on déduit des
systémes S, S,, ... en y posant ug,s= Y, %q. Et ceci prouve que
notre affirmation est légitime.
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12. Existence des sous-faisceaux complets de degré 2. —
Nous pouvons établir maintenant l'existence de sous-faisceaux
complets, pour tous les degrés p qui ne dépassent pas le genre g
du faisceau § considéré; c’est-a-dire d’intégrales complétes ayant
un nombre de dimensions p donhé, au plus égal a ce genre g.
Nous commencerons par les sous-faisceaux de degré 2, et nous
passerons au cas général par récurrence.

Nous prendrons les transformations de base du faisceau sous la
forme résolue [n° 1, éq. (5)]

9 . )
(22) X4= d—z‘i -+ E En,a(Z1, - .y Zn) —;&i: (k=1,2, ..., m);
a=m-+1

de sorte que les identités (3) [n® 8] auront la forme
(23)  (Xy, xj)=2c,-,,~,a(z,, oo 2 ey (i f=1,2,...,m),
a=1

les Z; étant elles-mémes des transformations du-faisceau

Partons de I'involution générale de degré 2 {V,, V, |, prise sous
la forme

7" q
(24) vltxl+z"¢.lxd+:y Vo= X+ 20a,gXa+g, (q=m—2).

a=1 a=1
On a identiquement, puisqu’il y a involution [n° 8],
T
(Vi, V)= Z (Viva,s— Vava 1) Xars,
a=1
de sorte que le faiscean {V,, V,} sera complet sous Ies conditions
(25) Vivaa— Vavg =0, (a=1,2,...,q).

Puisque {V,, V,} est 'involution générale de degré 2, on peut
[n® 11] considérer, dans les formules (24), les va,s et g —q,
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des ¢,y comme arbitraires; les autres ¢q, étant fonctions de ces.
arbitraires (). Si I'on remplace ces ¢4, par leurs expressions.
dans les équations de conditions (25), on pourra y considérer
les autres va,, (par exemple, v,,l»,{_,,., v++y 9g,1) comme des fonc-
tions, arbitrairement choisies, de z,, ..., z,; de sorte que ce sera
un systéme d’équations aux dérivées partielles, relativement
A ¢y gy« -vy Fg,2 seuls.

Il résulte alors de la forme résolue de X, et X, que ce sys-
téme est un systéme de Kowalewski; il admet donc une solu-
tion dans laquelle les fonctions ¢4, (zy, Za, ..., Zn), 00 Z}
est une valeur numérique arbitraire de z,, sont des fonctions.
arbitrairement données; et c’est la solution générale de ce sys--
téme (25).

Nous concluons donc que, si un faisceau est de genre Z2, il
contient des sous-faisceaux complets de degré 2, et le sous-
faisceau complet général de degré 2, dépend de m — 2 —gq,
fonctions arbitraires de n arguments, et de m — 2 fonctions.
arbitraires de n — 1 arguments. Rappelons que n est le nombre:
total des variables, et m le degré du faisceau.

13. Théoréme général d’existence. — Gardons les notations.
des numéros précédents; et cherchons les sous-faisceaux complets.
de degré quelconque p, inférieur ou égal au genre g du faisceau
donné §. Nous supposerons un tel sous-faisceau mis sous la forme:
résolue

q
(26)  Vi=Xi+ ¥ oaiXarp, (E=1% ...,p; ¢ =m—p).

a=1

D’aprés le résultat obtenu pour p = 2, il est naturel de penser-
que de tels sous-faisceaux existent, et que, pour le plus géneral
d’entre eux, les arbitraires sont : q — Ip- des fonctions vy,
les valeurs (*) de ¢ — qp—s des fonctions vyy pour x, = z{, les

(') On peut, dans les considérations du n° 11, prendre X,, ..., X:' dans un:
ordre arbitraire.

(*) Par ce mot valeur nous désignons, pour abréger, une fonction de toutes les
variables z,, ..., z, autres que celles auxquelles on donne des valeurs nume--
riques déterminées zf, z3, ....



— 364 —
valeursdeq — q,_5 des fonctions v, 3 pour x, =z}, x,=z; etc.,
les valeurs de q—q, des fonctions v,,_ , pour x,=uxz,...,
— 0 . v y; N
Zp_s =Z)_,; et enfin les valeurs de q des fonctions v,, pour
0 J—
Ty =2, , Tp_ =2,
Supposons ce théoréme établi pour les sous-faisceaux de degrés
2,3, ..., p—1, et examinons s’il subsiste pour les sous-faisceaux
de degré p.

Nous avons des identités de la forme

q
¥ . e
(27) (Vi, Vj) =2Ai,f,axu+.n+2Ci,i,B Zg, (L, j=1,2,...,p),

a=1 B=1
en posant, pour abréger,
(28) Aija=Vivaj— V;va

et en désignant par C;;; les premiers membres des équations
algébriques

(29) Cijx=o0, (L, =12, ..,p;k=1,2,...,5),

qui expriment que le sous-faisceau est une involution de ¥. A ces
équations s’ajoutent, pour que le sous-faisceau soit complet —
(¢f. n°8) —, les équations différentielles

(30) Aijk= 0, (G j=1,2,...,psk=1,2, ..., 9)
Considérons d’abord les équations, linéaires en ¢, ..., 0,4,
(31) Cijk=o0, (j=2: 3, ., pik=1,2,...,5)

Dans linvolution -générale {V,,V,, ..., V, ! elles déter-
minent V,, quand on suppose donnée I'involution générale
§Vay.oty, Vpi; il y a alors g,y de ces équations qui sont indépen-
dantes, et les autres sont des conséquences de celles-la. Isolons
ces ¢p—y équations, et désignons par la notation

(32) Eh(P1,05 00y Pg1) =0, (h=1,2, ..., gp-1),

celles des équations (31), supposées écrites en laissant les vq p
entiérement indéterminés, d’ou elles proviennent. Ces équations

(32) sont, a fortiori, indépendantes; et 'on a des identités de la



forme
qp—1 P

P
. "1
(33) Ji,j,/-‘=2‘?/,/-na Faﬂ-z 2, /,k/ayﬁﬁzca-ﬁm
a=1 a=2

pour exprimer que le systéme (31) se réduit au systéme (32),
quand on introduit les relatlons entre les vy 2,063, « ) vap qui

expriment que {Vy, ..., V,} est une invclution, c’est-a-dire les
équations

(34) Cij k= o0, (L, j=2,3, ...,p; k=1,2, ...,5).

Les ¢ sont des fonctions des ¢4 s, Va3, - -+, va p; et les & dépendent
de ces 1ndeterm1nees et de celles des quantités ¢, , que les équa-

tions (32) laissent arbnralres. Nous supposerons, pour fixer les

idées, que ces derniéres sont v, _ ..., ..., 9, (*).

(!) On peut, en effet, écrire d’abord des identités de la forme

Tp -1 = qp—1

. \ Y
(33 bls) Ci:i'k = L Qi)":"' F¢+ Z Piik’p v”,:‘l"’ﬁ:' +¢ Joky0°
= B=1

Les équations p;, , = o sont des conséquences des équations (34); car, si I'on
suppose ces équatxons (34) vérifiées par les 0, 3, 0, 35 <y Uy, les C;jp, fonctions
linéaires de ¢, , ..., ¢, ,, deviennent alors des combmalsona homogenes des seules
fonctions lméau‘es (de ces variables) F , ...,

Consnderons alors les équations (34). On sait — (n° 11) — qu’on les résout de
proche en proche : d’abord g, d’entre elles par rapport a g des ¢, ,_,; puis ¢,
autres par rapport &4 g, des v, ,_,; et ainsi de suite; enfin g,_, d'entre elles par
rapporl. a4 g,_, des Vu 20 Tous les systémes que l'on a ainsi & résoudre sont
linéaires et & déterminants non nuls : soient H, = H, = ... = o 'ensemble des
équations de tous ces systémes. Si l'on considére les équations H, = w,,
H,=w,, ..., o w, w,, ... seront des indéterminées auxiliaires, elles se laisse-
ront résoudre de méme.

Portons dans les p; , ; les valeurs ainsi obtenues pour les ¢, 5. ¢, 4 .y ¥y
par [rapport auxquelles on aura résolu; et les p;,, deviendront des fonctions
rationnelles des v, ,, ..., ¢, ,_, restés arbitraires et de w;,w,, .... Chacune de
ces fonctions rationnelles, s’annulant pour w,=w, = ... = 0, s'écrira sous la
forme M,w, + Myw, + ..., les coefficients M, M,, ..., pouvant dépendre des
Vayr 01 Ve pmt restés arbitraires et de w,, w,, .... On aura une expression iden-
tique de cette fonction p en remplacant, dans I'expression M, w, + Mw, + ...,
ainsi caleulée, w, par H,, w, par H,, .... Ainsi chaquc fonction Pjx, Peut s’écrire
sous la forme d’u:. polynome homogéne .du premier degré par rapport a un
certain nombre des Ciim premiers membres des équations (3%4). Il ne reste plus
qu'a porter les expressions ainsi obtenues pour les pi",ldans les formules (33 bis)
pour obtenir Ies identités (33) du texte.

L. 2}
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Cette remarque faite, nous considérons le systéme mixte

(35) F/;((’],l, ey 9(121)=0, (h=l', 2, ...,qul),

(36) Ay fr=o, =23, ...,p;k=1,2,...,9q)
Nous tirons des équations (35)les valeurs de ¢, ..., ¢, et
WPp—1? .
nous les portons dans les équations (36). Si I'on y considére alors
9gp_s+ 1 -+ ¥4 COmMme des fonctions de z, ..., z, arbitraire-
ment choisies, ce sont des équations du type de Kowalewski par
rapport aux ¢ s, Va3, - .., vap, car elles se trouvent résolues par
rapportaux expressions Vi vz, (j=12,3, ..., p; k=1,2,...,9),

9

et V, est le seul des opérateurs V; ou tigure la dérivation ot
‘ 1

Donc, le systéme (35), (36), détermine tous les ¢;;, dés qu'on
se donne (arbitrairement) les expressions de Ogportipy =+ o1 Pg,0y €L
les fonctions de z,, ..., z, auxquelles se réduisent, pour z, = z?,
les diverses Inconnues sq 2y €q a5+« «y Ya,p (2= 1,2, . . ., q).

14. Suite et conclusion. — Nous choisirons ces données
initiales de maniére que le faisceau { V", ..., VI'{ soit complet.
L’indice (o) signifie, ici et dans ce qui va suivre, que x, est partout
remplacé par z9; ce qui ne souffre aucune difficulté quand la

. . d . -
dérivation 5%~ ne figure pas, comme cela a lien pour V,, ..., V,.

d.l»'l
Pour cette méme raison, I'existence des faisceaux complets
fVY, ..., V') résulte de celle des sous-faisceaux complets

§Va, ..., Vi, c’est-a-dire de 'hypothése méme de notre raisonne-
ment par récurrence.

On aura ainsi entiérement déterminé un type général de sous-
faisceaux {V,V,, ..., V,}, ou figurent le nombre et la nature
des arbitraires énumérés dans 'énoncé de notre théoréme (n° 13).
Il reste a vérifier si le sous-faisceau ainsi obtenu est bien complet;
car nous savons seulement, pour le moment, qu’il satisfait aux

conditions (35), (36), et

0), — 0 —
(37) ARy =o0, Co =0,

G j=2,3, ..a,psh=12,...,9;k=1,2,...,5)
vartons, a cet effet, de I'identité de Jacobi

(Vi(Ve, V) = (Vi(Vy, V) — (V;(Vy, Vo).
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Eu égard aux identités (27) et (36), elle donne

q s q
(38) D Vihijo Xprat D ViCinp.Za+ X Aua(Ve, Xpra)
=1

a=1 8 =1

+ZCM‘.B( Vi, Zg)

ﬁ:l
=¥ (ViCi8—V,;Cri8). 23+ ¥ Crs8(Vi, Zg)
B:l p=l
‘—2 Cy,0.8(Vy, Zg).
=1

Les crochets (V,,Zg), (Vi,Zg), (V;,Zg) s’expriment en fonction
linéaire homogéne des X .4, des Zg, et, peut-éire, d’autres trans-
formations Ty, indépendantes des précédentes (et appartenant au
second dérivé de §). Il nous suffira d’égaler dans les deux
membres les coefficients des X, , et des Zg.

Remarquant que, dans les identités (33), les termes en F, dispa-
raissent a cause des identités (35), e} nous servant de ces identités
pour transformer le second membre de notre identité (38), nous
obtiendrons des identités de la forme

ViA; ;.= fonct. lin. homog. des Ay g,y et des Cq,8.3,
(39) V1C;,j,x = fonct. lin. homog. des Aapg,y, des Cqp,3,
des V;Cq ;3 et des V;Cqy 8.3,

dans lesquelles les indices .i,j,h,k peuvent prendre toutes les
valeurs qu'ils ont dans les identités (37); les indices «, $ sont
pris dans la suite 2, 3, ..., p; et les indices y et & dans les suites
respectives 1, 2, ..., g et.1, 2, ...,5. ‘

On a doncla un systéme de Kowalewski relatif aux A;; 4 et C;, j,x
— (¢,j > 1) —, résolu par rapport aux dérivées du type ar et
comme ces fonctions sont nulles pour z, = 2%, on en conclut
qu’'elles sont identiquement nulies. Car' les équations (3g) sont
vérifiées si I'on y remplace par zéro toutes les inconnues; et la
solution déterminée par les conditions initiales (37) est unique.

Il suffit maintenant de revenir aux identités (33) pour conclare
que les C,,j s sont aussi toud nuls. Les équations de condition (29)
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et (30) étant ainsi toutes vérifiées, le sous-faisceau | Vy, ..., V1,
déterminé comme il a ¢té dit, est complet; et le théoréme d’exis-
tence des intégrales complétes est établi, tel qu’il a été énoncé au
début du n° 13.

Nous concluons donc qu’un faisceaw d’ordre p admet des
intégrales complétes a p dimensions; la plus générale de ces
intégrales complétes dépend de q — q,_, fonctions arbitraires
de n arguments, de ¢ — qp_» fonctions arbitraires de n—1
arguments, etc. .., de g — q, fonctions arbitraires de n — p—+-2
arguments, et enfin de q fonctions arbitraires de n—p +1
arguments. Le choix de ces fonctions arbitraires est expliqué dans
I'énoncé du n° 13. Rappelons que n est le nombre total des
variables, m le degré du faisceau [n° 1], que g =m — p; et que
les nombres entiers ¢, ¢s, ..., ¢p_, sontles p — 1 premiers indices
du faisceau [n°10].

Dans le théoréme d’existence établi par M. Cartan pour les inté-
grales des systémes d’équations de Pfaff, les arbitraires sont, pour
la multiplicité intégrale générale a p dimensions, ¢ — ¢,_, fonctions
arbitraires de p arguments, ¢,_, — ¢p_»=s5,_, fonctionsarbitraires
de p — 1 arguments, etc., ¢,=s, fonctions arbitraires de 'argu-
ment, et n— m constantes arbitraires ; les entiers s, ..., sp_,
sont les p premiers caractéres du systéme de Pfaff, et, par con-
séquent aussi, du faisceau de transformations infinitésimales dont
il est corrélatif.

Il n’est pas étonnant que les arbitraires se présentent diffé-
remment dans les deux théories : 'une a en vue les intégrales
isolées, autre les intégrales complétes; et une.intégrale isolée
appartient a une infinité d’intégrales complétes. On se rend facile-
ment compte de la différence en considérant les multiplicités inté-
grales aune dimension : car, dans un cas, on a alors un systéme diffé-
rentiel ordinaire de n — m équations an — m fonctions inconnues,
systéme qui dépend du choix de m — 1 fonctions arbitraires d'une
variable ; et, dans I'autre cas, on a une équation linéaire homogeéne
aux dérivées partielles, qui dépend de m — 1 fonctions arbitraires
de n arguments. On remarquera qu’on est ainsi conduit a poser

(/0:: 0O.

15. Les intégrales d’un faisceau et ses prolongements
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successifs. — Nous avons démontré, dans ce qui précede, I'exis-
tence d’'intégrales complétes a p dimensions, que nous pouvons
appeler générales, pour tout faisceau involutif d’ordre p. Repre-
nons maintenant la recherche des multiplicités intégrales a p di-
mensions pour un faisceau quelconque F, supposé donné, sans faire
d’hypothése restrictive, ni sur le faisceau, ni sur les multiplicités
intégrales en question.

Nous supposerons que les variables z,, ..., p, par exemple,
restent indépendantes sur la multiplicité intégrale M, considérée;
etnous désignerons par X, ..., X, des transformations du faisceau,
résolubles par rapport a A o 2L Le sous-faisceau de & qui

dx, oz,
laisse M, invariante est ainsi de la forme
1
(40) \',::Xi+zvai)s,,+z, (prg=m;i=1,2,...,p)

a=1

Il est bien connu qu’une multiplicité ne peut admettre deux
transformations infinitésimales sans admettre leur crochet; il en
résulte queles(V,, V) doivent, sur la multiplicité M, se réduire a
des combinaisons linéaires homogénes de V,, ..., V,; et,
aforliori, de X, ..., X,,. Donc les congruences

(41) (Vi Vj)y=o, (mod.§), ({,j=1,2,...,p)

sont réalisées sur M.

Ces congruences fournissent [n* 8 et 13| un systéme d’équa-
tions (&) entre les z;, (i =1, 2, ..., n), etles¢;(j=1,2,...,9;
I=1,2,...,p).

Sice systéme (£) entraine des relations entre les x; seuls, la mul-
tiplicité M, doit satisfaire a ces relations. Elle doit satisfaire aussi
aux relations de la méme nature qu’on en pourra déduire, éven-
tuellement, par application répétée des opérations V;. Si donc,
parmi toutes ces relations; il y en avait liant z,, ..., z, entre eux,
la multiplicité M, ne saurait exister ('); ce cas exclu, les relations
en question permettront de tirer certaines des variables dépen-

(1) C’est-a-dire qu’il faudrait reprendre le calcul en prenaat p autres variables
indépendantes parmi z,, ..., Zp.
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dantes xp, ..., Zs, en fonction des autres et de z,, ..., z,. On
pourraainsi réduire le nombre des fonctionsinconnuesz, .y, ..., Zn,
en raccourcissant les transformations infinitésimales du faisceau.
Si, par exemple, on a, pour Z,.,, ..., z, des expressions

(42) Tn'va= ?a(z'h ceey Tnrjy (x=1,2,...,n—n),

il suffit de supprimer dans les transformations X, (k =1, 2, ..., m),

0 a9
les termes en — ) ey ——‘f-; et de remplacer, dans les autres,
B 0Zpi 4y dz,

Zpity « - -y & par leurs expressions (42). On recommencera ensuite
les calculs sur le faisceau ainsi raccourci.

En second lieu, il pourra arriver que le systéme (&), n’entrainant
aucune relation entre z,, ...; x, seuls, soit résoluble par rapport
a tous les ¢j;. Dans ce cas, les transformations (40) sont entiére-
ment déterminées; et 'on est ramené a un probléme traité par
Sophus Lie : trouver toutes les multiplicités a p dimensions
admettant p transformations infinitésimales données (*). La solution
compléte dépend. de calculs d’élimination et de l'intégration de
systémes complets.

Reste le cas ou les équations (&) laissent 2, ..., 2, indépendants,
et permettent de calculer un certain nombre des ¢;; (les calculs
sont alors des résolutions algébriques linéaires) en fonction de
Zyy ..., &, et des autres ¢; ;, qui restent arbitraires. Désignons par
Wy, ..., w, ces derniers; ou, plus généralement, des indéterminées,
un nombre minimum, au moyen desquelles on puisse exprimer
tous les ¢;; de facon a satisfaire de la maniére la plus générale
aux équations (£). On aura ainsi remplacé les équations (&) par
un systéme résolu, de la forme

(43) vji="Pj (1,0, @n, w1, ..oy W), (i=1,2,..,p;]=1,2,..,9)

Observons ici l'analogie avec les considérations du n° 3. Si
l'on suppose que X, ..., X, soient résolues par rapport a

oS,

. ' r la multiplicité M, supposée, égaux
b b les ¢;; sont, sur la multip p supposée, ég.

d i
x;*’, (7=1,2,...,m — p); et les autres

i

aux dérivées partielles

(') On est, de plus, dans le cas simple ou ces transformations restent diver-
gentes sur la multiplicité.



- 311 —

()1" m-b-h ( h—

dérivées partielles du type ——= =1,2,..., m—n), sont des

fonctions linéaires connues de.ces v;i i, puisqu’elles sont égales aux
J.is

coefficients des dérivées d:f - dans les V;. Eu égard aux équa-
m+h

tions (43) on voit ainsi que w,, ..., w, sont, sur la multiplicité M,
cherchée, des coordonnées de I’élément de contact associé au
point (4, ..., z,) de cette multiplicité.

Si X,,..,,X,, n'étaient pas sous forme résolue, les dérivées
0% pa . .
partielles e, (j=1,25...,n—p), seraient des fonctions

dx,
rationnelles des v iy et la conclusion serait la méme.

On peut donc pourshivre cemme au n° 5. Introduisant
Wy, ..., w, comme des variables nouvelles (fonctions de z,, . .., z,),
nous substituons a la recherche de la multiplicité M, de l’espace
(Zyy ..., x,) celle de la multiplicité prolongée M, qui;se trouve
définie dans l'espace (24, ..., Z,, w4, ..., w,) au moyen des for-
mules (43). Et il suffit pour cela de substituer au faisceau § donné
le faisceau prolongé (§'), défini par les transformations

q
46 Xj= x,-+2 Po, (21, ooy Ty Way ooy @) Xpra,  (E=1,2,00,p),
a=1
et

(5 VAN N '

dw, dw, ’ dw,

On .opérera alors sur ce faisceau §' comme on a fait sur le fais-
ceau §, c’est-a-dire en considérant, au lieu de V,,...,V,, les
transformgtions

»
) .
(46) V‘,-=X’,~+2 Wa,i(‘)_‘u{’r’ (i=1,2, "-v.P)v
=1 '

ou les wj; vont jouer le réle que jouaient précédemment les ¢; ;.
Et ainst de suite. '

Sil'on arrive, 4 un moment queléonque, a un faisceau involutif
d’ordre p, le probléme s'achéve par la rechenche de Vintégrale
compléte, générale, de degré p, de ce faisceau; car on se trouve
alors en présence de 'involution générale de degré p de ce faisceau,



— 3712 —
mise sous forme résolue [n°11]. On n’a pas, dans ce cas, a passer
au prolongement suivant ().

Le seul cas qui reste en suspens est donc celui ou la méthode
conduirait a4 une infinité de prolongements successifs; mais on
peut démontrer (2) que l'on arrive alors nécessairement, par l'un
de ces prolongements, a un faisceau involutif d’ordre p.

III. — TRANSFORMATIONS DISTINGUEES ET CARACTERISTIQUES DE CACUCHY.

16. Invariance d’un faisceau par une transformation. — Soit
§{Xi, ..., Vo} un faisceau § de transformations infinitésimales.
Si’on effectue une méme transformation finie

(1) vy = fi(xr, .o, 2p), (i=1,2,...,n)

dans ses diverses transformations, on obtient un faisceau &, défini
par les transformations de base

n
- .9
O Kf =3 Xize oy (k=0 m);
=1

!
ne

Désignons, d’autre part, par §' ce que devient le faisceau §, si 'on
accentue simplement chacune des lettres z,, ..., ,; et par
X', ..., X!, ce que deviennent ainsi chacune de ces transforma-
tions de base.

Si alors les faisceaux & et §' sont les mémes, on dira que & est
invariant par la transformation (1). La condition analytique pour
an’il en soit ainsi s’exprime par des identités de la forme

ces transformatious se trouvent écriles avec les lettres 2/, ..., x

(3) i,;:Z)\k,a(x’,, ery ) Xa, (k=1,2, ..., m).
x=1

Lorsqu’il en est ainsi, la transformation (1) change toute multi-
plicité intégrale du faisceau § en une multiplicité intégrale de ce
méme faisceau. La réciproque est vraie; il suffit méme que la trans-

(') On démontre que, dans ce cas, le prolongement conduirait encore a un
faisceau involutif d’ordre p.

(3) Je reviendrai sur cette démonstration (et sur celle du théoréme énoncé
dans la précédente note) dans un autre travail.
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formation (1) change toute intégrale & une dimension de ¥ en une
intégrale de §.

Dans les mémes conditions, nous dirons que le faisceau 5 admet
la transformation (1).

17. Invariance d’un faisceau par une transformation infini-
tésimale. — Sil’on suppose le faisceau invariant par chaque- trans-
formation
(%) Ty =fi (®1gee0., Tn|t), (i=1,2,...,m).

d’un groupe a un paramétre, les identités (3) prennent la forme

m
(5) XA.:Exk,a(x;,...,x;,u)x;, (k=1,2, ..., m),

a=1
et 'on peut différentier les deux membres par rapportat, en y
considérant ', ..., ), et t comme des variables indépendantes. La
dérivée du premier membre’est alors identique au crochet (X4, X),
X f étant la transformation infinitésimale génératrice du groupe (4),
et les variables z,...,z, étant, dans ce crochet, exprimées au
moyen de z', ..., ), t (*). Si, dans les deux membres des iden-
tités ainsi obtenues, on fait £ = o [cette valeur de ¢ étant supposée
celle pour laquelle (4) se’réduit a la transformation identique |, on
obtient des identités de la forme

n

(6) (X, X)= W pha (@1, e, @n)Xa  (h=1,2, .00, M),

o=t

Si, réciproquement, de telles identités ont lieu, il suffit d’y
remplacer z,, ..., z, en fonction de z/, ..., z,, ¢, au moyen des
formules (4), pour avoir des identités de la forme

— m
, dx, , o
0 E_ Vel )%, (k=1 m).

a=1

On en conclut que les X4 sont des fonctions linéaires homogeénes,

a coefficients fonctions de ), ..., z, et ¢, de leurs valeurs
initiales X ; c’est-a-dire I'existence d’identités de la forme (3).

(') On peut éviter de se servir de ce théoréme dc S. Lie, en ramenant le groupe (})
a la forme canonique

, ,
Zp=z;, (i=1,2,...,n—1), Z, =z, + ¢
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Donc, pour qu’un faisceau § soit invariant par les transfor-
mations d’un groupe & un paramétre, il faut et il suffit que les.
crochets des transformations de base du faisceau avec la
transformation infinitésimale du groupe fassent partie du
Sfaisceau; c’est-a-dire qu’on ait les identités congruences

(8) (X, X)=o0, (mod &), (k=1,2...,m).

Nous exprimerons ce fait en disant que le faisceau & reste inva-
riant par la transformation infinitésimale X f.

18. T'ransformations distinguées d’un faisceau. — En géné-
ralisant 'emploi d’un terme de la théorie de S. Lie, nous dirons.
qu’une transformation d’un faisceau en est une transformation
distinguée, si elle laisse le faisceau invariant. D’aprés la forme
des conditions (8), cela revient a dire qu’elle est en involution
avec chacune des transformations du faisceau. De 1a résultent
immédiatement les conséquences suivantes :

1° Si un faisceaun est complet, chacune de ses transformations en
est une transformation distinguée;

2° Réciproquement, si un faisceau de degré m contient m trans-
formations distinguées divergentes, il est complet.

Plus généralement, supposons que le faisceau §, de degré m,
contienne r transformations distinguées divergentes, et pas davan-
tage,-én supposant r << m. Les transformations distinguées de §
formeront ainsi un sous-faisceau ® de degré r : je dis que ce sous-
faisceau @ est complet.

Soient, en effet, X et Y deux transformations de ®. Chacune
d’elles laisse § invariant; donc leur crochet (X, Y) laisse aussi
§ invariant (*). Mais X appartenant a 7, et Y étant transformation

(') C’est un fait général dans la théorie des transformations infinitésimales que
tout étre analytique invariant par deux de ces transformations est invariant par
leur crochet. La vérification serait ici facile : des identités

(X, X) :Z Uin Xoy (X Y) ’:Z Yka xu’

-3 x

on conclut, en effet, par I'identité de’ Jacobi,

(X0 (X, 7)) = ((X, X4, Y)) — ((Y X;, X)) EZ [ 9ra (X, Xp) — 144 (Y, X)) | =o0.
a
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distinguée de §, (X, Y) appartient aussi a . Ainsi (X, Y) est une
transformation de § qui laisse ¥ invariant : ¢’est donc une transforma-
tion distinguée de &, ct clle fait partic de ®. Et puisque le crochet
de’ deux transformations quelconques de ® appartient a @, ce
sous-faisceau @ est bien complet.

Ainsi, les transformations distinguées d’un faisceau forment
un sous-faisceau complet de ce faisceau.

Remarquons encore que si une involution 3 de § nc contient pas
toutes les transformations distinguées de ¥, celles de ces transfor-
mations distinguées qui ne font pas partic de 3 sont cncorc en
involution avec chacune des transformations.de 3. Il en résulte que
le genre g de & est supéricur d’une unité au moins au nombre 7
des transformations distinguées (divergentes) de §; et que 'involu-
tion générale de ¢, de degré égal a son genre g, contient le fais-
ceau ® des transformations distinguées de §.

19. Variables caractéristiques. — Pour aller plus loin, le
plus simple est d’introduire comme variables nouvelles des inté-
grales premiéres y,, ..., ¥y du sous-faisceau complet ® des trans-
formations distinguées de ¥ (v =n -—r). Ce faisceau ® est. ainsi
ramené a la forme

(9) S o .

’ )
dxy - dx,’

et le faisceau § se déduira de'® en lui adjoignant p=m — r
transformations de la forme

0 O J ,
(10) Yf=,7fi+2‘m,ady;rﬂ, (B=1,2, .c., p; 6 =y —p)

ax=1

Si T'on écrit alors que les transformations de ® sont distinguées,
c’est-a-dire que I'on a

(g;, Y,‘>EO, (mod§), (i=1,2,..., p;h=1,2,...,7),

on trouve que les 7;; ne dépendent d'aucune des variables
Lyy ooeyTp.
Le systéme de Pfaft, dualistique du faisceau ¥, est alors

*
(11) dyl_j,_i,jzznﬁ'j(}/h}’g, ey Yv) Ay, (J=1,2, ...,0);
B=1
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et les variables x,, ..., #, n’y figurent pas. Ceci montre que les
variables introduites sont celles que M. Cartan appelle variables
caractéristiques; car il est immédiat qu’inversement l'existence
de laforme (11) pour le systéme de Pfaff entraine cette conséquerice
que les transformations (g) sont des transformations distinguées
du faisceau dualistique de ce systéme (les variables étant z,, ..., Z,,
Yis ooy ).

Les multiplicités intégrales du faisceau ¥ et de chacun de ses
sous-faisceaux complets sont, au sens attribué a ce mot par
M. Cartan, des multiplicités caractéristiques de Cauchy .

Bornons-nous, pour simplifier, au cas ou I'on cherche les inté-
grales générales du faisceau §, ayant un nombre de dimensions
égal au genre g de ce faisceau.

D’apres la théorie du paragraphe précédent de ce mémoire,
nous aurons a considérer une involution générale.de la forme

[n° 18]

. ) of .

(12) 3%""’df,"""--vvw$, (w+r=2g),
p—w

(13) Vj=Yj+2vY,,'Vm+Y, (j=1,2,...,@).
Y=1

11 est clair que { V,, ..., V5 est I'involution générale, de degré
maximum, du faisceau réduit {Y,, ..., Yy {; les oy ; sontliés-par
des relations dans lesquelles z,, ..., x, ne figurent pas. En écri-
vant que le faisceau (12) est complet, on trouve aussitot que les ¢y ;
seront entiérement indépendantsde x,; ..., z,et que{ V,, ..., V|
devra étre, par lui-méme, un faisceau complet.

On retrouve donc ce résultat, que les intégrales cherchées sont’
engendrées par des multiplicités caractéristiques y,=¢y, ...,
v = ¢y. L’intégration du faisceau § est ramenée a celle du faisceau
§Yy, ..., Yy benyy, ..., yv; et cette intégration indique comment
il faut associer des caractéristiques pour qu’elles engendrent
effectivement les intégrales cherchées, résultat qui est entiérement
d’accord avec la théorie de M. Cartan.

20. Exemere I. — Soit aintégrer Uéquation ¢ =¥(z,y,5,p).
— Le faisceau correspondant est [n° 57]

. a d J 0 9
=L pY, x=Lied, x4

I
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Les formules de structure sont

.10 0P J . )
(X4, X2)"—“X1‘1”‘)'£’ (Yo, X3)=—JI; %’ (X3~X1)=’j{'

Le faisceau n’est donc pas complet, et le faisceau dérivé est

oo
(dx” Jdy Oz ap
de sorte qu’il n’est pas possible de réduire, dans le faisceau, le
nombre des variables
Cherchons les involutions de degré 2, sous la forme résolue
[ne 11|
V= X;+ ¢, X3, Vo= X+ 03 X3.
Les conditions entre ¢, et ¢, se réduisent a une :
!)i)
dp
et 'involution générale de degré 2 peut s’écrire, en combinant V,
et V, de maniére a éliminer ¢, et ¢,, et mettant ¢ a la place de ¢,,

V=X,+¢X, W=3%xl-—x2~x.(b.x3.

X‘q'+01 — Py =03

Il résulte de la que W est, sous forme développée,

. JP (9 J Id Jdb\ Jd aJ d
= (i) (e ®) 5= (35
et I'on reconnait dans Wf = o 'équation linéaire équivalente au
systeme des caractéristiques de la théorie classique.

Notre  méthode donne, du reste, d’'une maniére trés rapide,
tous les autres résultats de cette théorie. Le faisceau peut
s'écrive { X, X3, W i; et il suffira d’intégrer le faiscean { X,, X,
apres y avoir introduit les variables caractéristiques (intégrales
premiéres de Wf = 0). Mais, sous sa forme premiére, le faisceau
' Ny, X3! 'intégre immédiatement; I'intégrale générale (') (aune
dimension) étant, avec la fonction arbitraire f(z),

s=f(x), p=f(2).

Donc, tout se réduit, en fait, a l'intégration de W =o.

(') Nous laissons iei de coté le point de vae des intégrales complétes; mais il
suffirait d'introduiredans f deux constantes arbitraires, pour achever la question
a ce point de vue.
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Soient
8§29, 3 p) Uz, ¥,%p) o2, 7,2 p)

trois intégrales premiéres indépendantes; le changement de
variables sera

5=§(‘T’}’;Z,P): §=2(=”a.7, Z’P): G’=5(%}’,5,P);
et 'on en tirera des formules de la forme
x—a(’i,.,m_y) Z=b(E,§,m,y), P=C(E,C»G,}')-

Les formules
b=f(a), c=f'(a),

ou f est arbitraire et ou I'on mettra a la place de &, ¢, » leurs
expressions &, G, @, donnent l'intégrale générale de la pr(;posee

Si I'on a pris pour [ 34 5, w les intégrales de Wf=o0 qui se
réduisent respectivement a z, y, Z, pour y = y,, l'intégrale se
réduira, pour y = y,, a4 s=f(x), p=f"(z); c’est-a-dire qu’elle
se trouve sous la forme qui donne la solution du probléme de
Cauchy [intégrale passant par la courbe z =f(z), y =,]. On
peut remarquer, d’ailleurs, qu’avec ce choix de &, n, Z, le fais-
ceau { X, X;}, étant, aprés le changement de variables, indépen-
dant de y, se raménera a la forme

f oY o .
a‘E-FUE’ E’

puisque, pour ¥ =13,, on a £ =z, { =3, w = p. On pourra donc
écrire aussi I'intégrale générale de la proposée sous la forine

t=f(%), w==s().
21. Exewrre Il. — Soit a intégrer le systéme

r=%(z,y, %p,q,s) t=W(z, ¥, 3, P, ¢, 5)

Le faisceau qui lui correspond est

= df of of
x1— p0~ @-P —v-sdq
= ‘)f o . o of
x’~‘()j+q()z +s dp+‘pdq

Jf .
Xs= 75 9’
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Les relations de structure sont
(Xls X?) —_X ¢df +X1‘v af

(Xa, x3>=—”l *"—‘-‘f of

os d—q’
- 0"’ A
X, Xa) = 55 Jp r)q.

Le faisceau n’est pas complet et 'on ne peut pas réduire le
nombre des variables, puisque le faisceau dérivé du second ordre
serait

\Of | Of, Of Of A of

-~ - L

{oz’ r)y dz’ Jdp’  Jq > os
Cherchons les involutions d’ordre 2,
V= X;+ »n X, Vo= Xy + ¢35 Xs.
La condition (V,, V,) = o donne les équations en ¢,, ¢,

a9 o
(14) v‘—q,-d—s—XyIJ:o, vlg—v,+)&‘l-_o

9P I
ds Js
tire de ces équations ¢, et v,; etil y a une seule involution { V,, V,};
si c’est un faisceau complet, le systéme proposé admet une seule
intégrale compléte, qui se calcule par I'intégration du systéme
complet V, =0, V,=o0. Dans le cas contraire, il ne peut plus y
avoir que des intégrales singuliéres (').

ob oW

Si le déterminant — —— —1 est identiquement nul, le sys-
Js os

téme (14) est en général impossible, et il ne peut y avoir alors que
des intégrales singuliéres (!).

Le seul cas vraiment intéressant est celui ot le systéme (14) est
indéterminé

Si le déterminant — — 1, n’est pas identiquement nul, on

d oY
(13) (—i); -%:l, x.‘l"%ﬁ?—%x,‘l‘:o.
On a alors
ar ..
(161 V= Xs+ (v, Pl X,‘l’") X, (vy arbitraire);

(') Nous omettons, pour abréger, le détail de la discussion, qui n'offre pas de
difficulté.



— 380 —
et Uinvolution §{V,, V,{ pourra s’écrire, ¢ étant arbitraire,
e o
(l7) ‘=XI+VX3, \V=-—-\1—-‘(,——‘('-F‘(3

La transformation W est donc une transformation distinguée, et
les intégrales du systéme donné sont engendrées par les intégrales
de W f=o (caractéristiques ).

Soient, par exemple,

-E(xy.}’, zaP»_% S), Z(‘r1 }’» z? P? '{1 5)7
B(2, ¥, 2, P G5 5), X.("ta.}’737 P q,8), o(=, Y13, P q, )

les intégrales premiéres principales de W f = o, qui se réduisent,
respectivement pour y =y, a z, 5, p, ¢, s. Le changement de
variables

(]8) E:‘g, t.=§! UL’:Ev 17 =%X c.—:;, Y=Y,
raménera le faisceau a la forme (')

of
1)"

f ()/' af df
+w )C+I’(E:}’0~t P9, °') 37-) 95 7

et tout revient a intégrer le sous-faisceau formé par les deux pre-
miéres de ces transformations [n® 19], c’est-a-dire aux notations
prés, le sous-faisceau { X, X3} du faisceau proposé. Il équivaut a
I'équation différentielle en 5, ¢ et

)z
Jx?

(,o ()
=(I)(‘7:a Yo, 8, ’97 ()Z>.

SiVon pose 5 = f(z), on a

o y "
_Z—P = f' (@), et ®(x,y,3,p,q9,5)=f"(z), s==1.

On est donc ramené a intégrer I'équation du premier ordre, a une
variable indépendante z et une fonction inconnue ¢,

(19) [ o (@), (), ¢, O ] = f"(2),

(') Pour la méme raison que dans I'exemple précédent.
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la fonction f'(z) restant arbitraire; et a remplacer, dans le résultat

s=f(z), p=f(z), qg=g=), s=gz),

les lettres z, s, p, ¢, s par les fonctions respectives £ w, L s.

IV. — TRANSFORMATIONS SINGULIERES ET CARACTERISTIQUES DE MONGE.

22. Transformations et involutions singuliéres. — D’apres
ce qui a été dit au n° 9, une transformation suzgulte;e d’un
faisceau § est une transformation de ce faisceau qui est en involu-
tion avec plus de m —gq, transformatlons divergentes de ce fais-
ceau (g, étant le premier indice du faisceau et m son degré). Une
involution singuliére de degré k est une involution du faisceau,
telle ql'le toutes ses transformations soient en involution avec plus
de m — gx transformations divergentes du faisceau (g étant le
k'*®e indice du faisceau).

La recherche des transformations et des involutions singuliéres
permet de simplifier, le cas échéant, les relations de structure du
faisceau, et par suite de reconnaitre les propriétés particuliéres
de ce faisceau, au point de vue de son intégration. En particulier,
on obtient, dans certains cas, des modes de génération des multi-
plicités intégrales par des caractéristiques, qui se distinguent de
celles que fournissent les transformations distinguées (lesquelles
sont, du reste, des transformations singuliéres, en quelque sorte
aussi singuliéres que possible), caractéristiques que nous nomme-
rons, d'aprés M. Cartan, caractéristiques de Monge. ,

Sans faire ici une théorie générale, nous préciserons ces indica-
tions, dans un cas particulier, en les appliquant au probléme clas-
sique de l'intégration des équations aux dérivées partielles du
second ordre, a deux variables indépendantes et une fonction
inconnue.

23. Transformations singuliéres dans le cas de U'équation
du second ordre.— Considérons donc I'équation-

r=%(x, 9,5 p, ¢ t)
LIl ‘ ' 25



— 382 —
Le faisceau a intégrer est

: o of . o

Xi= ().z' 0z q) +s@

x._ o I f af

Xz—dy-i-q;;\ 0P+td_‘1,
oy

X;= — _:\',_mo

Les relations de structure sont

_ of __ e I _ eof
(\l,x2)— X!"’ P’ (‘(1, Xa —E a}—-;;;v (xt, Xz)—-—w();t
J
K Xo=—Lo e xn=—%,  xx0=0

On a n=17, m= 4. En cherchant les relations qui expriment que

U= ur Xy u,x;-ﬁ- u,X;—l—- ukX;, V= V1 X|+ 93X2+ V3 X3+ 95X5

sont en involution, on trouve le systétme des deux équations
bilinéaires

JP
(1) (ui"z—uzvx)xz‘l’-'-(ut"a—un"l););

od
-+ (u,m—u,v.)-& ~+ (Ugvs— U3zvs) =0,
(2) (uyv3— uzey) 4 (U0 — uyvy) =o,

qui sont, en général, indépendantes en ¢,, v,, ¢y, ;. Donc g, = 2,
et il n’y a pas d’involution générale de degré supérieur a 2.
Mais les équations (1), (2) se réduisent a une seule, si u,, u,,
us3, u, satisfont aux cenditions
L] a0 I
+u
quXg‘l)—i'u; +u‘ Je UQXQ(b—ug () 2

. _ _ L
(3) us — Uy - — Uy T uy

On conclut de I'égalité des deux derniers rapports

I
(4) u§+u,u2$—u? =0,

9t
ce qui conduit a poser

(5) uy= mu,,



avec
b Jdd
(6) nz‘l-i-m?}-;——()?mo.

‘Introduisant les deux racines de cette équation, supposées
différentes (soient m, et m,), nous aurons

() 9 e (gt my),

=—myMy,
Js 17

dt

et, en prenant par exemple m = m,, la valeur commune des rap-
ports (3) sera — my, et il restera

muyXg® —miug—~myma.tty=10;, 0. X;®—uz— myu,=o:
ce qui se réduit a
(8) Uz~ m;u;: u,.X,d’.

11 reste ainsi deux arbitraires, u, et u; par exemple, et I'on a un
premier faisceau de transformations singuliéres

(9) Pi=X,4+mX,+ X,9.X;, Q;=X,— myXj.

Chacune des transformations de ce sous-faisceau est en invo-
lution avec «® transformations V, définies par la condition
unique (2). ' , ‘ '

On a, de méme, un autre sous-faisceau de transformations sin-
guliéres

(10) Py=X,+ ”ng3+ng).X3, Q;: X, — my X;.

Et, enprenant { P,, P;, Q,, Q,} pour base du faisceau donné,
on a les relations de structure, d’une simplicité remarquable,
(Ph P!)Eo: (Ph Q!) =0,
(P2, Qi) =0, (Q;, Q)=0,

(11) L (Py, Q,)E-——(m,—-—mz)(%—-—m,%),
(Pa, Qi) = (mt—m,)(%—m,%).

Elles montrent que ehaque transformation du faisceau § Py, Q, !
est en involution avec chaque transformation du faisceau { P,, Q. }.
On pourra dire que ces deux sous-faisceaux sont en relation
d’involution réciproque.
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24. Caractéristiques de Uéquation du second ordre. — Nous
pouvons chercher maintenant les involutions du second degré
sous la forme

Vi=Pi+911Q1+ 0,1Qs, Vo= Pa+052Q1+022Qs

La condition (V,, V,)=o0 se réduit a ¢, 2=vy,=0; et la
forme générale des involutions du second degré est, avec deux
arbitraires ¢y, vo,

(12) Vi=P,+¢,Q,  Va=Py+0,Q,.

I résulte immédiatement de la que les sous-faisceaux complets
de degré 2 sont de la méme forme, et que, par suite, toute multi-
plicité intégrale non singuliére est engendrée par des intégrales a
une dimension de 'un et autre des faisceaux { Py, Q, } et {P,, Q.}.

Ces intégrales a une-dimension sont les caractéristiques, des deux
systémes, de la théorie classique. La discussion des systémes
linéaires aux dérivées partielles

Pi=o, Q;=o; Py=o0, = Qi=o0

fournirait les résultats connus, relatifs aux nombres des invariants
distincts de 'un ou I'autre des systémes de caractéristiques. Le
nom d’invariaht est parfaitement adapté a notre point de vue,
puisqu’il s’agit effectivement, au sens de la théorie des groupes de
transformations, d’invariants communs a toutes les transformations
infinitésimales de ’un ou I'autre des deux sous-faisceauzx carac-
téristiques {P,, Q, 1 et § Py, Q.1

Le systtme P,—=o0, Q.= o0 est, du reste aux notations prés,
celui a la discussion duquel M. Goursat a été conduit dans ses
recherches sur les invariants des systémes de caractéristiques (').

Relativement aux surfaces intégrales, ¢, et v, sont les dérivées
de ¢, prises dans les directions caractéristiques,

(13 o= ¢)z+4)t e 9L 0t
15) | = my ()‘—-;’ ().Z’ 2 =1 My ()}’ s

23. Caractéristiques du troisiéme ordre. — Pour obtenir les

(') GoursaT, Lecons sur l’intégration des eéquations aux derivées particlles
du second ordre, t. II, p. 155.
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caractéristiques d’ordre supérieur, on pourrait prolonger ’équa-
tion donnée, en lui adjoignant les équations obtenues en la diffé-
rentiant successivement jusqu’a un ordre quelconque, et opérer
sur le faisceau de transformations infinitésimales associé au sys-
téme différentiel ainsi obtenu. Mais on obtient des résultats plus
complets en prolongeant directement le falsceau (P, Pl Qy, Qy }
d’apreés la méthode du n° 13.
Le premier faisceau prolongé (') est, avec les notations (12),

(14) ‘, gvh Vs, ﬂ‘ :{2

les seuls crochets qyi ne soient pas nuls identiquement sont
9 , 9,
(Zov)=a  (Lv)=q,
et

(15) (Vi: Vo) =AYV 4+ a1 Q1 —2:Qs, (V=V.—Vy),

avec les expressions suivantes pour A, a,, o :

Vi my— Vg my

(16) vy TR L I It
V(ng>)+v,.V,m. — 0. V,,m,
- Me— My

On observe que A est linéaire et w bilinéaire en ¢, et ¢,.
On trouve immédiatement l'involution générale du second
degré du faisceau (14), sousla forme

Vv - L L
i+w’d"1+aad(),’ dl+wzdv
w, et w, restant arbitraires. Nous posons
a .. /)
(17). 91=Vz+azavl’av Qz="z+¢ld—£3

et nous avons ainsi les deux sous-faisceaux, en involution réci-
proque, ' ] :

(') Les intégrales & deux dimensions de ce faisceau sont, d’aprés la théorie du
n° 15, les multiplicités prolongées issues des intégrales 4 deux dimensions du
faisceau initial {P,, P,, Q,, Q,}; c'est-a-dire des mtegrales de Péquation du -
second ordre donnée.
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= Tout sous-faisceau complet du faiseeau prolongé ayant la-forme
9

(19) ‘/V’ﬁgiﬂ-WldeO w:=Qg+W1g£,
vy 092

on voit que Jes multiplicités intégrales prolongées sont engendrées
par des intégrales a une dimension de l'un et I'autre des sous-
faisceaux (18). Ces intégrales a une dimension sont les caracté-
ristiques du troisiéme ordre et les formules (17) montrent immé-
diatement qu’elles résultent d’un prolongement des caractéristiques
du second ordre.

On obtient, de plus, des indications intéressantes au sujet de la
recherche des invariants de ces caractéristiques du troisiéme -
ordre ('). Pour le premier systéme, par exemple, il s’agit de.trouver
des solutions communes aux équations

(20) Qi =o, (;)—‘{; = 0.

On remarquera d’abord que, pour un invariant qui ne contien-
drait ni ¢, ni ¢,, ce systéme se réduita V,=o, qui se décompose
en P, = Q,=o0. Donc les invariants du second ordre sont compris,
comme cas particulier, dans les invariants du troisiéme : cela résul-
tait, du reste, a priori, du fait que les faisceaux (18) sont, respec-
tivement, des prolongements des faiscéaux { P,, Q, },{P,, Q.}..

On voit ensuite que les invariants du troisiéme ordre (du sys-
téme considéré) sont fonctions seulement de z, y, z, p, q, s, ¢, ¢a,
et comme, de plus, «, est linéaire en ¢,, d’aprés les formules (16)
et les remarques faites sur A et @, on peut poser

Oy == o+ A3,1.¥1,

et remplacer le systéme (20) par un nouveau systéme de deux
équations

d 9,
(21) Pl+z,,od——"{; =o, Ql+a2.,(—w{=o_
Il est ici manifeste qu’il ne peut y avoir, au plus, qu’un inva-

riant du troisiéme ordre, en plus des invariants éventuels du
second (en ne comptant que les invariants indépendants).

(') Comparez GOURSAT, loc. cit., p. 151,
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26. Caractéristiques d’ordre supérieur. — Passons encore
au quatriéme ordre. Nous avons 3 considérer le faisceau prolongé
of  of
(22) bwi, wo, 2L, 3L,

avec les notations (19). Les variables w, et w, sont les dérivées
respectives de ¢, et de v, dans la premiére et seconde direction
caractéristique,

d"; dvl dve dﬂg

(23) =M™y dy + %’ F1= Mgy ay BTN

Les crochets des transformations (22) sont nuls, sauf

of _df { of af
(wrwﬁ~a’ (%:W0~x:

et
(26) (Wi, Wa) =AW + By :Tf. — 8 di’v-’; (W = Wy— Wy).

La valeur de X est donnée par les formules (16), et 'on a
(25) B..—_)\(w,——a,)+\vga., ‘53=;\(W’—.dg)+w:1g.

On voit que 3, ne dépend pas de w,, qu’il est linéaire en v,, et
Uon constate facilement qu’il est, de plus, linéaire en ¢,. On a des
résultats analogues pour ;.
L’involution générale, de degré 2, du faisceau (22) s’obtient
immédiatement sous la forme
f i of o |
%‘V|-‘-t1;—+pgm’ Wg+ﬁ1va—‘;-l+t,&;:-s,
ou ¢, et t, restent.arbitraires.
On a ainsi la génération par des caractéristiques du quatriéme
ordre, qui sont les intégrales a une dimension des faisceaux
df i
’

(26) WWor il sl AW L

dw,” ows \
Quant aux invariants du premier systéme, par exemple, ils sont
donnés par
o S _
Wi+ pg b—% =0, dW|

. d
On en conclut auss“ét;{ = o, et, en posant
. 1 .

Br=PBao+ Brr.or
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(de maniére & mettre en évidence le fait que {3, est linéaire en ¢, ),
on est ramené a chercher les solutions du systéme

(27) P1+1:o;’{+ﬁzo;‘£ =o, Qx+12.1%+ﬁ2,1%=0-
Ces solutions ne doivent dépendre ni de ¢, nide w,, qul ne figurent
pas, du reste, dans ces équations (27).

Les remarques.fanes au sujet des invariants du troisiéme ordre
s'étendent, dés lors, bien facilement au quatriéme ordre et la nature
des calculs qui précédent montre qu’il n’y aurait aucune difficulté
a généraliser les résultats ainsi obtenus (par voie de récurrence)
pour les caractéristiques et les invariants d’un ordre quelconque.

27. Application de la théorie des caractéristiques a l'inté-
gration de Uéquation. — Bornons-nous d’abord a introduire les
dérivées du premier et du second ordre : les variables sont z, y, 5,
D, q, s, t et les intégrales complétes sont définies par des systémes
complets de la forme [n° 24|

(28) Vi=Py+¢0Q =0, Vo=Py+ Qo= 9.

La formule (15) doit étre ici modifiée, parce que ¢, ct ¢, ne sont
plus de nouvelles variables, mais sont des fonctions de z, y, z, p,
¢, s, 1, qu'il s’agit de déterminer de maniére que le systéme (28)
soit effectivement complet. On a donc, avec les notations du n° 23,

(29)  (Vi, Vo) = M(Va— V) + (aa— V30,)Qq -+ (Vipe— 22)Qy;
de sorte que ¢, et v, sont déterminées par le systéme
(30) . ’ V,U.:a',, Vilr‘2= Za.

Les particularités de l'intégration vont dépendre de la nature
des sous-faisceauz caractéristiques {P,, Q{ et { Py, Q,}. Con-
sidérons, par exemple, le premier et ses dérivés successifs [n° 2].
On constate facilement que le premier dérivé est de degré 3, et
que le second dérivé estau moins de degreé 4. Donc le sous-faisceau
{ Py, Q,} a au plus trois invariants.

1° Supposons qu’il en ait un, et soit 3 cet invariant. Il va per-
mettre de trouver des intégrales complétes. Déterminons en effet ¢,
de maniére que 3 .soit solution du systéme (28). Cela donne
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l’équation du premier degré en v,,
(31) Pyd +903Q93 =o0.-

11 faut ici supposer Q,3 7 o, mais si 'on avait Q43 = 0, comme
on a déja Q,3=0, on en conclurait [voirles expressions (9) et (10)
de Q, et Q,] que 3 ne serait pas effectivement du second ordre.

Nous écarterons ce cas pour le moment.

3, étant une solution du systéme (28), satisfera a I'équation
(Vi, V2) =o0. D’aprés la formule (29) et en temant compte
de Q3 =0 et de Q;3 = o, il vient, quel que soit o,,

(32) Vg(’g—ag=0.
11 suffira donc de déterminer ¢4 par I'équation
(33) Vioy =ay

pour que le systéme (28) soit complet. Or, puisque v, est connu,
cette équation (33) s’intégre par des équations différentielles ordi-
naires. :

On conclut donc que toutes les intégrales dé la proposée qui
satisfont a la condition 3 = const. s’obtiennent par I'intégration
d’équations différentielles ordinaires — [équation (33), puis
systéme complet (28)] — . :

2° Supposons que l'invariant 3 soit du premier ordre. On a
05 __ 03
ds ot
(9)] —a

(34) X8+ mX,d =o.

= o, et la condition P;3 = o se réduit — [voir équation

Considérons alors les multiplicités qui satisfont a 3 = const.,
équation aux dérivées partielles du premier ordre; elles satisfont
aux équations suivantes (voir n° 23, la définition de Xy et X,):

! 03
[ X,é}+[x-—@(x,y,z,p,q,r,s,t)].-&,

=9 _
==
%

0=a.—-y =X,é.

Silon tient compte de (34), on conclut, en écartant le cas
LIL 23,
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. 23
d’exception (') =9
r—®(z,y,3,p,q,5,t)=o.

Donc toutes les intégrales de I'équation d = const. sont des inté-
grales de la proposée.

3° Supposons maintenant que le faisceau caractéristique { P, Q, }
ait deux invariants, 8,9, ; et soient d,, 3,, 33, 34, J5, d4.des solu-
tions indépendantes de I’équation P, +¢, Q, = o deTun quel-
conque des sous-faisceaux complets (28). L’intégrale compléte de-
ce sous-faisceau sera de la forme

fk(éhg)!aéfbgb; 95;'56):'—0/“ (k=1121 3: 4, 5)a
elle satisfera donc a une équation de la forme
(35) ¢ (1, d2) = const.

obtenue par élimination de 33, 3,, 35, 34. Or ¢ (3, 33) est un nva-
riant du sous-faisceau caractéristique { P, Q, }, quelque soits. Les
méthodes des deux cas précédents fourniront donc alors toutes les
intégrales de I'équation du second ordre.

4° Les opérations relatives au premier cas considéré se simpli-
fient si les deux sous-faisceaux caractéristiques admettent, séparé-
ment, un invariant. Soient 3 un invariant de {P,,Q,} et 3¢ un
invariant de | P,,Q;}; etsapposons que tous deux soient du second
ordre. Le raisonrement du premier cas prouve que, si ’'on déter-
mine ¢, et v, par les conditions

Pyd + 02 Q3 =0, Py3 40, Q,3 = o,

le systéme (28) est complet. On remarquera qu’on en connait, de
plus, les deux intégrales 3 et J¢. La détermination de I'intégrale
compléte correspondante.dépend donc seulement de I'intégration -
d’une équation différentielle ordinairé du troisiéme ordre.

1) L’exception n’est qu’apparente, car il suffirait' de faire un changement de
P quapp ) 8

variables (&, ») pour faire réapparattre dans 3 cette dérivée 3;; Si 'on ne fait
pas ce changement de variables, ® devient indéterminé quand on suppose z, y, 2>
98¢ liés par g; = 57 =o, il sufﬁ’t d’écrire I'équation r = & sous la forme
Ar + B = o pour constater qu’elle est vérifiée.
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Cette remarque s’applique, le cas échéant; concurremment avec
les considérations du cas précédent.

28. Utilisation des caractéristiques d’ordre supérieur. — Les
considérations des premier, troisiéme et quatriéme cas, envisagés
au numéro précédent, s’appliquent sans modification lorsque l’on a
affaire a des.invariants des sous-faisceaux caractéristiques d'ordre

supérieur.
Ces sous-faisceaux sont, en effet, de la forme
af ) \ af
(3‘) - R"’FZ‘(" Z,Rg,;'(;}"\‘

Les variables sont, si ’on a prolongé 4 fois,

37)  &,y,%5p.¢,5 ¢ Mit,Met, MP e, MPre,. .. M5, ME(0).

On a posé
d Jd

d
=~ My = M,=—ii-m,——,

M; = oz ay Jz dy

et les indices supérieurs indiquent l'itération de ces opérations.
Les transformatigns infinitésimales R, R, sont entiérement définies
par le mode de calcul dont on a donné la marche aun® 26; etl'on a
désigné, pour abréger, les deux derniéres des variables (37) par
les lettres z, et 3,.

Toute intégrale compléte (prolongée k fois) est définie par un
systéme de la forme
(38) V1=Ri+§1d—'{=0, V2=R1+Cz;—l£;=°,
et comme on a, pour des fonctions quelconques §, et {, des
variables (37), une identité de la forme

(Vi Va) = M(Va, Vi) o+ (0= Vo) 52 -+ (Vita — ) ;7f,

dans laquelle §, et §, sont des fonctions connues des variables (37),
il'en résulte’que pour que §,et , correspondent & une intégrale
compléte, il faut et il suffit qu’elles satisfassent aux conditions

(39) Va8 =0y, Vi§: = 0,.



—_ 392 —

Le point de départ étant ainsile méme qu’au numéro précédent,
toutes les considérations de ce numéro subsistent telles quelles.

29. Caractéristiques du premier ordre. — Revenons au cas
ou le faisceau caractéristique du second ordre {P,, Q;} admet un
invariant 8 du premier ordre. Posons, pour abréger Iécriture.

‘ié—@._}_ da+r(§.+s¢£—A B D=u
dz ~on P oz ap dq re e =a
148 _ 09 a3 a3 93 '

E—‘)j’ 95+ dp+t¢§;_As+Bt+C_v'

(4o)

.On a [n° 27] %:X,a; et, en tenant compte de r = @,
=X,3.
L’équatlon (34), X43+m X339 = 0, 1nd1que donc que l’on a

d

(41) m1=—%,

st lon tient compte de r = ®. Revenant a I'équation (6), qui sert
de définition a m,, on conclut que r = ® satisfait a I'équation

(42) w—uv L — 22 = o,

L’équation homogéne correspondante,

(43) u’3f+uvd;f+ 2 é{— o,

admet comme intégrales

(44) Y=—%’ a=r+417s, B=s-+7t;

et ces intégrales sont liées parlla relation
(45) Az +B3+Cy+D=o.

On voit ainsi que I'équation du second ordre est alors de la
forme (')

(46) r—+ys = F(y), avec y=—

(1) On écarte ici implicitement le-cas des €quations linéaires en r,s, t. Dans ce
cas, m, ne dépend pas de r, s, ¢; et I'équation est de la forme y = fonction de
(z,7,2 p,q)
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etl'on a m; = vy quand on tient compte de I'équation. La fonction
F dépend, d’'une maniére arbitraire, de z,y, 5, p, ¢; et A,B,C,D
en dépendent aussi. N

Pour la réciproque, il faudra, de plus, que A, B, C, D soient tels
que le systéme

I I\ . (U IN .Y .- a-
(d£+1’5;>-<5;+ &)‘;);’.CTQTD.C.A‘B

ait au moins une solution.

D’une . maniére plus symétrique, on peut dire que l'équation
r = ® résulte de I'élimination de y entre deux équations de la
forme

(47) r+ys=F(y), s+vt=G{(y),

ou les fonctions 2 = F, B = G satisfont a I'identité (45). Si donc
on interpréte r, s, £ comme des coordonnées courantes ('), I'équa-
tion 7 = & représente une surface réglée qui a une directrice

rectiligne
Ar+Bs+D=o, As+Bt+C=o.

-,

Les génératrices de la surface, comme la directrice, sont paralléles
A des génératrices du cone rt— s? = o.

Si on laisse tomber la condition relative a la directrice recti-
ligne, en gardant la définition de r = @ par deux équations (47),
ou F et G soient arbitraires, on trouve que I'équation (6), qui
définit les faisceaux caractéristiques, s’écrit :

(m—=7v) [.m',(G’ —8)+(F' —s)] =o.

Donc 'une des racines est la solution commune m, = v que les
deux équations (47 ) possédent, quand on tient compte de I'équation
du second ordre, r = ®, considérée. .
- On tire de la la conséquence suivante :
Les caractéristiques du premier systéme {P;, Q,} qu
engendrent une intégrale sont trajectoires d’'une transformation

infinitésimale de la forme

P, —+ Vng = X’ -+ leg -+ u,X3+ u,,X:,,

(') Comparez GoumsaT, loc. cit., t. I, p. 195.
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qui‘est un prolongement de

/of d J d
(48) Xitmy Xo= (ox +Pd£>+m‘<d£9 df)
—+ (r 4+ mys) £+(5+m‘”d£’

et en vertu des équations (47), et.delaremarque précédente, cette
derniére transformation s’écrit :

(49) Zf= (;Z-f—i’d':)—l—ml (9f+qdf) +.F(ml)g§+(}(.m,)3£.

Toutes les mtegrales pour lesquelles m, est une méme fonction de
,Y, 3, P,y q sont ainsi engendrees (quand on les considére comme
prolongées 'seulement au premier ordre) — par les trajectoires de
la transformation (49) correspondante.

Cette transformation (49) fait partie de la famille des transfor-
mations infinitésimales '

(50) Zf= <df p3‘£)+p(0y+q(;':)+F(u)df+G(u)3‘—£-,
pour laquelle w est une fonction arbitraire de z, ¥, 3, p, ¢-

On a donc, dans ce cas, une famille de transformations infini-
tésimales caraciéristiques du premier ordre, dont les trajectoires
servent encore a engendrer les multiplicités intégrales de I'équa-
tion ( prolongées au premier ordre). Et I'analyse précédente montre
que le cas envisagé est le seul ou il peut en étre ainsi.

Mais la famille des transformations infinitésimales caractéris-
tiques n’est plus ici, en général, un faisceau.

Pour qu’il y aitun faisceau caractéristique du premier ordre
auquel appartiennent toutes les transformations X, +-m, X, cor-
respondant aux intégrales, il est nécessaire et suffisant que F et G
soient linéaires; et, par conséquent, que les équations.(47) soient
de {a forme

r+ys=a+by, s+yt=a +0by.

Clest le cas ou la surface réglée est une quadrique du type

(rt—st)—a'r+(b-+0b)s—at+ (aa+bb')=o.
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c’est-a-dire le cas des équations de Monge-Ampére (). Chacun
des systémes de génératrices rectilignes de la quadrique correspond
alors a un faisceau caractéristique du premier ordre. Il est clair
que ces faisceaux caractéristiques ne sont pas des sous-faisceaux
du faisceau { X, X,, X;,X; } associé a Iéquation du second ordre;
mais on peut les prolonger de maniére a retrouver les sous-
faisceaux caractéristiques du second ordre.

(') Il faut réintroduire ici les équations linéaires. L’équation étant

r—+(my+m,) s+ mm,t =K,
ona
r4+ms=-—m,(s+mt)+Kk,

et la transformation (48) appartient an faisceau caracteristique

of  of U )k 2, A
g;;;*—l)a;—l—m‘(—-f-Q& +K(—,-’—’s‘-’—q Ill,dp



