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SUR UN THÉORÈME
DE GAUSS-ARNDT RELATIF AUX CONGRUENCES BINOMES;

PAR VERA MYLLER-LEBEDEFF.

On sait que la congruence binôme

z^^f (mod/i, ou n === p9' ou ip9')

( p un nombre premier ^2), où l'on peut toujours supposer 8
diviseur de y(^)? a exactement 5 racines dont y (5) appartiennent
à l'exposant 5.

Gauss a démontré (Disqu. Arithm^ art. 81) que la somme
des racines primitives de //, c'est-à-dire des nombres appartenant
à l'exposant <?(/?) est = o (mod/?), si p — i est divisible par un
carré, ou =± i (modyo), si p — i est le produit de facteurs pre-
miers inégaux. Arndt a généralisé ce résultat (Journal de Crelie,
t. 31, p. 3a6) de la façon suivante : « La somme des nombres
appartenant au même exposant 5 (mod p ) est s o (modp), si 8 est
divisible par un carré, et ==s±i(modp), si 5 n'est divisible par
aucun carré. »

Bachmann (Niedere Zahlentheorie^ t. I, p. 333) a cru que
l'on puisse énoncer le théorème d'Arndt de la même façon pour le
module J001, 2JOa, S étant un diviseur quelconque de

y(^a) = y(2jpa) =^a-l(^«i).

Ensuite il a observé pourtant Çvoir le même Volume, p. 402»
Zus.àtze) que le théorème n'est vrai que si 5 est diviseur de p — i;
en particulier, il ne peut pas être appliqué aux racines primitives
de /?01, 2?^^ le cas de Gauss excepté.

On peut cependant généraliser le théorème de Gauss-Arndt
pour le module p", 2/?01, et nous nous proposons de le faire dans
ce qui suit. Le résultat est le suivant :

Soit
8=^^...^.

un diviseur de

y(^a) = y(2^a) ==p^(p — i) =^—i q^q^. ..ç^^. . .̂ ..
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La somme des nombres appartenant à Vexposant 8 est

==50 (mod.p01 ou 2 y?0')

5? S ; jo^ est divisible par un carré et

5= (—l)l^(pk) (modjD»), resp. == (y?01—i)^/^) (modî^»),

5î 5 : pk est le produit de facteurs premiers inégaux,
Pour k == o, il est à poser y(i)== i. En particulier^ la somme
des racines primitives de y?", 2 p^ est

si p — i est divisible par un carré et

== (—l^'yC/?*"'1) (mod/?*), resp.==(/>a—i^'y^0 '"1) (modî/?01),

^ 'p—i /^ V est pas.

Démonstration. — Soit ^ une racine primitive de /?", ajo01;
pour 2j901, on doit toujours supposer g impair. On a le théorème
connu : gh appartient à F exposant

ô = y^01) ^ ^ (modp* ou ÎT?"),

alors, et seulement alors, quand ûf est le plus grand commun divi-
seur de h et y^"). Par conséquent,

^•tW», où M/ss/î0 1—1 ' -—7—ï

et a?; parcourt les y(^0 nombres premiers avec y<, et <^ y,' repré-
sente tous les y(yS) nombres appartenant à l'exposant yj. Notons
que

^ — i ^ o (modjD),

car M( n^est pas divisible par p — i . De même

^r(, où N == p^-^(p — i)

et yi sont les ^(jo^) nombres premiers avec/?, et <;j^ donne tous
les nombres appartenant à ph.

Un nombre appartenant à 8 peut être représenté par le produit
de nombres appartenant respectivement aux facteurs de 5 premiers
entre eux. Ce théorème, connu pour le module p, est encore vrai
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pour le module/?01, 2jo01. En effet, l'exposant h d'un tel produit,

gx^. Mi-t-.raMa-4-.. .J'<M(+J;N == gît

a le plus grand commun diviseur avec ©(jo") égal à

^a-l-^P-^-n. . .̂ ^ . . .^;

donc ^A appartient bien à l'exposant S.
Il s'ensuit que, désignant par S la somme cherchée des nombres

appartenant à 8, et par P,, Pg, ..., R les sommes des nombres
appartenant respectivement à ^w, y;, ..., p^, on a

S ^ P i P a . - . R (moâp011 ou ip 9 ' ) .

Soit d'abord m^>\. Les y(yî1) nombres x^ se partagent en
systèmes de q\ nombres

ô 28 ( y i — - i ) 8
a'1, Xt + — — » .TI-+-——» • • • » X\ -h'———————»

^1 Cl ^1
, , 8 , 2 $ , (yi—i)Sx\, a", -»- — » a*i H- — ? * • • î x « -4- —————- »

^1 Cl ^1
• • • . . . . . . • . • . • • . • . . • . • • • • • • • • • • . • • • • • • • • • • • • )

et la somme des nombres provenant de chaque système est s o.
' En effet,

,^^> _. ..̂ (-( )̂ Ml = ̂ M. ^11.
^-M,

^7t _i

Mais SM< : y, n'est pas divisible p a r p — i , tandis que 8M< est
divisible par y?01"1 (^o — i) ; donc

^•i—isso (modjo01 ou a/?01),
tandis que

A M
^« l — i ^ o (moàp).

Ainsi
PI^O (modjo0'ou 2/?01) ;

donc
S s o ( modp01 ou ïp9' \ c. Q. F. i

Supposons en second lieo m = = i , / i = = i , . . . , / = = i . On a

p^^Mi4.^.2M,_^_+^-l)M^ gl^—t^-^^ — l) ̂ ^ ^mod/)<»),
ë



car
^•<7iMi—î == ^5--î == M/?» et ^ i — i ^ o (mod/?).

Dans le cas du modale 2 ̂ a, on voit que P< est pair; donc

P l = ( 2 M 4 - I ) / ? a — I
ou

PI^P»-—! (modîp»).

Il reste à calculer la somme R des nombres appartenant à ph

(o <^ À^a — i). Pour cela on pourrait encore employer la repré-
sentation par les puissances d'une racine primitive; mais on arrive
plus simplement au résultat en développant les nombres appar-
tenant à l'exposant ̂ (mod/?8), d'après les puissances dej9 (1) .

Observons d'abord qu'un nombre appartenant à pk(moàpy•)
appartient aux exposants pk~'^ p ^ ' 2 ' , • • • ? i par rapport aux
modules /^a—l, /^"^ • • • î p ' : i ~ k . On le voit tout de suite en repré-
sentant ce nombre sous la forme ^ylN, N ̂ p^'^^^p — i) de ci-
dessus. Ce nombre (nommons-le mit) doit donc être de la forme

m/^== i -+- M/?01-^, où M ̂  o (modp),

car autrement m/s appartiendrait à i et non à p (mod/^31"^4"1). Si M
satisfait cette condition, m/s appartient bien à p^ (modp01).

Démontrons-le par l'induction. D'abord on voit que m/ç
appartient à ^(mod^01"^1) ; en effet, si ( était l'exposant de
/^(mod/?01"*4'1), on aurait

m\==\ (moàp91-^^)
ou

(i -+- Mp^-^Y == i -h M^-A+ M'/?»-^-*-1 === î (mod ^a-A-i-i) ;

donc M.t s o (nïodp) et, par suite, t ===p.
Supposons maintenant que m/c appartient à /^"'(mcd/?'31"^1"1),

et soit t l'exposant de m/c par rapport au mod^31"^4"71

m^i (modp^^"),

== î finof]/?06-^4-"-1} et t = y?"-1/!.

Mais, d'après un théorème de Gauss \Disqu. Arithm^ art.86)y

donc

( 1 ) Pour cette mjllloic, voir aussi M. FONTENÉ, Sur les modules de la
forme p'"k (Nouvelles Annales^ 4° série, t. VIII, p. if)3).

L. 1 1
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si ^ est divisible par/?71"1 et non par/?7^ on a

•
( i 4- M/?a-A/ _ i == M tp^ ( mod /?a-A-4-«) ;

donc M^p01"^ est divisible par p^-^71 et t=p11. c. o. F. D.
w^ est donc de la formé

m/c === r -h l'i y?^- k -+- iî p^-^+ï -+-...-+- l'A-p01-1,,

où î i peut prendre les valeurs i, 2, . . . , / ? — i et 1*2» • • • ? ik les
valeurs o, i, 2, ..., y » — i . Tous ces nombres sont incongrus
entre eux (modjy01), car en posant

m^ = i 4- l'^a-^ ig 7?a-Â:-n +. .. + i^a-i^

on tirerait de la congru ence

mk — m'^ ==s o ( mod/?01 )
ou

l'i— ^i -1- (l'a — i ' ^ p 4-...-+- ( IA— l'A.)^-1^ o (mod/?*),

que les différences /i — i\^ i^— i^ . .., ^— ^ sont nulles à la
fois.

Nous avons donc à calculer»
R== ^ mk,

it,tï, • • - , i k

où i^ /g, ..., ih varient dans les limites indiquées. Employons
encore l'induction. Désignons par m^ m^ ... les nombres appar-
tenant à/?, jo2, ... (mod^-^, p01-^2, .,.).0na

p-\
y nu =V ( i + 1*1 p*-^') == p — l 4- ̂ «-^(l 4- 24-. . . 4- /? — l) === p — 1

<i=l
(mod/?01-*^1}

et
7>-l

^^2=^ ^(Wl-^-^2/?a-^+l)=^JDWl-^.M/?a-^2s^(/?—I)

<1 /'2==0 l\

(modp^-^î).
Supposons que

^ m/(-^^pk-ï(p —i) (mod/?»^).
<!,... ,/t-l
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II s'ensuivra

P-^
R=^mA:= ^ ^(wA-l-+-4/îa-l)=^^w^-l4-M/)a,

lt,...,t'A_i <fc==0

R===^- i ( jo—i)=y(^o^) (mod/?01). C.Q.F.D.

D^ailleurs, on a aussi
RscE^jt^) (modsjo**),

parce qu^on doit supposer les y^^) nombres appartenant
à ^(mod a/?01) impairs; donc R est pair.

Maintenant les congruences

S ==PiPt . . .P,R (mod^a ou îp^),
P I = — I (mod/?a) ou s^a_i (mod^a),
R=(p(,joA) (mod/)aouîlJDa),

établies, on conclut dans le cas que S : p^ a tous ses facteurs pre-
miers inégaux :

S == (— l y ^ ( p ^ ) (mod/?a)
et

S ==:(^a—iyy(^) (mod-2/?01). C . Q . F . D .


