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SUR LES POLYNOMES ORTHOGONAUX
ET DES EXTENSIONS D'UNE FORMULE DE RODRIGUES ;

Par M. A. AncELEsco.

Dans ce qui va suivre, nous indiquerons deux propriétés géné-
rales des polynomes orthogonaux auxquelles nous rattacherons des
formules qui sont des extensions de la formule de O. Rodrigues :

1
n+ = .
dr(ir—z2) * p3.3...(2n+1)
dan =(=n nA+t

(1) sin[(n + 1) arc cosz].
On sait que, o(x) élant une fonction intégrable et gardant
un signe constant pour z dans un intervalle a, b, les n conditions

b

(2) f o(2) #t Py(x)dz = o,

3

ol 'on donne a ¢ toutes les valeurs o, 1,..., n — 1, déterminent,
a un facteur constant prés, le polynome P,(z) de degré n en z.
La relation

b
f 9(2) Pm(2) Pp(2) dz = o,

pour m différent de n, est une conséquence des conditions (2).
Soit K, (x) un polynome de degré m en x gardanL un signe
constant pour z dans I'intervalle a, b.

1. Nous allons établir premiérement une relation entre le poly-
nome Q,(xz), de degré r en z, satisfaisant aux r conditions

b

(3) [ o(2)Kn Qrzidz =0 (i=o0,1,...,r—1)
et les polynomes de la suite Py, Py, .... Posons pour cela

Klll.(‘z‘) QI'= Alll+l' P/II+I'+ Alll+l'—l' Plll+l""l “+... -+ AOPU'

Il résulte immédiatement des conditions (2) et (3) que

Ag=A;=...=A, 1 =o0;
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il nous restera donc

(4) Kﬂl Qr = AIll—"" Plﬂ+l'+ Alll+l'—1 l)lll+"-“+ cee A" PI"

Ceci nous montre que, si I'on connait les polynomes P,, P, ,, ...,
Prym, on pourra déterminer, en' écrivant qu'un polynome de
degré m + r est identiquement nul, les constantes A,, A,y ...,
A,im et le polynome Q,. Ou bien, si I'on suppose connues les
racines de K, (z)=o et enles désignant par a,, as; ..., au, on a,
en éliminant A,, A.,, ..., A, , entre la relation (4) et les
m autres qui en résultent en faisant successivement z égal a
@y, Uy, ..., 0, dans cette relation :

P.(x) P,ri(x) coo Pron(®) '

(5) Q@) = gt | ) Pl B0 ]-

Pr(“m) Pr—H(am) .o Pr+m(¢m)
S’il y a des racines multiples, on trouve immédiatement le déter-
minant qui doit remplacer le déterminant du second membre de (5).

Par exemple, si a, = a,, on fera alors x = «, dans la relation (4)
et dans la dérivée de cette relation par rapport & x.

Cas particuliers. — 1° Considérons le cas
o(z)y=vV1i—a2 et Ku(z)=(1—a?)r

Les polynomes P, et Q, sont, dans ce cas, des cas particuliers des,
polynomes de Jacobi :

] 1

1 n4+ - 1 + P

—zdn(1—az?) ? =p—zdi(1—a?) :

= — 22 2 . —_ (] — 2 2______)___.
Pp=(1—2) dx" et Qp=(1—2?) dxr

La relation (4) deviendra

1

. el i=2 i
dl‘([—x’)l-kp-‘-z__.'?p‘ d"""(|-—,z‘2),+’+ 3
(6) —azr T L V¥ dz+i )

i=0

Remarquons que le développement de (1 — x2)P, suivant les
polynomes
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fait intervenir les mémes coefficients A, ;. En effet, en multipliant
1

r+
par (1 — x2) *les deux membres du développement

' -—r—i i+l‘+1
(7) (I——z")P:Z Apyi(1— 22) idi(1— 2?) 2
i=0 drt

et en prenant ensuite la dérivée d’ordre r des deux membres,
nous retrouvons la relation (6). Nous allons nous servir du déve-
loppement (7) pour le calcul des coefficients A, ;. Les coeffi-
cients A, ;, ou { est impair, sont nuls, on le voit en changeant = en
— 2z dans (7). Posons, pour pouvoir utiliser des résultats
connus,

(—nr (er+2)(2r+3)...(2r+n-+1)

Pa(@, 1) = n! (2r+3)(2r+5)...(2r+2n+1)
1
et PRI
X (1 — x?) gti"-(l_L_

dxn

le polynome P, (z, r) est (') le coefficient de «» dans le dévelop-
pement suivant les puissancesde « de (1 — 2ax + a2)™71, Alors,
en posant

(8) A k= I (2r+2)(2r+3)---(27‘+2k+1)

(2k)! (2r+3)(2r+5)...(2r+ 4k +1)

Qi

le développement (5 ) deviendra

k=p
(1—2z2?)P= ag Pk (2, r),
k=0

et 'on déduit, en vertu de lorthogonalité des polynomes
P”(.’L‘,I‘),

“+1 ,.+l +1 P+r+l
© akf (1—a?) ’P:k<x,r->dz=f (—a2)  Py(a, r)da.
+1 -1

L'intégrale du premier membre se calcule (2) facilement, et

(') Voir, par exemple, notre Thése Sur des polynomes generalisant les
polynomes de Legendre et d’Hermite et sur le calcul approché des intégrales
multiples, ou, dans la premiére Partie, nous étudions les polynomes plus géné-
raux P,(z,}\), A un paramétre quelconque.

(?) Loc. cit., p. 17.

L. 8
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I'on trouve

+1 1
[ (l—z")’+’P§k(x, rydz

Jy

o 3
— r—+1 (2r+2)(2r+3)...(2r+2k+1) \/ﬂr<r+;>
T r+2k-+1 (2k)! T(r+2)

Désignons par I I'intégrale du second membre de (g). Alors de
la relation récurrente ()

kPyy(z, ry—a(r+4 zk)P!.’;'—-l(z" I‘)-l—()'-l—k)l",/‘ 2(z, ) =0,
on déduit

+1 1
(10) klp—+ (r+ k)l =f (r+2k)zPyj—y(z, r) h—z’)p+r+§dz.
—1

Mais, de la relation (2)
(l -—.Z")P’,k_’(m, I') +()‘k ——l)_.Z‘Pg/‘ l(xs I‘)— 2(k + r)P,[‘.."(J.', 7') =0,

on déduit facilement

+1 1
L : _ k+r )
[' z(1— a?) Py (z, r)dz = Yy | PR

La relation (10) nous donne donc

_(r+k)(p+|-——k)

Ip= /c(r+p+k+l) k-1
d’ou, de proche en proche,
l/‘-=(_l)k("+‘)(r+k2!)...(l‘+k)»
s 3
p(p—r1)...(p—k+1) \/‘"P<p+r+-z-)

(r+p+2)(r+p=+3)..(r+p+k+1) TC(p+r+2)
Par suite, de (9), la valeur de ay,

W2k T(2k+1)
g% T(k+1)

ap=(—1)

r(- 3
T(p+1) T(r=+1) ’*P+;)

“Tp—k+0)Tr+krp+3) 1‘<

r+k+§>
2

') Loc. cit., p. 18.

("
(?) Loc. cit., p. 20.
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En remplagant finalement, dans la relation (6), les A, .k par
leurs valeurs (8) et les différentielles du second membre par leurs
expressions trigonométriques données par la formule de Ro-
drigues (1), nous trouvons la formule

3 S |
P(E) dr(1—a2) TPt
2"[‘<r+p+g) dar
k=p
=2’(—~l)’+"' p(p—1)...(p—k+1)
~ kU (r+k+n)y(r+k+2)...(r+k+p-+1)

X sin[(r + 2k +1) arc cosz].
2° Considérons encore le cas

e(z)=vi—at et Ky(z)=0+2)P(1—2x).

Les polynomes P, seront les mémes que précédemment et les
polynomes Q, seront encore des cas particuliers des polynomes
de Jacobi :

1 1

+p+ +q+

-p—} —g—tdiiiaa) | ia—a) 3

Qu=(1+2) (1—=z) o .

La relation (4) deviendra

1 [ PR
dr(i+x )r+l,+;(| —) 1T N’ A dr+i(y — 7t )' T
(10 P = r+i dzori ’

i=0

relation qui peut étre envisagée comme une conséquence du déve-

loppement

) 1
1, i+r+4-
—5di(1— z?) ’.

dzt

i=p+q _,
(12) U+x)yr(—x)1= 2 Ari(1— 2?)

i=0

La relation (11) comparée & la formule de Rodrigues nous montre
que I'on a aussi

1 1
r4+p+= r4+q+s  i=p+q
dr . 2 - 2
(13) (1+x) d.z-'('l z) = E B;sin[(¢{ + r+1)arc cosz].

i=0

Dans des cas simples, les coefficients B, se calculent facilement a
Paide du développement (12'. Par exemple, si p=1 et ¢ =o,le
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développement (12) se réduira a

3
"’—%d(l—m’)'*—"
dx

(t+z)=1— (1 —x?)

T
2r—+3
En écrivant la relation (11) correspondante, et en tenant compte
delaformule de Rodrigues, on arrive,aprésavoir changé renr — 1,
a la relation

ral r-?
(—1)-1 a-1(1+=z) (1—z) °*
3.5...(2r—1) dxr—1
__sin[(r+1)arccosx] + sin(rarc cosz)
r+u r

2. Considéronsle polynome R, (z), de degré r en z, satisfaisant
aux r conditions

* ¢(=)
) K‘P__(x)ziR,.dx:o (i=0,1, ..., r—1).

Supposons rr > m et posons r = m + n. En multipliant les m + n
relations (14) par les coefﬁcients‘du polynome K,, () et en les
associant convenablement, on déduit que le polynome R, satis-
fait aux n conditions

b
(15) f ¢(x)2'Rpyendr=o0 (i=o,1, .oy, n—1).
a

On aura donc une égalité de la forme

(16) Ruysn=»5Pn+b1Pyry+...+ b, Prppm.

Les n conditions (15) et les m conditions

b
(17) f K?((Z;?)Z"'Rm+nd-’v=0 (i=o0,1, ..., m—1)
m

sont équivalentes aux m + n conditions (14). Si I'on pose alors

I =fb 2(2) pup, da
w,v K,,,(.’L‘) v y

a

on tire de (16) et (17)
P,,(-Z’) Pn+i(~l') o P,,H_,,(.’I,‘)

lo.u lo,n+l e ]o,m+n
Rysn(z) = Iy, | PR e Iy, m+n

Im—l,n lln—l,n+| e lm—-i,m +n
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On a ainsi une expression du polynome R, , (z) & I'aide des
polynomes P, (), Puyy (2), ..., Puyn (2).

Cas particuliers. — Soient
p(@)=(+zPa—a2)p et Ky(z)=0+2P(1—x).

Alors les polynomes P, et R, seront les polynomes suivants de
Jacobi :

Po=(1--z) 1 —z)¥

ar(y 4+ x):H—)‘(I — )P
dxn ’
dn(i—+ x)r+A-p (1| — z)n+p—g
dxn

R, = (1+ )P (1 — z)-#+9

Pour que les conditions (2) et (14) puissent exister, il faut que
h>p—1 et n>qg—1. Dans ces conditions, la relation (16) de-
viendra

dn+p+q (1 + w)n+q+)\(| —_ x)'1+p+y.

(18) (1+z)(1—x)? T
i=p+gq
dn+i(1 + )+ (1 — )i
dxn+i

i=0

On voit immédiatement que cette relation doit subsister quels que
. ~ 1 .
soient A et . Supposens A= p=73; la relation précédente nous

montre alors que ’on a une égalité de la forme

dner+a (1 + )n+r]+;< )n+p+;
’ P I xr 11—
(19) (|+x)p(|_z)q dxn+p+q
i=p+q
= 2 cisin|(n + i +1)arc cosz].
i=0
Indiquons deux cas particuliers de cette formule :
1° p=¢g =1. — Alors de la relation
d "3
2 —p? _"_f'Lx_’)__
zn——:(l z?) dxh
n—i—l n—2+1v
_ n—+1 dr(1— a?) ‘_(n_l)d"-—i(l—'z’) .2
T (2n—1)(2n+1) dx" dzn—?
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qui résulte de la relation ()

Pa(2, A1) = 1o [Pa(z, 1) — Paa(a, M),

o P, (2, X) est le coefficient de a” dans le développement suivant

les puissances de « de (1 — 20z + a2)}, on tire
L
- n -
2 an¢ir —z2) ?
—_ g — —_— N —_—
=0 3.5...(an—-1)(l ) dz"

=sin[(n +1)arc cosz] --sin[(n —1) arc cosz].

En faisant la différence de deux sinus et des simplifications on
trouve une formule qui n'est autre chose que la dérivée par rapport
a z de la formule (1).

2° p=1 et g =o0. — A la relation (18) correspond, dans ce
cas, la relation connue (2)

1
+ =

et
d"(|+a')n ’(1—:1:)'l 2

(1+x) pe
1 '
_1+n ¢i"(l—:):’)"+’__nd"”(l-—.z-’)'l 3
T i+a2n dzn dzn—1 ’
d ot 'on déduit
(— 1) dr(r ) ey
— 1) V+x F—a
. 3.5...(“—1)(""’) ’ dzxn

== sin[(n +1)arc cosz] + sin(n arc cosz)
ou bien
1

. T 1
sin l(n + ;> arc COS.’L‘]
7

1
o pdaen) fa—e)E

Y2 3.5...(2n—1) dzn

formule que nous avons déja rencontrée (3) et qui a été le point
de départ des recherches que nous venons d’exposer.

(1) Loc. cit., p. 19, relation (4o).
(?) Loc. cit., p. 10
(*) Loc. cit., p. 11.



