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FONCTIONS 0(x) DE JAGOBI ET P(u) DE WEIERSTRASS:

Par M. A. Prrrer.

1. Je me propose de déduire les propriétés essentielles de la
fonction P(u) de Weierstrass de I'étude de la fonction §(z) de
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Jacobi, en appliquant la théorie des équations majorantes, que je
commencerai par développer.

PYappelle équation majorante d’ordre m de I'équation

-+ o

/(x) =Z a,zx" = o,

— o
I'équation qui, ordonnée, offre deux variations de signes
2A, X" —F(X)=o,

ou Ap=|an|, et I*(X) est une fonction majorante de f(.r);
ainsi ‘
F(X)2|f(=)] si X=|z]

Supposons que I'équation majorante d’ordre m ait deux racines
positives, X, et X, > X,; et celle d’ordre m, également deux
racines positives X, et X, > X, m, étant supérieur a m; \; sera
supérieur a X,. En effet, on aura les deux inégalités

" n " 7). ¢ .
A X{_)" > Aml X.! 'y -\m, Xt > A, A\ﬁ" )

d’oa, par multiplication,

X;su,—m > x{-:z,—m‘

Pour les valeurs de x dont le module est compris entre \, et X,,

le logarithme de ﬂ:—); JRACI Jp développable suivant les puis-
x Zm

sances positives et négatives de x, car

f("';) = an (I+ .f(x,) - am.’l'ln),

xm a,,z™

SCr) —amam F(X) = AnX™

et une fonction majorante de » Savoir

Ay ™ ~\m \m ’
est inférieure & 1 entre ces limites. Nous poserons
x) .
A P N TR S TIE S

G ne contenant que des puissances positives de z el un terme
indépendant de 2, H que des puissances négatives de x; ces fonc-
tions s’obtiennent par des opérations algébriques.
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: A (z) ; . . ..
De méme ¢ £ ~— est développable suivant les puissances positives
2 )

et négatives de x, pour les valeurs de 2 dont le module est compris
entre X; et X, ; nous poserons

f()

M

=[(l/"l-}*G1+}]|, xr,>|.7‘|> X3,

G, H, analogues a G, H.
Soit

P(x)=av--piz¥1t+...= py

le produit des facteurs binomes correspondant aux racines
de f(x) = o, comprises entre les cercles de rayons X, et Xy, en
tenant compte de leur degré de multiplicité; le rapport

Sf(x)

=) =o(x)

est développable suivant les puissances positives et négatives de x
pour X, >(z)>X\,, car % et [P sont développables suivant les

puissances positives de z pour | 2| < X, puisque les modules des
racines de P(z) = o sont supérieurs a X,, et I'on a

" 1 9(2)

xm

=la,+G+H—1P, Xo> o) > Xy

mais le second membre étant ordonné suivant les puissances de z,
les termes semblables de G et (P réduits entre eux, I’égalité sub-
siste pour tous les autres points situés dans la couronne comprise
entre les cercles de rayons X, et X, car le premier membre est
. R P(x
holomorphe en tous les points de cette couronne. De méme l——i;—l
est développable suivant les puissances négatives de x, pour
| 2] > \y, etl'on a, en raisonnant de méme,
?(2)
DY

‘ p . .
(2) =l(l”,‘+G1‘+l{l——l;;, x\g>|2‘l>k1‘

P . . .
lx—v étant développ¢ suivant les puissances décroissantes de x, et la
l)
v

Les deux formules (1) et (2) sont identiques, sans quoi, par

différence H, — [ — ordonnée, les coefficients réduits.
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soustraction, on en déduirait [z en série de puissances de z, donc
v =m;— m, puis
P
la,,,+G—lP=la,,,,+G,, H=H1——l;:
par suite,

a
P= a_’" e6—6y — gpm—m eH.—-H, ?(w) = @, x™ eG‘+H, X6> I 'z‘I>X‘;
m,
dans le cas ou f(x) est une fonction holomorphe pour £ =o, on
a un théoréme de Weierstrass ().

2. Soit f, () une fonction de méme forme que f(z), conver-
gente pour |z | compris entre X, et X,. D’aprés la théorie de la
décomposition en fractions simples, on peut poser

Si(z) _ Py(z) - ‘Pi(“‘),
S(x) P(x) ?(x)

Xi> x| > Xy,

P, (z) étant un polynome de degré égal ou inférieur a v —1
p1(z)

et =~ une fonction développable suivant les puissances positives
¢(x)
et négatives de x, d’apres le théoréme de Laurent.
Posons
‘?((:)) = Gy+ H,, Xe> x| > Xy,
f1(z)
. = G3+ Hj, X X3,
7(7) 3 3 > X
1) _ G+ H,  Xe>[2]> Xy
e(x)

les H ne contenant que des puissances négatives de x, les G des
puissances positives ou nulles.
On en déduit

P
H,= H,, m=m+ﬁ, X:> |z | > Xy,
%’- étant développé suivant les puissances positives de z, puis

P
Gs; = Gy, Ha='F’+Hs, Xi> x| > X,

() Des équations majorantes (Bulletin de la Sociéteé mathématique, 19gog).

L. 5
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P . . . .
+ étant développé cette fois suivant les puissances négatives de z.
En définitive,
D=6ty X>[e|>X,
et

le module de z étant supérieur a X,,

% = G, — Gs,
le module de z étant inférieura X,.

On peut déduire de ces formules une démonstration de la for-
mule de Lagrange : Sur un mode de séparation des racines et la
formule de Lagrange (Bulletin des Sciences mathématiques
de G. Darboux, 1881). '

3. La fonction de Jacobi, 0(z),
0(x)=l+q<x+i) + gt (x’+ z%) “+...

-
+4 g (2" 4+ L\ -+ — n®ypn
q w") ce.= q ,

— 0

convergente pour toutes les valeurs de z, si le module de g, Q est
inférieur a 1, jouit de la propriété

0(z)=qgmaxmi(grmx).

Les équations majorantes de tous les ordres ont deux racines
positives si Q est inférieur a la racine positive de I'équation
)

3 =Q+Q‘+Q’+..-+Qn’+---1

qui est comprise entre 0,45593 ‘et 0,45594. On en déduit que
toutes les racines de 1'équation §(x)= o sont comprises dans la
formule z = — g*™*!, d’abord lorsque Q << 0,45593, et, par con-
tinuité, lorsque Q < 1.

Observant que 6 (i) =0(x), posons

@ =n+§@+§(;) §>lel>Q
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avec
§(®) =17+ ga@ 4. ..+ gro 4. . .+ |2 | < é,
il vient
e(x) milq+go+g’(q’"'.z-)+(,( ) > |z > ,
7z) g

pour toute valeur entiére, positive ou négative, de m.
Faisant, dans les formules du n® 1, m — o0 et m, =1, il vient

T (1<r) Q,lq’r) 1
T4 —= - z|< =
7= 7 lz| < Q’
T+ L =ze ‘I’l) "(> |x|>—[--
q Q
Ces deux identités donnent chacune
— -7 .
&1= 1— g’ §2= 2(1—¢*)’ ’
— 1 qr
é’n—(—l)" ﬂ(l_-—qg—")-’ LS}

et laissent g, indéterminé. Remplagant ensuite m et m, par — m
et m, on a

P=(z+ q)(\x—'_é)”'(z_"qm_')(‘”"‘;T:zfi);

Gma+G (q‘"" ;T)

d’ou fi 9(z) = gm z—m efoe
ou ennn

0(.2') = eBo(l —+ qx) <|+ %) o1+ qzm—ix) (|+ qim—l é)’

multiplié par le facteur

GG ()

qui tend vers 1 lorsque m tend vers l'infini, z étant déterminé.
Posons e =& (¢); on a, en faisant z =/—1 =1,

0(i)=0(—1)

= ub(q)II[l—l—q’("""'“] =1—2¢%+2q16—2g%+...=0(g*—1),
0

en désignant par 6(g*, z) la fonction 6(z) oul'on a remplacé ¢
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par ¢*. Donc 0(7) est aussi égal a

Jlo(q") I I [[_ qb(2m+i)]‘z;
. 0
il en résulte

Qo(q) = .;!,(,]s)II [r— qz(enu-i)] [1— ghtam+D],
0
Remplacant ¢ par ¢*, puis par ¢'¢, ¢%*, ..., on a en définitive

o (q) =f[(1—q"")-
On en déduit '
0(1) =A(g)(1+g)2...(1+4 gn+1)2, |
0(—1)=dd(g)(1—g)...(1—g+1)2, .,
8(1)8(—1) = Mq)f[h — granco]s,
°

8(g)="0 (é) = 2do(g) (1 gV, . .(1 4+ g2},
0(1)8(—1)8(¢) =2A3(g),
v(—1)=que,  v(—p=—Sase),

' (z) désignant la dérivée de 0(z).

4. Si, dans la fonetion ou { et w sont entiers, le dernier positif

0(ayz) 0(az)...0(ap2)

X(z) =B CreoT

on change z en g%z, elle se reproduit, multipliée par le facteur
9B (2% . .ap)1=a;

@y, %2, ..., @y étant donnés, on peut choisir B de maniére que le

T

A, + A, - Au _ Pi(z)
1+~2q  (+zq) T (1+ag) T (14+azq)H

module de « soit compris entre 1 et — ou égal & 1.

Soit

. . N . I
la somme des fractions simples, correspondant a la racine — 7



— 09 —

de §(z) = o, pour X(z); celle correspondant au zéro — g2m—!
sera

A . A, e A Tom
I+ xg-—tmtl 7 (14 gpg-tmiyr 00 (1+wq—2m+l)p.’ ’

on le voit en_substituant dans la relation

,x,(qzmx) —_ amx(_z-)-’

et faisant tendre x vers — é

Pour |z | compris entre Q et =, soit

Q
X(z)=G(z)+H (%)

. I 1
pOllI‘ |x| compris entre W et QT"Tl, on aura

X(z)=a—m [G(q"”.z“)-&—-ﬂ(—L—-)], QTlu+7>|x|>'Q—nln_—i

gtz
Il vient
»&(@)=G(w)+ﬂ(£). g >lel>Q
% (2) =t [6(gra) + H(12)] F>1=>g
X(@)= rE s H(3) +abigra),  Hm>lel>Q,
(I—‘j;%})fc;(x)—rfe(m 5 >lal,

d’aprés lés formules du n° 2. Posans

G (@) =g + 17+t EnZ o
1 hy hy hn

H<-)=—+—-; A == Al
z x x Zn

Les deux derniéres formules donnent
P hy /a1 —1" .
() 1(“—--—|) +...+hf.‘;.l-;<—;?. —-_-I) o]z >Qy

(+zg)* T q°
P
('+_l(;q)_)‘: =go(1—x)+ g12(1—a"tgh+...

+ gnat(1—a 1@, |2 | < QL.
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Tous les coefficients g, & sont déterminés si « est différent de 1

et son module inférieur a Q-I—, o > |a|. Pour a =1, le seul coef-
ficient de g, est nul; tous les autres g et tous les h sont déter-
minés ; alors la somme A+ A,+ ...+ A, est nulle et g, peut

étre déterminé par les équations

o=G(zy)+H <;‘-)
0
ou

Py () H ('_,};) + G(g*2,),

(1+ o q)lJL +
Z, étant 'une des w racines de I'équation X ()= o, comprises
1 . A o4 :
dans la couronne Q et Q la premiére devant étre rejetée si le
module de z, est égal & =, la série G(z,) étant alors divergente.

Q

Supposons m entier positif. On a

X (z) = am EG(q—""z') +H (%-")] Q1> |z | > Qi
x@=an[oigme) +1(m)]  qm>lel> g
puis
N
avec SR

m=amG(g*"z) +anH (9;'"> .

R, tend vers zéro lorsque m tend vers l'infini, si « est compris
1 I .
entre 1 et o) o >|a|>1. Si |a| =1, Ry tend vers goa™™ et

par conséquent varie avec m si a est.différent de 1 lorsque g, n’est
pasnul; go=A,+ Ay+...+ A, poura différent de 1.

Poura=1,

: Ay : Au
X ()= g°+2 [I + qun—i—l (l+ zgint+i)? et (t+ xqilH—l)p.] ’

et nous avons vu qu’alors A+ A3~...4Ay=0, et que gy est
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déterminé par l’équation

0o = +E i A‘ -+ A’ —+ ..—AP'.__._.
8ot 1+ Zo@tn i (1 zggini) (, T Toq!ﬂ-&-l)p.
z, étant P'une des racines de X (z) = o.

5. Observant que

1 1 - xrqintt
(1+ z gn+iy I+ z g+ (l - z.qzm-l)z

désignons par p(z) la fonction

__xqzn-m
P(m) —2 (I —+ zq~"+l)’

On a
p@ =p(3) =g
Il vient ( () ( )
a(— < 8(ay) 0
e o )
d’ailleurs

— L estun zéro de 0(a, ) et — =L un zéro de 0(£) .
ayq q *

Posons

' I
p(z)=g& (.l‘+ é) + & (x""‘ %,‘) +et gn(x"“' ‘;‘,;) +eeey

(1)
Q‘ >|lz|>Q,
il viént
( p(w)=-—(T_f—_Zq—);+g. (q2x+ -'—)+;..+gn(q’":c"-|¥;:7‘) sy
2) : :

Q3>Ix|>Q1
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avec, pour déterminer les coefficients g, I'équation
—xq 2 bt
(l—i—.‘t‘q)’ + £19*% + 29+ ..
4+ Enq¥ T+ . =T+ L2 X2 ga . ..,

. . . P O
qui a.lieu pour les valeurs de z dont le module est inférieur a 5;
~

ce qui donne
qll
é’n=v(—'l)"nl—_—w°
Les deux fonctions 0 (., ), 0 (;) ont les mémes zéros sans étre
1

identiques, seulement lorsque 2, =—1, ou ¢, ou — g; et il vient,
en simplifiant le facteur dans le premier membre, al’aide des rela-
tions établies au n° 3,

01(]) 02(—[) 03(.—.1‘) 1
q9

4 02(x)
—q 02062 (L) o(ga)0 (2
i 4 (q> q:(w§q> =p(&)—p(—1)
Lor(—n)or(L)0(—qa)o(—2
§ l <q) q::(xg Q) =p(@)—p(1);

. 1 .
faisant £ =1, —1, 7 successivement dans ces formules, elles
donnent

100 =p0—p(z))  HED=p0—p(7);

:4206 (é) =p(1)—p(=1)
et

84 (1) = 05 (— 1) + g (é)

En remplagant p (— 1) et p (1) par leurs valeurs déduites de la
série (1) et p ( -'-) par sa valeur donnée par la série (2), on obtient

des identités qui conduisent a des théorémes arithmétiques remar-
quables (voir C. Joroan, Cours de UEcole Polytechnique,
t. II).
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6. La fonction

(o)

admet les deux périodes 27i et 27ti, avec e™ = q. Elle a un péle-
double au point u = o et n’admet que des termes de degré pair
en u. Le terme indépendant est nul et son développement est de
la forme

1
— +cut+ecut+. ..
u
sil’on prend y égal a
1 > gin
_._..'22 —_—
12 (l — qln)t
1
ou, d’aprés la série (2),
@
1 nq!ll

— —2

12 1— g
1

La fonction (1) est la dérivée seconde changée de signe du loga-
rithme de la fonction

u* s
e—y-’——Cu—c 0 <_ leu>_
q

. . . . . N 1
Cette fonction est impaire si I'on donne a G la valeur —, et sa
O, (_- l)
. . q
La fonction P(u) de Weierstrass, aux périodes 2w, et
2w, = 2%, nest autre que

= T

et 3(u) est donnée par la formule

dérivée est égale a 1 pour u = o si e~% est égal a —

(0] )‘"—‘u’—ﬂu 1 T
c’(u)=———q——'—-——e- Py R Ty 0(__30_(.),).

=0’ <—— -I—>z
q



