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FONCTIONS Q(x) DE JACOBI ET P ( /< ) DE WEIERSTRASS-

PAR M. A. PELLIÏT.

1. .Te me propose de déduire les propriétés essentielles de la
fonction ^(u) de Weierstrass de Fétude de la fonction 6f x) de
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Jacobi, en appliquant la théorie des équations majorantes, que je
commencerai par développer.

.l'appelle équation majorante d'ordre in de l'équation

/(-)=2x) = 7. ̂ /^= o.

l'équation qui, ordonnée, offre deux variations de signes

•>.\,n\^—V{\)^ o,

où Aw==|r t , , / | , et F(X) est une fonction majorante de /(^);
ainsi

F(X)^| / (o7) | s. X=M.

Supposons que Inéquation majorante d'ordre m ait deux racines
positives, X< et Xa ;> Xi ; et celle d'ordre ?ni également deux
racines positives X3 et Xî>>X;{, m^ étant supérieur à m', \^ sera
supérieur à Xa. En effet, on aura les deux inégalités

i Y///-^ A Y7"! \ V7"! ̂  4 Y Ht •A/n A 2 ^> A//^ A, ', .\w, A;{ ^> ^7/^X3 ,

d'où, par multiplication,

X ///1—///•«<. Y7"!——//7

3 > A -2

Pour les valeurs de x dont le module est compris entre Xi et Xa,

le logarithme de :-^-? l " ^ ' 1 ' 9 est développable suivant les puis-

sances positives et négatives de x^ car

f(x) f f{x^-a,nx^\
^^==aw(I"1-—a^—)'

p . . , /'(.r)—«,,,a-^ . F (X)—A, , /X^et une fonction maiorante de ' ——-——? savoir——-—r—;——»" a^-r^ A,,,X^
est inférieure à i entre ces limites. Nous poserons

/ f^. = l a,n + G -+- II, X, > | x \ > Xi ,

G ne contenant que des puissances positives de x et un terme
indépendant de a*, H que des puissances négatives de x\ ces fonc-
tions s^obtiennent par des opérations algébriques.
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De même / ~^~ est développable suivant les puissances positives

et négatives de x, pour les valeurs de x dont le module est compris
entre X3 et X/, ', nous poserons

f ( x }1 '-^r = / ̂ " G! + H!' ^> k i > ̂
G,, H, analogues à G, H.

Soit
P ( X ) == X ^ - r p , X^ 4- . . .- ̂

le produit des facteurs binômes correspondant aux racines
dc/(^)==o, comprises entre les cercles de rayons Xa et X.i, en
tenant compte de leur degré de multiplicité; le rapport

fê-;"'-
est développable suivant les puissances positives et négatives de x

pour X2;> {x) > X < , car p et ZP sont développables suivant les

puissances positives de x pour [ x \ < Xg, puisque les modules des
racines de P(.z') == o sont supérieurs à Xa, et l'on a

(0 l?^)=l aln- G + H - l p< X,> | ̂ | > X,;

mais le second membre étant ordonné suivant les puissances de x^
les termes semblables de G et IP réduits entre eux. Pénalité sub-
siste pour tous les autres points situés dans la couronne comprise
entre les cercles de rayons X, et X.,, car le premier membre est

holomorphe en tous les points de cette couronne. De même / ( /

est développable suivant les puissances négatives de x. pour
| x | > \3, et l'on a, en raisonnant de même,

( ï ) /S^==/^+Gl-Hi--^ X,>M>X,,
p

l—^ étant développé suivant les puissances décroissantes de .r, et la

différence H, — 1—^ ordonnée, les coefficients réduits.

Les deux formules (i) et (a) sont identiques, sans quoi, par
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soustraction, on en déduirait I x en série de puissances de .r, donc
^ == m/— w, puis

^-+-G-^P==^+G,, H==Hi-^;

par suite,

p= aM.eG-G<=.ywt-w6Hl-», (p^^a^^^i-*-", X4>|;r[>Xi;
^/Wj

dans le cas où f{x) est une fonction holomorphe pour ^ == o, on
a un théorème de Weierstrass (*) .

2. Soity< (a*) une fonction de même forme que f(^)f conver-
gente pour \x\ compris entre X^ et X.^. Diaprés la théorie de la
décomposition en fractions simples, on peut poser

/i(.^) Pi(^) , yi(^) x^ i . r ' ->xT^-p^^T^y' ^^^i-^^'
PI (.c) étant un polynôme de degré égal ou inférieur à v — i

et ^1 une fonction développable suivant les puissances positives

et négatives de rc, d'après le théorème de Laurent.
Posons

f—^^G^H^ X2>|^|>Xi ,

^^^Ga+Ha, \,>\^\>\^

y^*2") r _.. u Y ^ ( ^ I ^ Y-̂ y = = G 4 + H 4 , X 4 > M > X , ,

les H ne contenant que des puissances négatives de .r, les G des
puissances positives ou nulles.

On en déduit

I l 2 = = H 4 , G2=G4-h^, X2> | ; r |>Xi ,
p
— étant développé suivant les puissances positives de x^ puis

Ga==G4, H 3 = = ^ - h H 4 , X 4 > | ^ | > X 3 ,

( 1 ) Des équations majorantes {Bulletin de la Société mathématique^ 1909).
L. 5
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p
•p- étant développé cette fois suivant les puissances négatives de x.

En définitive,

et
Î1=G3-4-H,, X4>M>Xi

•p = Ha— HÎ,

le module de x étant supérieur à X:),

— == Gi — Gs,

le module de x étant inférieure X^.
On peut déduire de ces formules une démonstration de la for-

mule de Lagrange : Sur un mode de séparation des racines et la
formule de Lagrange {Bulletin des Sciences mathématiques
de G. Darboux, 1881).

3. La fonction de Jacobi, 9 (a?),

6 ( x) = i + q (x + y +^ (x^ + ̂  ̂ ...
-»-00

^qn.^n^.^ ̂ .,.^^^^

convergente pour toutes les valeurs de x^ si le module de y, Q est
inférieur à i, jouit de la propriété

Q(a-) == ç»»'.ywe(ç2//t.y).

Les équations majorantes? de tous les ordres ont deux racines
positives si Q est inférieur à la racine positive de Inéquation

^- ==Q-^-Q^-4-Q9-^-...4-O re l-+-...,

qui est comprise entre o^SSgS'et 0,45594- On en déduit que
toutes les racines de l'équation 9 (a?) == o ?ont comprises dans la
formule x = — y2^', d'abord lorsque Q < o,455g3, et, par con-
tinuité, lorsque Q <; i.

Observant que 9 (-S-) = 9(a?), posons

^)=^+gw+g^), ^>M>Q,
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avec

Ç(•^•)==^l.r-^-^2.y2-^•...-^-^at/'-^-...-^|a<| < -,

il vient

^)=-î^+^+Ç(îî'»^+(,>(^),Q^>|.|>Q^,

pour toute valeur entière, positive ou négative, de m.
Faisant, dans les formules du n° 1, m === o et m< == i , il vient

.̂.̂ S-ï»-, ^ ̂ ,

.^...î(.fe)-S©, 1.1^.

Ces deux identités donnent chacune

^=T^î- ^——Î^T)' •-

^-•^Tr^w ••"
et laissent ge indéterminé. Remplaçant ensuite m et w, par — m
et w, on a

p=(a.+y)(a.+^)...(^+^-.)^+^);
ç(.F)=y".•^^^lî'"ï)+gM•),

d'où enfin

6(.r) == ^0(1 +y.r) (i-t- ç) • ••\I4-y2/w- la•) (i-t-y2^-1 - l•)ï

mulriplié par le facteur
^(72'^)+Ç(<71^)

qui tend vers i lorsque m tend vers Pinfini, x étant déterminé.
Posons e^ === cAo ( q ) ; on a, en faisant a? == ̂ —\ == î,

e ( ( ) = e ( — o
00

= <^(y)TT[i+^w-n)] =s i-2 y*4-ay16—aç»6-»-..,.=== e(^--i),
0

en désignant par 8 (y», x) la fonction 9 (a*) où Fon a remplacé q
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par y4. Donc 8(î) est aussi égal à

w
^(^TÏE1—^2'"'^]2;

il en résulte
00

Jl,(y)= ûMy4) TT [l —— ^2(2^+1)] [i __ y4(îW+l)].

0

Remplaçant q par y1, puis par y16, y6 4? ..., on a en définitive
00

oM^fFi-y2'").
i

On en déduit

6(1) =<Â,(y)(l+y)2...(î-+-y^-H)2...,

9(—— I) = ̂ (q) (I —— y)2. . .(I -^+1)2. . ̂

oo

9(i)6(-1) = ̂ (y)J][i - ̂ »+')p,
0

e(y)=e(-) =2ji,(y)(i+^)2...(i-i-y2^,

e(i)e(-i)e(y)=2^(y),
ô^") =çJl,3(y), e /(-y)=--Jl.3(y),

O^.r) désignant la dérivée de 9 (a?).

4. Si, dans la fonction où jî et [JL sont entiers, le dernier positif

(̂,)=^^«î .̂̂ î ,
on change x en <72 a*, elle se reproduit, multipliée par le facteur

y2P(aia2.. .a(j .)-i=a;

a,, a2, ..., ap. étant donnés, on peut choisir ji de manière que le
module de a soit compris entre i et ^ ou égal à i.

Soit
Ai ^ A^ ^ ^^ A^ ^ Pi(-g}

i-+-a?y ( i4-a?gr)2 • * * (j-^-a<^)(J. (i-ha?^)?-

la somme des fractions simples, correspondant à la racine — ^
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de y(;r)=o, pour <X(.r); celle correspondant au zéro —y2w-<
sera r ^ > A» i i A^ 1^.

Li-t-.ry-1'"4-1 (i-+-.yç--17"-4-1)1 '" (l-+-;^•y-tTO+l)lAJ '

on le voit en^ substituant dans la relation

.X(yîw;y)= a'^O),

et faisant tendre a* vers — -•y
Pour | x \ compris entre Q et /. » soit

c)£(.r)= G^^-Hf^};

pour | x \ compris entre ^^_^ et o,^^» on aura

.X(^=a-[G(^^)+H(^)]. ^>|^|>^.

Il vient

36(.c)=G(a-)+H^), ç > M > Q,

.X;(a-)=a-«[G(î^)+H(^)], ^>|a.|>^,

^^^(^^^^"(ï)4-^^^ ^^-l^Q-
Pl(a-) ,_io/ l \ H / ' 'V l-rl-> I(I^)^"1"^;--11^1 I^-OQ'

(ï^)?-^)-01-10^)1 i»3''-
diaprés lés formules du n0 2. Posons

G (a?) ==^o +^ia'+...+^n.y»-l-...,

u / I \ A! . A» . i- An _i-H l — l == — •+- —• -4-.. .-4- —- -+-....
\ X / X X1 Xn,

Les deux dernières formules donnent

o^=^(?-0-••-^(^-Q+•••'-'>^^^^
^^=^(,-,-tH.^(i-«-.î.)+...

-<- <$•« 3"»(i — «-«g»» )+... I.P | < Q-«. .
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Tous les coefficients g^ h sont déterminés si a est différent de i

et son module inférieur à ^ * -^. "> \ a j. Pour a == i, le seul coef-

ficient de gQ est nul ; tous les autres g et tous les h sont déter-
minés ; alors la somme A, -+- Aa + . . . 4- Ap. est nulle et g-o peut
être déterminé par les équations

o= G O o ^ + H (-1-}
\^o/

ou
0 = ̂ zT-d^ + H (i) -1- ̂ ^

XQ étant Fune des y. racines de Féquation eXï. (x) == o, comprises

dans la couronne Q et „ > la première devant être rejetée si le

module de XQ est égal à ^» la série G(^o) étant alors divergente.

Supposons m entier positif. On a

<%(.r)s=a^ rG^-^^+H/â2^], Q2^-i > | x \ > Q2'"+i,

^)^n^G(^^) 4-;l(^)], ^>M>^,

puis
n=m—1

X.(.c)= ^ [,+a-yî»+i-^(i+a-^+i). ̂ ••-'-(i+.cyïn+i^l a'"+R"•
/l==—W-t-l

avec
/ aïm\

R^= a-^G^^.^-ha^H ( ï— )•

Rw tend vers zéro lorsque m tend vers Finfini, si a est compris

entre i e t ^ ? _ : > ) a | > i . Si | a | = = i , Rw tend vers g^ a"^ et
par conséquent varie avec m si a est-différent de i lorsque ge n^est
pas nul ; g'o = A| -h Aa +..,-(- A^ pour'a différent de i.

Pour a == i,
+00

<y, . _ ^ f Ai ___Ai___ ___Api. "|
^(a7}~" g^Zà [Tr^q^1 (i-+-.r^+i)2 '+'- ••"^(i-t-a'^^^J '

et nous avons vu qu^alors A(+A2-(-.. ,-+-Au,== o, et que ge-esl
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déterminé par Inéquation
-+- oo

•2[ A* , A» , . •• A^
0 ^^jLLi+^oy2'14-1 "+-(i4-^y2/t+l)â "^""^ (l+.yoÇ1'14-1)^

— •o

XQ étant Fune des racines de eY- (a?) == o.

S. Observant que

____l____ ___i___ _ — xq1^1

(i-t-.^2^1)2 ~~ î-+-.rçrî/»-+-i ~ (i 4-.y^2't-+-l)î î

désignons par/?(.r) la fonction
+a6

. . V^ ——a.y2»-H
D(X^ == 7 ——————-——————J l v / ^(i-t-a-^-1-1)2

On a
7?(.r)s=7?^^ =^(yî^

II vient

^ '-(-7) "-^'fâ „„ . .).
^ B / - 2 1 ! » / I ^ e1^ v a^/

v 1 ^ l - 1 '~~ '——" î\ q 1 \ a-\q/

d^ailleurs

^(-.7?)-'(-i1)-
— -l— est un zéro de Oj fa , x} et — al un zéro de 9 ( x-} •aiç \ ' / ^ \ai/-I— est un zéro de Oj fa , .r) et — al un zéro de 9 ( x-tiç \ ' / ^ \ai,

Posons

P(^)=^i(^+^)-+-^(^+^.) -+---+^(^+^)+-'-»

^ > 1 - 1 > Q ,

il vient

<^
^^) =-^-%î ̂  (̂  s) -+-•+^(?l't^ i;) +•••>

<5,>M>Q,
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avec, pour déterminer les coefficients g^ Inéquation

- (ïf^yi + ̂  ̂ •y + ̂ ^•rl4-• •
-^ gnq^^ •4-...= ^l.y+^2^2-^.- .+^/t;^"t4-. . .,

qui a.lieu pour les valeurs de x dont le module est inférieur à —,
ce qui donne

^==(-i)^^i^.

Les deux fonctions 9 (a< a?), 9 ( — ) ont les mêmes zéros sans être
identiques, seulement lorsque ai == — i, ou y, ou — y;e) / il vient,
en simplifiant le facteur dans le premier membre, à Paide des rela-
tions établies au n° 3,

e»(i)e^i) eî(^) / i \
——4——-i^-^^W

-^(oe^i) e(^)e(î)
——4—— o^)-^)^-^

y e^-1) 02 fl-} e(-- y.c)e f— î\
4 w e.(^ ^-^^-^O-.

faisant , r==i , — i , - successivement dans ces formules, elles
donnent

^(,)^(~,)-p(^), ^.)=^)-/>(^

^e.(^=^(i)-^(~.)
et

e*(i)=e*(-i)+ye4^).

En remplaçant p (— i) et p(i) par leurs valeurs déduites de la
série ( i ) et p ( — l par sa valeur donnée par la série ( 2 ), on obtient

des identités qui conduisent à des théorèmes arithmétiques remar-
quables (voir G. JORDAN, Cours de VÉcole Polytechnique^
t. U).
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6. La fonction

<i) p(-^e^-.y

admet les deux périodes 2^1 et awri, avec e^= q. Elle a un pôle
double au point u == o et n'admet que des termes de degré pair
en u. Le terme indépendant est nul et son développement est de
la forme

—^ -4- c M2 -+- <?i u* -+-...

5i l'on prend y égal à

±-.y ^\ ,
1 2 ^(l—Ç^)^

ou, diaprés la série (2),

JL—îV-ZLî2!..
1 2 ^ i— gîtt

La fonction (i) est la dérivée seconde changée de signe du loga-
rithme de la fonction

—yî^—CM—C' / I \
e J î 6 ( — - ̂  ).

\ fl 1

Cette fonction est impaire si Fon donne à G la valeur 1-, et sa

dérivée est égale à i pour u = o si e~^ est égal à — ——^—-•

,''(-ï)La fonction P(^) de Weierstrass, aux périodes 2(o< et
2(x) 2=== 2co< T, n'est autre que

^—^[pÇ-r^)^]'
«et ^ ( u } est donnée par la formule

W1 , Wl / TC»<\
tf(«)=-—y——eW '-î^"e(-le^).


