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SUR LES COURBES RECTIFIABLES;
Pir M. M. WEgiLL.

Nous dirons qu’'une courbe est rectifiable lorsque, z et » étant
exprimés par des fonctions élémentaires d’un paramétre ¢, l'arc
de la courbe s’exprime aussi par des fonctions élémentaives de ce
paramétre.

I. Partons de I'équation
U+ o2 = gm
dont la solution est donnée par les formules
w—+oi=(z2+ Bi)m,

—_— 2 —
w=am— C},a2m=2324

g = C%mq}mdp _— Cgmazm--a 1{33+ ..

Si o et 3 sont des fonctions de ¢, posons

udt = dr,

v dt = dy,
d’on

ds = z™ dt.

La courbe est donc rectifiable si les intégrales

fzt dt, /‘v de, fz"' dt

peuvent se calculer. En particulier, si « et 3 sont des polynomes
cn ¢, nous aurons une classe de courbes unicursales rectifiables;
en prenant le cas le plus simple

w=1—12, v = at,
nous aurons
15 13
r=1t— <5 =2 s=t+ 5«
;’ e ) - 3

On peut généraliser, en posant
w=(1—1)¢(?), v =2te(2),

@ (¢) étant un polynome; on peut opérer de méme, en partant des
valeurs générales de u et ¢; nous avons ainsi des classes trés
étendues de courbes unicursales rectifiables.,
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Considérons de méme une courbe gauche définie par les rela-
tions )
w =ar4- P22
v =2ay,
w = 2fv,
et posons
dz = (a2+ 32— y¥)¢(t) dt,
dy =22y ¢(2)dt,
s =23y9(t)dt,
il vient
ds = (2 + B2+ y2)0(2) dt;

et, si o, 3, v, © sont'des polynomes en ¢, nous aurons une courbe
gauche unicursale rectifiable ; plus généralement, si o, 3, v, © sont
des fonctions telles que z, y, 5, s sont intégrables, nous aurons des
courbes rectifiables.

Nous allons donner des exemples de courbes planes, en général

non unicursales, et rectifiables :

1° dz.=_df_, dy=_ﬁlt_,
Vit e Vi+ 2
d’ou
ex 4 e~ r
s=1, _7:———-2——-.
2° dr = 1+ 2 de, dy =y/1—t dt,

x:%L(l+;/|+t’)+%t;/l+ﬁ,

1 [ —_—
= —ar - — 1
y 23ICCOSZ—I—21‘/I 2,
s=t\/‘;.
30 dr =1+t dt, dy =—/1—tdt

d’ou la courbe bien connue, unicursale,

o e—, ady =

(YA ] t”
.z‘=-;—‘/t(l+l)——%]_.(;/i+\/-l——:—t),
_y=2\/?:——t, s=1.

5° dm=\/1+f(t).‘dt, dy=\/.l+f(t)dt,
ds'=dt /2,
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ou encore

dzr = (Vi+f + /1= f) dt,
dy = (WVi+f—V1=F)dq,

ds = 2. dt.
Exemple :
dx:‘/[—}—-li(lt, (l_}’:\/l—-lz([t,
x =yt +1)+ L (Vi1 + 1),
= VI 4 L (i V).
¢
6° dr = ———dt dy = dt
,_——I-i—l ) 'y —’ )
on trouve
1:3;3—2;, z—-?‘)‘ﬁ:
3 1+ A2
e
y=—((.3—zu u__(]l_*_)\)z‘/z,
S:\/’—t-x =1— 37
2
courbe unicursale.
, dt tdt
/ =T =Tip

1
x = arc tangt, y= ;L(l—i—t?),

s=L(t+ 1+ 2), .
et, en général,
dt tde
dzr = ————, dy = —_——y
(1 2)r (r+22)p
dt
ds

= G+ e)epi ;

il y aura lieu de distinguer la parité de p.
8o

dr = ‘/tdl_' dy = —-—i———,
T+ yY1—¢ (+t)y1—¢
x:—z'arcl.ang\/l—:—l “+ ‘/Earctang‘/I

__Va Vawvime
T Ty A vise

—¢
2t

§ == arc cost,;

ainsi 'arg s’exprime par un arc de cercle.
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1. Considérons une courbe définie par les équations

(1) xsing +y cosx = f(x),
(2) xcosa— ysinz = ¢(a),
d’ou

dst=[(f —g)=(¢'+ )] da*.

Si la parenthése est le carré d’une fonction de 2. on trouvera des
cas nombreux de courbes rectifiables.
Exemples :

L S — o =coszcosmz,
¢+ f=sina cosma,
d'on
/"4 f=— mcosasinmaz,
on en tire

sin(m <+1)x N sin(m—1)a

J = 20m +2)  a(m—2)
m . . 2
o= sinmasjina 4+ ———cosmz cosx,
m?— m:— 4
M SN M Cos2a — 2 COSMzSsinaz
V= T )
m=— 4
msinmasinad -+ 2cosmacosaz
r = > 7 ’
m=— 3
(.
§ = -——sinma.
m

On a ainsi une classe de courbes rectifiables, unicursales si m
est rationnel, le cas de m — 2 étant excepté.

2¢ On peut, plus généralement, poser

cosx[0(2)],
sina [0(2)],

Il

f—o0
¢+ f

S f=0(=z)¢eo0sz,

i

d’on

équation diftérentielle plus du moins facile a tégrer selon la
forme de 6.

Prenons le cas trés simple ot 'on a
0=m =%

d’ou
1"+ f= mcosa,
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d’ou

m .
= —asinz,
2

m, .
o= (sina — a cosz),

I

m

)

Comme autre exemple, en partant de I’équation

w—+pi= (1+ ai)tm,
on aura, pour m =1,

u=1-—22

0 =20
prenons
fl—? =1—al
¢ +f=2¢
d’ou
S'+f=o,
f=Asina+ Bcosa,
2 =Acosa— Bsinz + a2?2—1,
a3l
s = %+ 3—;

la droite représentée par I'équation (1) passe par un point fixe, et

la courbe est la podaire de I'enveloppe des droites représentées par
Péquation (2).

Pour m = 2,
u=1—622+ at,
v = fx— a3,
ff—p=1—6a2+ 2%
o + f=fa— 423,
[l f =82,
J=—28x+ Acosz+ Bsing,
[

=—9g—+622—a*—Asinx + Bcosa,

et ainsi de suite.
3° Partons encore de I’équation

1 vi = (14 ti)m
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et faisons ¢ = sina, il vient, pour m =1,

u=1—sin%a,
v = 2sina,
d’ou
S — 9 =1—sin2ga
¢'+ f = 2sina,
ds = (1 -+ sin2a) da.

On a

ST+ f=—sin2a+2sina,
d’on

.
f=—acosa+ g sim2a,

1 . I
@ =——— oS+ asine + —~
2

g cos 2y,

§ = = T; sin2a.
Ainsi, 'arc de la courbe s’exprime par un segment de droite et
un arc de cercle.
En donnant a m les valeurs 2, 3, ..., on généralise facilement.
On obtient une généralisation trés étendue en remplacant dans
les équations précédentes a par pa; ainsi, on partira de

w0l = (1L + ti)m
avec £ =sinpa; il y aura donc une double infinité de solutions, a

l'aide des entiers p et m.
Prenons, par exemple, m = 2, p = 2, il vient

S —o=1—6cos?2u + cos*21,
o'+ f =4 cos2a — 4 cosd2a,

d’ou
Sf'+ f=—sin8a —cos6x +10sinja + cos22,
On en tire
S $ 00524 — = 5in 2 + o= €086 2 + ~=sin 8
=— —_ - ) —sin8a
3 3 35 63

et de méme o, puis
4
s = 191—!— 3sin21+ ! in 4 2
3 4 3a T
Nous avons ainsi une courbe unicursale dont ’arc s’exprime par
un segment de droite et un arc de cercle.
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Le cas plus simple de m =1, p = 2, avec le sinus donne’

f lsinzaz+ ls'n4
=— - =Ssinjx
N 2 8' ’
I
¢ =— — —c052%,
2
3o 1.
§ = — — =SIn24.
P} 4

4° On obtient encore des courbes unicursales dont l'arc s’ex-
prime par un segment de droite, ou par un segment de droite et un
arc de cercle, en partant des formules

S '—e=cosma(Asinpz+Bginp'a + Ccosp”x+ Dsinp”a + 1),
o f=sinma(Asinpr ... +E).

Remarque. -— Si dans les formules géndrales

zsina+ ycosz = f(z),
wrcosz—ysina=¢(a),

on a ¢ =7f', la courbe n’est autre que I'enveloppe des droites
représentées par I'équation (1), et 'on a

ds =(f"+ f) da,
s:f’+ff(a)d1:

si donc l'intégrale peut se calculer, on a une courbe rectifiable,
résultat bien connu.

III. 1° Prenons
dr = (sinma) f(a) dz,
dy = (cosnia) f(a) dz,
d’ou
ds = f(x)dx,
courbe rectitiable si f peut sintégrer.
Soit, par exemple,
S[=rsinpa,

on a une courbe unicursale dont I'arc s’exprime par un segment de
droite: si 'on prend f = cosPa, on a encore une courbe unicursale
dont I'arc s’exprime par un segment de droite si p est impair; et
par un segment de droite et un arc de cercle si p est pair.
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On peut aussi prendre

dz = (sin maz + sin pa) cosPa dz,
dy = (cosma + cospz)costa da,
d’ou

m —
ds = 2cos =Ly cospa dx,
2

et d’autres analogues.

Partant de
dz = () cosma + 1 cospa) da,

dy = (X sin ma + psin pa) da,

il vient
ds?= (N + p*+ 2ipcos(m — p) da?
Posons
. (m—p)la=2¢e.
Soit Vellipse

z? ‘ 2
(p+A)E 7 (p—2X)
_ T =(u+A)sing
y = (1 — %) cosg,
do? =22+ %+ 2Au cos20) de?.

— 1= 0,

On voit que la courbe définie par dz et dy a méme ds que
I'ellipse.
On peut généraliser en prenant
dz = (sin ¢(a) f(a) dz,
dy = (coso(x) f(a) da,
d’ou
ds = f(2) da.

2° Partant de 'équation
w—+ ol = (14 ti)m,
qui donne la solution de I'équation
U2+ 0= 32
et. en prenant le cas le plus simple m =1,
u=1—1? ¢ = 2t, s=1+4 12

posons

11— ¢ 2t
dt, dy = dt

14 12 : [

dr =
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d’ot s = ¢; la courbe définie par les équations

r =—(+ 2arctang?,
y=L+2)
est donc rectifiable.
En prenant m = 2, on a

u=1—602-+1t",
v = 41— 413,
d 1— 642+ 1+ _ jt—4

.1‘:——1'[/,

’ dt,
(14 12)2

W=y

s=1,

courbe rectifiable; I'intégration est tres facile, car, en posant

<
tang 5 =1,
ona
cosjo d sin ;¢ de
d. 'z :P (l_)'———J?T'-a
cos? & cos2 L
B 2
4
s = tLang ‘-
g,
On peut donner a m les valeurs 3, 4, ... ct Pon aura des résul-

tats analogues.

3° Dans les fractions qui définissent dix et dy, remplacons ¢ pur
une fonction de ¢; par exemple, en prenant m =1, remplacons ¢
par cost, il vient

1— cos2¢ 2 ¢os !
dr = ———— dt, dy = ————di,
1 -+ cos?t v 1 cos?¢

s=1,

courbe rectifiable nouvelle; en posant

cost = u,
on a

$ = arc cosu.

Il serait intéressant d’étudier les transformations qui donnent
des courbes algébriques.
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IV. En coordonnées polaires, on a

ds?= de?+ 12 dw?,
Seoit
da=(f"—¢)dw, sdw=>Vf3 du,
d'ou
ds =(f" ~2')dw.
On doit done avoir
(f—5»=4f"¢,

équation difféventelle a deux fonctions inconnues.

Y

Nous particulariserons le probléme en donnant a = certaines

‘

valeurs, ou en établissant une relation entre f'et 7 :

1° Prenons 7 == w, nous avons I'équation différentielle

. af
(f——(-))’_ ';1(—0.

w

2° = =2, On rouve, en posanl 3 = ev?,
o 4hs(a+3)?
T T hi—=a)
21 4+32) (14 3)?
- (1— 3)*

’

=12 On rouve

2 :/2,

© \/l—!—t).l_' i Vi+a2l—1
— = — - 1. »
2 ‘ Vi ot 41
s = (242l

4° f=10¢P.Soit p =2l -1, il vient

v =Ar—1,
aypith rdt
(/w = ey
120 —
s = (P4 .

Résultats analogues si p cst pair.

V. Une courbe étant donnée, on peut facilement trouver une
infinité de courbes dont I'arc s’exprime par I'arc de la premiéve.



Nous partirons de I'identité

(ado— bp dw)? N (apdo +bdg)?

24 02 dw? =
dp?+ ¢t dwt= at+ b? a?-+ b?

Supposons que a et b soient des fonctions de w, et posons

o _adp—bgdw
o Var+ b2

o) dwy = asdo+bdp,

: N S

nous définirons ainsi une courbe qui a méme ds que la premiére,
quelles que soient les fonctions « et b.
En particulier, on peut prendre

a = sin [o(w)],
b = cos[o(w)].
1° Soit Vellipse
I
1—ecosw’

e

prenons
a = cosw, b = sinw,
il vient.
— sinw dw
doy = ————,;
(1—ecosw)
cosw — e
dyy = ——-odw
Pram (1—ecosw)? '
d’ou
I
o=

e(l—ecosw).

w 2 arc tan 17 ¢ tan w>
0] = — W ~— ————— ar —— —
o Vi— et g 1—e’ £3)

les équations définissent une courbe qui a méme ds que lellipse
donnée.

2° Soit la courbe
¢ = CO0s2Ww.
Prenons
a=sinw, b= cosw,
il vient
dpy= (—2sin2w sinw — cos» cos2w) dw,

p1dwy= (coszwsinm — 2sin2n cosw) dw,
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d’on
. 2 .
g1 =—Ssinw — gsm“w,

9

w=—3w— > cotangw.

Ces équations définissent une courbe qui a méme ds que la
courbe p =cos2w; je dis que cette derniére courbe a méme ds
qu’une ellipse. En effet, considérons, plus généralement, la courbe

p = cosmuw.
L’ellipse
24 mryr=1
a méme ds que la courbe; en éffet, on a, pour la courbe
ds?= (m?sin2mw + cos?mw) dn?,
et, pour l'ellipse, en posant

r =sinmow,
my = cosmo,
la méme valeur de ds.

3° Soit la courbe
p=Acosmw—+ Bsinmuw;

je dis qu’elle a méme ds qu’une certaine ellipse. En effet, en faisant
tourner I’axe polaire, on raméne I'équation a la forme

o =Kcosmuw,

et 'on est ramené au cas précédent.

4° En coordonnées rectilignes, considérons I'ellipse ayant pour
équation

d'ou
x =Kcosz, y=Lsina,
ds? = (K?sin?a + L2 cos?a) da?.

Multiplions par sin?ma + cos?ma, il vient

ds?= (Ksinasin ma — L cosa cosma)? da?

+ (Ksinz cosma + L cosz sinma)? da2.
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Posons
dz,= (Ksinasin mz — L cosacosma) da,
dyy= (Ksinzcosma + L cosz sin ma) du,
d'ou
S . K+ L .
22y = sin(m--1)a -— ——sin (m +1)z,
m—i m -1
2y =— l—(i—]icos(m +1) % - -l\————l—‘cos(m. —1)a,
m-1 “m—1
ou

zy=Asin(m -+ 1)z - Bsin (m —1)2,

yi=Acos(m—+1)a--Bcos(m—ri)a.

Ces équations définissent une classe de courbes unicursales (si
m est rationnel), qui ont méme ds que l'ellipse donnée.
En particulier pour K = Lm, on retrouve la courbe

A w .,
p=LSII‘I<-—~- — ——>, ou p=Lsinm'w.
m m
5° On peut, par bien d’autres procédés, obtenir,des courbes
ayant méme ds qu’une courbe donnée.
Soit I'ellipse définie par les équations

S s ol
=TT VTV
d'on
b2 15+ (@t 2 b2) 2 b2 - b 1 peyp] .
PRI it ok Cohank L Uk PO P ool Lol P72
(v 22) (1+¢2)2 (1+r2)*
Posons
- 20 di
ST
FVar— bt tdt
dy) = —————)
(1 £2)2
doa
ay=2barctang?,
2¢
n==1ra

Ces ¢quations définissent une courbe qui a méme ds que ellipse.
Soit encore Pellipse définie par les ¢quations

y=t, & =y1— mi,

dst = di® [ 1 N (m=_m.')/zJ )

[—mi® "’ L—mt?

d’on
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Pasons
22— m
l’.Z‘,: ——:—;’-j——l_——_, d_}’|= Ld-ﬂ—‘—"‘__m,
) Vi—mi2 Vi— mi?
don
= \/m-- V=™ Gin (21y/m),

et la courbe ainsi détinie a méme ds que ellipse.
Considérons encorve Phyperbole définie par I'équation

y=2
d'onu
ds? = da? ,‘z".-
Posons
dr, = !;;'d.r, dy,=
d'ou

oo
Y= eViq-e Vi
Cette courbe a méme ds que I'hyperbole.

6 Une courbe étant détinie par les équations
dr = f(t)dt, dy = ¢(t)dt,
don

ds2=( f2+ ©?) dt?;

«orent A et B deax fonctions de ¢.

On a
. (fred)(\N2-B2) G- D2
(ls ‘\’v_ B’ df m(l( N
eten posam.
C t
dr| = ———)
VAT B
dyy = D d¢

J/ArL B i

on délinit une courbe nouvelle qui a méme ds que la premiére..
Soit, par exemple, la parabole

lu‘(‘nmls
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d’on
A2 B2= (14 12)2;
on en déduit
x =—5t+ 6arctangt,
yi=—+3L(2+1)

Cette courbe a méme ds que la parabole.
VI. 1° Soit ‘
dr = (1— sin?22) cosa da,

dy = 2sin2a cosa da,

d’on
ds == (1+ sin22a) cosz dz.
On déduit
. 1. | S [
x = —sine + —sinja + —sin3a,.
2 20 12 ’
1
y=—§cos31—cnsa,
3 . ) |
§ = —sina — — sin3 a2 — —sin5a,
2 12 20

courbe unicursale rectifiable.
La généralisation est évidente.
2° Soit .
dz = (1— mtang?ra) costt+2r'a da,

dy =2 y/mtangra costr+2r'a da.
d’on
ds = (1+ mtang?ra) cos?P+3'q da.
En disposant de m de maniére que dans I'expression
(cos?Pa — m sin®r o) cos??' a,
il n’entre pas de terme indépendant des cosinus, on aura une
courbe unicursale dont I'arc s’exprime par un segment de droite et
un arc de cercle.
Ainsi pour p=1, p'= 2, on trouve m = 5.
3¢ En partant de I'identité
f! -+ ?! —_ .;,2

et prenant
dz = f(t) dt, dy = ¢(t)dt,

on peut remplacer, dans f ou dans o, la variable ¢ par une fonction
de ¢, on aura une nouvelle courbe rectifiable comme la premiére
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st les fonctions sont convenablement choisies. Ainsi, prenons
dr = (1 — t?) dt, dy =atd:

et remplacons ¢ par £2, il vient

dry= (1—1t*)dt, dy,= 22 dt,

d'ou
o #
.Z'|=t-—~—5-’ y1=2§-,
t5
S =+ =

i
De méme, remplagons ¢ par sin¢, il vient

dr = costtdt, dy=a2sintdt.
ds = (1+ sin?t) dt.

d ou
t sinat
X = - -+ — Y =—~»cost,
2 4
sina2t
s=3t— .
4

On peut aussi se donner y en fonction de ¢; ainsi

y=2f(t), dr=(--f")dt,
ds = (1+ f'*) dt.

On peut se donner f’, c’est-a-dire la forme de ds, et en déduire
zety.

4° En partant d’identités plus compliquées, telles que la sui-
vante :
(1— 6824 4)2+ (4t — 413)2= (1+ £2)*,

on aura une courbe unicursale rectifiable, mais on peut aussi
écrire

1— 622424
da=—=z
_ft—4B
Y= T

d’ou
ds = (1= ¢2) dt.

Partant de méme de 1'identaté

(83 —3t)2+4 (32— )2 = (1 + £2)%,
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eny remplaqant (2 par ', et posant

26— 3¢ 3ti—1
= e— dlt. ly = 1
z (v vy YEwnaw b
il vient

ce qui est le ds de ’hyperbole xy —1.
5* Partant de 'identité¢
G582t = (2 — 13)2 4 (3 E)
Posons
dr = (»— () dt, dy = 3tdt,
ce qui définit une courbe unicursale C.. Posons

dry=§+s02dt, dy,=tdt,

ce qui définit une courbe C’, transcendante.
On peut encore écrire

b5+ th= 4+ 2(5 - 12).

Posons
=10 \/;)-
el
dry= o dt =2 db /5,
dys =501+ 62,
Jdoun
Za= 21,
3
5 12\ 2
Y= ',5 (l -+ ?) s

courbe unicursale C’. Les trois courbes ont méme ds.

VIL. 1° On peut obtenir facilement des courhes gauches recti-
fiables cn partant d'identités telles que

) ()=t 2124 1.
n effet, posons

de = 2 dl, dy = /2t dt, ds = dt,



il vient

nous aurons une courbe gauche rectifiable.
Considérons Videntité

+ 32 = 2 .,\2 3/ - 2 2' _).
U+l 1=+ =) =5 (+5) + 50
X 2 4 3 3

pUS()IlS

dx=<tf+'-)dt, d =ﬁ<t+§)zll,
2 2 ]

b
ds = \/ 5 odt,
)

ds2= (L' 4 3+ ...)de.

il viendra

D’autre part, écrivons
duey=t\/e2+t+1dt,
dyy=yt+1dt,
nous définirons ainsi une courbe algébrique plane qui aura
méme s que la courbe unicursale gauche.
Résultats analogues avec dautres polvnomes du quatrieme degré.
2° En géncéral, en partant d’une identité de la forme
X2+ Y24-Z2= U4+ V2,
on aura une courbe gauche et une courbe plane qui aurent
meéme ds; par exemple,
(B2 a2+ 1=(0VE=21)+ (124 1)2
Partons encore de I'identité
(o-+f)24(g—afN+af+ro2=(3]-5)2+ 352
J et =z étant des fonctions de ¢: nous aurons ainsi unc infinit¢ de

courbes gauches ct planes ayvant méme ds.
Prenons, par exemple, /= (*, © =1{(, nous aurvons la courbe

zauche définie par
) doe = (14 1) dt,
dy = (1t —2t2)dl,

ds = (20 + 282) dl.
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et la courbe plane définie par
dey= (3624 t)dt, dyt=ty/5adt.

Ces courbes ont méme ds et sont rectifiables, car on a

ds =t /33t at+ 2 dt,

et s est donné par un radical et un logarithme.

3* Considérons la courbe gauche définie par
dz = dp cosw,
dy = dg sinw,
dz = p do,

puis la courbe plane définie par

ds? = do? + g2 dw?;

ces courbes ont méme ds.

Exemple =
¢ =sin2w,

h

I, .
r = §S|n3w+smw,

1
Y = cosw — gcos3w,

COS2w
2

.

&S = —

Cette courbe gauche a méme ds que la courbe p =sin2uw, et,

.par conséquent, qu'une ellipse.
De méme, soit le cercle p = sinw; la courbe gauche définie par

. (O] 4 I in CcNsS2w cos
= - —=Sin2w, Yy =— ’ 3 =— w
24 4

a pour ds celui du cercle.

4> On peut écrire

dz = g cosw dw, dy = psihw dw, z=p;

la courbe gauche ainsi définie a méme ds que la courbe gauche
définie par

dx = dp cosw, dy = dpsinw, dz=pdow.
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5° On a
2+2t41
(t+1)2 '
Posons
de = L4 dy = Vatdt ds = At
t+1 t+1 t 1

nous avons une courbe gauche rectifiable, car s = ¢.

6° Tucorime. — Si¢ lon considére une somme algébrique de

carres dont p sont positifs et n négatifs, le carré de. cette
somme peut se mettre sous la forme d’une somme de carrés

dont p sont positifs et n négatifs.

En appliquant ce théoréme, dont la démonstration est immé-

diate, nous aurons
(a?+ 02— d?2— c?)2+ (2ac)?+ (2 bc)?

(n)
= (a+ b2 — d?+ c?)2+ (2¢d )2,

ce qui nous permet d'obtenir une infinité¢ de courbes gauches et
de courbes planes ayant, deux a deux, le méme ds.
En prenant pour a, b, ¢, d des fonctions simples de ¢, on aura
des résultats en général trés simples.
En partant de I'identité
(a2—b2— )2+ (2ab)2+ (2ac)?= (a2+ b2+ c?)?,
on pourra avoir des courbes gauches rectifiables, comme nous

I'avons déji indiqué.

Prenons
i t
a=cCc= ) = ’
Vit 2 Vi+
d’ou
2 dt atdt
dx: f I e————
Tree T+
2dt
ds -
1+ 12

s = ¢+ arctangt.

~* Une ellipse étant définie par les équations
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dou |
dry=— (‘:'_l\_'_if‘?l;;,
= —‘%%%‘5,
PI‘CIIODS
a+—d- = (l_i—Kt—i?’
—
od =K i

nous aurons une double intinité de courbes gauches ayant méme s
que l'ellipse donnée.
Prenons, par exemple,

= 11— ¢ P_]\"(l—i—l)
BT i T
il vient
W bt = iR (-2 — K2+ 1)

(1 1%)*

On en tirera facilement des valeurs de « et de &, en décomposant
le numérateur de la fraction en une somme de deux carrés, apres
avoir introduit un parameétre arbitraire, et I'identité (1) donnera la
courbe gauche cherchée. En particulier, le numérateur peut se
mettre sous la forme (224 8)2—+~, et I'on peut prendre

_ H+E vy
1+ 72 172

Le méme procédé peut servir a obtenir des courbes gauches
ayant méme ds qu'une courbe plane donnée.



