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SUR LES COURBES RECTIFIABLES :

PAR M. M. WEILL.

Nous dirons qu'une courbe est rectifiable lorsque. x et r étant
exprimés par des fonctions élémentaires d'un paramétre t. Parc
de la courbe s'exprime aussi par des fonctions élémentaires de ce
paramètre.

I. Partons de l'équation
UÎ-^vî==^m

dont la solution est donnée par les formules

^'-4- p;== (a+ PO2'^

u == a2^ — Cl^a2^-2 p 4-...

v = Cl^a^-ip — C|,,,a«^ -3JÎ3-+-.. .

Si a et Ï sont des fonctions de ^, posons

M /^ == dx^

v dt = c?y,
d'où

^5 == -z^ dt.

La courbe est donc rectifiable si les intégrales

Y udt, f v d t , f ^ m d t

peuvent se calculer. En particulier, si a et [3 sont des polynômes
en <, nous aurons une classe de courbes unicursales rectitiables ;
en prenant le cas le plus simple

u = i — ^2, v = 2^,
nous aurons

^ ^3

^ = / — - y ? y=/ ' 2 , J==<"r"3•
On peut généraliser, en posant

^==( i - ^ ) ç (Q , r=2^(0,

© ( / ) étant un polynôme; on peut opérer de même, en partant des
valeurs générales de u et { ' ' , nous avons ainsi des classes très
étendues de courbes unicursales rectifiables.,
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Considérons de même une courbe gauche définie par les rela-
tions»

^ =a2-hp2——V
v == aay,
w == 2 py,

et posons
dx = (a2-f- ^2_ Yi)o(^) dt,
dy == îay ̂ (t)dt^
dz = ' i ^ ( Q ( t ) d t ,

il vient
ds •-= (a ' -hp+y 2 )»^)^;

et. si a, ^3, y, y sont'des,polynômes en Y. nous aurons une courbe
gauche unicursale rectifiable; plus généralement, si a, p, ^, î3 sont
des fonctions telles que ^,.y, ^, À sont integrables, nous aurons des
courbes rectifiables.

Nous allons donner des exemples de courbes planes, en général
non unicursales, et rectifiables :

i"

d'où
s = t.

dx == < fi dt,

dt tdtdx = dy=
V/l-h <2

e>r-4-g-^
y= 2

0?y = / I — — <3 ̂ ,

ï2,x == - L ( t -+- v/i-h^s) -4-. ^ ^

T = -arc cos< -4- - t \/\ — t2,
' 1 ï '

s = t y/ï.

3° (/.r = Y/I-+- < <:/?, û?y = — y/i — < û?^

d*oû la courbe bien connue, unicursale,

s. 1 ^
^-h^3 = -^•

33

s=t^i.
\lt dt . dt
. • » c?y ==dx=

' /!+ ^ /!-+-<

a? == 1 V/^( i -+- / ) — 1 L(/^ 4- /TT7),

y == 2 ̂ /i4-^, s = /.

<^=/l+/W<^, û(y= /i-h/(Q^,

ds^dt^i,
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ou encore

dx == (y/i -+-/-+- y/i —/) ̂ ,

^y = ̂ ^~^'-V~t~f) dt,
ds == 2 <:̂ .

Exemple :

=^/^-^ dy^.-^l^ == A/ i -+- - dt

x -== \/^/-hi) + L (\/rn~ï + v/^),
y = ̂ t ( t - ^ î ) 4- L (̂  — v/^='7).

: ̂ , dy : dt,
on trouve

^-t

^ 2À^

1 + X 2

(f-X2)/2
^ == -?/3 — a^, ^ ==

S =-^ / = I—, ;2 ,

courbe unicurSt^le.

A=
(/< dy^ f d t

r2

x = arc tang^, y == - L(i + ̂  ),

.ç= L ( < - + - ^ / i - t -^2)^
et, en général,

^^.̂y == dy^
dt

tdt
(i -+. t 9 ) ? 7-t- t2)?'

ds==
~ (i+ tï)2p-ï'

il y aura lieu de distinguer la parité de p .

d x . ^ / t d t
(IH- t)\/ï— t ^y= dt

(i-+-t)^T=~t

21à^ctangl/i^— 4-/2 arc tangl/^-^,

y==— ^ÎT ^ -+Vî—^y ^ ^-^r^"^
5 = arc cost,

ainsi l'arc s'exprime par un arc de cercle.
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II. Considérons une courbe définie par les équations

( ï ) .ysina-i-j^cosa==y{a),

(2) .r cos a—ys ina==ç (a ) ,

d'où
^2 == [(// - ?)2 = (?^/)21 ^2.

Si la parenthèse est le carré d'une fonction de a. on trouvera des
cas nombreux de courbes rectifiables.

Exemples :

d'où

on en tire

./ — ? ̂  c08 a cos ̂ î ^i
ç'-}-y== sina cos ma,

/v -h / == — /?i cos a ?in w a,

/ — ^"(^ 4- l)a s i n ( m — i ) ï
•2 ( / / / -4 - '2 ) 1 • A ( / ? l — - 2 )

//i . . •->
9 = —-——-sinma sjna 4- —-——-cos m y. cos a,

m2 — 4 w2 — 4
w si n //i a cos sa — '2 cos m y. si n •>. ar= ———————;—•;——————»/n2 — 4
7/1 si n m a si n î a -4- -2 cos m a cos 2 a

m9 — /i
i

.< =- — s 1 1 1 fïï a.
//t

On a ainsi une classe de courbes rectifiables, unicursîiÏes si m
est rationnel, le cas de m == 2 étant excepté.

2° On peut, plus généralement, poser

d'oi'i

/' — o == cosa[0(3()|,

o'4-/= sî-na [0(2)],

/"-4-/=== 0\y.)cos%,

équation dilîérentieUe plus v*)ii moins facile à intégrer selon la
forme de 6.

Prenons le cas très simple où l'on a

0 = m x,
d'où

f" -\- /"== /» C05 a,
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d'où
y m
f == — a siny.,

m , . .
<p = — (sina — a co&a),

a2

^ == w —.

Comme autre exemple, eh partant de Inéquation

u -h vi== (i 4- ai)27",
on aura, pour 7/1 == i ,

u == i — a2,

P = 2a;
prenons

d^où

/'-?==!- a2,
y'4-/= 2a,

/"+/=o,

/ = A sin a H- B cas a,

9 = A cosa — B sina -h a2— i,

a3
.=a+^-;

la droite représentée par Inéquation (i) passe par un point fixe, et
la courbe estlapodaire de Fenveloppe des droites.représentées par
inéquation (2).

Pour m = 2,
u == i — 6 a2-h a4,
( /=4a-4a 3 ,

/'— y = i — 6 a2-+- a'*,

ç'-h/^a—^a3,
/-+/=- soc,

/ == — 8 a 4- A cosy. 4- B sin a,
y = — 9 4- 6 a2— a4— A sina + B cosa,

a3 a5

^==x-+- % - - - + - — »
3 5

et ainsi de suite.

3° Partons encore de inéquation

/< 4- vi = (14- ^t)27"
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et faisons t = sina, il vient, pour m = i ,

(Ton

On a

d'où

(A == i — sir^a,

v == 2 sina,

/'— y = i— sin2^,
<p'4-/= 2 sina,
û?î == (i 4- sin^a)^.

/*r4-/= — sin2a4- 2 sina,

/ = — a cos a + - sin 2 a,

i . i9 =— - — cos a 4- a sm(K4- -005261,'2 b
3a i .

s == — — - sin 2 a.2 4

Ainsi, l'arc de la courbe s'exprime par un segment de droite et
un arc de cercle.

En donnant à m les valeurs 2, 3, .... on généralise 'facilement.
On obtient une généralisation très étendue en remplaçant dans

les équations précédentes a par/? a; ainsi, on partira de

u 4- vi = (i -h ti)*111

avec t == sin/? a; il y aura donc une double infinitç de solutions, à
l'aide des entiers p et w.

Prenons, par exemple, m == 2, p = 2, il vient

/' — o = i — 6 cos2 2 a -h cos4 2 a,
®'4-/= 4 cos2a — 4 cos^a,

d'Où
f"-^- / =— sin8a —- cos6a4- 10 sin4a -h- cos2a.

On en tire
. . I '2 . I I

y =— ..cos2a — -s in4a 4- —^cosOa -+- —sin8a
•5 3 03 OJ

et de même ©, puis
19 3 . i .

s = —^-+- -sin 2 a 4- — sin4a.o 4 j-2

Nous avons ainsi une courbe unicursale dont l'arc s'exprime par
un segment de droite et un arc de cercle.
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Le cas plus simple de m = i, p == 2, avec le sinus donne

„ i . i . ,
7 ==— -sin'2a-+- , s i n 4 x ,

o == — — — cosaa,

3a i .
s = — — - si n 2 a.

•̂  4

4° On obtient encore des courbes unicursales dont l'arc s'ex-
prime par un segment de droite, ou par un segment de droite et un
arc de cercle, en partant des formules

/'— 9 == cos/7ia(Asin/?y. + B tin//a -+- G cos/Va 4- D sin/?'"a 4- K ),

Q —f == si n m a (A si \\p a 4- ...............................4- E ).

Remarque. — Si dans les formules générales

a" s în a 4-y cosa ==y(a),

.r cos a — y sin a == <p( a ),

on a ç==y' , la courbe n^est autre que Penveloppe des droites
représentées par Inéquation ( i ) , et Fon a

^=(///+/)^

s=/ /-^- f/(a)rfa;

si donc l'intégrale peut se calculer, on a une courbe rectifiable,
résultat bien connu.

III. i° Prenons

d'où

dx = ( sin m a )f( a ) r/a,
dy == (cosm'a)y(a) dy.,

ds =y(a) ^x,

courbe rectiiiable si^peut s'intégrer.
Soit, par exemple,

/*== sin^K,

on a une courbe unicursale dont l'arc s'exprime par un segment de
droite ; si l'on prend f == cos^a, on a encore une courbe unicursale
dont l'arc s'exprime par un segment de droite si p est impair; et
par un segment de droite et un arc de cercle si p est pair.
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On peut aussi prendre

d'où

dx = Csin m y. 4- sinjoa) cos^a^a,

dy = (cosma 4- cospx) cos^a 6/a,

, //? — /?
^ = 2cos———-acos^a rfa,

et d'autres analogues.
Partant de

dx == (X cos/^a 4- ^ cos^a) </a,

dy = (X sin ma + [J. sïnpa) fia.
il vient

Posons

Soit Pellipse

^2=(X2+ ̂ 4- 2Â;jLcos(/»—7?)<7a2

(m —p )a = 'IG.

x2 yï
-î- 1=0,

(^4-X) -^ ( ;JL-X)^

x == ( [JL 4- X ) sinç

y = (;JL — X) cosep,
â?<l2 = '( ^2 -(- ^2 -|- 2 X^L COS 29) 6/92 .

On voit que la courbe définie par dx et dy a même ds que
l'ellipse.

On peut généraliser en prenant

d'où

dx = (sin 9(a)/(a) û?a,

'̂ = (cos ? (a )/( a) <^a,

^-/(a)6/a.

2° Partant de l'équation

M-+- F /== (i 4- fiy-111,
qui donne la solution de ^équation

ii2 4- p2 == s2,

et. en prenant le cas le plus simple m = i.

u==\—tî, r = = 2 ^ ^ = 1 4 - ^ 2 :
posons

. i — ^ 2 ,
^-T^^

, 9^ ,

^=-,^75^
L.
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(TOÙ .s• ==r / ; la courbe définie par les équations

•y == — / -+- 2 arc tang/ ,
y = = L ( l 4 - ^

est donc rectitiable.
En prenant m = 2, on a

// == i — ( , r 2 — - t ' ,
v == 4 / — 4/3,

I — G / 2 - 4 - ^ ^ — / . ^ 3^ ̂  —————— ^/ dy = -»——L_ fit
(1-4-^) 2 ' " ( l — ^ ) 2 î

5 = = / ,

courbe rectinabJe; l'intégration est très facile, car, en posant

lang ^ == <,

on a
, cos.!® û?cp , sin.îç dfs

dx == ——-*- —î- î </r == ——-— —i ?
0 - 2 - 0 ^

COS2 — CO?2 ±-
•* •2

Cfs == lang ' •

On peut donner a m les valeurs 3, 4? - • • <^t l^on aura des r«'*sul-
tats analogues.

3° Dans les fractions qui définissent dx et dy^ remplaçons / pin-
une fonction de t ' y par exemple, en prenant m = i , remplaçons /
par cos^, il vient

i — cos2/ , , < cos/ ,dy =: — — — — d t dv = ————r- dt,i-^-co^t î ' i-hcos2^ '
s = = t ,

courbe rectifiable nouvelle; en posant

cos^ == ii,
on a

i — u^ du, , 'i u du
eue — ~ f o'y -—• _ *" f

i -+- u2 /r—^i ' i — M1 ^i— uî

II serait intéressant d'étudier les transformations qui donnent
des court >es algébriques.
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I\ . En coordonnées polaires, on a

ds1 == //c2 -4- c.2 ^Ao2,
Soit

d'où

On cloit donc avoir

f/? == (./"— ?') ̂  ? ̂ o =--= •>. //"y' d^,

( I s == ( / ' .- ffl ) 6/f0.

ivoir
C/-?)^^^

équation diHerentiellc a dciix fonctions inconnues.
Nous particulariserons le problème en donnant à ^ certaines

valeurs, ou en établissant une relation entre y'et ^ :» t
1° Prenons y :-= (.), nous avons l'équation différentielle

./-^=,^.
(0

2° / ==? ^2. On trouve, en posant z === e2^,

4^(14-^^

^ (1-^ î

__ 2 ( I - ^ 3 2 ) ( T - ^ - ^ ) 2

^ - 0-^

3° y— '5 === s2. On trouve

o == /•2

^/I-4-^./ y/1 -h •2 / — 1
——————— -4- j., i i • <

•2 /

^ = /2+ -2/.

4° /== 'f^. Soit ̂  == a A +1, il vient.

, ^ J p t 1 1 l df
(Hïî == —•-L-———————,

/2A _ i

S ==^-+-<.

Résultats analogues si p est pair.

V. Une courbe étant donnée, on peut facilement trouver une
infinité de courbes dont Parc s'exprime par l'arc de la première.
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Nous partirons de Fidentité

^p2+ 02^2= (adp-bpd^Y- ^ (ayd^+bd^
t k a2-+-62 -+- a2+62

Supposons que a et 6 soient des fonctions de co, et posons

a do — b o û?co
"? i = ——. — ?

V/a2-?^2

, a c <7&> 4- 6 < ,̂o
pi ^01 = ————=———— ;

/a^-i-T2

nous définirons ainsi une courbe qui a même ds que la première,
quelles que soient les fonctions a et b.

En particulier, on peut prendre

a = sin [®(co)J,

b == cos[cp((jû)].
i° Soit Fellipse

prenons

il vient

F := i — e cosco

a == cosco, b = sinco,

, — sino) dwÛ?GI=== -————————,
( i — e c o s c o ) 2

, cosœ — e -pi «MI == -———————- <YO),
• ( i — e c o s c o ) 2

d'où

Fl= <?(i — e COSM )

'2 /, /1 -h e to \
^-^TT^^131^!—^ tan^^

les équations définissent une courbe qui a même ds que Pellipse
donnée.

2° Soit la courbe

Prenons

il vient

p == COS2CO.

a==sinco, b = cosw,

o?pi == (— 2 sin 9.0) sin co — cosco cos2(o) dw.
pi t/wi == (cos^tï) s in&) — i s i n 2 & j coso)) û(o),
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(fou
2pi = — sino) — -sili3^,

0)1 === — 3 (o — y colangtji).

Ces équations définissent une courbe qui a même ds que la
courbe p==cos2co; je dis que cette dernière courbe a même ds
qu'une ellipse. En effet, considérons, plus généralement, la courbe

p == COSWO).

X'1 -+- ïn9^9 == »
L'ellipse

a même ds que la courbe; en effet, on a, pour la courbe

<^== (m2 sins/pito + cos^mw) dw9,

et, pour l'ellipse, en posant

x == sin m h),

/?iy == cosm &),
la même valeur de ds.

3° Soit la courbe

p = A cos m a) -(- B sin w b) ;

je dis qu'elle a même ds qu'une certaine ellipse. En effet, en faisant
tourner l'axe polaire, on ramène l'équation à la forme

p == K cos m CL),

et l'on est ramené au cas précédent.

4° En coordonnées rectilignes, considérons l'ellipse ayant pour
équation

a-2 yî _

K?"^ TJ ""^
d*où

a?==Kcosa , y = = L s i n a ,

ds^ == ( K2 sin2 a -h L2 cos2 a) rfa2.

Multiplions par sin2 m a -)- cos2 //î a, il vient

cis2 = (Ksinasin iny.— L cos a cos w a)2 cfa2

-r- (K sina cosmy. -+- L cosa sînwa)2 ^a2.
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Posons

d'où

dx\-= (K sinasin m'j. — L cosacoswa) ^a,

î == (K sina cos/?ia 4- L cosa sin //(a) rfa,

I. __ 1 ir ^ j

2a"i == ———- sin (m - i) a — ———— sin (//? -4- T »y.,
m — i //^ -j-1 v ?

K + L K — L
2rl=='~' ^4-1 ̂ ^^ •+• 0 a - ^ _ , COS(/?1 — l)«,

ou
•ri == A sin ( //i - ; -1 )% -h R sin ( m — i)7.,
yi = Acos(w-+- i )a — B cos(w -—i)a .

Ces équations définissent une classe de courbes unicursales { s i
/// est rationnel), qui ont même ds que Fellipse donnée.

En particulier pour K = Lw, on retrouve la courbe

, . / ït (0 \ .
p == L sin i - — — ) » on p === .L sin m co.

\//t /ff/ l

5° On peut, par bien d'autres procédés, obtenir,des courbes
ajant même ds qu'une courbe donnée.

Soit l'ellipse définie par les équations

î — / 2 , 'ilx == a ——— , y == bt^ J ~~ î -^ p )

/r- ===
d'où.^^'^•y^'^^^^}.'.'.(I-K2/2 (1-4-^)»

î b d l
Posons

(.ÏX\ •==•

dy,--

(1-4-< 2)

4 ^c^—b^tdt
( i - t - ^ 2 ) 2 >

d'où
./j =: '2^ arc tang /,

••>c^1 = —
• / 2

Ces équations définissent une courbe qui a même ds que l'ellipse.
SoU encore l'ellipse définie par les équations

d'en
y == /, x = V/T— w/2,

l ( m2 — m \
î — ml2 ' î — mt2

^-= df-. r— - ̂ ^-^^'i,| i—/M<2 ' î - m/2 J
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Posons

d nu

, dl , t dt y/w2 — ///
dx\ == — — f dv\. == — — — — i

\/ v — ml1 "' \/î — mf^

/w2 — m . , ,— \
j'i== ——^——sin(xi^m),

et la courbe ainsi définie a même ds que l'ellipse.
Considérons encore rhyperbole définie par l'équation

iy == — »" cr
d «»u

Posons

d où

<-/.ç2 = ̂ 2 j"1"^ .
.r»

dx\ == ——^.r, </yi == :——;—^Ar,

y^e^+e ^.

C*'ltc courJ^c a même ds que l'hyperbole.

h" Lnc courbe étant définie parles équations

tf.r=f(f}df, d y = ^ ( t ) d l ,
d OÙ

^.^==(/-)-+-t6^)^3;

«-nit'nt A et B deux fonctions de t.
On a

^œ-^^2^2)^ ̂ -^^
A»"B2 AÎ+B" '

(.'l t'n Dosant
C ///d.ri^

Ddt
dvi ==

un définit une courbe nouvelle qui a même ds que la première.
Soit, par exemple, la parabole

prenons
x=l, ^=^ ,

A = = i — ^ , H = •>f,
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d'où

on en déduit
As+B2^!-^2)2;

.yi== — 5^ 4- G arc tang/,
y i==—<24-3L(<2-n )

Celte courbe a même ds que la parabole.

VL 1° Soit
dx = (i — sin^a) cosa ûfa,
â?y == 2 s inaacosa ûfo,

d'où

On déduit
^ =s (i -+- s in^ îa ) cosa 6/a.

•r = —sina -t- — sin5a -r- — sin3a.•2 '>.o 1*2

y •==• — - cos 3 a — cas a,
o

5 = = - s i n a — — s i n 3 a — — s i n ô a ,
•2 1 '2 •Î0

courbe unicursale rectifiable.
La généralisation est évidente.

2° Soit
•dx == (i — m tang'^a) cos^-'-^a rfa,
d^ == 2 ̂ m tangua cos'^-^'^'a ûfa.

^=(14- w tangua) cos2^^?^ rfa.
d^où

En disposant de m de manière que dans répression

(cos^a — m sin^a) cos^a,

il n^entre pas de terme indépendant des cosinus, on aura une
courbe unicursale dont Parc s^exprime par un segment de'droite et
un arc de cercle.

Ainsi pourjo === i, p = 2, on trouve m == 5.

3° En partant de Pidentité
/s+y2^^2

et prenant
dx ==f(t) dt, dy == <p(<) dt,

on peut remplacer, dans f ou dans y, la variable t par une fonction
de ^, on aura une nouvelle courbe rectifiable comme la première
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si les fonctions sont convenablement choisies. Ainsi, prenons

dx = (i — ^2) dt, dy = ïtdt

.et remplaçons t par ^2, il vient

dxi= (l—t't)dt, ctyi== ̂  dt,
d'où

t- fï
x,=t-^, ^=•23- ï

^-^F
De même, remplaçons t par sin^, il vient

dx == cos2! dt, dy = î sin t dt.
ds == (i -+- sin1^)^.

d'où
^ sin'2^x = -4- —;—, y == — •>. cos /,

., s in2^s == 3 < — —-— •
4

On peut aussi se donner y en fonction de t\ ainsi

y='2/(<), ^=(l—frst)dt,
ds == (i-+-/'2) o .̂

On peut se donner y, c^est-à-dire la forme de ds^ et eu déduire
x et y.

4° En partant d4dentités plus compliquées, telles que la sui-
vante :

(l — 6<2-h ^)2.4- (4^ — 4<3)l= (ï 4- <2)^,

on aura une courbe unicursale rectifiable, mais on peut aussi
écrire

I_(^2.+-^
dx == —————-—— dt.

i-+- ̂  )

^-'-^•"-
d'où

ds= ( i ^ - ^ )d t .

l^a riant de même de l'identité

r < 3 — 3t)^ (3^—1)2= (i-r-^^,



— as
en y remplaçant t2 par ^\ et posant

î̂ -'. ".-̂ ",
il vient

-^
A-l/l^i'A,

ce qui est le ds de Phyperbole .zy == i.

3° Partant de l'identité

4 -4- 5^-r- ̂  == (9, — <2)2-+- ( :{ ^)2.

Posons
dx == (•>. — /2) <-//, ûfy == 31 dt,

ce qui défînit une courbe unicursale G. Posons

dx^ = /4 -r- 512 dt, dy^ == <2 dt,

ce qui défînit une courbe C\ transcendante.
On peut encore écrire

Posons

et

4 + 5^+ ̂ = 4 — ^(5 — r-}.

t = 0 y/5

c/^-2 == '< dt == '2dQ i/5,
^2= 50 /rï~o2,

d'où
*T2== 2/,

5 / <2\^

^ s O - T ) -

courbe nnicursale C'. T^es trois courbes ont même ds.

VII. i° On peut obtenir facilement des courbes gauches recti-
fiables en partant d'identités telles que

(^-+- l)2==/»-r-2^-+- i.

En elfet, posons

d.v == ^ dl, dy = /2 ̂  ̂ , ,̂; == <//,
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il vient

.=Ç, y=^ .̂
0 9.

nou^ aurons une courbe gauche rectifiable.
Considérons l'identité

/v 4- <3 -4- ̂  4- / — I = f/2 4-— ) 4- -) ( / 4- ^ ) -
\ î / 4 \ -> /

posons

^=(^+1)^, dy=^(<-l)^^ = ( ̂  + I) <//, dy = ̂  0 - 1 )<//5

/-^=^/^
il viendrci

f/S9^ (^-f- ^H- ...)^2.

D'antre part, écrivons

^•i = ^ y/^2 - + - < - + - t <//,
(ly^\IT-^-~\dt,

nous détinirons ainsi une courbe algébrique plane qui aura
ménie ds que la courbe unicursale ganclie.

Résulfctits analogues avec d'autres polynômes du quatrième de^ré.

2° En général, en partant d'une identité de la forme

\^4- \ i -+-%2= LJ2-+-V2 ,

on aura une courbe gauche et une courbe plane qui auront
même ds'y par exemple,

( / 3 + ^ ) 2 _ . ^ / 2 _ i == ( / •2^2__.^)24-( /2-+- i)^.

t^artons encore de l'identité

(? -^/)2- ( ? — V)2 - ( V+ •>? )2 •==- ( '»/ - ̂  -+• ) î2.
/ et '̂  étant des fonctions de t\ nous aurons ainsi une inr»ni lé de
courbes gauches et planes ayant même ds.

Prenons, par exemple, f= <'J, ç = /, nous aurons la rourbL1

nauclie définie par
dx == ( / 2 — i ) d t .
dy ==(/ — 2^)<//,
rfj == (•>./+ tt^/dt.
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et la courbe plane définie par

dx^ = (3^+ ( ) dt, dy^ = t \/5 dt.

Ces courbes ont même ds et sont rectifiables, car on a

ds == t /3 v/3^2-+-2^4-2 ̂ ,

et s est donné par un radical et un logarithme.

3° Considérons la courbe gauche définie par

dx = dp co^io,
dy == </p sin h),
dz == p û?w,

puis la courbe plane définie par

dsï == d^ -\- p2 o?œ2 ;

ces courbes ont même ds.
Exemple :

o == sin 210,

x = - sîn3(x) 4- sinœ,
' . • 3

y == cos io—^cos3o) ,
J

COS 2 (ri

Cette courbe gauche a même ds que la courbe p = sin 200, et,
.par conséquent, qu^une ellipse.

De même, soit le cercle o === sinio; la courbe gauche définie par

^ I . COS2U)
x =- -h— sin 2(1), y==——;—? ^ ==—cosù)

2 4 • 4

a pour ds celui du cercle.

4° On peut écrire

dx = p coso) o?w, <^y == p sih(x) 6/a), ^ == p ;

la courbe gauche ainsi définie a même ds que 4a courbe gauche
définie par

dx = dp ces M, dy = rfp sin &>, dz == p du.
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Posons

dr t d t .
"•r f + i '

— Ci —

<2-^-^4•I
(^+i)2

t/27 dt , tîf:
dy — 1——— , dz — ——

J t -\-\ t -r-i

nous avons une courbe gauche rectifiable, car s == /.

6° THÉORÈME. — Si Von considère âne somme algébrique de
carrés dont p sont positifs et n négatifs^ le carré de celte
somme peut se mettre sous la forme d'une somme de carres
dont p sont positifs et n négatifs.

En appliquant ce théorème, dont la démonstration est immé-
diate, nous aurons

h ) (a2-}-!)2— d2— c2)2+ (2^24- (->^c)2

= (0.24- b^— ^-+- ^2-4_(2Cû?)2,

ce qui nous permet d'obtenir une infinité de courbes gauches et
de courbes planes ayant, deux à deux, le même ds.

En prenant pour a, &, c, d des fonctions simples de ^, on aura
des résultats en général très simples.

En partant de l'identité

(^2_^2__(.2)24_(2aÀ)2 -+-(2ac)2= (^2-+-^2-^-C2)2,

on pourra avoir des courbes gauches rectifiables, comme nous
l'avons déjà indiqué.

Prenons
^ ̂  » , ̂  __t_

/i-+-^2

d'où
, t2 dt , ï t dt
^TTT^ ^TTT^

_ 2 dt
i -+- f2

s ==<?-+- arc tans^.

Une ellipse étant définie par les équations

v ^—^ v ït

^^T^9 y^^^-p^
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prenons
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^tdtdx^ = — ;

^<Ti=

d^-t2)9

^(i—t^df^
r i -4-/3)2 î

4JUaî-^-b^—d'2 -c'-^ ____,(i-+.^2)î7

r2
cd == K' r i — ^ » 2

nous aurons une double inimité de courhes gauches ayant inouïe ^s
que l'elUpse donnée.

Prenons, par exemple,

/== I — / __ ^ ' ( '+^)6 " i + y î ^ r ~" î -4- ^ *
il N lent

,., .,_ ̂ -(,-^-K^^
( I -T- / - ' ) 2

On en tirera facilement des valeurs de a et de b, en décomposant
le numérateur de la traction en une somme de deux carrés, après
avoir introduit un paramètre arbitraire, et Fidentitc ( î ) donnera la
courbe gauche cherchée. En particulier, le numérateur peut se
mettre sous la forme (a^+p)2^^, et l'on peut prendre

^^±i, ,=_viL.î -i- /î î -:-/-'
Le même procédé peut servir a obtenir des courbes gauches

ayant même ds qu^ine courbe plane donnée.


