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SUR LES VARIETES DE COURBURE CONSTANTE D'UN ESPACE
EUCLIDIEN OU NON EUCLIDIEN

(Suite) (1);

Par M. E. Carran.

A la fin de la partie. déja parue de ce Mémoire (2), il était
question du probléme suivant :

Trouver r formes quadratiques indépendantes ®,,®, ..., ®,,
appartenant & un réseau linéaire donné

)\ltb-l -+ )\!‘b; “+ ...+ )\,-fb,-,
et qui soient extérieuremenl orthogonales.

Pour résoudre ce probléme, on cherche, comme il a été dit,
toutes les formes quadratiques définies positives H(zu, ..., u,)
par rapport auxquelles les r formes données ®@,, . .., ®, sont exté-
rieurement conjuguées; les formes demandées ®,, ..., ®, se
déduisent alors des formes données par la substitution linéaire
qui, effectuée sur les indéterminées «, raméne la forme quadra-
tique définie H («) a la forme quadratique

K(¢) =0} +vi+... 502

A chaque forme quadratique définie H(u ) ne correspond qu’une
solution du probléme, 4 condition de ne pas regarder comme dis-
tinctes deux solutions pour lesquelles les formes W se dédnisent

(') Voir Bulletin de la Societe mathématique, t. XLVII, p. 125-160.
(%) Loc. cit.,’p. 160.
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les unes des autres par une substitution orthdgonale. Dans certains
cas il y aura intérét également i ne pas regarder comme distinctes
deux solutions se déduisant I'une de I'autre par une substitution
linéaire convenable sur z,, ..., z,.

La détermination des formes quadrali(iues H par rapport aux-
quelles les formes ®,,...., ®, sont extérieurement orthogonales
revient évidemment & la résolution d'un systéme d’ equauons
linéaires entre les coefficients Ay

23. Prenons par exemple la totalité des formes quadratiques &
n variables, soit

$ij=0;jxix; Uy J=01,.e,n;05=1,0;;=02si i#£)).

On trouve sans difficulté que les coefficients Ay de ta forme

. nln+
-"—(2——) variables satisfont aux relations

quadratique H(u) a

Aonpw = Aowow»
A(D.)(p.v; = A(kp.)().vh
Aowos = Advipw = Adgipv)-

Ces formules nous serviront plus loin.

24. On peut enfin se proposer le probléme général suivant:

Etant donné un réseau linéaire de formes quadratiques
admettant pour formes de base p formes ®,, ..., ®, linéairement
indépendantes, trouver dans ce réseau r2p formes W, ..., ¥,,
dont p linéairement indépendantes, qui soient extérieurement
conjuguées par rapport & une forme quadratique donnée a
rvariables H.

On adjoindra aux g formes données ®,, ..., ®, un systéeme de
r —p nouvelles formes ®, .., ..., ®, identiquement nulles, on
cherchera toutes les formes quadratiques K par mpport auxquelles
les r formes ®,, ..., ®, sont exlérieurement conjuguées et 'on
cherchera, si c’est possible, les substitutions linéaires qui trans-
forment les formes K dans la forme donnée H : les mémes substi-
tutions, appliquées aux forme: fl’. ...,(I),, d()nneront les forme:
cherchées W'y, ..., W,.
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Prenons par exemple
p=1, r=a2 et H(u) = ut— ui.

Si la forme @, est un carré parfait, la forme K est arbitraire et

I'on prendra
W= a;¥y, Wy = a, ¥,

avec deux coeflicients arbitraires a,, @,. Si,au contraire, la forme
@, n’est pas un carré parfait, on voit immédiatement qu’on a

W, = Uy = ad,,

le coefficient @ étant arbitraire. On remarquera la différence pro-
fonde qui existe entre les cas ot H(u ) est une forme indéfinie et
celui ot H(u) est une forme définie: dans ce dernier cas la
Jorme ®, est nécessairement un carré parfait, le probleme
étant impossible si @, ne satisfait pas i cette condition.

25. Les formes quadratiques complexes extérieurement
orthogonales. — Ce qui précéde fait pressentir que la théorie
des formes complezes extérieurement orthogonales est profondé-
ment différente de celle des formes réelles. Contentons-nous des
trois remarques suivantes :

\

1 La détermination des formes 4 n variables extérieurement
orthogonales non linéairement indépendantes ne revient pas i
la détermination des formes extérieurement orthogonales linéaire-
ment indépendantes; si en effet il existe entre ®,, ..., @, les
p relations identiques

P +...+a,b,.=o0,
i, ,

LPy+...+ 1, ¥, =0,

il n'existe pas nécessairement une substitution orthogonale, effec-
tuée sur les lettres ®, ..., ®,, et ramenant ces relations & la forme

P py=...=P,=o0:

cela revient & dire par exemple que, dans I'espace rapporté i trois
axes de coordonnées rectangulaires Ozyz, 1’équation d’un plan ne
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peut pas toujours étre ramenée a la forme
% = o0,
ou 'équation d’une droite & la forme
y=z=o;

il suffit en effet de prendre un plan isotrope ou une droite isotrope.
Du reste, il est évident que les deux formes

D, [P (e2=—1)

sont extérieurement orthogonales, mé¢me si 'unique forme ® ne
Pest pas.

2" Dans le cas des formes réelles, on ne peut pas, étant donné
un réseau A, ®; + ... 4 A, ¥, admettant o formes de hase linéaire-
ment indépendantes iquelconql@es, trouver rZ o formes de ce
réseau qui solent extérieurement orthogonales, et cela quelque
grand que soit r (du reste la valeur de r comme on sait ne joue
ici aucun role). Au contraire, dans le cas des formes complexes,
on’ peut partir d'un réséau arbitraire et 'on peut toujours trouver
r formes de ce réseau extérieurement orthogonales, pourvi que
r soit ‘usses grand; il suffit en particulicr de prendre r 2 2¢ : les
formes

By, by, by, idy ..., by, i

sont en elfet extérieurement orthogonales.

3 Le théoréme général dun® 20, méme si 'on suppose les formes
considérées linéairement indépendantes, peut tombher en défaut :
c'est ainsi que pour r = n = 2, les formes

‘P1=.’I"%+').Z'|J'z, ¢,=2i.v,x,

sont extérieurement orthogonales et cependant elles ne peuvent
pas se déduire, par une substitution orthogonale, de deux formes
carrés parfaits, puisque le réseau ay @y + 239, ne “contient
qu'une forme carré parfait, & savoir %!
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CHAPITRE III.

LES FORMES BILINEAIRES ALTERNI:JES, LES COVARIANTS BILINEAIRES
ET LES SYSTEMES DIFFERENTIELS EN INVOLUTION.

26. Considérons une expression de Pfaff i n variables z,, ..., z,,
soit )
wy=a,dxy+ aydzrs+ ...+ a, dz,.

Oa sait qu'on appelle covariant bilinéaire de l'expression w
I'expression
dwi — dwy,

ol d et 8-désignentdeux symboles de différentiation échangeables
entre eux ; on a

i=n I'=’f 9 ,
s By = N (04 _ rai Sz
dwi— Gwy _2‘ 2\ oz oz, dz; 8x;.

i=1 j=1\

Le second membre est manifestement une forme bilinéaire
alternée des deux séries de variables dz,, ..., dz, ; ; 8Zy¢ ..., 8&n;
on a en effet '

dwy — bw,,__E (3;7" — "‘”1> (dr;8x;j—dzx;8x),
L

la somme du second membre étant étendue & toutes les combi-
niisons deux i deux des indices 1, 2, ..., n. A celte forme bili-
niaire alternée nous associerons une forme quadratique alternée,
comme il est dit au n° 7, que nous continuerons i appeler le cova-
riant bilinéaire de w el que nous désignerons par la notation w'.
Nous écrirons donc

Ja; ,)rii) o
w —Z(,u‘ )7, [dx;dx;].

(/A

Les variables étant ici dz,, ..., d.ry, nous définirons comme plus
hautle produit extérieur de deux formes linéaires en dz,...,dz,,
c’est-a-dire de deux expressions de Piaff. Remarquons ¢u’on peut
poser _

w'=[da, dxr,] + [duy dzs] + ...+ [da, dzr,],
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et, si m désigne un coefficient, fonction finie de z,, ..., Z,, on a

(mw) = m.w+[dmw]l;

eafin. si u et ¢ sont deux fonttions quelconques, le covariant
bilinéaire de udv est [du ds].

Le covariant bilinéaire d’une différentielle totale exacte est
identiquement nul et réciproquement.

‘27. Considérons un systéme de s ¢quations de Plaft linéaire-
ment indépendantes & n + s variables, soit

0, = o,
(16) s 8:=o,
e
' 0, =o0.

Un tel systéme est dit complétement intégrable si, considéré
comme un systéme d'équations aux différentielles totales a s fonc-
tions -inconnues de n variables indépendantes, il admet toujours
unc solution: (et une seule) telle que, pour des valeurs numériques
données des variables indépendantes, les fonctions inconnues
prennent des .valeurs. numériques arbitrairement données. On
démontre au sujet de ces systtmes le théoréme ‘de Frobenius
qui donne la condition nécessaire et suffisante d’intégrabilité-
compléte :

Pour que le systéme de Pfaff (16) soit complétement inte-
grable, il faut et il suffit que les covariants bilincaires
b, ..., b des premiers membres s'annulent quand on suppose
les différentielles dx,, ..., dx,,s lices par les relations (16)
elles-mémes.

On se rend du reste facilement compte que cette condition est
indépendante du choix des variables et aussi qu’elle est ou non
simultanément vérifiée par deux systémes (16) algébriquement.
équivalents en dz, dz,, ..., dz,,,.

.28. Systémes de Pfaff en involution. — Supposons main:
tenant que le systéme (16) soit & n + r variables (r2s) dont r
fonctions inconnues de n variables indépendantes. Une vnrié'lfi

XLVIILL 10
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A v < n dimensions (dehme p.n' n—4- r—y relntums entre les n + r
vanal)les) sera dite une variélé intégrale du sysieme (16) si les
équations (16) sont vérifiées pour tout déplacement infiniment
peut sur cette vaniéLé.

Cela posé, le systéme (10) est dit en mmlulwn si par tout
point arbitraire de I’espace & » +- v dimensions il passe au moins
une variété intégrale & 1 dimension, si par toute variété intégrale
arbitraive & 1-dimension il passe au moins une variété intégrale
4 2 dimensions, et ainsi de suite; si enfin par toute variété inté-
grale arbitraire & n — 1 dimensions il passe an moins une variéeé
intégrale & n dimensions.

Choisissons n + r—s expressions de Pfaff w,, ..., W,
indépendantes. entre elles et indépendanles de 9,,..., 8. Les
covariants bilinéaires 8, ..., 6, peuvent s’exprimer comme des
formes quadratiques, alternées des §; et des ;. Si lon y
fait §, = ... = ;= o, ils se réduisent & des formes quadratiques
alternées de wy, ..., Wpyr s Pour toute variété mtégrale du
systéme (16), ces s formes quadratiques ulternées, ou plutét les
s formes bilinéaires alternées qui leur-sont associées, s'annulent si
Pon regarde les deux séries de variables comme caractérisant deux
déplacements infiniment petits quelconques sur la variété. Les
s équations quadratiques alternées obtenues en annulant §/, ..., §;
[et en tenant compte des équations (16)] seront dites les relations
quadratiques alternées déricées des équations (16).

Supp()aous que ®,, ..., W, soient n expreﬁsu)ns de Pfaff,
combinaisons linédaires indépendantes des dilférentielles des
n variables mdcpendantes et désignons par @, ..., @y (g=r—s)
les autres expressnons w. ()n peut t()u|om‘s s€ rainener au cas ot
les relations quadratiques alternées deérivées des équations (i6)
sont-de la forme '

i=n j=¢ ' t "
(‘7) : ) 2 Ea,-j/r[w,‘mj]:o (’k':l’j, __,,s),

i=1 j=1

ou les a;jx sont des coefficients fonctions finies des variables.

Placons-nous dans ce cas. On peut alors énoncer de la maniére
suivante la condition nécessaire et suffisante d’involution du sys-
teme (16) :



— 139 —

Introduisons n systtmes d’indéterminées

Elv ety En,

! !
1v - ecey Erl’
ey eeey ey

E(n-—-n gin--1) -
1 ’ ctc*y Sn ’

et considérons les sn équations linéaires en wy, ..., ®, :
i=n j=¢q

E 2 a;jr ki mjv= o,

i=1 j=1

i=n
i=1
i=n j=gq
(=1

j=1

Formons la matrice des coefficients des variables w dans les
s premiéres équations, puis la matrice des coefficients des 25 pre-
miéres équations et ainsi de suite, jusqud la matrice des coeffi-
cienls des ns équations, Soient alors

S1y S1+ 820 ooy Sy H St Sy, S+ S+ Sa

les rangs successifs de ces matrices. :

Résolvons enfin de la maniére la plus générale possible les équa-
tions (17) en prenant pour g, ..., w, des combinaisons linéaires
de w, /.., w,. Pour que le systéme (16) soit en involution, il
Saut et il suffit que les expressions obtenues pour w,, ..., w,
dépendent de ' '

ng —s,-q4—28p9—...— (N —1)8

=P — Sy — 2Spg ... — (N —1)$;— ns

paramétres (). La solution générale du systeme dépend alors de

(') Le nombre de ces paramétres: ne peut jamais dépasser la valeur limite
indiquée.
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q — ($¢ +. ..+ $a— ) fonctions arbitraires de n arguments si
qg>s1+...+Sq-1;
de s,  f 1ctions de n — 1 arguments si
g =S1+...+ Sp—y, Sp—-1>0;
de s,_, fonctions de n — 2 arguments si

g=8+...+S8Sp9, Sp-1= 0, Sn—2>> 03

D R I I I I I P )

de s, fonctions de 1 argument si
q = sy, Sp-1=...= $;=0, s> o0;
de s constanles arbitraires si
g =8Sp-1=...= 2= 851=0,

Dans le dernier cas, on retlombe sur un systéme complétement
intégrable. '
Un cas particulier important est celui ou le nombre des
expressions
i=q
Eau/..m/ (i=r,...,n;k=1,...,:)

F=1
qui sont linéairement indépendantes est égal & ¢; on a alors

g=S81+...+ Sp-1+ S

La condition d’involution est que les expressions obtenues en
résolvant les équations (17) par rapport & ®,, ..., &, dépendent
de

Si+2S34... 4 NS,
paramétres arbitraires; la solution générale dépend de so-fonctions
arbitraires de « arguments si 'on a

Sy > 0, So+1=...= S = 0.
29. Nous aurons en fait a considérer des systemes différentiels

de la nature suivante. Ils seront formés de s équixtions linéaires
par rapport aux différentietles de n +s variables, z,, ..., Zoys,
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dont n indépendantes et s dépendantes, les coefficients de ces
équations étant des fonctions données de ces n + s variables et
de g variables auxiliaires «,, ...", ug. Si 'on résolvait ces équa-
tions par rapport aux différentielles des s variables dépendantes,
on aurait les dérivées partielles du premier ordre de ces s fonctions
inconnues exprimées en fonction des n variables indépendantes,
des s variables dépendantes et des ¢ variables auxiliaires. En
éliminant ces ¢ variables auxiliaires, on aurait donc en définitive
un systéme d'équations aux dérivées particlles du premier ordre

a s fonctions inconnues de n variables indépendantes.

Donnons a notre systéme différentiel la forme d’un systéme de
Pfaft. Désignons par 8,, ..., 0 les premiers membres des équations
de ce systéme, choisissons n expressions de Pfaff w,, ..., v,
formant avec 8, ...,8 un systéme de n-+s exl;ressions
linéairement indépendantes par rapport & dz,, ..., dz, s; enfin
choisissons ¢ expressions de Pfaff w,, ..., @, formant avec les 0
et les w un syst¢éme'de n + s + g expressions linéairement indé-
pendantes par rapport 4 dz, ..., dZuy,, duy, ..., du,.

On se rend compte facilement que les équations quadratiques
alternées dérivées du systéme de Pfaff donné (16) sont de la
forme

1,....n i=n j=q

-
6,= ) Cul[“'t“’/]"‘z zaui[‘”imﬂ—"o

u’j; i=1 j=1t
<|8) cesenese.srer.rane ceeenn Cetcecartase o ennay
1,....n i=n j= )
8,= E Cljcfiorwj] +V zaiu[‘-"iw/]
.('I) l j=1

puisque les covariants §', ..., 9] s’annulent manifestement avec
dz,, ..., drs, cest-d-dire avec 8, ..., 0, 0, ..., w,.

30. Ily a ici une remarque 1mportante a faire. 1l peut arriver
que les q variables auxiliaires u,, feey Ug soient en nombre
surabondant, c’est-a-dire qu’on puisse trouver un systéme d'équa-
tions linéraires en dz,,..., dZns algébriquement équivalent
a (16), mais tel que les coefficients des équations de ce systéme
‘puissent s’exprimer en fonction de z, e Iy et de ¢’ <g
variables auxiliaires noavelles 'uj, ..., uy.. Autrement dit, le,
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systtme d’équations aux dérivées partielles du premier ordre
équivalent a (16) peut étre formé de sn — ¢’ > sn — ¢ équations
indépendantes. Les équations (18) nous permetient facilement
de connaitre la valeur minimum de q' et de trouver n + s+ ¢q'
expressions de Pfaff linéairement mdependantes par rapport
aux différentielles dz,, ... dx,H_,, du,, ..., duj,,.
Considérons en eflet le systéme d’équations linéaires

g hj=...= 0 =o,

(19) ‘08‘ 00 o =0:"——r0'
a-—'-—a--_: =—a= = y o5 e .
| dwy; — dwy, ~ 7T dw;, ° (=209

Ce systéme est indépendant du choix des expressions 6, v et w,
pourva naturellement que les nouvelles expressions f soient des
combinaisons linéaires indépendantes des anciennes, que les
nouvelles expressions § et w soient des combinaisons linéaires-
indépendantes des anciennes, et enfin que les nouvelles expres-
sions f§, w et ® soient des combinaisons linéaires indépendantes
des anciennes. SllppOaOllS alors. que, les expressions § élant indé-
pendantes par rapport & dz, 4y, ..., dT,.,, on prenne

0= dxpra— Qn+o,1 dry—...— Qn+a,n dz, (x=1,...,5),

w; = dxj, w;=du; (I=1..,n07=1,...,9),

on aura

i=n j: \

: 0,
6a=2.0ija[(lx,‘d1’j]+2 dz;| 2 A iy ) (x=1,..., ),

ou
i) =1 i=1 !
ou les coeflicients ¢;jo ont des valeurs qu’il est inutile d’écrire.
Le systeme (19) est alors

‘ dry=...=dvprs=0,

!
(197 Zda‘;::“'duj:o (=1,..,R;a=1,,..,5).
\ j=a1-

On voit que le nombre des équations (19) linédirement indé-
pendantes est égal & n+ 5+ ¢', o0 ¢’ est le nombre cherché
et que les premiers membres de ces n + s+ ¢’ équations linéaire-
ment indépendantes sont les expressions de Pfaff cherchées.
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Y

En détinitive. on n’a pas a se préoccuper de la question de
savoir si les variables auxiliaires entrent en nombre surabon-
dant; on peut toujours supposer en fait que ce nombre est
réduit au minimum, qui est le nombre des expressions

i=q

Jj=1

linéairement indépendantes.

31. Cela posé, revenons aun systéme donné. S'il est compatible,
c'est-a-dire s'il. admet au moins une solution, pour cette solution
les 8, sont nulles et par suite les O; les expressions w; sont des
combinaisons linéaires des «; et 'on peut toujours, en ajoutant
an besoin aux w; des combinaisons linéaires des w;, snlp[;osel' que
les =; sont nulles; les équations (18) exigent alors que les coeffi-
cients c;jz soient tous nuls. Autrement dit, si le systéme est
compatible, on peut supposer les coefficients c;jq tous nuls. On
est alors ramené & P'hypothése examinée au n® 28, mais dans le
cas particulier o l'on a

g =S1+ Sa+...+ Sy

Si le systéme est en involution, la question de l'existence ¢t du
degré d'indétermination des solutions est résolue. S'il n’est pas
en involution, on le prolongera en prenant comme nouvelles
variables dépendantes u,, ..., u, (g étant réduit & sa valeur mini-
mum). Pour cela, on cherchera a résoudre de la -maniére la plus
générale possible les équations (18) en w,, ..., ®,, considérées
comme linéaires en w,, ..., w,; les coefficients dépendront d'un
certain nombre de paramétres indépendants ¢y, ..., ¢, . On sera
ramené au probléme primitif, sauf que s sera remplacé par s + ¢
et ¢ par ¢;. On est sir, d’aprés un théoréme général, qu’en
répétant ce procédé un certain nombre suffisant: de fois, on
arrivera soit & un systéme incompatible, soit & un systéme en
involution.

On peut aussi prolonger le systéme (16) d'une maniére
partielle en adjoignant aux équations (16) celles qui expriment
un nombre ¢’ << ¢ de combinaisons linéaires de w,,..., m, en
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tonctions linéaires de o, ..., w,; mais il faut alors que le sys-
téme obtenu en annulant les 6, les w €t ces ¢’ combinaisons
linéaires de w,, ..., w, soit complétement intégrable, les iuté-
grales de ce systéme jouant le role de nouvelles variables x, en
nombre n + s 4 ¢'.

32. Pour abréger le langage, nous dirons que les cxpressions
Wy, ..., Wy, sont les expressions de Pfaff principales, les expres-
sions w étant dites secondaires.

Unssystéme d'équations quadratiques extérieures de la forme(15),
avec des variables principales w; et des variables secondaires-;
fonctions linéaires inconnues des variables principales, sera dit
involutif s’il satisfait aux conditions énoncées au n° 28.

Supposons que le systtme (17) se décompose en deux systemes

partiels
i=n j=%

2 2“:’/‘/.’[“’[“’/]20 (k=1,...,0),
i=1 j=1
i=n j=%

E 2[),‘,‘/,-[(0,‘)(,‘]:0 (k=1,...,0"),

i=t1 j=1

avec deux séries de variables secondaires @y, ..., We; iy - -+, L
indépendantes entre elles. Pour que le systéme total soit invo-
lutif, il faut et il suffit que chacun des systémes partiels le
soit. Soient en effet ' ’

G, Oty ..., On;

!

!
g, Ty, vy O

les nombres qui, pour chacun des systémes partiels, jouent le role

des entiers
) S, Sty .-., S
On a évidemment

Résolvons maintenant les équations données par rapport aux ©
.etaux y ; le nombre des parametres entrant dans les expressions
des w sera «wu plus égal a

O+ 20,4 .o NTy !
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le nombre des parametres entrant dans les éxpressions des /. sera

au plus égal & .
S+ 20,+...+ ndy;

pour que le nombre total des paramétres soit égal &

S1F 289+, o+ NSy,

il faut donc et il suffit que les deux limites supérieures soient
atteintes, c’est-a-dire que les deux systémes partiels soient involu-
tifs.

Ajoutons encore une remarque utile. Supposons que le systéme
formé par les 5 premiéres équations (17) jouisse de la propriété
que l'entier 5, qui lui correspond soit nul (et par suite aussi les
cntiers suivants ¢y, ..., ) : alqrs pour que le systéme (17) soit
involutif, il faut que le systéme partiel des s premiéres équations
soit aussi involutif. Les o premiéres équations (17) font en effet
intervenir ¢, variables secondaires; supposons qu’on annule dans
les s — s autres équations (17) ces &, variables secondaires, et soient

c'l’ 6/2? DS ) 6’11
les nombres correspondant & ce nouveau systéme; on a évidem-

ment
!

sy =6, + 7Y, $3=106% ..., Sp= 0.

Cela posé, supposons que les expressions des ¢, premiéres
variables secondaires contiennent moins de ¢, paramétres arbi-
traires, les expressions des autres variables secondaires faisant
intervenir au plus o, + 26, + ... + no, paramétres nouveaux,
les expressions des variables secondaires dans le sysiéme total
contiendraient moins de s, + 2§, + ... + ns, paramétres et le
systéme ne serait pas involutif. ‘

Tout systéme (17) formé d’une seule équation est évidemment
involutif. Nous aurons & considérer d’autres systémes involutifs
simples, en particulier le suivant :

[w,m“ ] -+ [wgm,, ] ek e [w,,m,,,] = o0,
[w@n ]+ W] +...+[wyByp] =0,

[wiBp1] + [wampa] +oo .+ [wpwpp] = o,
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ou les variables secondaires w;; satisfont aux seules relations.

Bij= Wiy
on a pour ce systéme

S1=p, S2=p—1I, ey Sp—1= 2, Sp=1.

La résolution donne

W= 2(1,']/.-(0/,

avec les

(p+1)(p+ 2 . \
PP—‘)B(B———) parameétres a;jx ot 'on peut changer

d’une maniére quelconque 'ordre des indices inférieurs.

CHAPITRE 1V.

LES VARIETES A P DIMENSIONS DE L'ESPACE PROJECTIF A 1 DIMENSIONS.
HYPERPLANS OSCELATEURS. RESEAUX ASYMPTOTIQUES.

33. Revenons au systéme de référence considéré au n® 1 dans
un espace projectif & n dimensions. Les formules (1) ont introduit
(n +1)* expressions de Pfaff’ w;; qu'i peuvent étre regarddes
comme les composantes mobiles du déplacement instantané dn
systeme de référence; ce sont (n —+ 1)* expressions linéairement
indépendantes par rapport aux différentielles des (n -+ 1)? para-
métres dont dépend le systéme. Il est facile de calculer leurs cova-
riants bilinéaires. Egalons en effet les covariants hilinéaires des
deux membres de I'identité

dAi=wy A+ wpAg+. o+ W peg Ay (i=1,...,n+1);
nous aurons (n* 26)

o=wj Ai+...+ 0} g Apsg + [dA ;]
+ [dArwp] +...+ | dAs 1w pea ],
ou, en remplacant dA, ..., dA, ., par leurs valeurs,

j=n+1

Z 2 (o;-j-—— [(0“ w,jj _— [wnw,j] kI S [("f,n+l w’l*—l,jl ;Alz 0.
j=1

Cette-identité entraine évidemment les suivantes, qui four-
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nissent les covariants cherchés :

( ("Iij = [wjwy;] + [tojawa, ] +.. .+ l"’i,/u-lmn—v-l,j]

(20) (6, j=1,2,...,n41).

Dans la théorie des groupes, ces formules sont les formules de

structure du groupe projectif @ n variables. Elles vont jouer
un réle capital dans la suite.

34. Nous ferons un usage fréquent du théoréme suivani :

LEtant donnés I points mobiles My, ..., My non situés dans
une méme variété plane a h— 2 dimensions, pour que la
rariété plane a h — 1 dimensions définie par ces h points sait
fixe, il faut et il suffit que les différentielles dM,, .... dMu
sotent de la forme -

lil‘l] = Wiy .‘11+. et Wyp M/“

dM;, = o My+. ..+ wus My,

La condition est évidemment nécessaire, ¢ar les points dM,, ...,
dM), appartiennent nécessairement & la variété plane supposde
fixe.

Pour démontrer que la condition est suffisante, considérons le
systtme d'équations aux différentielles totales linéaires

dr, = w T1+...+ w2y,

drj,= wp Ty +. ..+ OpKT),

a h fonetions inconnues z, ..., z,dgs paramétres dont dépendent
les points mobiles. Ce systéme admet évidemment n + 1 solutions
connues, & savoir les {*™* coordonnées z,;, ..., x4 des points
M,,..., M4y (i=r, ....n~+1); on voit immédiatement _aussi que
sur ces n + t solutions 4 sont indépendantes; or on sait qu'un tel
systéme ne peut pas admettre plus. de A solutions indépendantes;
jl faut donc qu'il existe n + 1 — A relations linéaires a coeflicients
constants entre les n -+ 1 valeurs de chacune des A fonctions incan-
nues; autrement dit les coordonnées de chacun des points My, ...,
M, satisfont & un méme systéme de n + 1 — A relations linéaires
a coefficients constants, et par suite les points M,, ..., M, sont
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dans une méme variété plane fixe & A — 1 dimensions. C'est ce
qu’il fallait démontrer.
Nous utiliserons également cet autre théoréme :

Pour que la variété plane mobile [M\M, ... My] aiten com-
mun le point £, M, + ...+ x4 M, avec la variété plane infini-
ment voisine, il faut et il suffit que le point

zdM + ...+ xpdM,

appartienne & la variété plane donnée.
En effet, pour que I'égalité
» pour q &

oMy 2, My = (24 6 ) (My+ dMy) 4. . .+ (zp+ e4) (M) + dMy,),

ol €y ..., ¢4 sont des quanlités infiniment petites, puisse avoir
lieu, il faut et il suffic que x dM, + ... + 24,dM} soit de la
forme —z, M, — ... — ¢ My

35.. Nous allons faire des applications-immédiates du premier
théoréme. Mais anjp_amvant nous changerons légérement les nota-
tions employées pour désigner les n 41 sommets du systéme de
référence; nous écrirons A au lieu de A, ,,, w; au ‘lieu de Onypiis
w;p au lieu de w;, ,,;,. et w,, au lieu de Wty ngr ; de cette maniére,
les formules (1) et (20) deviennent

( dA =woA +w; Aj+. .+ w, Ay
? dA;= w; A + WA+, ..+ wia A,
W} = [“’00‘”1’] + [oy w,u] +i+ [0, wm’]
wy = [on w;] -+ [wawy] .3 [winw.,]

('= LR PR n),

(1"

(20")- (67 =1,2,...,n).
~ Cela posé, exprimons que le point ‘A est fize; les conditions
pour qu’il en soit ainsi sont.

il en résulte que les expressions de Pfaff w,, ..., v, sont
n combinaisons linéaires indépendanles des coordonnées (ou
plutdt des rapports mutuels des coordonnées) du point A.
Considérons de méme la variété plane a p dimensions définie
par les p + 1 points A, Ay, .., Ay, variété que nous désignerons
pour abréger par [AA; ... A,]. Les conditions pour que cette



— 140 —
variété soit fixe sont, d’apreés le théoréme du n® 34,
W,y =...=w, =0,

Wip+) = ... = Wip=10 (i=1,2,...,p).

Il en résulte que les (p+1)(n—p) expressions de Plafl w,,
Wiy, olt o prend toutes les valeurs p 41, ..., n et ( les valeurs 1,
2, ..., py sonl linéairement indépendantes par rapport. aux
(p+1)(n — p) paramétres dont dépend la variéié plane & p dimen-
sions [AA, ... A,] .

Considérons enfin I'élément formé du point A et de la variété
plane & p dimensions [AA, ... A, ] passant par ce point. Cet él¢-
ment dépend de n(p + 1) — p? parametres et les expressions de

Pfaff

Wi, Wy, Wiy (z='|,2,...,p;z:p—i:l,...,n)

sont linéairement indépendantes par rapporl i ces paramétres.
Plusgénéralement la figure formée du point A, de la variété plane
ap dimensions [AA, ... Ap],dela variété[AA, ... A, A, ... Aj]
dépend de.
n(g+1)—p*+pg—q*
paramétres et les expressions de Pfafl

Wi, Wy, ®3, W, W8, W

(i=1,..,p5a=p+1,..,q;B=qg+1,...,n)

sont des combinaisons }inéaires indépendantes de ces paramétres,

36. Cela posé, considérons dans l’espace projectifa n dimen-
sions une variété & p dimensions et faisons correspondre & chaque
‘point A’ de cette variété un systéme de référence dont les n+1
sommets seront le point A, puis ppointsA,, A,, e A, situés
dans I'hyperplan tangent, enfin n — p autres points A, ,, ..., Ag.
Ce systéme de référence. ne dépendra naturellement plus de
(n.+1)? parameétres. Pour tout déplacement infiniment petit, on
aura évidemment

(2r) Wprf=... = Wy=0
et, d’aprés (20'),

(w10 pr1] + [@a02 pes] +. oo+ [wp0) par] = 0,
(22) ............... [P RO T T T T R

[wiwin]  +[wawy,] +...4+[wpwpr] =o.
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Comme les expressions wy, ..., w, sont linéairement indépen-
danles (ce sont des combinaisons linéaires des p paramétres dont
dépend la position du point A sur la variélé donnée), les expres-
sions

Wig (I=1,2, .., Pi2=p+1,...,0)

sont (n° 17) des combinaisons linéaires de w,, .. ., w,, et les coeffi-
cients de vy, ..., w, dans les expressions de w,q, Waqy ...y Wpq
forment un tableau symétrique. Autrement dit, si 'on considére
les n - p formes quadratiques en w,, ..., v,

Pp= W W1g+ W g+ .« . Wy,
on a

1.0d
(23) wia=; m
Remarguons que, si Pon considére les‘expressions Wi, Wy Wig
qm sont (n° 33) des combinaisons lindaires des. parameétres dont
dépend I'hyperplan tangent [AA, ... A,], les p premiéres sont
indépendantes et les autres s’en déduisent linéairement: par les
formules (21) et (23). '

37. Soit ¢ le nombre ‘des formes quadratiques &, qui sont
linéairement indépendantes; on peut choisir le systéme de réfé-
rence associé au point A de la variété de maniére que les formes
Dppiy ..., Ppyg soient linéairement indépendantes, les formes
Dpigriy - - .» By btant identiquement nulles.

Considérons en effet une courbe quelconque tracée sur la variété
et passant par P. La tangente & cette courbe est définie par.les
points A et dA; le plan osculateur (i deux dimensions) par les
points A, dA et d*A. Orona

dA = wgo A+ WA +. ..+ w, Ay,
d?A =0, dA+.. .+ wdA,+. ..
a=n

—
B 2 (WyWyg+. ..+ W0 YAy, .
azpat :

1

a=n

== Z ‘ba(w“..., wl,)éa‘f.--;,

x=p+1
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les termes non écrits dépendant lindairement de A, Ay, ..., A, 1l
résulte de la que sil'on cherche le lieu des plans osculaleur en A
aux différentes courbes tracées sur la variété et pasfs‘mt par A, ce
liew contiendra évidemment ’hyperplan tangent & la variété et,
d’une maniére générale, tous les hyperplans & p + 1 dimensions
définis par les équations

i1 . Tn
Ppia(lyy ooey Lp) ) Pp(lyy ooey tp)

avec les p paramétres arbitraires ¢, . .., t,. Pav suite la plus petite
variété plane contenant les plans osculateurs aux différentes
courbes tracées sur la variété et passant par A s’obtient en
établissant entre x,,, ..., z, les mémes relations linéaires que
celles quiexistent entre les formes ®pyy, ..., ®,. Cestdonc une
variété plnne a P+q dimensions. On peut [dppf‘l(‘l U hype/‘nlun
osculateur & la variété en A.

St maintenant on choisit les sommets Ay, . oy Apyg du sys-
teme de référence dans I'hyperplan osculateur, on voit immédiate-
ment que les formes ®,,,.,, ..., ®, sont nulles.

38. Le réseau asymptotique. -- Considérons une variété
plane (I) @ p + ¢ —1 dimensions contenue dans I'hyperplan
osculateur et contenant l’hyper'pl:\n tangent, soit

] ] Myt Bprt= ooo = KMprg Zpiqg =0
son equation.

Cherchons le lieu des tangentes aux courbes de la variété dont
le plan osculateur est contenu dans (1T).

Il en sera ainsi si le point

L A.p+1f+‘- oo+ PprgAprg ‘

est contenu dans (I1), c¢'est-i-dire s’il existe entre &y, ..., Ppyy
la relation linéaire :

)\p+l rb/)-ﬁ—l""- o )\p+q q"l‘!#rl] = 0.

Le lieu cherché est donc un cone du second ordre de sommet A
(et situé dans Phyperplan tangent). Tous ces cones forment un
réseau linéaire quon peut appeler le réseau asymptotique rélatif
au point A. Les formes ®, peuvent aussi sappeler les formes
asymptotiques velatives an point A.
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Pour que le plan osculateur d’une courbe soit dans I'hyperplan
tangent & la variété, il faut et il suffit que la tangente a cette
courbe appartienne & tous les cénes du réseau-asymptotique. Nous
appellerons donc tangente asymptotique toute génératrice com- -
wune i tous les cones du réseau asymptotique. Sig <<p—1,ilya
une_infinité de tingentes asymptotiques; sig=p—1,ilyena
en général un nombre fini; si qip, iln’y a pas en général de
tangente asymptotique.

Deux tangentes seront dites conjuguées sielles sont conjuguées
par rapport 4 tous les cones du réseau asymptotique. Etant données
deux tangentes conjuguées définies par leurs paramétres direc~
teurs (Wi, .., wp) et (Wyy ..., @p), lorsque le point ‘A se déplace
sur la variété dans la direction d’une de ces tangentes, 'hyperplan
tangent en A aen commun 'autre tangente avec ’hyperplan tangent
infiniment voisin. En effet, le point zA+z,A + ...+ z,A,
appartient a 'hyperplan tangentau point A + dA si (n° 34) le point
xdA 4+ x, dA" 4. +zp,dA, appartient a I'hyperplan tangent
en A, ou si

b, . 0Py

x,m—q—....—ﬁ—z‘,,b;;:o (x=p+1,...ip+q).

Or les conditions

wotbx" +w M)“—o (2 =p+1 +q)
lowl""--- pdw”— =p yorees P q
expriment précisément que les deux tangentes considérées sont
conjuguées.

3). Les hyperplans osculateurs et les réseaux asymptotiques
d’ordre supérieur. — Considérons les variétés plaheS; a trois
dimensions osculatrices en A aux différentes courbes tracées sur
Ja variété et passant par A; elles sont définies par les points A,
dA, d?A et d*A. Or, en négligeant les termes en A, Ay, ..., A,,
Apiiy vy Apygyona

ABA=d,,, dA-,,\H Fee it Ppig dA g
l=n

= 2 (q’p+‘1 Wpit oot Ppirg®pigd) A
=p+q+1
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Posons
W= wpt1,0 Pprt+.. . 0pig) Ppig;

les W sont des formes cubiques en v, w,, ..., wp, car des équas

tions
wi=0 ({=1,....,p;h=p+q-+1,...,n)

on déduit par les formules ( 20)

a=p+1,

(24) 2 [wizwar] =0,

a=p+1t

relations qui montrent (n° 17) que les expressions w,, sont des
combinaisons linéaires de w, ..., w,.

Supposons que parmi.les n — p — q formes cubiques Wy il y en
ait exactement 7 linéairement indépendantes ; on en déduira, comme
au n°® 36, que la plus petite variét¢ plane contenant ioutés les
variétés planes osculatrices a trois dimensions aux différentes
courbes tracées sur la variété et -passant par A esta p—+ ¢+
dimensions; de plus, sil'on choisitles sommets A p g 4, ..oy Apigyr
du systéme de référence dans cette variété plane, les formes cubi-
ques Wy 0.1y ..oy Wpyigyr seront linéairement in‘dépendantes et les
formes cubiques W, 4,44, ..., ¥, seront identiquement nulles.

Cette variété planeap + ¢ -+ r dimensions peut s"appeler Uhy-
perplan osculateur du second ordre en A a lavariété; le réseau
de cones du troisiéme ordre

)q ‘FI'*"I"‘l -+, ..+ )‘I“yp-é-q—i—r =0

le réseau asymplotique du secondordre,les formes W) les formes
asymptotiques du second ordre:

40. 11 y a entre les formes asymptotiques du premier ordre ct
celles du second ordre une relation renmrqualﬂe : lesdeérivées par-
tielles du premier ordre d'une forme asymptotique du second
ordre quelconque sont des formes a.s-)'/nptbtiques du premier
ordre.

Soit en effet

a=p+q i=p a=p+q
. Y
v, = E Py, =Z E W; W,y We)
a=p+1 i=1 a=p+1

XLV, 11
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nne forme asymptotique du second ordre. On a

a:])'i-ll I—-]) a—~[l+f] ]"p %= ﬂ+q

oV,

A=p+1 Jj=1 a=p+1 j=1 a=p+1

or les identités (22) et (24), différentiées parrapport i w;, donnent

j=p
0wy . .
w,a—z 0(: =0 (i=t\, . .,pie=p=+I1,...;p+q),
J=1 )
a=p+gq a=p+q
dw; : Jwg)
I“ 23 .
ar— * W, =0 12 =1,... .
E ;. 2 L (Ly=1,...,p)
a=p+1 X=p+1

. \ . ow .
1l en résulte que dans Texpression de o—n) les trois sommes du
w;

second membre sont ¢gales et par suite on-a

A=p+q

oW, ) dwy;,
-
ouy; 3 Z dw; “

a.:pio-I

formule qui démontre le théoreme.

On déduit-de ce qui précede que, le réseau asymptotique (du
premier ordre ) élant supposé connu, /e réscau asymptotique du
second ardre n’est pas arbitaire. Si en particalier le véscau asym-
plotique est défini- par un certain nombre de relations linéaires a
coelficients constants entre les cocfficients des formes ®,, soit

S‘K,“(l,‘":: o
5y ’
icj
............. y
~
: L,‘j(l,/— o,
ij

les coefficients a;jx des formes cubiques Wy deveont satistaire aux
relations suivantes; en nombre p fois plas grand,

S‘ Ajjaijk == 0,
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Supposons par exemple que les formes asymptotiques du premier
ordre se déduisent linéairement des formes ree mnule~ 20,w;; le
réseau asymptotique est défini par les conditions

Ay == Ay == Upy =0

et par suite lerésean asymptotique du second ordre satisfera aux
condilions .
Ajjj= 0 (,7 ::l,'l....,p);

les formes cubiques Wy n’auront done que des termes de la forme
awiejog, les indices ¢, j, k étant distincts.

4. 11 peut arriver que les conditions imposées par le réseau
asj‘mptm,iqne du premier ordre au réseau asymptotique d|'| second
ordre ne convicnnent qu'a des formes cubiques identiquement
nulles : ¢’est ce qui arrive dans I'exemple précédent si p = 2. Dans
ce cas, I'hyperplan osculateur du second ordre se confond avec
I'hyperplan osculateur du premier ordre et 'on peut démontrer
facilement que cet hyperplan est fixe quand le pomt A sedéplace
sur la variété. On a en effet, quel que soit I'indice & " p+-q.

W) ==.0,

W) =0 (i=1.2, ..., p+q).

i

Par suite (n® 34), Uhyperplan [A A, «. A, | est fixe. La variéte
est donc contenue dans un hyperplan fixe i p + ¢ dimensions.

La méme conclusion subsiste sous la seule condition que I'hy-
perplan osculateur du second ordre coincide en chaque point A
avec Uhyperplan osculateur du premier ordre.

42. On pourra convenir dlappeler tangente asymptotique du
second ordretoute tangente génératrice commune des cones U, = o
en vertu du théoréme du n® 39, toute tangente asymplbliquc du
premier ordre est tangente asymplotique du second ordre, mais la
réciproque n'est pas vraie.

On pourra enfin définir les hyperplans osculateurs du troisiéme,
du quatrieme, cte. ordre, ainsi que les formes aswnptonqu« s de
chacun de ces ordres. Les dérivies partielles dordre h d une
forme asymplottque du mitme ordre sont des fOI mes asymplo-
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liquesd’'ordre m — h. Si Uhyperplan osculateur du mié™e ordre
coincide en chaque point A avec Uhyperplan osculateur du
(m-1)éme ordre, ce dernier hyperplan’est fize.

43. Convenons de dire que deux réseaux linéaires de cones
d’ordre A (de sommet A) appartiennent au méme type projectif
si 'on peut passer de I'un a I'autre par une transformation projec-
tive (laissant invariant le point A), ou, analytiquement parlant, si
I'on peut passer de I'un a l'autre par une substitution linéaire
effectuée surles coordonnées w,, ..., w,. On peutalors se proposer
de déterminer toutes les variétés a p dimensions dont le réseau
asymptotique du premier ordre appartient a un type projectit
donné, ou encore toutes celles dont les réseaux asymptotiques du
premier, du second, etc., du Ai™e ordre appartiennent a des types
projectifs donnés.

Pour donner .une idée de la méthode a suivre, prenons deux
exemples.

Proposons-nous d’abord de trouver toutes les variétés a
p dimensions dont le réseau asymptotique, supposé d’ordre p.
est réductible & la forme

)\,m} —“+ ...+ )\,,w;-', = 9.
On aura ici ¢ = p, et 'on pourra supposer choisis les sommets
du systéme de référence de maniére a avoir
q),,_g_i:u),-’ _(i:l,‘z, ...,p).

Cela posé¢, les variétés cherchées peuvent étre regardées comme
les solutions du systéme de Pfaff :

Wyt =...=Wp=0,
(2;) W p+i = W (i: ‘.» 2, ---7P)1

Wi pri =0 (6756, J=1,2, «.., p),

Wiap+h =0 (i=1, ..., p; A=1, ..., n— 2p).

Les premiers membres des équations de ce systéme sont des com-
binaisons linéaires des expressions

Wi, Wx, .y (i=1t,...,p;a=p+1,...,n)

qui sont linéairement indépendantes par rapport aux différentielles
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des n(p +4-1) — p?paramétres dontdépend I’élément générateur de
lavariété (formé du point A et de "hyperplan tangent [AA, ... A,]).
Le systéme (23) est donc de la nature de ceux qui sont considérés
au n° 29. Calculons alors les équations quadratiques alternées
dérivées des équations (25). En appliquant les formules (20") et
tenant comple des équations (25), on obtient

1,..,p
[u),-(m,,+,~’,,+,~—w,-,~— woo)] — 2 [wrwil=0 (¢=1,2, .., p)

(26) ¢ kA )
—[wiwj]+[wjwprjpri]l=0 (E&JiLj=6L2 ..., p)

[wiwpiiapidr] =0 (i=1,2 .. ,p;k=1,2,..., n—2p)

Ici, les équations (26) sont d’elles-mémes de la forme (17) et les
expressions principales sont w,, ©,, ..., w,. Les expressions
secondaires sont

Wijy  Wpii,p+j EET LT=12 ..., P)
Wpii, pi = Wi — Wy (i=12,..,P)
Wprigp), (=152, ..,piA=1,2, ..., —2p);

elles sont au nombrede p (n —1).
Le nombre s, est ici le nombre des équations linéairement.
indépendantes

1.op
Ei ("’p+|',p+i — 0y ."’00) - 2 E/.- O = 0,

k #£
—Eioji+Ejwprjpri =0,
i 0 ptriaps) =05
on trouve immédiatement
sy=p(n—p).

Pour avoir le nombre s,, il faut adjoindre aux équations précé-
dentes les suivantes :

! U
Ei (@ pard, pai — Wi 7 9g0) — E Er wxi = o0,
—tiwji+t oprjpri=0 '
W) j P p+i,p+i =Y

E; ®p+iap+) = 05



— 138 —
. . . . . » » e e
on déduit de toutes ces équations (siles 3, et les g sont arbiti-aires)
“piiap+l = 0.
My = M pjop+i = Oy

"'I’+"~I'+i =i gy = 0
on a done

$i+Ssa=p(n—=r1) d’olt ss=p(p—1)..

Il est évident maintenant  que les entiers s, s, 453,
Sy~ S2 53 4+ S4. ... sont tous égaux a s, + s, ; done '

Sp=08, = ...=S,=0.
Des valeurs trouvées pour les son déduit
s1+0284+ 353+ .+ psp=p(n+p—2);

or si Pon résout les (’quations (26) par rvapport aux p(n —1)
EXPressions i, Wpyi pyjs «. .21 Lrouve

W;j == ~a,~,~w,~+ b,-jwj,
Wpai prj= CijWi—= @jj;,
| P
O p gf, pi = if—— Voo = Iyt — 2 briwi,
LFY

O i p+21 = z-‘.,’i)“'-'i:
avec les p(n—+p -2) paramétres arbitraires a;j, bij, cijv hiy ga
Le systéeme (25) est donc en involution et les variétés cherchées

dépendent de sy = p(p “-1) fonctions arbitraires de deux argu-
ments.

44. On peut se placer a un autre point de vue et regarder les
variétés cherchées comme engendrées parlears hyperplans tangents.,
Les expressions -

Wy, Wig (e =L 2 e, Py A=Pp A0, 0 0D

sont linéairement indépendantes par rapport aux (p—+1)(n — p)
paramétres dont dépend 'hyperplan tangent |AA, .. A,]. Or les
conditions auxquelles doit satisfaire la variété sont données par les
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relations

'm,,_H oL = W, =0,
(27) CWjpyi =0 (&6 =12 ...,p)
Wiapa =0 (i=1,92, ...,p:h=1, ..., n —2p);

les relations ( 22) montrent en effet que w; p,;ne dépend que de
W et que par suite le réseau znsymplntiquc ;lppartienl au type pro-
Jectif voulu. Les équations (27) sont bien de la nature de celles qui
sont considérées an n® 29, mais ici ce sont les p expressions o;, p;
(i sont principales. Les équations (quadratiques extérieures déri-
vées des équations (27) sont

[wiwi,[l+iJ =0 (‘: Iy 2y «o s P)y
(28) « — [ paivwji]+ [0 prjwpij pri] =0 (E#Z ] 6] =1y2,00P),
[‘”i,p+i'~°p+i,2/»+).] =0 (i+ y2yeee, P )‘ S PRI ”"'QP)o

tci, les expressions secondaires qui tigurent dans une quelconque
des équations (28) sont indépendantes de celles qui figurent dans
les autres ; par conséquent (n° 32), le syslénic est en involution el
les valeurs de s,, ..., s, s'obliennent en ajoutant les valeurs de
ces nombres pour chacune des équations (28); on trouve ainsi
immeédiatement

.\‘.:p(n-—p), Sg=p(P—l), 5,’:...=Sl,‘l::()',

comme avec la preniiére méthode.

£5. Les variétés précédentes: jouissent d’'une propriété remar-

A |
quable. Considérons les équations
w;= 0 (i=1,2,...,p)

chacune de ces équations est complétement intégrable ; on a en
effet, sur toute variété intégrale du systéme (25),

k=p

w, = | wegy | + E[Nkwki] =[w;(wpii,pii— 2000)];
k=1

comme w; s’annule avec w;, 'équation w;= o est bien compléte-
ment intégrable (n® 27).
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Ce résultat peut s'interpréter géométriquement de la maniére
suivante :

Les équations w;= o définissent p variétés planesa p— di-
mensions tangentes a la variété en A: ilexiste sur la variété p
Samilles de variétés a p —1 dimensions tangentes en chacun
de leurs points a l'une de ces p variétés planes.

Convenons de dire qu'une variété plane tangente a p — 1 dimen-
sions est distinguée si, considérée comme une variété plane double,
elle fait partie du réseau asymptotique. Appelons de méme variécé
distinguée a p —1 dimensions une variété située sur la variété
donnée et telle qu'en chacun de ses points elle soit tangente 4 une
variété plane tangente distinguée. Nous voyons alors que si en
chaque point A de la variété donnée le réseau asymptotique
admet comme cénes de base p variétés planes doubles, la
variété donnée admet p familles de variétés distingudes a
p — 1 dimensions.

46. Cherchons maintenant les variétés a p dimensions dont le
réseau asymptotique peut se ramener a la forme

hMw? ...+ hgwi =0 (g<p)

On est ici dans un cas particulier intéressant, celui ou les
q formes quadratiques asymptotiques peuvent s'exprimer en
Sfonction de moins de p variables. La condition nécessaire et
suffisante pour qu’il en soit ainsi est que I’hyperplan tangent
dépende de moins de p paramétres.

Supposons en effet que I'hyperplan tangent depende dep'<p
paramétres ; d’ apres ce qui a été vu au n° 34, il faut et il suffit
pour cela que parmi les (p—+1)(n — p) expressions

Wy, Wiy (I=1,2, ., p;a=p~+1, ..., 1)
il y en ait exaclement p' indépendantes ; or les seules qui ne soient

e, 0D . (e, P
pas nulles sont les demi-dérivées Fu-f-‘; or dire que les dérivées %‘
i (0T}

ne dépendent que de v, ..., @,y c’est dire que les formes ®,
peuvent s’exprimer-au moyen de wy, ..., w, et ne peuvent pas
s’exprimer au moyen d'un moindre nombre de variables.
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Rééip:oquement, si les ®, ne dépendent que dew,, ..., &, ilen
est de méme des w;y, et comme les w, sont nulles d’elles-mémes,
I'hyperplan tangent dépend exactement de p' paramétres.

Cela posé, revenons aux variétés pour lesquelles le réseau asymp-
totique est engendré par ¢ variétés planes doubles a p — 1 dimen-
sions, et définissons ces variétés en coordonnées tangentielles.

On pourra supposer

2

Py = wi, ey q.’p+rl= W, q’[l+q+)‘= 0.

Le systéme de Pfaff qui définira les variétés cherchées sera

Wpii =o0 (i=1,2,...,9),
Wptg+) =0 ()\:‘,2,---1""1’—'9),
(29) ... -,
Wj,p+i =0 (J?’é";]:';'lr--wpelzl"Qv-'-,q)r
Wi prg)r=0 (I=I,..,p;k=1,..,n—p—gq). '

On a ici ¢ variables indépendantes et ce sont les expressions
Wi pyi (£ =1, 2,...,¢) qui sont principales. Les équations quadra-
tiques alternées dérivées des équations (29) sont alors

[wipriwi] =0  (i=1,...,9),
—[wipriwii]+[wjprjoprjpril =0 (EFJ 6L =1..,9),
—[wipriwp] =0 (I=1,...,q9; k=¢q+1,...,p),

[Wipri®priprgra]l =0 (E=1,...,q;h=1,...,n—p—gq).

(30)

On trouve facilement, comme plus haut, que le systéme est en invo-
lution avec

si=g(n—gq),  S2=g(g—1), SH=...=sg=0.

Les variétés cherchées dépendent donc de q(q — 1) fonctions
arbitraires de deux arguments.

Il n’y a d’exception a cette conclusion’que si ¢ est égal a 1. Dans
ce cas, les variétés dépendent de s = n — 1 fonctions arbitraires
d’un argument; ce sontles enveloppes d'une variété plane a p dimen-
sions dépendant d’un paramétre ; nous les retrouverons plus loin.

47. Etudions maintenant les variétés 4 p dimensions dont
I'hyperplan tangent dépend de g << p paramétres- et dont I'hy-

perplan osculateur a le nombre maximum p+¢l(qi+.1) de

dimensions.
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On pdurra supposer ici que les formes quadratiques asympto-
tiques ne dépendent que de w,, ..., w,. Nous poserons

‘1’_/;,'\:(1)[” ¢(ij):: 2W;W; (l#j; i,j::l,ﬁ,,',,'q)

: -+
en appelant A ;,, A jj les ‘1@2—”

sommets du systéme de réfé-
rence qui,avec A, A,, ..., A,, déterminent ’hyperplan osculateur.
Nous désignerons par I, m, ..., les indices compris entre ¢ -+ 1
et p,et par «, 3, ..., les indices des sommets du systeme de
référéence non sitnés-dans 'hyperplan osculateur. On a évidem-
ment

’ W) = W, Wiijy = Wj, Wiy =20 (¢ =12, 00, q)

@iin = 0, i) = 0, wg=0 (l=q+1,...,p)

Des derniéres équations on déduit, en prenant les covariants
bilinéaires,
B [wwi] =0 (T=1,2,...,¢),
[wiw;] +[wjw;] =0 (EA 6] =12, ...,¢).
Ces relations exigent qu'on ait
wp=1ww;  (E=1, . ., l=¢g+1,...,p),
o u; est un coefficient convenablement choisi.
Considérons alors le point A; -— w,A et choisissons-le pour nou-

veau sommet A; du systéme de.référence: cela revient i supposer
u;=o0. On a done

w0 (i=1,..,q;l=qg+1, ...,p)
Cette équation donne, par les covariants bilinéaires.
. [(O/o(n,'] = 0.
- L'expression wy, ne dépend donc que de w;; par suite si g est
plus grand que v, on a aussi
wyy = 0.

On_ en déduit que ‘dA,H_, y ..., dA, ne dépendent que de
Agiis -y Ay et par suite (n° 34) la variété plane [Agy, ... Ap]
est fixe.

Autrement dit, Phyperplan tangeut en A contient une variété

plane fixe (I1) 4 p—'¢g —1 dimensions. Considérons alors une
autre variété plane fixe (II') & n — p + ¢ dimensions n’ayant
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aucun point commun avec (I1); elle a en commun avec la variété
donnée une variété a ¢ dimensions dont 'hyperplan tangent
dépend de ¢ parametres et Thyperplan  osculateur est
aqg -+ (_17_-"_12 dimensions; en joignant tous ses points aux diffé-
rents points de (I1) on a la variété cherchée.

Les variétés cherchées ont le méme degré de généralité que les
variétés a ¢ dimensions de l'espace @ n — p -+ ¢q dimensions;
elles dependent donc de n—p fonctions arbitraires de
q arguments.

8. La conclusion précédente ne sapplique pas sig =1, c'est-
a-dire si Uhyperplan tangent i la variété ne dépend que d’un
paramétre. Ici encore on a comme plus haut

W/ =0 (l"‘l,i...,p:).

La caractéristique de T'hyperplan -tangent est (n° 34) le lieu des
points xA 4z A, + ...+ 2,A, tels que le point

rdA +xdA\y + ..+ x,dA,

P

appartienne a I'hyperplan tangent; c'est donc la variété plane
[AAzA,...A,|. La caractéristique de cette variété plane est le
lieu des points xA 4+ x3A3 + ...+ 2, A, tlels que

TWy+ Ty +. ..+ TpWyy = TW =0,

c'est donc la variété plane [Ay;A;...A,]. La caractéristique de

cette variété plane est le lieu des points 2\ + ...+ zpA, tels

qu’on ait

. TaWag -+ 1!‘3(1)30—!—; e Tpwpe = 0

or I'équition ' '

Wyy=10

conduit a :

[m/°w|] = Oy

‘ce qui montre que wg, ..., Wy, ne dépendent que de w,. La

caractéristique de [A3A;...A,] est donc unc variété plane

a p — 2 dimensions qu'on peut toujours supposer étre [Ay...A,];

on aura alors :
W30 =...= Wpg= 0.

* On déduit de ces derniéres équations

» [wum"] =..e== [w,,,w,o] = O,’
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ce qui montre que wjs, ..., Wy, ne dépendent que de w,; par
suite, la caractéristique de {A;...A,] est une variété plane
4 1 dimension de moins qu'on peut toujours supposer étre
[As...AL]s avec

Wy =...=Wpg= 0.
On continuera ainsi de proche en proche et I'on pourra toujours
supposer que, dans la suite des variétés planes

[AAjAsA,], [AAs.A,l, [AsApl, [AscApl, -y [ApatAl, Ap
chacune est la caractéristique de la précédente; on aura

W/ =0 si ml—i,

[(1)1,1_1 wt] = 0.

C.ela posé, considérons le point A,; il ne dépend que d'un
paramétre, car
dA, = wp,p1Ap-1+ WppAp;
il engendre donc une courbe dont la tangente est [A,A,_,];
comme on a

Ay = 0pg,ps A pog+ W)y pmt Apg + Wpoy pAp,

le plan osculateur a cette courbe est [A,A, A,..]; la variété
plane osculatrice 4 deux dimensions est [ApAp_1Ap_2Ap_i] et
ainsi de suite; finalement, sa variété plane osculatrice 3 p—1
dimensions est [AA2 .. ,,], cette variété plane engendre la
variété donnée qui est ainsi le lieu de la variété plane oscula-
trice @ p — 1 dimensions d’une courbe gauche.

Réciproquement, partons d’une courbe gauche (C) lieu d'un
point M fonction d’un parameétre ¢ et considérons la variété a
p dimensions lieu de la variété plane a p — 1 dimensions osculatrice
de (C). On a, pour tout point A de cette variété,

dM. d:M ~dr'M
A= M—i—:t,-zt— + Zy F+"'+‘x"—'_¢?t—l'_—7-’

les p paramétres dont dépend la position de A sur la variété étant
t, #,,..., Zp_y. On a alors

dN 2
dA = dxr, dl —+ dz, dd}? +e

dr-M M . d'M drM
-+ dx,,_, a1 + dt ( + X — a0 + o Zp-y dll' H
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on voit que I’hyperplan osculateur a la variété est déterminé
par les p + 1 points

aM  d:M drM

Y& e v

il ne dépend donc que d'un paramétre, a savoir £.

Les variétés dont I'hyperplan tangent ne dépend que d'un
paramétre dépendent évidemment, d'apres ce qui précéde, de
n— 1 fonctions arbitraires dlun argument, comme on l'a trouvé
directement au n° 46.

49. Proposons-nous enfin de déterminer les variétés a
p dimensions dont le réseau asymtotique est le plus général

possible (l’hyperplan osculateur étant alors a .p(-—p:—{)

cl[mensions), mais dont le réseau asymptotique du second
ordre est engendré par p variéiés triples n’ayant d’autre
point commun que A.

Nous pourrons choisir le systéeme de référence de maniére que
les formes asymptotiques du premier ordre soient

b= w?, b= 20;w; (i#jy56,7=1,2,...,p)
et les formes asymptotiques du second ordre soient
¥y = w? (i=1,2,...,9).
Nous aurons donc

da:M = (U}A(“)-"- 2(.01(1)21\“1)—*—'. e U)I’,A(,;I,i-l—. .oy
dAM=w}Ar+oiAy+...+0JA+...,

les termes non écrits étant, dans la premiére formule, linéaires
enA,A,,...,A,; dans la seconde formule, linéairesen A, A,, ...,
Apy Ay Aprays -+ oy App)- 1l pourra enfin exister d'autres sommets
du systéme de référence que A, Ay, ..., Ay, Ay, ooy App)s
A,y ..., Apy;nous les appellerons Ay, Ag, etc.

Cela posé, on a démontré au n° 40 la formule

1,.,p
v, 3 0w i
Jw; s O
hk)

q’(/l ks
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on en déduit
W= Wi W0, wynir=o  (E£JFR L k=1, ..., p)

Dapres cela, les variétés cherchées peuvent étre regardées
.comme les solutions du systéme de Phafl:

Wy Oy W, =0, Wy =2 0}
Wi =7 Wy W), = 0,
- Wiijy = W, W jk) 7= 0,
(31) , )
W= 0, W jr-= 0, Wiy == 0,
h)(,',-”w BT Lu‘,‘j“w -2 0, "’(jlni’ = 0,
UL Wijya = 0.

es équations de ce systome. expriment des relations linéaires
L t le ystém I tod lations liné
entre les expressions (n),',‘io(,j), Wy Way Wijkys Wijy Wigy Wiy W jjr1a
qui sont lindairement indépendantes par rapport aux paramétres
qui définissent la position de la figure formée par le point A,
I'hyperplan tangent et l"hypcrplan osculateur.

Le systéme quadratique extéricur dérivé de (31) est:

:” k= l,ﬂ...,/l ’ ‘
| ®igiy = [wi (o iiyi, + oo - 2wii) ] + Z [walwin,ii,—wri)] == 0,
k£
k=1,..,p
8jir, = [wi(jyin—mji)] + E [wroayii] = o,
kA0

Oiijy = [wilwinij)— 20i)] + | 0j(@ujij—+ weg— wii— w ;)]
A=1t...p
3 .
-+ [wi(wiryij,—= wij)] =0,

. R k&,
(32) .
Oijy = | wi(winyis,— was)] + [0 (@, — wi) ]

b2y P
-+ E [(I)h W k(i f) I == 0,
hZij
h=1,...,p
. 1 ﬁ
Oy = l W (W == Wy — Wi i, — (')ii)] - 2 [w/;w/.'il =0,

k£

e,ij == [(”i(” ij,(ii,] =0,

2 ['w,-w‘;,'/;,(ii;] =0,

Oiia =[wmig] =o0.




Chacune des équations 6 ;= o fait intervenir une expression
sécondaire w;y qui n’intervient dans aucune autre des équations ;
elle est involutive avec

Iy =1, Tg==e. .= 0p = 0.
De méme le groupe des p équations
8,,,7” 62“'1'\, “e ey ("p,jj),

oa ¢ et j sont deux (différents) des indices 1, 2, ...  p. fait inter-

pep 1)
2,

venir expressions secondaires

Wi ;T 20y W jjis T 20 Wi Wee = 0= ©j,
WGk )= Wkjy O GAGH T Ohiy Oy
qui n'interviennent dans aucune des autres é¢quations du systéme,

et le systeéme partiel formé par ces p équations est involutif (fin
du n' 32), avec

Iy=p, Ty=p —1i, ey Tp—1 = 2, Ip=1.

prop+3)
‘2

11 ne reste done a ¢tudier que le systéme des . équations

0, =0, 8, = 0, 8 /1" = 0, B i = 0, 0 =0

(T=1,2, 0., p)
et a voir s'il est involutif. 11 fait intervenir les expressions secon-
daires

W gl Voo == 20y Wiijuiiy Wiy, W Weg = Wi Wi

. S(p+3 .
qui sont au nombre de ’i—iﬁ)—————’ Or on trouve facilement que

pour ce systéme l)ill‘li(fl On a

CpEip +3)
.
2

3y = 59= 0, Ceey 3,= 0,
et I'on vérifie sans peine que les valeurs des expressions secon-
daires en fonction de w,, wy, ..., ©, introduisent -exactement

2 p 4+ R . ..
’L? pm'unwlres arbitraires.
2



— 163 —

Le systéme (31) est donc en involution, et I'on a en particulier

_rp—n,

s
4 2

p(p—n e
——— fonctions

Les variétés cherchées dépendent donc de
arbitraires de p arguments.

Remarquons que la variété la plus générale & p dimensions
dépend de n — p fonctions arbitraires de p arguments, mais on a

1C1
> PP +5)
= 2

Enfin on peut remarquer que chacune des équations

wy =0, ceey w,=0

est complétement intégrable, c’est-a-dire qu’il y a sur la variété p
familles de variétés 3 p —1 dimensions tangentes en chacun de
leurs points a une des p variétés planes qui, regardées comme
variétés triples, définissent le réseau asymptotique du second
ordre.

CHAPITRE V.
LES VARIETES DEVELOPPABLES. LtES VARIETES DE COURBURE CONSTANTE
‘DANS 'UN ESPACE NON EUCLIDIEN DE MEME COURBURE.

30. Plagons-nous maintenant dans un espace euclidien a n di-
mensions et prenons d’abord un systéme de référence formé
d’un point A et de n vecteurs-unités rectangulaires I, ..., I,. On
a les formules (2) et 'on trouve facilement, comme au n°33, les
covariants bilinéaires

/ k=n
‘w'[ =¥ [wi o] (i=1,...,n0)
N k=1
('3) ¢ k=n
’ m}j: [wirws;] (T=j i, j=1,...,n).
\ k=1

Faisons correspondre a chaque point A d’une variété a p dimen-
sions un systéme de référence ayant pour origine le point A et tel
que les p premiers vecteurs Iy, I,, ..., I, soient tangents a la
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variété. On aura
Wpiy=.,.= W, = 0.

Nous dirons que la variété est développable lorsque son ds?
sera celui d'un espace euclidien &4 p dimensions, c’est-a-dire
lorsque la variété sera applicable sur une variété plane a p dimen-
sions (de l'espace euclidien donné E, i n dimensions). Pour qu’il
en soit ainsi, il faut et il suftit qu’on puisse faire correspondre a
chaque point A de la variété un point B d’un espace euclidien E,
a p dimensions de telle sorte que le ds? du point B soit égal a
celui du point A, c’est-a-dire égal & wi+...4=w}. Si alors on

pose
dB = w,J;+ w,J,+. et mpJp,

en désignant par J,, J,, ..., J, un systéme de p vecteurs de
I'espace E,, on aura

dB|dB = Sw;wi ;| s,

et, par suite, les vecteurs J,, ..., J, seront de longueur 1 el rec-
tangulaires entre eux.

Cela posé, prenons dans l'espace E, un systéme de référence
pPlp+1)
2
f;, 8:; les composantes de son déplacement instantané. La va-
riété donnée de E, sera développable si l'on peut déterminer

les 2P 1)
2

N

mobile (dépendant de paramétres arbitraires); soient

paramétres du systéme de référence de E, de maniére

a satisfaire aux équations
(34) 0= w; (I=1,2,...,p).

Les équations quadratiques extérieures dérivées de (34) sont.

k=n

(35 D [ws(8—wi)] =o,
k=1

avec les w; comme expressions principales et les 8z — wy; comme
expressions. secondaires. Or, si I'on cherche a résoudre les équa-
tions (35), on trouve ,
k=p
00— wj; ==Z ajii W
k=1
XLVII. 12
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avec
ajik= ajij
et, naturellement,
Bjig=— Qjjk.
On déduit facilement de ces relations que tous les coefti-
cients «;x sont nuls. 11 faut donc ad]omdre aux équations (34) les
sm\'mtes

(36) b= wj.

Les équations quadratiques extérieures dérivées du systeme (34)
et (36) sont maintenant

I,wj,p-i-l 0’,:+|,1‘] -+ [U)j,p+z‘°1"+z,f] .o+ l_wju‘”nij = o.

Si ces conditions ne sont pas vérifiées, le systéme (34) est incom-
panble' si elles le sont, le systéme (34), (56) est complétement
intégr able ct, par suite, la variété est développable.

La condition nécessaire et suffisante pour que la variété soit
développable est donnée par les équations quadratiques exte-
rieures

(37) > fwawjal=0  (a=pr, .., n).

a=p+1

51. Intr odmsons maintenant les 2 — p lormea ({lladhlthllf’s
asy mptouques
¢P+‘, ey 'b,, 5
on it ‘
0Py
(U N *

Les .conditions (37) expriment donc -que les formes quadra-
tiques ®ppyy ..., B, des variables Wiy ceey Wp sont exicérieure-
“ment orthogondles. ‘ ‘ ;

Ces formes quadratiques sont susceptibles d’une interprétation
euclidienne. On a, en effet, pour toute courbe tracée sur la variété,
d?A = ‘,’,,_;4 ll,+|+- ot ‘buln“l—. .y
tes termes non ‘écrits dépendant des vecteurs I,, ..., 1,. Or, si
Pon appelle (—) le vecteur courbure de la courbe, <P—) le vec-

9 IR

s R
teur courbure normale, on a

BA = ds’(-‘-)
e



et, par suite, A
'IS’(J ) L P L LT
n

Les formes ®, sont donc les composantes suivant les n — p axes
rectangulaires 1,y ..., 1, du vecteur courbure normale, mul-
tiplié par ds*. :

Pour qu'une variété soit développable, il faut et il suffit que
les composantes suivant n — p axes. rectungulaires du vec-
teur ds*( n) solent des formes quadratiques extérieurement

ortho 'ronales'.

52.. ()n arrive i des résultats analugues en se¢ placant dans un
espace non euclidien de courbure C. En prenant un systéme de
référence normal, on d
('8) ‘ dA = w A+ +qunq

> .
l dA,:-— C(o,A Wi A, A wip Ay (T=1,...,n),
avec :

LW w = 0.

Les formules (20’) deviennent alors ici -

k=n
\ w; =2[wk(0A.f],
(Bgr . A=

':‘"’?‘/f:—c'[‘""‘,*’f]*‘Z["?"""‘”k:’l WS L =0, ).

Couslderons une \.mclc ap dnmensmns applicable sur une
variété plane de 'espace non euclidien dnnné E,, ou encore appli-
eable sur un espace non euclldlen E, & p dimensions de méme
courbure ‘C. Le raisonnement fait au n°® 30 peut se répéter mot
pour mot.’ On aura a considérer les eqnatmm (34) qui conduisent
aux éguations l(.u), puis (36). .Comme on aici
L W Ah=p . . N .
,J=7—C‘(},‘)J]+ [Qikﬁ/‘,] ({,]i:l,').,...,'p);'

o b=t
on sera conduit a la mérm; condmon hnale exprimée par les équa-
tions (35). - S '

Pour que b variété soit developpable (c’est-a-dire applicable
sur une variété plane de Uespace dans lequel est la variété),
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i faut et il suffit que les composantes, par rapport aux
points A, ..., A,, dupointd?A, soient des formes quadratiques
extérieurement orthogonales.

Si I'on considére dans I’hyperplan polaire de A par rapport a
la quadrique absolue le point dont les coordonnées sont @, ...,
®,, ce point est sur la projection normale de la normale principale
a une certaine courbe de la variété et & une distance réduite
du point A égale a la grandeur de la courbure normale de cette
courbe. .

Si Von substitue dans le systéme de référence aux points A, ...,
A, n autres points quelconques situés dans 'hyperplan polaire
de A par rapport i la quadrique absolue (n vecteurs si Pespace est
euclidien), la condition pour qu'une variété soit développable
devient évidemment la suivante :

Il faut et il suffit que les n— p formes quadratiques
Dpiry ...y By solent extérieurement conjuguées par rapport a
la forme quadratique H(zp,y, ..., 2,) qui indique le carré de
la distance réduite au point A du point dontles n — p der-
niéres coordonnées sont xp,y, ..., n, les autres étant

r=I, 1.'.:.,_—_-.1'1,:()_

53. Nous avons démontré (n° 20) que si 7 formes quadratiques
réelles extérieurement orthogonales ne peuvent pas s’exprimer en
fonction de moins de n variables, le nombre 7 est au moins égal
an,et, sirest égal a n, les r formes sont linéairement indé-
pendantes et se déduisent par une substitution orthogonale
de n formes carrés parfaits.

Nous déduisons de la que, étant donné un espace euclidien ou
non euclidien, et dans cet espace une variété développable
réelle a p dimensions, si U'hyperplan tangent a la variété
dépend de q paramétres, U'hyperplan osculateur est au moins
a p + q dimensions, et, s’il est exactement a p + q dimensions,
on peut choisir les sommets Ap,,, ..., A, du systéme de réfe-
rence de maniére que ®p,, ..., Py, soient les carres parfaits
de q formes linéaires indépendantes en v,, ..., wp, les formes
quadratiques ®p g,y ..., P, étant identiquement nulles.

On peut énoncer ce théoréme sous une autre forme :

Etant donnée, dans un espace euclidien ou non euclidien &
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n dimensions, une varicté développable réelle a p dimensions, si
Uhyperplan osculateur est & p + q< 2 p dimensions, U'hyper-
plan tangent dépend de q paramétres au plus, et s’il dépend
exactement de q paramétres, on peut choisir les sommets
Apits ooy Ay du systéme de référence de maniére que ®p,, ...,
®,, 4 sotent les carrés parfaits de q formes linéaires indépen-
dantes, ®p gy, - .., ©, €tant ideptiquement nulles.

54. Pour savoir quel est le degré de généralité des variétés
développables précédentes, choisissons un systéme de référence,

comme il a été expliqué au n° 13, en partant d’une forme quadra-
tique absolue

1,..0,p
z 2 2
Q =T -+ QijUiTj~+ Bppy ..+ Th
i
(p+1 \ o . . . .
avec ILPZ_Z paramétres arbitraires a;;. Les relations identiques

qui existeront entre les expressions de Pfaff w,, w;y, w;; seront :

k=p-

w;o +02aikwk =0 (i=1,...,p),
k=1

wyp + Cwgy =0 (a=p+1,...,n),

(40) k=p '

Wig —+ Zau‘.wak=o (i=l,...,p;a=P+l,...,n),
k=1

WB —+ WPg =0 (2,B=p~+1,...,n0)

On pourra toujours supposer que les formes ®,,, :.., ®p.q
sont égales a v}, ..., 0}, de sorte que, comme au n° 48, les varié-
tés cherchées seront définies par le systéme de Pfaff (29). Les
équations quadratiques extérieures dérivées sont encore les équa-
tions (30), mais les expressions secondaires

Wi, Wjiy, Wpijpriy Whiy Wpii,prg+h

ne sont plus indépendantes ; elles sont, d’aprés (40), liées par les
relations
Wpii, ptj+ Opijip+i= 0 (i, j=1,2, ,q)

D’aprés cela, si ¢ et j sont deux quelconques des indices 1,
2, ..., ¢, les expressions scondaires -

Wiy Wi €L Wp p = W pg, pi
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entrent dans deux ct deux seulement des ¢quations (30), a savotr

= [0, priji] 5[ @) paj O prjpri ] = 0,

— [ pijwi;] = [0, pri ©paj,pri ] = 03
ces deux équations forment un systéme involatif avee
=2, Gp=1.
Le systéme (29) est done lui-méme involulif. avee les valeurs.

s1i=¢qg(n-—gq), S$o = i(_fl_l__..-_') $3=...=s8,=o0.
Par conséquent, les variétds dée eloppables réelles a r dimen-
xions pour lesquelles [ hyperplan tangent dépend de q < p para-
métres, le nombre de dimensions de U hyper plan osculalcur

/(9

ayantla valeur minimap + q, dépendent de L fonctions

arbitraires de deux arguments.

Rappolons (n° 46) que lés variétés non developpdblcs dont le
réseau asy mplothue apparl,lent au méme type pl‘()JeCUt depen—
dent de ¢ (g --1) fonctions arljitra’ires dé¢ deux arguments.

Il y a exception-pour ¢ =1 ; mais alors toutes les variétés donl
I lnpenpldn tangent ne depend que d’un paramétre sont dévelop-
pables; elles dépendent de n -—1 fonctions arbitraires d’un argu-
ment ct sont engendrées (n® 48) par les variétés planes ap—
dimensions osculatrices a une courbe gauche. Ces variétés déve-
loppables son't les seules qui existent lorsque n =p—+1.

53. Etudions maintenant I autre. cas extréme. Supposons que
I'hyperplan osculateur-d’ une variété développable réelle a p dimen-

-+ 3
sions soit au nombre maximum [__p__ 3). de dimensions. Choisis-

sons un systéme de référence def‘nl en partamt de la forme qua-
dratique absnlue

x? .
Q= E+ H(zy, x4y ..., @p) + H'(@pi1; ooy Tn)..

ot H et H’ sont, deux formes quadratiques définies posilives provi-
soirement arbitraires.

Les points A.,A., vy Ay du systéme de rekrence sont dans
I hvperpldn polaire de A par rapportala quadrlque absolue ; les som-
mets A, .. A seront choisis dans l’hyperplan tanvent etles som-
mets Ay iy, »\,l seront alors dans I'hyperplan normal On pourra,
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. p(p+1). .. : plp+3)
en désignant par (i7), (if) les — indices. p +1,.. ., ——
et'par A les indices suivants, supposer qu’on a

(b(,,-):.m;}, Djy=2m;mj, by =0 (i;:’j;i,j:l,tz'.,..,p).

La condition pour la varieté d’étre développable ne sera plus
que les formes quadratiques @z, ®;j) soient extérieurement ortho-
gonales, mais gu'elles soient extérieurement-conjuguées par
rapport & la forme quadratique H'. 1l vésulte de la que cette
forme H' n’est pas arbitraire ; on trouve facilement que ses coefti-
cients satisfont aux conditions

Qi) = Q)i
(41) < Qnk) = Qijyiky,

QU= Qigkyil == Gk

36. Cela posé, les variétés cherchées seront les solutions da sys-
téme de,Pfaff:

") = 0, D(ij) = 0, W) = 0,
’ i) = M, 0 j (i) = o,
(42) .
MiGj) == M), 0 i) == 0, i j) = o,
0 ). = 0.

Les équations uadratiques extérieures dérivées des équa-
tions (42) sont:

k=1,...,p
I . . .
8 in= [r.),'(m(,-,-,‘/m—- 2 rn;,')] -+ 2 ['d_k("’(i/.-)ui) — "’ki)] =0,
ki
k=1,..,p
8iin= [wi(mjyiiy— »ji)] + 2 [xoryn | = 05
=
8iijy=[mi(»uiyip—2mi))]
) . k=1,...,p
; Wl .
[ j(ojin— mii— mjj)]+ 2‘ [ s (o inyify— mri)] =0,
kZi,j
Biip = [mi(wuryiy— okl
k=1,..,p
+ o (wyn an— )] + E [oxmiin] = o,
) I‘-# I
. k=1,....p
0= [mimiin] + 2 [orouin] = 0.

ki
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Les expressions principales sontici w,, ..., w,, etles expressions
secondaires sont:

O @) T 2P0y OGjEH)T Wiy DGR Pul ) 206 D)) T R B

Ok Whjy  OkDENH  OEhky WS

mais elles ne sont plus indépendantes. En eftet la forme Q dépend
d’un’ certain nombre de paramétres arbitraires, 4 savoir tous les
coefficients de la forme H et ensuite tous les coefficients de la
forme H' assujettis aux seules relations (41). Par suite, les
expressions w;, w;y, w;; sont liées (n°® 13) par les relations (den-
tiques (10') qui s’écrivent ici [en ténant-compte de (42)] :

k=p
mioﬁ—czai/(o)A-:O (i=1,2,..., P),
k=1
(44) ( wao=0o, (a=p+1,...,m),
k=p ﬁ:n )
Zaikwak+ 2 AgB i = 0 (f=1,..,pja=p+1,...,n);"
\ k=1 8=p+1
a=n

Ajlij= 2 [aunanipat aipasina—2 Aipavihe]l =0,
a=p+1
a=n
5 . :
(45) Avjlin= Z [auna®jna—+ @jnaoue— Eijaviha— Aihaija] =0,
a=p+1

Amj/rEE [@ipa®kna—+ Grna®ipa— ke jhe=— QyjLa®ika) = O.

Les identités (44) ne nous intéressent pas. Quant aux iden-
tités (45), elles expriment des relations entre les expressions secon-
daires du systéme (43): '

;<fi) (@ = Wiy g 2 0,
_‘;u‘j) (£ = O ({5 W jiy

;u'k) (i) = Mk (i

;(ii) (£5) = i) ij)— 2 Bijy
;("f) (@j) = WEfEH T i M)y
;(ik\ () =k i)y Okjs
;Ur'h) (i) = Okh) (i) '

:’m‘)x = w(ii))‘, )

WipN = O3
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Désignons maintenant par v ;e la combinaison linéaire des
expressions secondaires w ;g (B=p—+1,...,n) obtenue en pre-
nant la demi-dérivée par rapport a la variable z, de la forme qua-
dratique K et en remplacant dans cette demi-dérivée chaque
variable xg par w(;js. Comme le discriminant de H' n’est pas nul,
les n — p expressions Yy, 00 &« =p +1, ..., 1, sont des combi-
naisons indépendantes des expressions wy;.

Avec ces notations les relations (45) deviennent

Adjliy= Yainin + Xiien— 2 Xahin =o (i#))
(435") { Aijjae= Lk ~+ Aukan = Xipabw— Yamen =0 (L J;1#k),
U Ak = Yujyrn + Yktyiny — Xakgn—Litikh =0 (I#£1; ] = k),

et les équations quadratiques extérieures (43) peuvent également
s’écrire, '
k=p

(43" émsz [wiyura] =0 (t=1,..,p;a=p+1,...,n).
k=1

37. Les expressions de Pfaff A ;x ne sont pas toutes indépen-
dantes ; si en effet les indices £, J, k, I sont distincts, on a I'iden-
tité

Aijrkr—+ Aikyrj+ Ay jre=o.

D’autre part, on a évidemment

Ajrri=Arij=—Ajitki=—Aij )tk

Cela posé, on pourra toujours se borner a considérer les expres-
sions A;;| s pour lesquelles on a

i< J, k<, J£d,
et enfin on pourra aussi supposer <k, car si ¢ était supérieur a &,
I’équation _ ’
Ajjiki=o0
serait une conséquence des équations

Ariyji=o, Agjli=o.

Nous dirons que I'expression A;jjx, ou les indices 7, j, &, { satis-
font aux inégalités précédentes, est de poids j; nous dirons de
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méme que Uexpression ./, o0t () est de poids (. Le poids de
Aijrke est le poids maximum des expressions /4 qu’élle contient.

Cela posé, nous allons calculer pour les équations (43') les
valeurs des nombres siy..., 5,. Si les expressions v/, étaient
toutes indépendantes, les expressions v, pour lesquelles o a une
valeur donnée n’entreraient que dans les p équations

Bix=0, Weey 8,y =0;

or ces p équations formeraient un syvstéme involutif avec les
valeurs
Py P—1. ..., 2,1

des caractéres s;. Le systéme total serait done involutif avec les
valeurs -
5 =p(n-—p), oy =(p—1)n—p),

Spy=2(n—p),  Ip=n-—p.

Le systeme (43") conserve la méme forme si I'on effectue sur les
variables principales: w,, ..., w, une substitution linéaire quel-
conque; on peat done supposer que les p systémes de valeurs

L .
S B
144 2 .
1 N
vy eees eed
rp -1 Ep-1i
~1 ’ fe P k)

dont il est questibn au n° 28, se réduisent a

1, O, ..., 0;
0, I, ..., oO:
I , L4 i i

0, 0, ..., 1.

Le nombres, est alors le nombre des expressions /), indépen-
dantes, c’est-a-dire le nombre des expressions  indépendantes de
poids 1 ; le nombre s, + s; est le nombre des expressions indépen-
dantes de poidé 1 et 2, el ainsi de suite, le nombre s, 4 s, +. . .~ 53
le nombre des expressions indépendantes de poids 1, 2, ..., h.

Orily a en tout, d’aprés ce qui a été dit plas haut, respective-
ment
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expressions 7 de poids 1, 2, ..., p ; toul revient donc a calculer le
nombre de relations mdependanlcs qui existent entre les expres-
sions de poids 1, les expressions de poids 1 et 2, ct ainsi de suite;
solent
Ty T Ty, T AT 4 Te

ces nombres. On aura

Sp= 3;— =</

Celaposé, il n’y a aucune relation A;jjx, = o de poids 1, puisque
J “»iZ 1. Prenons celles qui sont de poids 2

Appe=0 (k=1 Lk 122):

si dans ces relations on ne conserve que les expressions / deé poids 2,
clles se réduisent a

Z(zl}(n)—?" (=42, ...,p)
Lenam—fanan=o0 (kI k, I=2, ..., p):

clles sont évidemment indépendantes et sont au nombre de

p—1 =P =2) _plp—b),
2 2

St maintenant dans les relations de poids 3
Aizjst=o0 (E=1,2;kzi, 123,1>k),

on ne conserve que les expressioms < de poids 3, elles se rédui-
sent’d - '
Tanin=0 (=1, 25k=1,2;05k;123),

130 (kY= Y.(3k)(ity = O (z—-l, 2 k<l k, =3, ...,p):

clles sont manifestement indépéndantes et sont au iombre.de

p=2)(p—=3) _, prp—2),

3(p—2)+2 5 "
D'une maniére générale si, dans les relations de poids 7,
Aijie=0  (E=1, .o, j =13 k26 12/, 1> k),

on ne conserve que les expressions 7 de poids j, elles se réduisent

qonum=o (L k=1, 2, .- )= iSkl=g, At e, p)
Lk — TR = O (z-l D L k<l;k A=/, +1, . ,p);
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elles sont manifestement indépendantes et sont au nombre de

_>

N (p—J+0)(p—J)

+ (j— 2

(p—Jj=+1)

=Po—n%—/+a

De ce qui précéde il résulte que 7, est nul, que 7, est le nombre
des expressions A de poids 2, d'une maniére générale que <, est
le nombre des expressions A de poids & :

—bl=>0; ngp_____(P_'), cosy 1}_:}7‘(.]'—1)(])*,]-"1)’

2 2
pp—1)
——

Tp=

On aura finalement

. 3
si=0— 5 =p(n—p), s,_c,—-:z_(p—l)(n TP\/\ Sy
s,-'=a,-—--:,-=(p—1+n)( J_H)
PPN,

Sp=Cp—Tp=n—
P r 4 2

58. Calculons maintenant le nombre des paramétres entrant
dans la solution' générale du-systéme (43'). Siles expressions /)«
étaient indépendantes, on aurait

k=p
Xiij)a= 2 C(z’j/ma"r’h
h=1
ou les coefficients Ciijha Sont arbitraires, avec la restriction que

les trois indices Z, j, k peuvent étre. échangés d’une maniére quel-
conque; le nombre de ces paramétres serait

G4+ 26s+... + pPOp.

Or il est évident que les paramétres doivent satisfaire aux rela-
tions

(A1 k)= Carty (jhy —+ Cind) iy — C(ihl) (jk) = C(jkl) (ih) = O}
nous pouvons, d'aprés ce qui a été dit plus haut, toujours sup-

pOSCI‘
i<j, k<h; sk, j

A

h;
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Mmais nous pouvons toujours aussi supposer

l

A

J
En effet, on a les identités

(Aijtan)i+ (Ajr kn)i-+ (Al kn)j = 0,
(Aijren)t+ (A ade+ (Aijlig)n=o0;

la derniére montre d’abord que si [ est supérieur a A, la relation

(Aijien)i=o
se raméne aux relations

(Aijnt)r=o, (Asj1rdn=o0

pour lesquelles 'indice qui joue le role de / est inférieur a celui
qui joue le role de 2. On peut donc toujours supposer

L<h.
Si maintenant / est supérieur a j, larelation
(Aijixn)i=o0
se raméne aux relations
(Ajikn)i=o, Autirnyj= o0

dont la derniére satisfait aux conditions voulues et la premiére y
satisfait aussi si S A ; si j était supérieur a A, c’est-a-dire si I'on
avait

ith<j<li<h,

cette premiére relation serait une conséquence des relations
(Akjrin)i=o0,  (Agt1jn)i=0

qui satisfont elles-mémes a toutes les conditions voulues.
Finalement, nous n’avons a considérer que les relations

(Aijlan)i=o
pour lesquelles on a

i<j, k<h, isk, j

HA

h, IS).

Nous dirons qu'une telle relation est de poids I. Si de méme nous
appelons poids du coefficient c(;jxq le plus petit des indices ¢, j, 4,
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nous voyons que le poids de (A;jjr)s est le plus grand des poids
des coefficients ¢ qui y figurent.

Cela posé, considérons d'abord les relations (Agjiwa)e=o de
poids 1; on les déduit des relations entre les expressions */ en rem-
plagant /.50 par ¢;jq; il y ena donc autant que de relations entre

lu:s,'/. c¢'estl-i-dire ,
TR S TE S o

Prenons maintenant les relations ('&UI/‘")Z =0 de poids 2 si dans
ces relations nous ne conservons que les coefficients ¢ de poids 2,
elles se déduisent des relations A;jj 5= o de poids supérienr ou
égal & 2, ot 'on aurait enlevé les expressions 4 de poids 1 el ou
Pon aurait remplacé toutes les autres expressions ¥ jia Par €.aipx ;
il en résulte que les relations (A, jjx):= o0 sont toutes indépen-
dantes entre clles et indépendantes de-celles de poids 1 et gue lear
nombre esl '
Tr e+ T

e raisonnement peut étre. continué et Pon voit finalement’ que
les coefficients ¢ sont liés par

T 2%y P,

relations indépendantes. Le nombre des paramétres ¢ indépen-
dants est donc,

T 2T i Pay — (T 2T L PT)) = Sy RSy Py

Le systeme de Pfaff (42) est donc en involution et les variétés
cherchées, qui sont les variétés développables a p dimensions
les plus générales de l'espace a n dimensions, dépendent de
pip=+T)

Sp=n —
s N

> R

Jonctions arbitraires de p arguments.

59. On peut remarquer que la discussion précédente revient i
celle du systéme d’équations aux dérivées partielles linéaives du
second ordre )

e e e 0,,“7“‘/,) ._ ».«ogz’(“) _ .ozz‘“,'ﬁ ‘_ 0"5(_/'!)}':
L 0ggOxy v OTHOTy OT;OXy. 0 OFOZTE T ¢ v
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aux n — p fonctions inconnues z;;, 5 des p variables indépen-
dantes z,, ..., &,. Sil'on fait abstraction des fonctions 3y, la solu-
tion générale du systeme précédent dépend, d'aprés ce quion a
trouvé, de p fonctions arbitraires de p arguments. Ce sysiéme

contient
.
2 pr—1)
‘:|+':2+.-.+_Tlp=l‘ur'

pip-

. . . =), . . : .
e(llmlmns Q — fonctions mconnues.

60. Les rariétés déceloppables a p dimensions dont U hypei-
plan tangent dépend de q < p paramétres. — Nous nous pro-
posons maintenant de déterminer les variétés développables dont
Uhyperplan tangent dépend de ¢ <7 p paramétres et dont Phyper-
)

. . (q 41 . ..
plan osculateur ale nombre maximum p -+ ‘%— de diinensions.

Nous supposons naturellement ¢ -1, car le cas ¢ =1 a déja éé
étudié (n® 48 et 54).

Nous avons vu au n° 47 que les variétés a p dimensions dont
I'hyperplan tangent ne dépend que de ¢ < p paramétres et dont

I’hyperplan osculateur est & p + ‘flf’;i-'-’

dimensions conliennent
une variété plane fixe (H) a p — y — 1 dimensions. Nous pouvons,
comme au n° 47, supposer

®in= mit 'ib(,-j) S=amimg (LA J; iy./- ="1,900..,4)
avec o ' ’
(46) { Wi = Wi, W)= Wy =0 (=, e )y
| N0, W =0, . cwp=0 (I=g+1,...,p)

Prenons d'agtre part dans la variété plane fixe (I1) p — ¢ points
fixes Byyy, ..., B, et choisissoiis p - - g coeflicients wgqin ..., 4y
tels que les points

Byt1— g A, ..., B,—upA

soient dans Phyperplan polaive de A par rapport a la quadrique
absolue (ou soient des vectenrs .dans espace enclidien); on.
pourra choisir ces.points comme points Ay, y, ...y Ay La variéte
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cherchée devra donc satisfaire a la condition que les points
Ar+wA (I=qg+1,...,p)

soient fixes. Cela donne

du;+ o =o,
(47) 0+ Ue; =0 (r =1,2,..., 9),
Wi+ U0y =0 (m=gq-+1,..,p).

Finalement, les variétés cherchées sont les solutions du systéme

de Pfaff formé par les équations (46), (47) et
(48) 0 (ji) = 0, 0(ij) =0, ») = 0.

Les équations quadratiques extérieures dérivées de ce systéme
se réduisent aux -équations (43), mais ou les indices ¢, j, & ne
prennent que les valeurs 1, 2,...,¢. On arrive donc a la conclu-
‘'sion.que les variétés cherchées depende/zt de

qlqg—1)

2

n _.;P'__
‘fonctions arbitraires de q arguments.

61." Nous avons vu au n* 21 que si p=3, un systéme quel-
conque de formes,quadratiques réelles linéairement indépendantes
extérieurement orthogonales se raméme toujours par uiie substi-
tution orthogonale a un systéme de formes carrés parfaits.

Supposons d’une maniére générale qu’avec un systéme de réfé-

‘rence normal, les formes asymptotiques linéairement indépen-

dantes ®,., ..., P,y  soient les carrés parfaits de n — p formes
linéaires Qp, 1) <., Qpir €0 Wy, ...y @y, les formes Bp iy, vy By
étant identiquement nulles.

Chacune des variétés planes tangentes

Qp+|=0, ey Qp.p.r':()

est une variété plane tangente distinguée. Quand le point A se
déplace d’'une maniére quelconque sur la variété, ’hyperplan nor-
mal a en commun avec 'hyperplan normal infiniment voisin le
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point
) z A +._7’p+1 :‘_\1)4.1 +.‘..—|— T, A,
si le point
x dA + J‘p+1d;\p+1—|— R a2 dA,

appartient a I'hyperplan normal; on voit facilement ainsi que
I'hyperplan normal admet comme variété plane caractéristique
la variété plane [Ap ,... .Af,]. La variété plane normale
[AA, i...A, ], qui est intersection de hyperplan normal et
de I'hyperplan osculateur, peut s’appeler 'hyperplan normal
principal. '

" Cela posé, lorsque le point A se déplace tangentiellement a la
variété plane tangente distinguée Q = o, ’hyperplan normal a en
commun avec '’hyperplan normal infiniment voisin le pofnt A, de
Phyperplan normal principal. Ce point A, est dans I'hyperplan
polaire de A par rapport a la quadrique absolue (ou est un vecteur,
si 'espace est euclidien ). On peut 'appeler le centre de courbure
principal relatif a la variété plane tangente distinguée considérée.

L’hypothése faite reviént donc a admettre l’existence dans
Uhyperplan normal principsl a r dimensions de r centres de
courbure principaux conjugués entre euz et conjugués de A
par rapport a la quadrique absolue.

Cette propriété appartient a toutes les variétés développables
réelles a moins de quatre dimensions, et aussi a toutes les variétés
développables réelles dont I’hyperplan tangent dépend d’un nombre
quelconque ¢ £ p de paramétres, ’hyperplan osculateur n’étant pas

a plus de p + ¢ dimensions.

CHAPITRE VI

LES YARIETES D'UN ESPACE A COURBURE CONSTANTE DONT LE ds? EST
EGALEMENT A COURBGRE CONSTANTE, MAIS DIFFERENTE DE CELLE
DE L'ESPACE.

62. Nous allons nous placer maintenant dans un espace non
euclidien de courbure C et chercher dans cet espace les variétés'a
p dimensions dont le ds? est de courbure constante ¢, c’est-a-dire
dont le ds* est celui d’un espace a p dimensions de courbure ¢.

XLVII. 13
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Conservons le point de vue du n® 30. Les variétés cherchées sont
celles pour lesquelles le systéme de Pfaff

0= o, ey 8=,

est compatible ; il entraine comme conséquence les équations

0= o (¢, )= 1,2,...,p);_
mais ici on a
k=p
0 =—c[0:0;] + (00,1,
k=1
k=nr
, O
;= c [wim/] +Z[Mik",k/].
k=1

On en déduit la condition nécessaire et suffisante exprimée par
les relations

a=n

(C—c)[mim;] - E [miamjg] =0

a=p+1

(L)=1,2,...,p)

Ces relations sont encore vraies si I'espace donné est euclidien ;
il suffitalors d’y faire C = o.

La condition nécessaire et suffisante pour qu’une variété a
p dimensions d’un espace de courbure G ait son ds* de cour-
bure constante ¢ est gue le ds? de la variété et lés composantes

normales ®,,,,...,®, du vecteur d*A soient extérieurcment
conjuguées par rapport a la forme quadratique

(C—c)wr+ud,  +...+uj.

Considérons la projection sur I'hyperplan normal a la variété

en A, du point d*A + ¢A. Ona

adA = r,)IAl—i- ”ny Ag—}—. R mpA,,,
A2A = (o0t opop ) A+ By Ap +. A PrAL .,

les termes non écrits ne dépendant que de A, ..., A,; or

O Wt A opopy=—C(nf+. ..+ nl)=—Cd



— 187 —

donc
proj. (A?A 4+ e ds?A)=(c— C)PA+ Py Ay . o PrhAg.

Les composantes de cette projection par rapport aux points
A A, Ay sont

(c—C)(l’, ‘l’p.;.[,' ey Pp.

La condition pour que la variété soit de courbure constante ¢
est que ces n— p -1 composantes solent extirieurement con-
Jjuguées par rapport a la forme quadratique

a2

C —

c+x;,+,+...+ xy,

c'est-a-dire par rapport a la forme quadratique quiexprime la
puissance du point (,Zpyq, ..., z,) de ' hyperplan normalpar
\ . ’ . 1
rapporta l'hypersphére de centre A et de rayon réduit 7%
c ——
Cet énoncé nous permet immédiatement de voir ce que devient la
condition quand on choisit un systéme de référence quelconque.

Remarquons avant d’aller plus loin que le réseau lincaire

M+ A1 Ppii 4+ oo+ My Pr=0

qui s'introduit maintenant comprend, outre les cones du réseau
asymptotique, le cdéne isotrope; on peut lui donner le nom de
réseau asymptotico-isotrope.

63. Nous sommes conduit a considérer les systémes de référence
introduits au n® 14 et caractérisés :

1° Par la forme linéaire K qui indique la masse relative d’un
point quelconque M par rapport au point-unité A ;

2° Par la forme quadratique H qui représente la puissance d'un
point quelconque M par rapport a 'hypersphére de centre A et de

rayon réduit VCT&

Nous supposerons les points A,, ..., A, dans ’hyperplan polaire
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de A par rapport a la quadrique absolue, et par suite de masse
relative nulle; la forme H sera également la somme d’une forme
quadratique en x,, ..., z, et d'une forme quadratique en
Lpyny oy Tnyy

l\(z) = Cp+1Zh41 oo+ Cnyt Ty

(/9’ 1,.,p pHi..on+l
49
(H(x) Za,,x,.’r_,—i— z AL TH.
iJ 1B

Les coordonnées €, 4, ..., £, du point A sont données par

[
Apit,prtEprit. o Aprt nr1§nvl = 6—'

P Cp+1,

4 4 —
Apni,p+1Sp+1+ .o+ Apit nr1Gn+1= C—o Cn+1y

Cp+1Ep+ ot CnrrEni =1I.

64. Nous avonsintroduit, aun® 13, (n +-1) (2 -+ 2) expressions
de Pfaff w;, w;;-liées par les relations (12), (13), (14). Les cova-
riants bilinéaires de ces expressions s’obtiennent facilement par le
procédé appliqué au n° 33 ; on trouve

k=n+1

\ z [wrozi],
X I
(Jl) k k=n+1
Y
'w;-j= 2 [wimoy].
: k=1
Posons encore
k=n+1
Xi= 2 Ak Wy
k=1
ona
et, par suite,
h=n+1 k=n+1

(52) 1 =[dAi|dA] = 2 [wixAg| dA] = 2 [wiexr]-

k=1 k=1
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65. Les identités (12), (13), (14) et (15) se réduisent ici a

(53) Co+1Wpt1+.o o+ Cpypt Wp41 =0}
[ A=n+t
wi=2 E‘)\mli (i=la?:7"'!P),
., A=p+1
(04) p):‘-=u+l
dEa=~—Z bwyy (a=p—+1,...,n+1);
A=p+1
r=n+1
Z awp+Cyi=o (i=1,..,p),
- )\:: “+1
(53) g A=n+1
deg = 2 aw+Cyra (a=p+1,...,041);
)\:p+_l
i k=p
‘ da,'j=2(a,-kwj/_.+ ajrwik) (L] =1,...,p),
k=1 .
k=p - A=n+1
O c
0=>_‘au.-wak+ E aa\ 0+ g Cali
(56) k=1 A=p+1
(=1,,.,p;e=ap+1,...,n+1),
A=n+1 o
(&) \
dagg= 2 (aa)opy+ agron) + g— (CaxB+ cXx)
' X=p+l . . i
\ ) (1’le’=P+l7'-'7ntl_l)- .

Rappelons que les relations (54) sont des conséquences des
relations (53),.(55), (56) et que les relations (55) sont des con-
séquences des relations (53), (54), (56).

66. Prenons maintenant une variété a p dimensions lieu d’un
point A et choisissons A,,...,A, dans I'hyperplan tangent;
Apiyy -y Auyy seront dans Phyperplan normal. On aura les équa-

tions
Wp+1 = O, ) Wy =0

qui, d’aprés (53); se réduisent a n — p. Les équations quadra-
tiques extérieures qui en dérivent sont

k=p

iy
Z[m/‘w/m]:o (z=p+1, ..., n+1);
k=1 ' i
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elles expriment que ;, est la demi-dérivée par rapport a w; d'une
certaine forme quadratique. Posons, d’autre part,

A2\ +CdstA=Pp Appi+e o+ Py N+,

les termes non écrits dépendant de Ay, ..., A,; on voit qu'on a

k=p
q);t:Zwkﬁ’ko +.ctq®P,
. k=1
dou
.1 0by
- = = Wjq + C5aYi
2 Ju; io Sa )i
Nous poserons
1 0dy Bia = in o © Fafi:
> dw/ = Ujat — W/ nﬁ//o
un calcul facile donne
k=p )z=n+1
(53 m}a=2 [wik®ra |+ Z [miw)a]
i k=1 Coa=p+t

(G=1,..,p58=p—+1,..,n+1)

L'introduction de ces expressions w;, simplifie les secondes
relations (56) qui deviennent

k=p r=n+1
(56") o:Eammak—f- 2 anw) . ({=1....,pya=p~+1,..,n0+1I).
A=1 ).:]:+'l

La masse relative par rapport a A du point d2A ~-c ds? A est,
d’aprés la valeur trouvée au n° 62, égale a (¢ — C)®; on a done
Videntité
(58) (c—C)¢=cp+,;l>p+|+...+c,.+|4’,.4.|;

cette identité résulte du reste des premiéres identités (54) multi-
pliées par w; et sommées par rapport a .

67. On peut interpréter géométriquement les.formes quadra-
tiques ®,. Considérons une courbe tracée sur la variété; on a
d:A

I
ds? ='—OA+B[1

en désignant par é la courbure de la courbe et par I un point tel
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que I|I =1 et situé¢ dans hyperplan polaire de A par rapport a
la quadrique absolue ; par suite.

dzA—ch—(c_C)ds=\+i’Pit_(c—c)ds=( +_»—‘—6:>

11 résulte de li que les formes ®, sont les coordonnées du
point, de masse relative (¢ — C)ds?, obtenu en portant & partir
de A, sur la projection normale de la normale principale a la
courbe, une longueur réduite égale & la courbure normale
multipliée par

I
c—C"

On peut également interpréter le nombre des formes ®y linéai-
rement indépendantes. Supposons, ce qui est permis, que les
formes

¢p+l 1ty q‘p-’—r

soient linéairement indépendantes, les formes ®,,,.y, ..., ®,,
étant identiquement nulles. Cherchons la caractéristique de
I'hyperplan normal quand le point A se déplace d’une maniére
quelconque sur la variété. Le point

TpriApsi oot Tpri Apt

appartiendra a cette caractéristique ‘si I'on a identiquement, quel

que soit k=1, ..., p,

A=n+1

multiplions toutes ces é’quations par «;x et sommons par rapport
a & ; nous aurons, en tenant compte de (56),
A=n+1 WP=n+1
2 2 ApIT) Vi = 0 (i=1,2,..,p).
h=p+t p=p+1
Désignons par-upq, -+ tnyy les coordonnées tangentielles de
I'hyperplan polaire du point (Zpyss...) Zags) par rapport a

fc’ ¢’

I'hypersphére de centre A et de rayon

; les-équations précé-

dentes se réduiront &

p=n+1

2‘ wpwp=o0  (i=1,%...,p)

p.‘:zp-o-l
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et elles expriment que la forme quadratique Zu, ®, est identi-
(uement nulle ; par suite, elles se réduisent a

Upy1 = O, ey Upyr=0.

Il résulte de la que la variété plane caractéristique de l’ hyper-
plan normal est la variété plane polaire de [Apyy .. Apir]

par-rapport @ U hypersphére de centre A et de rayon

.

1
Ve—C
En particulier, cette caractéristique estan — p — r dimensions.

On a naturellementn +12p +r. Sin+1=p—+r, le nombre
n — p —r est égal a 1 et ’hyperplan normal n’a pas d’enveloppe ;
sin2p—r,il aune enveloppe.

68. Supposons maintenant que le point A, au lieu de se déplacer
d’une maniére quelconque surla variété, se déplacetangentiellement
a une variété plane tangente 3 p —1 dimensions, w,=o0 par
exemple. Cherchons dans quel cas ’hyperplan normal peut avoir
en commun avec 'hyperplan normal infiniment voisin un point
qui n’appartienne pas a la caractéri‘étiq'lle qui vient d’¢tre déter-
minée. Si 'on considére Phyperplan polaire (upy(, - - -, tusr) de.
ce point par.rapport a 'hypersphére (), 'une au moins de ses
coordonnées Upayy =y 'up_'kr. ne sera pas nulle et la forme qua-
dratique Zu, P, aura ses dérivées partielles nulles quand on y
fera w,=o; par suite, cette forme quadratique sera, a un facteur
constant prés, égale a w}, c’est-a-dire un carré parfait. La variété
w, = o sera dite alors une variété plane tangerite principale et
Von pourra donner le nom-de centrede courbure principal corres-
pondant a I'un des points que ’hyperplan normal a en'commun
avec I'’hyperplan normal infiniment voisin quand le point A se
déplace le long de la variété plane tangente principale.

On choisira par exemplé le point situé dans la variété plane

[Apsie - Apar]s

ce point .est bien déterminé si 'hypersphére (X) est de rayon
purement imaginaire (¢ << C) parce qu’alors deux variétés planes
polaires réelles n’ont aucun point réel commun.

69. Les variétés réelles de courbure ¢ <G dont le réseau
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asymptotico-isotrope est d’ordre minimum. — Prenons mainte-
nant une variété a p dimensions de courbure constante ¢ inférieure
ala courbure G de I'espace. La forme quadratique H par rapport a
laquelle les formes ®, sont extérieurement conjuguées est définie
positive; d’autre part, la forme ® = ds?, qui en est une combi-
naison linéaire, ne peut s'exprimer en fonction de moins de
p variables. Il résulte alors du théoréme général du n”20 que parmi
les n+1— p formes @, il y en a au moins p linéairement indé-
pendantes et, s’il y en a exactement p, on peutles supposer carrés
parfaits. ‘

Par conséquent, si une variété réelle a p dimensions a une
courbure constante ¢ inférieure a. la courbure G de l’espace,
le nombre n des dimensions de cet espace est au moins égal
a2p—1.8inzZap, la caractéristique de son hyverplan nor-
mal est au plus & n — 2 p dimensions et, si elle est exactement
@ n—2p dimensions, la variété admet en chaque point p
variétés planes tangentes principales n’ayant d’autre point
commun que le point A.

Supposons que la caractéristique de I'hyperplan normal ait
exactement n — 2 p dimensions. On pourra alors supposer

¢p+t= “’?q cvey ‘b2p= w?z-, q’2p+|= o, ey Py =o.

Le centre de courbure principal correspondant a la variété plane
tangente principale w,= o est lintersection de l’hyperplah
[Apsr..-Asp] et de la variété. plane polaire de [A ., ....A,,],
puisqu’on a pour ce point

Upy2 =0, ceey yp == 0.

Or si 'on exprime que les formes ®, sont ¢xtéricurement con-
juguées par rapport a la forme H, on trouve que les coefficients
a,g de cette forme satisfont aux relations

apiiprj=0. (L] §,J51,2,...,p);
par suite, le centre de courbure principal cherché estle point A,
qui est en effet conjugué par rapport a chacun des points A, ,, ...,
Ay |
Il résulte de la que les p centres de courbure principaux
correspondant auz p variétés planes tangentes principales



— 194 —

sont conjugués deux a deux par rapport & U'hypersphére (X)
de centre A et de rayon réduit ——.

Ve—C

Réciproquement, supposons que la caractéristique de U'hyper-
plan normal d’une variété donnée a p dimensions soitan —2p
dimensions, que la variété admette p variétés planeé'tangentes prin-
cipales et que les p centres de courbure correspondants soient
conjugués par rapport a Phypersphére (E) de centre A et de
rayon réduit —t .

ye—C

On sait que si p points réels distincts sont conjugués par rap-
port a une quadrique sans points réels, ils ne sont pas dans une
méme. variété plane a p — 1 dimensions. On peut donc prendre
les p centres de courbure principaux pour sommets A4, ..., A,
Or A, est.l'intersection de 'hyperplan [Ap ,...A,,| et de la
variété plane polaire de [A,.....A3,]; donc Ta. forme quadra-
tique carré parfait qui correspond au centre de courbure prin-
cipal A, est la forme ®,.,; donc les p formes linéawrement
indépendantes ®,,, ..., <b,,, sont des carrés parfaits de formes
linéaires nécessairement indépendantes :

bpri= w2 (E=1,2,000,p).

On voit immédiatement que les points Ay, ..., A, étant conju-
gués par.rapport & (Z), on a, pour la forme H,

Qpripri=0  (EF1 L] =10.4p)3

et -que par suite les formes ®g sont extérieurement corjuguées
par rapport a la forme H. La variété est donc de courbure cons-
tante c.

On peut ajouter la remarque importante que si, pour une variété
4 p dimensions, la caractéristique de I'hyperplan normad est a
n —2p dimensions et si la variété admet p variétés planes
langentes principales n’ayant d’aatre point commun que A, ces
variétés sont rectangulaires entre elles. Cela résulte de ce que
la forme ds? est une combinaison linéaire des carrés de p formes
linéaires qui, égalées a zéro, définissent les p variétés planes tan-
gentes principales.

76. Neus avons vu (n°® 67) ¢ue les formes ®, sont les coordonnées
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du point de masse relative (¢ — C) ds*, obtenu en portant a partir
de A une longueur réduite égale (en direction, grandeur et sens)

N 1 ) . ., A
a la courbure normale — multipliée par . Par consé-

B
Pn c—C
51- estla distance réduite au point A du point Hde{'hy-
On

1
c—C

[
1 rmal dont les coordonnées sont ——2% ——
perplan norma e s $0 CESIrT

variétés étudiées dans le numéro précédent, on a

quent
. Dans les
‘b))-f-i 0’}

2
Ppri= w7, =

(c—C)dst ~ (c=C)ds’

ces coordonnées sont donc proportionnelles aux carrés des cosinus
directeurs de la tangente par rapport aux p tangentes principales;
les coefficients de proportionnalité sont faciles & obtenir, puis-
qu’on a [formule (58)]

Cg,, (l),’,

"t e=0C)ds’

Cp+10]

'= c=0)ds

+..

les p termes du second membre sont évidemment les carrés des

cosinus directeurs; ce sont les masses relatives des p points
w}

Par -conséquent, la courbure normale d'une courbe quel-
conque tracée sur la variété s'obtient en multipliant par ¢ — G
le distance réduite au point A du barycentre des p centres de
courbure principaux, chacun d'eux étant affecté d’une masse
relative égale au carré du cosinus directeur correspondant de
la tangente a la courbe.

Dans le cas de I'espace euclidien, la masse relative devient la
masse ordinaire.

Ap4; dontle point H est le barycentre.

T1. Lesystémedifférentielquidéfinit les variétésde courbure
constante ¢ dont le réseau asymptotico-isotrope appartient &
un type projectif donné. — Considérons un réseau linéaire de
cones du second ordre appartenant i un type ‘projectif donné ;
nous suppeserons naturellement que I'un au moins des cénes du
réseau, est saps points réels (autres que son sommet). Donnons-nous
les cOnes de base de ce réseau, c’est-a-dire les formes linéairement
indépendantes ®p.., ..., ®,,,, en simplifiant autant que possible
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leurs coefficients soit par un choix convenable des variables, soit
par un choix convenable des cones de base. Les formes ®,,,,, ...,
@, pourront alors. dépendre d’un certain nombre m de para-
métres arbitraires w,, s, ..., 4n. Nous .ferons usage d'un
systémé de référence de la nature de ceux envisagés au n° 63, les
coefficients cq, a;j, asg des formes K et H qui le caractérisent étant
umquement assujettis :

1° A la condition qu’on ait I'identité

1,....p hz=p 4o
~
(e—0C) 2 a;jwiw;= z ad;
ij r=p+1

2° A la condition que les formes @, ..., ®psr ®piriy=o0,...,
&, =0 soient extérieurement conjuguées par rapport a la forme

pH+1,.n1

2 B TaZB.

a8

Cela posé, les équations de Pfaff qui définissent les variétés
cherchées sont

Wy = 0, PIIIN Wp41 = 0,
(59) wig= L 0P (i=1 ja=p41 n+1)
11-“2 ow; . =1y e Py =p: y ey )

Les équations quadratiques extérieures dérivées, si I'on pose

4)“:2“”“";\[0), (a=p—+1, ..., n+1),

sont
ji=p / h=n41 N

(60) ta—z w/(duua—z(uzkam//.+lljl.aw:/.)+ 2 UijpWya ) | =0
j=1 A=p+1

(=1,..,p;ja=p~+1, ..., n+1).
Les expressions de Pfaff principales sont ici w,,...,t,; les
expressions de Pfaff secondaires sont :

k=p , =n+1 '

Lija= //nz—duua—Z(uil.awﬂ-‘*‘ UjkaWik) —+ z UiHWas
Azipat
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ce sont des combinaisons linéaires de duy, ..., dun et des expres-
sions
W;j, Wal

(b=t ceas P 2=pP41, .., p+r; f=p—+1,..., n+1).

‘Pour savoir quelles relations identiques existent entre ces
expressions du;, w;j,weg, revenons aux identités (53), (34), (53)
entre lesquelles nous devons éliminer les différentielles des para-
métres (autres que ‘u,, ..., un) qui entrent dans les expressions
des cq, @;j, ayg. Or,les premiéres identités (55 ) sont déja vérifiées
d’elles-mémes d’aprés la condition 1° énoncée tout a I'heure. Les
secondes relations (56) s'écrivent [formules (567)]

k=p )_\=])+l'
o-Fwonin 3, a0t
= A Wa L )= — =0
(56') . ik Wak S Ly
v =1 :p+1

(=1, ., psa=p—+1,..,n+1).

11 faudra ajouter a ces identités :
1° Celles qu'on obtient en différentiant les relations

l=n+1

(e —C)a;;j= 2 ) Uij) (6, J=1,.., p)

).=p+’_

et tenant compte des valeurs des différentielles da;j, dcy, données
par les formules (33) et (36) 3

2° Celles qu'on obtient d’une maniére analogue en différentiant
les relations linéaires entre les a,g qui expriment que les
formes ®, sont extérieurement conjuguées par rapport a la
forme Eaupxaxﬁ. _

Ces derniéres identités dépendent essentiellement du type pro-
jecuf donné pour le réseau asymptotico-isotrope. Calculons donc
celles qui correspondent aux conditions 1°. Elles donnent, comme
“on le vérifie sans peine,

a=n+1

(61) 2 Cafijx=0 (6 ]=1,...,p),

a=p+1

ot les ;j, sont les expressions de Pfaff secondaires.
Remarquons du reste que les identités (36') ne fournissent
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aucune relation entre les expressions secondaires. Comme celles
qui résultent des conditions 2° ne font manifestement pas
intervenir les expressions wyi, on peut donc, tant qu'il ne s'agit
que de décider si le systéme (59) est en involution et, dans
Uaffirmative, quel est le degré de généralité de ses solutions.
Sfaire abstraction de ces identités (56').

72. Appliquons ce qui précéde anx: variélés considérées aux
n® 69 et 70, autrement dit aux varletes dont le réseau asymptolico-

|sotrope nppartlenl au type pm‘]echf
Mo+ ...+ dpwi=o.
Les équations (59) se réduaisent ici a

Wy =0 (a=p—+1,...,0+1),

(59) 2 Wi p+i = Wiy in+j = 0, Wi ap+h = O
i Lj=04..,pik=1,...,n+1—=2p)

Les équations quadratiques extérieures dérivées sont

f=1,...,p
ei,p+i = [mi(UJp-O;i,p—o—i““ '10)1‘[)] o E l_(')j wjl'] =0,
(60) VEX
8ip+j = [wiwpriprj] —[wjwij]=0,
8 op+i=[w;wpi;p+s] =o0.
On a donc

Lii,p+i = Opyipyi— 2 Wjj, Lidp+k = Opi p+ky
L sjypri == Wjis Livip+k =0

()0, 7=1..,p;k=1,...,n+1—p).

Les identités (61) sont ic
k=1,..,n+1—p

N
(61) Cpti (Opri pti — 2 Wy ) + Z Cpth Opip-k = 0,
kot

Cp4iWji—+ CpjWij== 0,

Quant aux identités résultant des conditions 2°, elles
s'obtiennent en exprimant que les coeflicients @4 ,4; sont nuls,
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[ Apai p+iOptjp+it Apj,p+j Opti p+j
k=n+1—2p '

(62) ’ -+ E (Qpti,ap+h Oprjap+h =+ Qptjap+rk Optiap+h) = O
k=1

\ (i¢j§i7j=la"'7p)'
Cela posé, les relations (61) montrent qu'on peut, pour chaque
valeur de i, faire abstraction de I'une des 7 41 -— p ¢quations

8/ p+r1=10, ..., 6 n+1= 0.

nous choisirons T'équation @; ,.;=o0. Les seules expressions
secondaires qui restent sont

Wiy Wpiy A (LAJIL =1, pih=1,...,0+1—p
I
P
osons
k=n+1~— 2p
Lo+isp+j = Ap+j p+jWp+ip+j+ E, A pj2ap+k Opi ap+ie

k=1

On peut mettre celles des équations (60) qui subsistent sous la
forme

2l

ip+i = [WiYprip+i] — @prjpri[wjwij] =0,

(60') 3

e ]

iaprh = [W; Wy api] = 0,

.avec les identités

(62")

(6!') Cp4iWjj + Cpy jW;;' =0,

Lo+ip+jt Yp+jp+i = 0.

L'expression ), ;.,+k n’entre que dans I'équation 0;,,,. k=0
(ui est involutive avec o, =1, g,=... = c,,i o. Les expressions
Wijy ©jis fpriypris fpripsi D €DLrent que dans les deux équations
§,~,,+j= o, 'O_j,,,ﬂ_:: o, et ces quatre expressions sont lides par deux
relations (61'), (62/); il en résulte facilement que les deux
équations sont involutives avec 5y =2, = ... =&

»= 0. Parsuite
le systéeme (59) est en invelution avec

si=p(n+1—2p)+p(p—1)=p(n—p), .s';::..._:.'s'p——-(.).r

Les variétés cherchées dépendent de p(n - p) fonctions



— 200 —

arbitraires d’un argument. Si n =2 p— 1, ce nombre est égal
ap(p—1). Donc dans Uespace a 2 p —1 dimensions de cour-
bure constante G, les variétés a p dimensions de courbure
constante ¢ < C dépendent de p (p —1) fonctions arbitraires
d’un argument.

Les caractéristiques sont les variétés a p —1 dimensions
obtenues en exprimant que.les s, équations

WY p+iypaj == Apa jp+jWjWj = 0,

W Wy op+k = O

QUX INCONNUES Y pii,ptjs Wijs Wpyiaptr S€ Téduisent & un moindre
nombre. On trouve ainsi s, familles de caractéristiques, a savoir

les p familles (2 41— 2p)-uples
n;=0 (E=1,2,..0,p0)
et les p (p — 1) familles simples

A i p+i Apj p+j
P pi 0l = P+j, P+ m}

(E#J;L)=1,...,pP)

Cp+i Cp+j

Ces derniéres sont réelles, puisque les coefficients ap,; pii, — c,,+,
sont manifestement pOSll.lfS Les premleres n’existent pas s
n.= 2p —1; ce sont les variétés principales a n —1 dimensions.
Quant aux autres, elles sont liées aux courbes de courbure
normale minimum; en effet, si’on pose w; = a;ds, la courbure
normale est, & un facteur constant prés, la distance réduite au
point A du point de coordonnées:
I Ppi a¥
c—C dst ~ ¢c—C

Or, si { est cette distance réduite, on a

t=p

= E ap+z,p+z ‘ C)’

i=1

{2

avec
c—C =cpr1a}+...+ copa};

le minimum de [/ est donné par les équations

Apr1p+1 Ap+2,p+2 Qrp

9
A} = —" a3 =,..= —- a3

)
Cp+1 Cp+2 Cap £
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Supposons par exemple p =3, n = 5; les centres de courbure
A;, A;, Ay forment dans le plan normal un triangle conjugué par
L
yc—C
Si I'on représente une courbe par le point H barycentre des trois
sommets A, A;, Ag affectés de masses relatives égaleé aux carrés
des cosinus directeurs de la tafigente a la courbe, les surfaces
caractéristiques sont représentées par les hauteurs du triangle
A4A; A, hauteurs qui passent par A ; le point A lui-méme repré-
sente quatre lignes asymptotiques dont les tangentes sont symé-
triques deux a deux par rapport aux trois tangentes principales.
Les six familles de surfaces caractéristiques se partagent en trois

rapport a la circonférence de centre A et de rayon réduit

couples de deux, deux surfaces du méme couple se coupant suivant
une ligne de courbure, deux surfaces de couples différents suivant
une ligne asymptotique.

73. En général, si n est quelconque, le point A n’appartient pas
a I'hyperplan [A,,,...A,,] qui contient les p centres de cour-
bure principaux, ce qui vevient a dire qu’il n’y a pas en général
de lignes asymptotiques, puisque la courbure normale ne peut
étre nulle que si le barycentre des points A, ..., A,, affectés de
masses convenables est en A. Cherchons toutes les variétés pour
lesquelles le point A est dans ’hyperplan [A,,,...A,,]. 1l faut
et il suffit pour cela qu’on ait

z — _r _
Cap+1 =« = Gn+1 = O.

Nous' choisirons donc un systéme de référence qui, outre les
conditions énoncées plus haut, satisfasse aux conditions précé-
dentes. D’aprés les formules (33), ces conditions nouvelles intro-
duisent entre les wqg les relations identiques nouvelles

i=p
(63) 2&;14_[ O pri, 2p+k =0 (A=1,...,n+ l—-'),p.).

hk=1

Comme, d’aprés (60), ©,, ;2.4 ne dépend que de w; et qu'aucune
» Wpyizpy aej q

des coordonnées £, ; n’est nulle, il en résulte qu'il faut ajouter atix

équations (59) les équations

Op+i, ep+hk = O.
XLVIIL. 14
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Par conséquent, la variété plane | A, A,... Ayp| est tixe et les
variétés cherchées n’existent en somme que dans lUespace &
2 p —1 dimensions; elles dépendentde p (p — 1) fonctions arbi-
traires d’un argument.

T4. Le systéme différentiel qui définit dans Uespace de cour-
bure constante G a n dimensions les variétés a p dimensions de
courbure constante c dont le réseau asymptotico-isotrope ¢st
d'ordre maximum. — Prenons maintenant le cas extréme ou le

, . . . (p +1)
reseau asymp[otlco--lsotrupe est d’ordre maximum ,)—’)2‘—, avece

naturellement |
n12 /LP;L)

Le systéme de Pfafl’ qui définit les variétés cherchées peut étre
supposé formé des équations

(m,,H:(;, ceey Wy, =0;
(64) Wi = Wi W)= 0}
’ By (ij) == W, WjiH = Wi, BLij; =03
WL =0,

oi.l'on a employé des notations analogues i celles des n” 55 et sur-
vants. Les équations quadratiques extérienres.dérivées sont iden-

tiques aux équations (43). Les expressions secondaires oy sont
liées :

1* Par les relations

K=n<41

(65) 2 Cawipg=0 (L, F=1,2, ..., p);

a=p+1

2 Par les relations déja établies (45). Si Pon pose, comme au

n° 306, 8 ,
. =n+

Liho= AafB WijB:
B=pt

les relations qui lient les expressions secondaires v ;o deviennent :
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1 Les relm,ions

a=n+1

(65) = Z Cayipe=0 (L)=1, .., p);

_)n+|
2° Les relations déja établies
(45°) Ait1jk = Lupkty T Lktiih) — Kukriily — Lgibyik = O

Les equ'ltmm quadratiques extérieures a considérer sont

k=p

(43') Gla Z[wk/(lh)a] =o,

Cela posé, remarquons d’abord que si toutes les coordonnées 5
sont nulles, on peut toujours effectuer une substitution lidéaire
Sur @y, ..., w, de maniére a ne pas avoir

Epm=0;
en effet, si I'on pose
m,-=l,-,w1+...+l,-,,w,, (=1, ..., p),
on aura
w; “’/ A(,,, —Z‘“t 0 Adij)y

d’ou

k=p I;:,n

Nyij, = E Elik Lin Apeny;
k=1 h=1

par suite,

Z Einlinlin Arn =Z Echny Aknys
Eeny =EE‘U’ Lindjn.
Lj

La nouvelle coordonnée £, ne pourrait ¢tre nulle quels gue soient

d’on

les coefficients de la substitution que si toutes les coordonnées
Eij» étaient nulles, ce qui est impossible, le point A ne pouvant
avoir toutes ses coordonndées nulles.
Ce point étant admis, nous définirons comme au n® 57 le poids
) ) 1
des expressions secondaires £ ;4 et le poids des expressions Aijikes
quant au premier membre B;; de I'équation (65), son poids sera
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par définition le plus petit des deux indices 7 et ;. Il existe alors
entre les expressions secondaires de poids 1 les p relations

B;i=o0 (¢=1,2,..0,p)
(ui sont manifestement indépendantes. Quant aux relations
By,;=o0 (i=2,.-.,P),

elles introduisent entre les expressions secondaires de poids 1 et 2
des relations nouvelles en nombre p —1, indépendantes des rela-
tions A;; = o de poids 2, car ces derniéres ne contenaient pas les
€Xpressions </ i) (pp), tandis que les relations B,; = o sont résolubles
par rapport a ces expressions. On peut continuer ainsi de proche
en proche. Des valeurs trouvées au n® 57 pour s,, sa,..., 3,, on
déduit les nouvelles valeurs relatives au nouveau systéme de Pfafl
en cﬁangeant nen n—-+1 eten retranchant 14 — i+ de $;; on
constate alors tout de suite que les valeurs des s; ne sont pas
charigées.

Quant au nombre des paramétres rentrant dans la solution géné-
rale du nouveau systéme (43'), an raisonnement identique a celui
qui est fait plus haut montre qu’il n’est pas altéré non plus. Par
suite, le systéeme de Pfaff (64) est en involution et les variétés
cherchées dépendent de n — ’»’Q—;_—l-) fonctions arbitraires de

p arguments.

73. Les variétés réelles a p dimensions de courbure cons-
tante ¢ > C et pour lesquelles la caractéristique de Uhyper-
plan normal est & n — p —1 dimensions. — Si la courbure ¢
est supérieure a G, le théoréme du n° 69 tombe en défaut et le
réseau asymptotico-isotrope peut étre d'un ordre quelconque.
Etudions le cas extréme ou il est d’ordre 1, ¢’est-a-dire ou I'hyper-
plan normal admet une variété plane caractéristique an — p — 1
dimensions. On aura ici

Ppri=o0{+wd+...+ 0}, <l>p+2=6', veey P, =o0.
Les variétés seront définies par le systéme de Pfaff :
Wp+1 = O, ceey Op4+1 = 0,
(65) Bippr=mi (E=1,2 ...,p)

W, p+k = O (=12,..,p; k=1,...,n+1—p).
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Le systéme quadratique extérieur dérivé est

/ : J=1,..,p
(66) ei,p—{-l—=—[")i(_wp+l,p+l"— 2(’31'1')]_ 2 [wj(wfj+wji)] =0,
L
8i,pri= [wiwp+1,p+k] = 0.
Les identités (61) deviennent ici
k=n+1—p
(67) Cp+1 (wl’+‘,ll+l - 2(‘)1'1') -+ 2 Cp+kWpaq,p+-k = 0,
k=1

cpr1(wij+wj;)=o0 (TE7 6L, ]=1,2, .c., P).

Quant aux autres identités, elles résultent des relations qui
expriment que les formes @, sont extérieurement conjuguées par
rapport a la forme Sa,gry2g; ces relations se réduisent a

QA p+1,p+1 = 0,
qui donne lieu a I'identité

k=n+1-p

y
(68) Z Api1,p+k Wp+1,p+ik = O.
k=1

Les identités (67) montrent que 'on peut faire abstraction des
équations ; 5., = o; il ne reste alors comme expressions secon-
daires que les expressions wp,, pik; Mais ces expressions, d’aprés
les équations 8; ,, x = 0, doivent manifestement étre nulles. Sinous
ajoutons aux équations (65) les équations

(69) Wpit,prk =0,

qui, d’aprés (68), se réduisent a n — p indépendantes, on con-
state sans difficulté que le nouveau systéme de Pfaf obtenu est
complétement intégrable.

On voit du reste, en se servant des identités (56'), que le point

A, estfixe, et comme il est sur 'hypersphére de centre A et de

rayon réduit —__, il est a une distance constante du point A.

vVe—C
D’autre part, ’hyperplan [AA, ... A, A, ]estfixe; donclavariété

cherchée est, dans un espace a p + 1 dimensions de courbure C,

une hypersphére de rayon réduit ——

yec—0C




06 -
76. Les variétés. réelles ou imaginaives, de courbure ¢ dans
l'espace a p + 124 dimensions rentrent dans le cas précédent.
On peat, en effet, toujours ramener la forme Xa,gz zy a
2Zpyy Zpya. L'une au moins des deux formes @, et @, .., dont
le ds? est une combinaison linéaire, est réductible & une somme
de ¢ 2 2 carrés indépendants. soil

Py = 0]+ 03402

en . cxprimaul alors que ‘I’p.+¢ et (l),,+2 sont extérieurement con-
juguces par rapport a la forme 22, Zpya, on trouve (que ®p, .,
est identiquement nulle si ¢ = p, et qu'ellc ne dépend que de
Wy, ...y Wy SI ¢ < p; mais ce dernier cas est impossible, car le ds?
ne pourrait étre une combinaison linéaire de ®,,,, ®,,.. On est
donc nécessairement ramené au cas du n° 73, ou il y a une seule
forme @ indépendante.

Les points de Beltrami. Les variétés dont tous les
points sont des points de Beltrami. -— Nous avons va au n” 62
que si une variété a p dimensions située dans un espace a n dimen-
sions e courbure constante C est elle-méme a courbure constante,
les formes quadratiques ®,,,, ..., ®Pp, calculées par rapport a
un systéme de référence normal, |0ulssent de la propriété que 'on
a en chaque point de la variété

A=n

E [_I_ ,d& ! d‘bu] =)\‘[(l)i(—0]j (i)j=|y 2y '-'1P>"

2 0w; 2 vw;
X=p+1

ou A désigne un coefficient convenablement choisi. Nous dirons
qu’'unpoint d’une variété est un point de Beltrami siles formes qua-
dratiques asymptotiques relatives a ce point satisfont a la condi-
tion précédente.

I est facile de voir.que si tous les points d’une variété a
p 23 dimensions sont des points de Beltrami, la variété est &
courbure constante, c'est-a-dire que le coefficient A est le méme
en tous les points de la variété.

Pour démontrer ce théoréme, nous utiliserons la notion de
covariant trilinéaire. Etant donnée une expression quadratique
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extérieure de la forme
Q =2a,~,~[dx1 d.z'j],
i)
ou les coeflicients a;j sont des fonctions des n variables z,. ..., x,,
on appelle « covariant trilinéaire de Q@ » Uexpression cubique exté-
ricure
Q' =Z[da,‘j dx; dZ'j],
()
ou le produit extérieur de trois factears change de signe ¢uand on
¢change deux des factenrs entre eux.
Si l'on effectue un changement de variables tel qu’on ait Piden-
tie

Z_ai/[dz‘i drj] = Zbu‘[f/}'i dy;l,

on aura également I'identité

Z[dai,- dx,- d.'rj] =2 [db[j d_}’,- d_yj].

Si w et ™ sont deux expressions de Pfaff quelconques, m un
coefficient fonction de .x,., ..., x,. le covariant trilinéaire de
I'expression m [ww] est

[dm we] + m[w'B] — m[wp'|.

Cela posé, partons de la relation
aA=n
2 [wigwjg] = A w;w;]
a=p+1
et prenons les covariants trilinéaires des deux membres ea utilisant

les formules (3g) et en se servant du fait que wppi, ..o 0o sSODL
nulles. On aura

) ":’l a=n l'=p ax=n

Y . .

2 [(”ilrwlm“jal_z‘ 2 [wigwjr il

A=1 X=p+1 . k=1 a=p+1 '
a=nr" "=u } o a=n B=n

R RE My T
a=p+1 B=p+1 a=p+1 B=p+1
k=p k=p

k=1

={dh w;w;] + lZ[mk Wi w;]— )\Z[mi Wi wijl
k=1
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Remplacons dans la premiére somme du premier membre

E [wsawja] par k [wswj], dans la seconde somme Z [wiq wiy] par
& - -]

K[w;w;], et remarquons enfin que la troisiéme et la quatriéme

somme se détruisent en échangeant dans l'une d’elles les deux

indices de sommation a et 8; nous en déduisons immédiatement

[dhw;wjl=0 (i j=1,...,p).

Cette relation montre qué’d)\ est une combinaison linéaire de w;
et de w;; comme on suppose p23, cela n’est possible que si di
est identiquement nul. La variété est donc de courbure constante.



