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SUR LES VARIÉTÉS DE COURBURE CONSTANTE D'UN ESPACE
EUCLIDIEN OU NON EUCLIDIEN

( Suite) ( * ) ;

Par M. E. CARTAN.

A la fin de la partie déjà parue de ce Mémoire ( 2) , il était
question du problème suivant :

Trouver r formes quadratiques indépendantes <^i,^2? • • • ? < ^ / ?
appartenant à un réseau linéaire donné

\l 4>i + X2<I»î 4- . . . -+• X,.4>,. ,

et qui sQient .extérieurement orthogonales.

Pour résoudre ce problème, on cherche, 'comme il a été dit,
toutes les formes quadratiques définies positives tl(ù^ .... iir)
par rapport auxquelles les /• formes données 0^ .. -., <Ï>, sont exté-
rieurement conjuguées; les formes demandées < î» i , . . . , ^r se
déduisent alors des formes données par la substitution linéaire
qui, effectuée sur les indéterminées u^ ramène la forme quadra-
tique définie H(«) à la forme quadratique

K ( P ) = ^-+-pj.4-...-î-^2..

A chaque forme quadratique définie H ( u ) ne correspond qu\ine
solution du problème, à condition de ne pas regarder comme dis-
tinctes deux solutions pour lesquelles les formes W se déduisent

( 1 ) Voir Bulletin clé la Société mathématique^ t. XL VIT, p. 120-160.
( 3 ) Loc. cit.,'p. 160.
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les unes des autres par une substitution orthogonale. Dans certains
cas il y aura intérêt également à ne pas regarder comme distinctes
deux solutions se déduisant Fune de Pautre par une substitution
linéaire convenable sur a^, ..., Xn.

La détermination des formes quadratiques H par rapport aux-
quelles les formes <î> ( , . . . , ^r sont extérieurement orthogonales
revient évidemment à la résolution d'un système d'équations
linéaires entre les coefficients A)^-

23. Prenons par exemple la totalité des formes quadratiques à
n variables, soit

*(/y)= ^i^i^'j (i^j==^ . . . , / i ; e/,=i, o / y = 2 si i^y).
On trouve sans difficulté que les coefficients A^p,,)(vp) de la forme

quadratique tï(u) h n————- variables satisfont aux relations

A (\\)( (JL.UL) = A().^)(>^),

A(>,>.)({J,V) = A(^)().V),

A^^)(vp) == A().v)(pp.) = A(^P)^(J.V).

Ces formules nous serviront plus loin.

24. On peut enfin se proposer le problème général suivant :

Étant donné un réseau linéaire de formes quadratiques
admettant pour formes de base p formes C^,..., <Ï>p linéairement
indépendantes^ trouver dans ce réseau r ^ p formes ^P\,..., Vrî
dont p linéairement indépendantes^ qui soient extérieurement
conjuguées par rapport à une forme quadratique donnée à
r variables H.

On adjoindra aux p formes données <Ï>< , ..., <Ï>p un système de
r — p nouvelles formes ^p+n ...? ^r identiquement nulles^ on
cherchera toutes les formes quadratiques K par rapport auxquelles
les r formes ^>i, . . . ,0, . sont extérieorement conjuguées et Pon
cherchera, si c^est possible, les substitutions linéaires qui trans-
forment les formes K dans la forme donnée H : les mêmes substi-
tutions, appliquées aux formes ^i...,^ donneront les formes
cherchées y», .... Wr-
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Prenons par exemple

p=i, /• == 2 et H(u)==u\—MJ.

Si la forme fS>^ esl un carré parfait, la forme K est arbitraire et
l'on prendra

^==^4»i, ^==a^,

avec deux coefucients arbitraires a<, a^. Si, au contraire, la forme
<I>i n^est pas un carré parfait, on voit immédiatement qu^on a

T,=±^==a<i*i,

le coefficient a étant arbitraire. On remarquera la différence pro-
fonde qui existe entre les cas où ïï(u) est une forme indéfinie et
celui où II (a) est une forme définie: dans ce dernier cas la
forme <t^ est nécessairement un carre parfaite le problème
étant impossible si 4>, ne satisfait pas à cette condition.

25. Les formes quadraticfues complexes extérieurement
orthogonales. — Ce qui précède fait pressentir que la théorie
des formes complexes extérieurement ortlK)gonales est profondé-
ment différente de celle des formes réelles. Contentons-nous des
tro i s re marq u e s s u i va nies :

1° La détermination des formes à n variables extérieurement
orthogonales non linéairement indépendantes ne revient pas à
la détermination des formes extérieurement orthogonales linéaire-
ment indépendantes; si en effet il existe entre 4><, ..., ^r le-»
p relations identiques

<ïi «l*i -t-... -h a,. 4»,. == o,

^«î>i4-. . .-4- /,.4»/.= o,

il n'existe pas nécessairement une substitution orthogonale, effec-
tuée sur les lettres ^i, ...,<!>,., et ramenant ces relations à la forme

4*r-^4-t == . . . = 4*,. == 0 :

cela revient a dire par exemple qne, dans l'espace rapporté à trois
axes de coordonnées rectangulaires Oxyz^ /Inéquation d'un plan ne
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peut pas toujours être ramenée à la forme

^==0,

ou Inéquation d'une droite à la forme

y == z == o ;

il suffi t en effet de prendre unpiafh isotrope ou une droite isotrope.
Du reste, il est évident que les deux formes

<ï>, i^ ( t ' 2 = — i )

sont extérieurement orthogonales, même si l 'unique forme 4> ne
l'est pas.

2° Dans le cas des formes réelles^ on ne peut pas, étant donné
un réseau X, 4>i 4- ... -4-Àp^p admettant p formes de hase linéaire-
ment indépendantes quelconques^ trouver r ^ p formes de ce
réseau qui soient extérieurement orthogonales, et cela quelque
p'<md que soit r (du reste la valeur de r comme on sait ne joue
ici aucun rôle). Au contraire, dans le cas des formes complexes,
on peut partir d 'un réseau arbitraire et l'on peut toujours trouver
r formes de ce réseau extérieurement orthogonales, pourvu que
r soit 'asse^ grand; il su f f i t en particulier de prendre r ^ s p : les
formes

<l»i, i'4>i, <ï»a, i<t>â, ..., ^p, (^p

sont en enet extérieurement orthogonales.

3e Le théorème général du n0 20, même si l'on suppose les formes
considérées linéairement indépendantes, peut tomber en défaut :
c'est ainsi que pour r == n == :^, les formes

<t»i === V\ -\- \>.X^ .^2, 4*2 = 2 i.Vt 3>ï

sont extérieurement ortho^onalei» et cependant elles ne peu\ent
pas se déduire, par une substitution orthogonale, de deux formes
c.arrés parfaits, puisque le réseau À, <l>i -h Aa ̂  n(l contient
qu'une forme carré parfait, à s ivo i r x\.\
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CHAPITRE III.

LES FORMES B1LINÉA1RES ALTERNÉES, LES COVARIANTS B1LINÉA1RES
ET LES SYSTEMES DIFFÉRENTIELS EN 1NVOLUTION.

26. Considérons une expression dePfaffà/ i variables x^ ..., Xn-,
soit

to,/ == a i clx^ -+- ctt da'î -+-... -h a,» dx,,.

O.i sait qu'on appelle covariant bilinéaire de l'expression (o
lex pression

ci^ — 8oj,/,

ou d et 3 désignent deux symboles de diuerentiation échangeables
entre eux ; on a

/' -= n j -= n
, N V V/^V ^A » (»^-^-Z 2- (^- ̂ .) ̂ ^•

i^c second membre est manifestement une forme bilinéaire
alternée des deux séries de variables dx^ ..., dxn ; Ïx^ ..., 5^;
on a en effet

^- 8.,̂ ^ (^ - ̂ ).(̂ ,o,,_ ,̂8,,),
1/7 »

la somme do second membre étant étendue à toutes les combi-
nusons deiix à deux dés indices i , 2, ..., n. A cette forme bili-
n^lire alternée nous associerons une forme quadratique alternée,
comme il est dit au n° 7, que nous continuerons à appeler le cova-
nant bilinéaire de (u et que nous désignerons parla notation co'.
Nous écrirons donc

V / àa '!• <)ai \ r i i ito == ̂ , ( - — - — — — [</.r/ dxj}.
^à \ Oï'i OTj 1 L J •
\in '

Les variables élant ici dx^ ..., dx,^ nous définirjns comme plus
J iau l le produit extérieur de deux formes linéaires en dx^ ..., dxn,
c'esl-i-dire de deux expressions de Puiu1. Remarquons qu'on peut
poser

a/= [(/ai clxt} -+- [ûf</2 0^2]-+-...+ [da., ̂ /r,/],
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et, si m désigne un coefficient, fonction finie de x^ ...,.z^, on a

( m w ) ' == m. to -h [ (în^. (o ] ;

enfin, si u et v sont deux fonctions quelconques, le covarlant
bi linéaire de udv est [du rfc].

Le covariant bilinéaire d\ine différentielle totale exacte est
identiquement nul et réciproquement.

27. Considérons un système de s équations de Pfafi linéaire-
ment indépendantes à n -(- s variables, soit

(16)

U i = o ,
82=0,

e,==o.
Un lel système est dit complètement inlégrable si, considéré
comme un système d'équations aux différentielles totales à s fonc-
tions inconnues de n variables indépendantes, il admet toujours
une solution (et une seule) telle que, pour des valeurs numériques
données des variables indépendantes, les fonctions inconnues
prennent des. valeurs numériques arbitmirement données. On
démontre au sujet de ces systèmes le théorème de Frobenius
qui donne la condition nécessaire et suffisante d^intégrAbllité
complète :

Pour que le système de Pfaff ( 16) soit complètement inté-
grable^ il faut et il suffit que les coloriants bilinéaires
6,, ..., O/ des premiers membres s'annulent quand on suppose
les différentielles dx^ ..., d<Cn^.s liées par les relations (16)
elles-mêmes.

On se rend du reste facilement compte que cette condition est
indépendante du choix des variables et aussi quelle est ou non
simultanément vérifiée par deux systèmes ( i6) algébriquement-
équivalents en dx\^ dx^ .'.., dxi^s-

.28. Systèmes de Pfaff en insolation. — Supposons main-
tenant que le système (16) soit à n.-{- r variables ( / ' ^ .ç )dontr
fonctions inconnues de n variables indépendantes. Une variété

XLVIII. 10
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à v ̂  /t dimensions (déïlnie par n 4- / •— v relations entre les n + r
variables) sera dite une variété intégrale du système (16) si les
équations (16) sont vérifiées pour tout déplacement infiniment
petit sur cet.te variété.

Cela posé, le système (16) est dit en in^llUion si par tout
point arbitraire de F-espace à n -4-7' dimensions il passe a.u moins
une variété intégrale à i dimension, si par toute variété intégrale
arbitraire a i dimension il passe au moins une variété intégrale
à 2 dimensions, et ainsi de suite ; si enfin par toute variété inté-
grale arbitraire à n — i dimensions il passe au moins une variété
intégrale à n dimensions.

Choisissons n 4- / • — s expressions de Pf'aff ù )< , . . . , (o,^,._ç
indépendantes entre elles et indépendantes de 9, , . . . , (^. Les
covariants bilinéaires 9,, ..., 6^ peuvent s'exprimer comme des
tonnes quadratiques alternées des 9/ et des co/. Si l'on y
fait 9, == ... == 9ç== o, ils se réduisent à des formes quadratiques
îilternées de o } , , . . < , Wn+r-s' Pour toute variété intégrale du
système (16), ces s formes quadratiques alternées, ou plutôt les
s formes 'bilinéaires alternées qui leur sont associées, s'annulent si
l'on regarde les deux .séries de variables comme caractérisant deux
déplacements infiniment petits quelconques sur la variété. Les
séquations quadratiques alternées obtenues en annulant 8p ..., 9ç
[et en tenant compte des équations (16)] seront dites les relations
quadratiques alternées dérivées des équations (16).

Supposons que (*)», ..., (Q^ soient n expressions de PtatF,
combinaisons linéaires indépendantes des ditrérentlelles des
n variables indépendantes, et désignons par rss^, . . . , OTy (y == r — s ' }
les autres expressions (o. On peut toujours se ramener au cas ou
les relations quadratiques alternées dérivées des équations ( i 6)
sont de la fonpe

' " " ' • t=:n /==</ - ' • ' ' ' ' • . • - • • • , . ^ . . >

ï ï 7 ) ^ ^^^[^^y] ==o 0^=15 ̂  . - " > s ) ,
i=l /=1

ou les aijk SODI des coeniciçnts fonctions finies des variables.
Plaçons-nous dans ce cas. On peut alors énoncer de la manière

suivante la condition nécessarre et suffisante d'involùtion du sys-
tème (16) :
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Introduisons n systèmes d'indéterminées

Si, ..., ^,
r,, , - ..., Vn,
• • î • • • ï • « ï

S(/*-l) ?(/ /- l)
'si » • • • î Ç /t »

et considérons les sn équations linéaires en TÏT» , ..., ̂  :
/==n /-=</

^ ^^71^^7=0,

/=w /==^

^ Zj^^^^y^0^
<==l 7=1
I=/l J=ff

^ ^a^ l^^'=oî
/=i /-==i
• . • . . . . . . » . . . . . . . , . . ^
<=n /==//

2 2^^-l)^=o. .
i==t 7--=1

Formons la matrice des coefficients des variables CT dans le?.
s premières équations, puis la matrice des coefficients des 2s pre-
mières équations et ainsi de suite, jusqu'à la matrice des coeffi-
c ients des 72.? équations. Soient alors

A'I, ^i-+-A-2, ..., ^4-5,2,-+-..,-(-.y,, i, . Si-^-Sî-^-.. .-{-Sn

les ran^s successifs de ces matrices.
Résolvons enfin de la manière la plus générale possible les équa-

tions (17) en prenant pour or,, . . . , T^y des combinaisons linéaires
de (o,, .'.., G),/. Pour que le système (16) soit en involution^ il
faut et il suffit que les expressions obtenues p_our CT, , . . . , rsq
dépendent de '

^q —Sn-t— -ISn-î—. . .— (ft—l)Si

== nr—Sa-ï—^Sn - a — . . . — (/i —i ) . ^— ns

paramètres ( { ) . La solution générale, du système d.épend alors de

( 1 ) Le nombre de ces paramètres ne peut jamais dépasser la valeur Iftnite
indiquée.
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q — (.ç, 4-...-+- SH-Ï ) fonctions arbitraires de n arguments si

q >^4-... 4-^-1;

de Su i f iclions de n — i arguments si

q ==5i-+-...-h^-i, ^-i>o;

de s,i_î fonctions de n— 2 arguments si

q = ̂ ,-+-...-+- ^/t-i, ^-r==o, ^-î>o;
• • • • • • • • • • • . . • . . . . • . . . . . . . . . . . . . . . • . • • . • •»

de ^i fonctions de i argument si

y = = ^ i , s^-1 ==. . .= ^3= o, 5i >o;

de s constantes arbitraires si

q === s^ -i =... = ̂  = 5i = o.

Dans le dernier cas, on retombe sur un système complètement
intégrable.

Un cas particulier important est celui où le nombre des
expressions

7=y
V dijk•rsj ( i = i, ..., n ; k = i, ..., s)

qui sont linéairement indépendantes est çgal à q, on a alors

q == si -+-... -4- Sn-i •+- s,,.

La condition d4nvolution est que les expressions obtenues en
résolvant les équations (17) par rapport à CT|, ..., vsq dépendent
de

Si -4- '2 Sf 4-... 4- ns,i

paramètres arbitraires; la solution générale dépend de Sy fonctions
arbitraires de a arguments si Fon a

^a> o» ^x+ i==- . .= 5,,= o.

29. Nous aurons en fait à considérer des systèmes différentiels
de la nature suivante. Ils seront formés de s équations linéaires
pLir rapport aux différentieHes de n -+- s variables, x\, ..., Xn^sj
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dont n indépendantes et s dépendantes, les coefficients de ces
équations étant des fonctions données de ces n 4- s variables et
de q variables auxiliaires u^ .. .*, Uq. Si l'on résolvait ces équa-
tions par rapport aux différentielles des s variables dépendantes,
on aurait les dérivées partielles du premier ordre de ces s fonctions
inconnues exprimées en fonction des n variables indépendantes,
des s variables dépendantes et des q variables auxiliaires. En
éliminant ces q variables auxiliaires, on aurait donc en définitive
un système d'équation s aux dérivées partielles du premier ordre
à s fonctions inconnues de n variables indépendantes.

Donnons à notre système différentiel la forme d'un système de
Pfafl. Désignons par 9i , . . . , 9j les premiers membres des équations
de ce système, choisissons n expressions de Pfaff ( D { , .... <o,,
fermant avec 9,, . . . ,9, un système de n -+-s expressions
linéairement indépendantes par rapport à dx^ ..., dXn^s'i enfin
choisissons q expressions de Pfaff CT(, ..., rsq formant avec les 9
et les o) un système *de n -\- s -+- q expressions linéairement indé-
pendantes par rapport à dx^ ..., dxn^ du^ ..., duq.

On se rend compte facilement que les équations quadratiques
alternées dérivées du système de Pfafl donné (16) sont dé la
forme

1,..., n i == n j =. q

°1 = ̂  c i j ^ [^i^A -+-^ ^ ^71 [^i^j} == <>*

\ i j } i^-t /=!

(i8)
\,...,n i=n 7=7

^ C^ftU/tO/] -+-J^ ^ ̂ f/s[^iVfj] = 0,e^ ̂  c/7.<r^/^]-+-^ ^^/jE^^y] =
(//) i=l 7=1

puisque les covariants 9p ..., 9^ s^annulent manifestement avec
dx^ ..., dx^si c'est-à-dire avec 9i , ..., 9j, a)<, ;.., ù),,.

30. Il y a ici une remarque importante à faire. 11 peut arriver
que les q variables auxiliaires u ^ . . . ^ U q soient en nombre
surabondant, c'est-à-dire qu'on puisse trouver un système d'équa-
tions linéraires en dx^ ..., dxn^.s algébriquement équivalent
à (i 6), mais tel que les coefficients des équations de ce système
'puissent s'exprimer çn fonction de . ^ l | , . . * , . Z 7 / - p e t d e y ' < ^
variables auxiliaires nouvelles u^ ..., u'q.. Autrement .dit, ,le^
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système d'équations aux dérivées partielles du premier ordre
équivalent à (16) peut être formé de sn — q' > sn — q équations
indépendantes. Les équations (18) nous permettent facilement
de connaître la valeur minimum de q ' et de trouver n + s -+- qî

expressions de Pfaff linéairement indépendantes par rapport
aux différentielles dx^, ..., dxn^-si du\, ..., d u ' , .

Considérons en effet le système d'équations linéaires

{ Oj=...= 0,==o,

t0l = = . . . = = (0,, ==? 0,

à^ == àsot. ̂  ^ î ^sso ^ a = = » •2 ^
^(Ui ^coa ' * * <)w,t ' ' * * * '

Ce système est Indépendant du choix des expressions'6, G) et ro,
pourvu naturellement que les nouvelles expressions h soient de»
combinaisons linéaires indépendantes des anciennes, que les
nouvelles expressions 6 et <o soient des combinaisons linéaires-
indépendantes des anciennes, et enfin que les nouvelles expres-
sions &, (o et CT soient des combinaisons linéaires indépendantes
des anciennes. Supposons alors que, les expressions 6 étant indé-
pendantes par rapport à dx,^, ..., dXn-^si on prenne

Oa==dxn^-ai—^/i-+-a,i dx^—... — a,,-i-o(,7i dxn (a == ï , . .., s),

^i=dvi, j s j ^ d u j ( î=i, . . . , / i ; y== i , ...,y),

on aura

^^^.^[^^l+^l^^^^^^ (a= i , . . , . ) ,
^7) <= l L \ /= i / /J

où les coefficients C(ya on*' des valeurs qu'il est inutile décrire.
Le système (19) est alors

/ dx^ ==. . .= dx^s = Q,

/ 1\ } /==^ .
( l 9 ) \ V^»+a,/, / .

^ JL~^7~ y = o ( ^ = 1 , •..^; »= î , - . ,^ .
v ^=âl'

On voit que le nombre des équations (19) linéairement indé-
pendantes est égal à n 4- s -(- y7, où ^/ est le nombre cherché
et que les premiers membres de ces n -+-^ + y'équations linéaire-
ment indépendantes sont les expressions de Pfaff cherchées.
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En détinitive. an n'a pas à se préoccuper de la question de

savoir si les variables auxiliaires entrent en nombre surabon-
dant; on peut toujours supposer en fait que ce nombre est
réduit au minimum, qui est le nombre des expressions

7==7

Z_, a i j ï ^ j
/==!

linéairement indépendantes.

31. Cela posé, revenons au système donné. S'il est compatible,
c'est-à-dire s'il. admet au moins une solution, pour cette solution
les 6a sont nulles et par suite les Oaî les expres-sions CT/ sont des
combinaisons linéaires des (»^ et F on peut toujours, en ajoutant
au besoin aux w/ des combinaisons linéaires des (o,, supposer ciue
les w/sont nulles; les équations (18) exigent alors que les coefu-
cients c/ya soient tous nuls. Autrement dit, si le système est
compatible, on peut supposer les coefficients ci /a tous nuls. On
est alors ramené à l'hypothèse examinée au n° 28, mais dans le
cas particulier où l'on a

q == st-^-Si-+-.. .-+-5/<.

Si le système est en involution, la question de l'existence et du
degré d'indétermination des solutiohs est résolue. S'il n'est pas
en involution, on le prolongera en prenant comme nouvelles
variables dépendantes u^ ..., Uq (y étant réduit à sa valeur mini-
mum). Pour cela, on cherchera à résoudre de la manière la plus
générale possible les équations (18) en CTI , ..., my, considérées
comme linéaires en <o<, ..., (o,, ; les coefficients dépendront d'un
certain nombre de paramètres indépendanis ^, ..., ç ^ . On sera
ramené au problème primitif, sauf que s sera remplacé par s -4- q
et q par q^ On est sûr, diaprés un théorème général, qu'en
répétant ce procédé un certain nombre suffisant de fois, on
arrivera soit à un système incompatible, soit à un système en
involulioïl.

On peut aussi prolonger le système (16) d'une manière
partielle en adjoignant aux équations (16) celles qui expriment
un nombre q ' <; q de combinaisons linéaires de T^, ..., vsq en
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fonctions linéaires de c o i , . . . , (o,/, mais il faut alors que le sys-
tème obtenu en annulant les &, les o) et ces q ' combinaisons
linéaires de CTI , . . . , CTy soit complètement intégrable^ les i n t é -
grales de ce système jouant le rôle de nouvelles variables .r, en
nombre n 4- s -\- q ' .

32. Pour abréger le langage, nous dirons que les expression^
a),, . . . , (o,t sont les expressions de Pfaff principales^ les expres-
sions CT étant dites secondaires.

Un système d'équations quadratiques extérieures de la forme(i^),
avec des variables principales (0( et des variables secondaires-r^/
fonctions linéaires inconnues des variables principales, sera dit
involutif s'il satisfait aux conditions énoncées au n° 28.

Supposons que le système (17) se décompose en deux systèmes
partiels

/=/£ / = X

V ^^/y7.[ù)/CT/] ==0 (/-= I, . . . ,Œ),

1=71 / ==•}€'

^ ^^[^•Xy]=° (A-^ r , . . . , ^ ) ,

avec deux séries de variables secondaires rs^ .. ., vs^'y yi, . . .y y%,
indépendantes entre elles. Pour que le système total soil invo-
lutif. il faut et il suffit que chacun des systèmes partiels le
soit. Soient en effet

^i ^ii ' • . » ^n'f

(T', (J'i, ..., ^

les nombres qui, pour chacun des systèmes partiels, jouent le rôle
des entiers

5, ^i, .. ., s,,.
On a évidemment

s = a -+- T',

^1 == <ïl 4-<Ti,

^= <y/t-+- ^u-

Résolvons maintenant les équations données par rapport aux CT
-e t aux r^; le nombre des paramètres entrant dans les expressions
des m sera -uf plus égal à

(TI -+- •i (Tj -|-... + n 7fi ;
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le nombre des paramètres entrant dans les expressions des y sera
au plus égal à

7 l-T- '272+...-+-717^;

pour que le nombre total des paramètres soit égal à

^l-l- 9s^ 4-x,. .4- ns,^

il faut donc et il suff i t que les deux limites supérieures soient
atteintes, c'est-à-dire que les deux systèmes partiels soient involu-
tifs.

Ajoutons encore une remarque utile. Supposons que le système
formé par les T premières équations (i 7) jouisse de la propriété
que l'entier 0-2 qui lui correspond soit nul (et par suite aussi les
entiers suivants 0-3, .... T,/) : alors pour que le système (.17) soit
involutif, il faut que le système partiel des 7 premières équations
soit aussi involutif. Les <r premières équations (17) fon.t en effet
intervenir o-i variables secondaires ; supposons qu'on annule dans
lès s — (T autres équations (17) ces T, variables secondaires, et soient

'̂H ^2 î • ' • î ^'n

les nombres correspondant à ce nouveau système; on a évidem-
ment

$1 == 7i-4- T I , ^==7, . ..., Sn== 7,^

Cela posé, supposons que les expressions des Œ| premières
variables secondaires contiennent moins de T| paramètres arbi-
traires, les expressions des. autres variables secondaires faisant
intervenir au plus <r, + 2<r^ + ... -h ri^ paramètres nouveaux,
les expressions des variables secondaires dans le système total
contiendraient moins de Si + 253 4- • • • + usn paramètres et le
système ne serait pas involutif.

Tout système (17) formé d'une seule équation est évidemment
involutif. Nous aurons à considérer d'autres systèmes involutifs
simples, en particulier le suivant :

f l O i T O n ] 4- [œ2TîTl2 ]-+-...-+- [ ^ p f S i p ] = 0,

[(DiTCTn] + [tU-2^22] -+-.. .-t- [œ,,CT2^] == 0,

[oJiCTy/i] -}- [(Oî^î] 4-. ..-+- [^p^pp] = 0,
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où les variables secondaires ro/y satisfont aux seules relations

TCT/y === T i î j i ;

on a pour ce système

si==p, S i = = p — i , ..., ^_i=='2, sp==î.

La résolution donne
Tïy/y= Sa/y/.to/..

avec les ' - ' — — p - — — 2 - paramètres O//A où l'on peut changer

d'une manière quelconque l'ordre des indices inférieurs.

CHAPITRE H .

LES VARÏKTÉS A p DIMENSIONS DE L'ESPACE PROJECT! F A Tt DIMENSIONS.

HYPERPLANS OSCULATEIÎRS. RÉSEAIX ASYMPTOTIQUES.

33. Revenons au système de référence considéré au n0 1 dan^
un espace pro jec t i fà n dimensions. Les formules ( i ) ont introduit
( / i -4- i ) 2 expressions de Ptaff (o/y qui peuvent être regardées
comme les composâmes mobiles du déplacement instantané du
système de référence; ce sont (n 4- i)2 expressions linéairement
indépendantes par rapport aux ditïe rende Iles des (/( 4- i)2 para-
mètres dont dépend le système. Il est facile de calculer leurs cova-
riants bilinéaires. Egalons en effet les covariants l>ilinéaires des
deux membres de l'identité

û?A/== (0/iAi-4-U)/2A24-...-4-to/,n+iA,,-4-i ( ( = = 1 , . . . ,7 î4- l ) ;

nous aurons (n0 26)

o = to/- iAi4-. . .4- tu'/,w+iA,(-n-4- [û?Aito/i]
-4- [d\îWiî] -h.. .4- [rfA^+i^/,/»4-i],

ou, en remplaçant dA^ ..., c/A,^., par leurs valeurs,
/' = n •+• 1

^ j ^—[^'l^l/J—E^^^S/] —. . .—[t0/,n-+-i (0^4-1 ,y| jAy=== 0.

Cette-identité entraîne évidemment les suivantes, qui four-
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nissent le? covariants cherchés :

(20)
( t0,y== [(0/l<0ly] -+- [tO/ltO^J -4-. . . 4- [(0/,,t4-l <»/l-M ,y ]

ï ( l , / = I , 2 , .... /t-+ I) .

Dans la théorie des groupes, ces formules sont les formules de
structure du groupe projectif à n variables. Elles vont jouer
un rôle capital dans la suite.

31. Nous ferons un usa^e fréquent du théorème suivant :

Etant donnés h points mobiles M,, ..., MA non situés dans
une même variété plane à h—2 dimensions^ pour que la
variété plane à h — i dimensions définie par ces h points sait
fixe^ il faut et il suffit que les différentielle^ â?Mi, .... dM^
soient de la/orme

rfMi = ion Mi-4- . . . -+- t d i A M / / ,

ûfM/, == (OAI ̂ i •+-...-+- to/,A M/,.

La condition est évidemment nécessaire, car les points dM^ . . .y
^/MA appartiennent nécessairement à la variété plane supposée
fixe.

Pour démontrer que la condition est su fusante, considérons le
système d'équations aux différentielles totales linéaires

dx\ == (On x\ -j-.. .-4- ̂ \h Xfi-;

dxfi == W/t 1 V\ -r- . . . -+- ^hli ^h^

a h fonctions inconnues x^ ..., x^ des paramètres dont dépendent
les points mobiles. Ce système admet évidemment n 4- i solution»
connues, à savoir les "̂"̂  coordonnées x\ /,...., x^i des points
M| , ..., M/^ (( == r, . .., n + i); on voit immédiatement aussi que
sur ces n -h i solutions h sont indépendantes; or on sait qu'un tel
système ne peut pas admettre plus. de h solutions indépendantes;
jl faut donc qu'il existe n -}- i — A relations linéaires à coefficients
constants entre les n -h i valeurs de ch.icune des h fonctions incon-
nues; autrement dit les coordonnées de chacun des points M|, ...,
MA satisfont à un même système de n -+-1 — h relations linéaires
à coefficients constants, et par suite les points Mi, ..., MA sont
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dans une même varlëfcë plane fixe à h — i dimensions. C'est ce
qu'il fallait démontrer.

iNous utiliserons également cet autre théorème :

Pour que la variété plane mobile [M, Ma ... M^] ait en com-
mun le point x\ M, + ... -\- Xf^h avec la variété plane infini-
ment voisine^ il faut et il suffit que le point

xi d\\ i -i- . . . 4- xu dM/t

appartienne à la variété plane donnée.
En effet, pour que Inégalité

. r iMi+. . .4--r / /M/,=(ri+£i)(Mi-t- rfMi)+...+(.r/,-h £A)(M/,-h ^M/,),

où E ) , ..., EA sont des quantités infiniment petites, puisse avoir
lieu, il faut et il suffit que JT( dM.^ -4- ... -4- x^aî^-h soit de la
(orme — £1 M| — .. . — £^MA.

33. Nous allons faire des applicatipns'immédiates du premier
théorème. Mais auparavant nous changerons légèrement les nota-
tions employées pour désigner les n 4- i sommets du système de
référence; nous écrirons A au lieu de Kn-\-\i ^i au lieu de to,^^/,
o>/o au lieu de (x)(, »^_i et (Q^ au lieu de (0/14,1, 7^4.1 ; de cette manière,
les formules (i) et' (ao) deviennent

( û?A == (o^ + (x)! A,-+-.. .4- (A),» A;»
(i ) • (i= r , 2 , . . . , n),

( d\i = CO/o A -+- (O/i AI -4- . . . -4- t0/,, \n

t^ = [t0oo^]+[<*)l ^li] 4--...4- [«),< h)wil ,. .
(20 ) / r i r ' i r i ( l ?^ = l, 2, ...,/l^.

^/•y ̂  l '̂o ^y] + l^/l^lyj-+--- •-1- [^//^//y]

Cela posé, exprimons que le point 'A est fixe; les conditions
pour qu41 en soit ainsi sont

to, =; (î  ===. . . = Wn = 0;

il en résulte que les expressions de Pfaff (A),, .. ., co,, sont
n combinaisons linéaires indépendantes des coordonnées {ou,
plutôt des rapports mutuels des coordonnées) du point A*

Considérons de même la variété plane à p dimensions définie
par les p -+- i points A, A», *.., \p^ variété que nous désignerons
pour abréger par [AA( . . » A^,]. Les conditions pour que cette
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variété soit fixe sont, d'après le théorème du n° 34,
(0,,_n = = = . . . = to,, == 0,

^/>-H ==. . . := (O/,, == 0 ( f == 1, 1, . . ., p ).

11 en résulte que les ( p - ^ i ) ( ^ — p ) expressions de PfafT (o^
(o/aî oi1 a prend toules les valeurs/? 4- i , . . . , / ? et / les valeurs i ,
2, ..., /?, sont linéairement indépendantes par rapport aux
(p-^r i) {n — p ) paramètres dont dépend la variété plane à/? dimen-
sions [AA, ... A^,].

Considérons enfin Vêlement formé du point A et de la variété
plane à p dimensions [AA| ... Ap] passant par ce point. Cet élé-
ment dépend de n(p -4- i) — p 2 paramètres et les expressions de
Pfaff

o>/, t0a, to/a (i = 1 , 2, . . . , /»; a ==/? 4- i, . .., n)

sont linéairement indépendantes par rapport à ces paramètres.
Plus généralement la figure formée du point A, de la variété plane

à/? dimensions [AA< . .. A^,], delà variété[AA( .. .A^A^., .. .Ay]
dépend de.

n(y ^.î)—pî-^py —qî

jï^ra mètres et les expressions de Pfaff

^h ^^ (*>?» «*<a. <*>/?, ^^
( (=! , . . . , /?; a = / ? 4 - l , . . . ,y ; {à == ^4-1, ...,/l)

sont des combinaisons linéaires indépendantes de ces paramètres,

36. Cela posé, considérons dans l^espace projectifà n dimen-
sions une variété à p dimensions et faisons correspondre à chaque
point A .de cette variété un système de référence dont les /i4- i
sommets seront le point A, puis ^opointsA,, Aa, . . . , A.? situés
dans rhyperplan langent, enfin n — p autres points A^i, ..., A^.
Ce système de rétÏrence ne dépendra naturellement plus de
(/i.4-i)2 paramètres. Pour tout déplacement infiniment petit, on
aura évidemment
(îi) (X),,-M =...==(»)„= 0

et, d'après (20'),
[(Olt0,,,^ij-+- [^îh)2,/^,]4-...-t-[t0y,tx)^p+i] =0,

[Wt^ln] -+-r^lt'>2/J -+-... -+-[œ,,(ri,^] ===0.

(-22)
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Comme les expressions^,, ..., (*)̂  sont linéairement indépen-
dantes (ce soni des combinaisons linéaires des p paramètres dont
dépend la position dn point A sur la variété donnée), les expres-
sions

o/a ( i == i, -2, ,. .,^; a ==/^ -h i, . ... n)

sont(n°17) des combinaisons linéaires de û^, .. ., (Q^, et les coeffi-
cients de o^, ..., c^ dans les expressions deœia , (^200 • • • » ^//a
forment un tableau symétrique. Autrement dit, si l'on considère
les n — p formes quadratiques en <.)i, ..,, <o^

4>a= t^i^ia-t- ^ît»>ia-»-.. .-4- o/^a,
on a

/.*i\ I ̂ a(23) to/a= - ——•
9- (̂JO,

Remarquons que, si Poii cousidère les expressions (A)(, a)», (o/a
qui sont (n0 3o) des combinaisons linéaires des paramètres dont
dépend Phyperplan tancent [AA< ... A^,], les p premières sont
indépendantes et les autres s'en déduisent linéairement par le?
formules (21) et (a3).

3.7. Soit (f le nombre des formes quadratiques <^a qui sont
linéairement indépendantes; on peut choisir le système de réfé-
rence associé au point A de la variété de manière que les formes
^p+Af " -, ^p-^q soient linéairement indépendantes, les formes
^/^-m .. ., ^n étant identiquement nulles.

Considérons en enet une courbe quelconque tracée sur la variété
et passant par P, La tangente à celte courbe est définie p»r les
points A et dA ; le plan oscillateur (à deux dimensions) par les
points A, dA et rf^A. Or on a

û?A == (Ooo A. -h oji Ai -^-... -t-Wp Ap,

d1 A = (»)i ûfAi -+-... -4- (ùp dftLp -t-...
a==/i

== ^ (^i^ia-^-. • •-+- ^/^t^a)Aa-^-.. .
a--/*-t-i
a == n

=- ^ ^a(t0i, . . . , t * ) / / )Aa- r - . .., ,
a-==/»-i-i
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les termes non écrits dépeiaKiant linéairement de A, A,, ..., \p. 11
resuite delà que si l'on cherche le lieu des plans o&culateurs en A
aux différentes courbes tracées sur la variété et passant par A, ce
lieu contiendra évidemment rhyperplan tangent à la variété et,
d'une manière générale, tous les hyperplans à p -+• i dimensions
définis par les équations

_______«^/M-l_______ „ ^ _ _______x^_______

^/M-l^l, ...,//,) " • • • " ^(/i, ..., ^)

avec les/^paramètres arbitraires ^, . .., t p . Par suite la plus petite
variété plane contenant les plans oscillateurs aux différentes
courbes tracées sur la variété et passant par A s'obtient en
établissant entre «x'^+i, ..., Xn les mêmes relations linéaires que
celles qui existent entre les formes ̂ 4.1, . .., ̂ . C'est donc une
variété plane à p 4- q dimensions. On peut l'appeler rhyperplan
oscillateur à la variété en A.

Si maintenant on choisit les sommets An^, . .., A.p^.q du sjs-
tème de référence dans rhyperplan oscillateur, on voit immédiate-
ment que les formes 0^+y+i, . . ., <Ï),/ sont nulles.

38. Le réseau asymptotique. - Considérons une variété
plane (11) à p 4- q—\ dimensions contenue dans l'hvperplan
oscillateur et contenant rhyperplan tangent, soit

^//4-1 x p \ 1 - + - . . . -(-- ^//-h<7 ^p-hff ==- ()

son équation.
Cherchons le lieu des tangentes aux courbes de la variété dont

le plan osculateur est contenu dans (ïï).
Il en sera ainsi si le point

^-i-i A^_n -K, .. -+- 4>^4.^A^-n7

est contenu dans (II) , c'est-à-dire s^il existe entre ^-m ..., ^p+q
la relation linéaire

X,^i ̂ ,-n +..'.+ \p^q^p^-= 0.

Le lieu cherché est donc un cône du second ordre de sommet A
(et situé dans rhyperplan tangent). Tous ces cônes forment un
réseau linéaire qu'on peut appeler le réseau asymptotique relatif
au point A. Les formes ^ peuvent aussi s^appeler les/ormes
asymptotiques relatives au point A.
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Pour que le plan oscillateur d'une courbe soil dans l'hyperplan

langent à la variété, il faut et il suffît que la tangente à cette
courbe apparlienne à tous les cônes du réseau asymplotique. Nous
appellerons donc tangente asymptotique toute génératrice com-
muneà tous les cônes du réseau asymptotique. Siq <ip— \, il y a
unejinfinilé de t ingénies asymptotiques ; si q == p — i , il y en a
en général un nombre fini; si q^p^ il n'y a pas en général de
tangente asymplotique.

Deux tangentes seront dites conjuguées si elles sont conjuguées
par rapport à tous les cônes du réseau asymplotique. Étant données
deux tangentes conjuguées définies par leurs paramètres direc-
teurs (t0i, . . . . , Wp) et (CT|, .... ro^), lorsque le point A se déplace
sur la variélé dans la directrtm d'une décès tangentes, l'hyperplan
tangent en A a en commun l'autre tangente avec l'hyperplan tangent
infiniment voisin. En effet, le point a-A-ha^A, + .. . 4- X p ^ p
appartient à l'hyperplan tangent au point A 4- dk si ( n° 34) le point
xdK-\-x^ ^A^+. . . -\-Xpd\p appartient à l'hyperplan tangent
en A, ou si

à^y. à^ ,
trl^+'••t4-^'^=o (^.P+^.-.^+y).

Or les conditions

(N*^ (^
rol^-t-•••+CT/^=o (0=^4-1 , ^., />4-y)

expriment précisément que les deux tangentes considérées sont
conjuguées.

3î). Les hyperplans oscillateurs et les réseaux asymptotiques
(V ordre supérieur. — Considérons les variétés planes à trois
dimensions osculatrices en A aux différentes courbes tracées sur
.la variété et passant par A; elles sont définies par les points A,
rfA, û^A et û^A. Or, en négligeant les termes en A, A|, ..., A^,,
A^_(, .... A^y, on a

d^ A = 4»,,-n û?A-,\-i -h.. .-h ̂ p+q ctAp+y
).=n

=' ^ (^+1 œ/»-^-l^-+-• . .-+• <Ï»,,4-y^+<7,>.)A)..

==/»+//+1
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Posons

^F>. == (x^-n,). <Ï»^ 4-... 4- t0^+^ ̂ ^ ;

les ̂  sont des formes cubiques en o),, <o^ . . .y (o^,, car des équr.-
tions

^11= o ( < = = i, . . . , / ) ; ) . = = / ? 4- ^ 4- r , ..., n)

on déduit par les formules (20)

V.=p+(f

(^4) ^ [^/a^aÀl==o,

a==/?-n

relations qui montrent (n0 17) que les expressions co^ ^^ des
combinaisons linéaires de <o < , . . . , (On.

Supposons que parmi les /î — p — y formes cubiques ̂  il y en
ait exactement /'linéairement indépendantes ; on en déduira, comme
au n° 36, que la plus petite variété plane contenant toutes les
variétés planes osculatrices à trois dimensions aux différentes
courbes tracées sur la variété et passant par A est à p + q -\- / '
dimensions; de plus, si Fon choisit les sommets A^_y.^, ..., A^.y_p.
du système dé référence dans cette variété plane, les formes cubi-
ques y^ç^,, ..., ^p+y+r seront linéairement indépendantes elles
formes cubiques ^4^,4.1, .... W^ seront identiquement nulles.

Cette variété plane ' d p -\- q-{- r dimensions peut s'appeler Vhy-
perplan oscillateur du second ordre en A a la variété; le réseau
de cônes du troisième ordre

^1 ̂ //-Ky-M -+-... -4- X,.^t,,-^-7-+-r == 0

le réseau asymplotique du second ordre ^ les formes W\ les formes
asympto tiques du second ordre'.

40. Il y a entre les formes asymptotiques du premier ordre cl
celles du second ordre une relation remarquable : les dérivées par'
tielles du premier ordre d une forme asymptotique du second
ordre quelconque sont des formes asymptotiques du premier
ordre,

Soit en effi't
a-=^+// i=f) »=/)+//

^ = ^ ^a^a)^^. ^ (ri/co/aïoa^
a=//-n /-:i a=/»-n

X L V 1 I I . I l
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une forme asymptot jque du second ordre. On a
y.^p-r-q j = p a=-^-»-<7 /=p a==^+<y

^'/. V V V ^./a V< V <^a)
;̂ —— 2, o.acoa)^ ^ o,,-^^^ ^ ^(0^-^--

a=/;-+-l /= i a=/»-i-i / = i a=/ï- i- i

or les identités ( 2 2 ) et (2/ j ) , différentiées par rapport à(x>/, donnent

1=1'
\^ ('to/a / •

^a--^^-^-==o ( î ^ i , ..., ^ ; a = ^ - + - i , . . . , ^ 4 - 7 ) ,

/ = i
a==/»-t-(7 a=/>-K7
V ^ya V^ ^a)2; ^toaA- 2< ^«-^r^0 (^y- ' , • • • , / " •

a=/»-+-i a=/»-h l

11 en resuite que dans l'expression de —)1 les trois sommes du

second membre sont égales et par suite on a

a ==//-+-//
^ 3 V ^OA^
^0>/ •̂J <^*)( aî

a = p 4-1

formule qui démontre le théorème.
On déduit de ce qui précède que, le réseau asymptot ique ( d u

premier ordre ) étant supposé connu, le réseau, asymptotique du
second ordre î^est pas arbitafre. Si en particulier le réseau asvm-
plotique est défini par un certain nombre de relations linéaires à
coefficients constants entre les coefficients des formes <^^ soit

^A/,(7//=0,

/ • /

^L,-y^,=0.

/ > /

les coefficients aijk des formes cubiques W'^ devront satisfaire aux
relations suivantes, en nombre^ fois plus grand,

^A/yrt///,- : 0,

/./

. . . . . . . . . . . . . . . ^ ̂  », 2, . . . , /? ) .

^L/ja/^^o

^y



Supposons par exemple que les formes îisymptotîques du premier
ordre se déduisent linéairement des formes rectangles 2<o<(i>y; le
reseau asymptotique est défini par les conditions

r t n -c t î ï ==...--- cfp,,^o

et par su i te le'réseau asymptotique du second ordre satisfera aux
condilions

aaj^= o (i,y --- i, 9.. , . . , p}\

les formes cubiques W\ n'auront donc que des termes de la forme
<7(.)/(oy(o^, les indices i, /, k étant distincts.

il. 11 peut arriver que les conditions imposées par le reseau
asymptotique du premier ordre au reseau asymptotique du second
ordre ne conviennent qu'à des formes cubiques identiquement
nulles : c'est ce qui arrive dans l'exemple précédent si p === 2. Dans
ce cas, Phyperplan oscillateur du second ordre se contond avec
l'hvperplan oscillateur du premier ordre et l'on peut démontrer
facilement que cet hyper plan est fixe quand le point A se déplace
sur la variété. On a en effet, quel que soit l'indice À '> p-\-q.

c.̂  ==.o,

0),),= o (i =l. l, . . . , /?- i -y) .

Par suite (n0 3i), rhyperplan |AAi .'.. A^_^j est fixe. La variété
est donc contenue dans un hyperplan fixe «»/?+<' / dimensions.

La même conclusion subsiste sous la seule condition que FIn-
perplan oscillateur du second ordre coïncide en chaque point V
avec rhyperplan oscillateur du premier ordre.

42. On pourra convenir d;appeler tangente asymptotique du
second ordre toute tangente génératrice commune des cônes lî\== o ;
en vertu du théorème du n° 39, toute tangente asymptotique du
premier ordre est tangente asymptotique du second ordre, mais la
réciproque n'est pas vraie.

On pourra enfin définir les hyperplans oscillateurs du troisième,
du quatrième, etc. ordre, ainsi que les formes asymptotiques de
chacun de ces ordres. Les dérivées partielles d'ordre h dune
forme asymptotique du m1^"^ ordre sont des formes asympto-
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tiffues d'ardre m — h. Si Chyperplan oscillateur du m1^^ ordre
coïncide en chaque point A avec Fhyperplan oscillateur du
(m-i)^'^ ordre, ce dernier hyperplan est fixe.

A3. Convenons de dire que deux réseaux linéaires de cônes
d'ordre h (de sommet A) appartiennent au même type projectif
si l'on peut passer de l'un a l'autre par une transformation projec-
tive (laissant invariant le point A), ou, analytiquement parlant, si
l'on peut passer de l'un à l'autre par une substitution linéaire
effectuée sur les coordonnées Q > i , .... t0p. On peut alors se proposer
de déterminer toutes les variétés à p dimensions dont le réseau
asymplotique du premier ordre appartient à un type projectif
donné, ou encore toutes celles dont les réseaux asymptotiques du
premier, du second, etc., du A10111® ordre appartiennent à des types
projectifs donnés.

Pour donner une idée de la méthode à suivre, prenons deux
exemples.

Proposons-nous d'abord de trouver toutes les variétés à
p dimensions dont le réseau asymptotique^ supposé d'ordre p.
est réductible à la forme

Xi (x)î -h. . .4- X/,(x)^ = 0.

On aura ici q ==/?, et l'on pourra supposer choisis les sommets
du système de référence de manière à avoir

4>,,+,= (o2 (i= i, 2, . . . , p).

Cela posé, les variétés cherchées peuvent être regardées comme
les solutions du système de Pfaff :

(2.)

co,,-n ==...= co,( = o,

W^p-^-l == t0/ ( t = = I , ' 2 , . . . , /?),

(Oy,,,4-/ =0 (^./; t \ y = I » 2» • • .^T^

W^-^ =0 ( l = = l , . . . , 7 ) ; X = ï , . . . , ^ — •>./?).

Les premiers membres des équations de ce système sont des com-
binaisons linéaires des expressions

to,, to», (o.a ( i = i , . . . , /?; a = = / ? + l , ..., n)

qui sont linéairement indépendantes par rapport aux différentielles
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des n(p 4~ !) —/?2 paramétres dont dépend ^élément générateur de
la variété (formé du point A et de Phyperplan tangent [AA, ... A^,]).
Le système (20) est donc de la nature de ceux qui sont considérés
au n° 29. Calculons alors les équations quadratiques alternées
dérivées des équations (a5). En appliquant les formules (20') et
tenant compte des équations (a5), on obtient

; i,...,;»
l [(o,(a^^^—(*)^—(x)oo)]— ^ [tOA-œ/,/] ==o (i = i, 2, . *.., 7?),

(26) .T^-
J •-[^•^y7]+[^y^-<-y,p4-d =° ( t ^ y î ^ y - ^ l i ' 2 . ...^)»

( [t*)/co,,-^p^)J ==o ( ( = = i , - î , . . . ,7?; ^ = i, 2, .. ., n — 27?).

Ici, les équations (26) sont d^elles-mêmes de la forme (17) et les
expressions principales sont (o<, co^, ..., (ùp. Les expressions
secondaires sont

CO/y, Wp+^p+j ( l^ j ; l, y == I, -2, . . . , p ),

l0/»-»-/,/?-!-/ — <*>«—— ^00 ( ( == ' l ̂ l • • • î /? )l

tx)/,^2,,^ (i = i, 2, . . . , / ? ; X = i , 2, . . . » n — >p)\

elles sont au nombre de p ( / i — i).
Le nombre s^ est ici le nombre des équations linéairement

indépendantes
i....,/>

S/ (^p+i,p+i — w/Y — .^00) — ̂ . SA-MA-/ == 0,

k^i
— Çf ^y/ 4- ̂ jWp-^j^p+i = o,

$/ ^^+/,ÎJE»+). =0;

on trouve immédiatement

si=p(n—p).

Pour avoir le nombre ^2, il faut adjoindre aux équations précé-
dentes les suivantes :

Vi (<^-t-/,^-K — ^ii — ^oo) — ^ . Vk ^ki == °î

— S'/ "y* -+- Sy ^p+j,p+t ==0,

SI' ^-H',!/»-^ = 0 ;



-- 1^8 -

on déduit de toutes ces équations (si les ;/et les ^ soûl arbitraires)

^/^-/,2/^X = 0.

^Ji == f'tP^,P-+-^ == °?
rfï p+i. />-+-/ ~ '')//' ^ou :== •* î

on a donc

.»i -}-Sî ==/)(^ — 1^ d'où ^>==y>(^—i) .

Il est évid^nl inainlenant (lue les enhers .ç, +N3 -t-.^,
•^i +-Î2+-Î3 + ̂ 4 < • • • ^ont lous e^anx à .ç, +.s-2 ; doiir

Des valeurs trouvées pour les son déduit

A I 4- •> A'i -h 'î .S3 -+-... -1-/?A-,, ̂  p(n-\- p —— 2 ) ;

or si l'on résout les équations (2<)) par rapport aux p i n - i)
expressions to/,, i0p^^p^.j. .;., on trouve

o/y ^ 0,7 to< -+- bij (uy,
10 /»-+-/, /M-y = Cij^i— a,yt0,,

^^+(/,p4-/— ^/f— (*>oo=; A<(»^— ̂  bki^ki
^ ̂  i

w/M-/,p-^-2A == ^i\^i'.

1...../'

-2'
^y

avec les^(/t+// 2) paramètres arbitraires a,y, A/ / ,c / / , A/, ^•/A.
Le système (23 ) ̂  rfo/îc ^^ insolation et les variétés cherchées
dépendent de s^ -===. p ( p -' i ) fonctionsarbitraires de deux argu-
ments.

44. Un peut se placer à un autre point de vue et regarder les
variétés cherchées comme engendrées parleurs hyperplans tangents.
Les expressions

^ ^iv. ,(.i ==i, 2, ...,/?; a ==/?-+- i, ...,/i)

sont linéairement indépendantes p<ir rapport aux (p-^-i)(n — p )
paramètres dont dépend rhyperplan tangent |AA, ... A,,]. Or les
conditions auxquelles doit satisfaire la variété sont données parles
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relations

i û)^+i =-...== (0,, == 0,

^^ ^ ^/.w =0 (^y; ^ . / = 1 » 2» • • . , / ? ) .
t ^a//-» ). == o ( ( == i, ï, . . . , /?: A — T , ..., n — ip)\

les relations ( 2 2 ) montreni en enet ((lie ^i,p^, ne dépend que de
(o, et que par suite le réseau asymptotique appartient au type pro-
jectif voulu. Les équations (2^ ) sont bien de la nature de celles qui
sont considérées au n° 29, mais ici ce sont les p expressions ^f,p+i
qui sont principales. Les équations quadratiques extérieures déri-
vées des équations ( 2 ^ ) sont

t [^i^/^-d ==•• o (i= r, -A, ...,/?;,
('2K) . —[t»)/^+/t*>77]-t-[û>y,,<-+-y^p+y,^,J==0 (^./; ^y == 1 , 2, :. .,f»),

f [oi/,//+/•t*)/>-^/,â/<+>J =0 (l'4-I,'2,...,^; ^ = = 1 , ^ , ..., n-—27?).

Ici, les expressions secondaires qui figurent dans une quelconque
des équations (28) sont Indépendantes de celles qui figurent dans
les autres ; par conséquent (n° 32), le système est en involution et
les valeurs de.^, ..., Su s'obtiennent en ajoutant les valeurs de
ces nombres pour chacune des équations ( 2 < S ) ; on trouve ainsi
i m m é d i a te m en 1

X i = / > ( / l — — ^ ) , S î = p ( p — I } , 5 . î = . . , = A - , , - ^ 0,

comme avec la première méthode.

fô. Les variétés précédentes jouissent d'une propriété remar-
quahle. Considérons les équations

t0 /==0 (i --= I, 2, ..., /?);

chacune de ces équations est complètement iniégrable ; on a en
euet, sur toute variété intégrale du système (23).

k^p

^\ == | t^OO ̂ i \ -+- ̂  [ tOA- ̂ ki ] -= [ t0< ( t»/^/, p^f — -2 t^e ) ] î
Â = = = l

comme (»>y s'annule avec (» '̂, l^équalion (*>,== o e&t bien complète-
ment intégrable (n0 27).
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Ce résultat peut s'interpréter géométriquement de la manière

suivante :

Les équations (o/== o définissent p variétés planes à p— i di-
mensions tangentes à la variété en A: il existe sur la variété p
familles de variétés à p — i dimensions tangentes en chacun
de leurs points à l'une de ces p variétés planes.

Convenons de dire qu'une variété plane tangente à p — i dimen-
sions est distinguée si, considérée comme une variété plane double^
elle fait partie du réseau asymptotique. Appelons de même variété
distinguée ' d p — i dimensions une variété située sur la variété
donnée et telle qu'en chacun de ses points elle soit tangente à une
variété plane tangente distinguée. Nous voyons alors que si en
chaque point A de la variété donnée le réseau asymptotique
admet comme cônes de base p variétés planes doubles^ la
variété donnée admet p familles de variétés distinguées à
p — i dimensions.

46. Cherchons maintenant les variétés a p dimensions dont le
réseau asymplotique peut se ramener à la forme

>.iœ2-+-.. .4-/.<y(«4 == o (</</?).

On est ici dans un cas particulier intéressant, celui où les
q formes quadratiques asymptotiques peuvent s'exprimer en
fonction de moins de p variables. La condition nécessaire et
suffisante pour qu'il en soit ainsi est que Vhyperplan tangent
dépende de moins de p paramètres.

Supposons en effet que Phyperplan tangent dépende de p <^p
paramètres; d'après ce qui a été vu au 11° 3i, il faut et il suffit
pour cela que parmi les (^+i)(/2. — p ) expressions

^a, <^a (1=1, 2, . . . ,7?; a = = / ? - + - ! , . . . , 7i)

il y en ait exactement p indépendantes ; or les seules qui ne soient

pas nulles sont les demi-dérivées —-a ; or dire cme les dérivées —a
1 àtuf 1 àwf
ne dépendent que de (Oi, . . . , co^, c'est dire que les formes <î>o(
peuvent s'exprimer au moyen de G O ( , ..., (o.,^ et ne peuvent pas
s'exprimer au moyen d'un moindre nombre de variables.
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Réciproquement, si les <î>a ne dépendent que de to<, ..., to ,, il en
est de même des (o/a? et comme les t0a sont nulles d'elles-mêmes,
Phyperplan tangent dépend exactement de p paramètres.

Cela posé, revenons aux variétés pour lesquelles le réseau asymp-
totique est engendré par q variétés planes doubles à p — i dimen-
sions, et définissons ces variétés en coordonnées tangentielles.

On pourra supposer

<î»,,+i = «o^, ..., <î»^+y=œ5, <î>,,.4-^= o.

Le système de Pfaff qui définira les variétés cherchées sera

Wp^.i =o (i = i, 2, . . . . q),

COp4-<7+À =0 ( X = = I , 2 , . . . , 7 1 — / ? — Ç ) ,
(^9)

^J^P+i = 0 ( j ^ ^ ; . / = ^ ï ^ . . • , ^ ; < ' = I î < ^ • - • 5 y ) »

(^/.,,4-<7-h).= 0 (l == I, . . . , /? ; X = 1 , . . . , 7 l -— /?—— q\

On a ici q variables indépendantes et ce sont les expressions
^f.p+i ( l ^ } f ̂ i - - • î y) qi11 sont principales. Les équations quadra-
tiques alternées dérivées des équations (^9) sont alors

(3o)

[œ/^/to/] =o ( t== l, ..., q),

—[cO/^-KCOy/j-+-[t0^^y(x)^y^+/]==0 ( î ^y ; ^ 7 = 1 , . . • , ̂  ),

—[co^p4-,(o/^] =u d= l, .. ., y; ^ == y -+- l, . ..,/?),

[o)^p+^,,-+./,^4-y+-),] =0 (i'= l, . . . , y ;X = = 1 , ..., n—p—q).

On trouve facilement, comme plus haut, que le système est en invo-
lution avec

Si=q(n—q), S î = q ( q — i ) , ^==.. .==^==0.

Les variétés cherchées dépendent donc de q(q — i) fonctions
arbitraires de deux arguments.

Il n^y a d^exception à cette conclusion'que si q est égal à i. Dans
ce cas, les variétés dépendent de s = n — i fonctions arbitraires
d'un argument; ce sont les enveloppes d'une variété plane à/? dimen-
sions dépendant d'un paramètre ; nous les retrouverons plus loin.

47. Étudions maintenant les variétés à p dimensions dont
Phyperplan tangent dépend deq<^p paramètres et dont Fhy-
perplan osculateur a le nombre maximum p -}- '-'-i-—— de
dimensions.
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On pourra supposer ici que les formes quadratiques asvmpio-
tiques ne dépendent que de a),, . . . , o)y. Nous poserons

«î»/,/, == (,)^ ^(U}'-=~- 2^/tOy ( t ^ / ; / , / ^ ! , ^ , . . . , ^ )

en appelant A^, A.(/^ tes ^-JL——/ sommets du système de réfé-
rence qui , avec A, A i , . . . , A,,, déterminent rhyperplan oscillateur.
Nous désignerons par Z, m^ . . . , les indices compris entre q -(- i
et p^ et par .a, p, ..., les indices des sommets du système de
référence non situés dans rhyperplan oscillateur. On a évidem-
ment

^t(if) = t0/, ^/(/y) = ̂ y, ^/a ̂  ° ( î = 1 > ^, . . • » y ).

«<»/(//) == o, (o/(/y) == o, d/a ̂  <> (" /= <y -h l,...,/)).

Des dernières équations on déduit, en prenant les covariants
bi linéaires,

[ to/(0//j — o ( i = l, 2, . . ., q },

[t.),0)/y]-4-[c0yt0//] =?0 ( i-^ J ; /, / == 1 , • > » . , . . . , ^ ).

Ces relations exigent qu'on ail

(,)^.= M/O)^ ( i = = i , . . . , a: / = y -+- i , . . . ,^ ) ,

ou M/ est un coefficient convenablement choisi.
Considérons alors le point A/ ~ a/A et choisissons-le pour nou-

veau sommet A/ du système de-rétérenceî cela revient à supposer
Ui == o. On a donc

^//•^= o ( / = = i , . . . , < 7 ; / = = y - + - i , . . . , /?).

Cette équation donne, par les covariants hilinéaires,

[(O/ptO,] ==0.

'L'expression co/o ne dépend donc que de (•)/; ()ar suite si q est
plus grand cfue i, nn a aussi

(U/O = 0.

On. en déduit que dLAy.^, . . . , flA.p ne dépendent que de
Ay_^, . . . , A,, et par suite (n° 34) Ici variété plane [A^ ... Ap^
est fixe.

Autrement d^t, rhyperplan tancent en A contient une variété
plane fixe ( n ) à j o — q — \ dimensions. Considérons alors une
autre variété plane fixe (FI') à n — p 4- q dimensions n'ayant
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aucun point commun avec (II); elle a en commun avec la variété
donnée une variété à q dimensions dont rhyperplan tancent
dépend de q paramètres el Thvperplan oscillateur est
a n -i- "-———'- di-mensions; en joignant tous ses points aux diffé-
rents points de ( I I ) on a la variété chère liée.

Les variétés cherchées ont le même de^ré de généralité que les
\ariétés à q dimensions de l'espace à n — p -V- q dimensions;
elles dépendent do fie de n — p fonctions arbitraires de
q arguments.

18. La conclusion précédente ne s'applique pas s i^ r = i , c'est-
à-dire si Fhyperplan tangent a la variété ne dépend que d^i i i
paramètre. Ici encore on a comme plus hau l

(0,1 = 0 (l - 9., . ..,/?).

La caractéristique de rhyperplan -tangent est (n0 34) le lieu des
points .rA '-+- x^ A < -4- ... + , T p K p tels que le point

a'dA -4- .ri (/Ai -+-... '-+- x pd^ p

appartienne à l'hvperplan lancent; c'est donc la variété plane
[AAaAî t . . .A,, |. /Lu caractéristique de cette variété plane est le
lieu des points .rA -4- x^ Aa 4- ... 4- XpAp tels que

X(sîi -4- X^ Wn 4-...-4- Xp (j0,,i — .TtOi == 0 ;

c'est donc la variété plane [AsAs. . .Ay,]. La caractéristique de
cette variété plane est le lieu des points .z^As -+-...+ Xp^p tels
qiian ait

. TÏ tOao ̂ - Vs («>3o -+-...-+- y? (o/,o "-:: " ;
or Inéquation

<»>/<= o
conduit a

[(U/0t0|1 == 0,

ce qui inontre que ( O a ç , . . . , (o^o ne dépendent que de (o<. La
caractéristique de [A2A3. . .A^] est donc une variété plane
à p — 2 dimensions qu'on peut toujours supposer être [A» .. .A/,];
on aura alors

(03ç ==...== (Opp ==0.

On déduit de ces dernières équations
[C03»0),(»] = . . . .== [tO^O^o] == ^
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ce qui montre que (032, .... 0^2 ne dépendent que de to, ; par
suite, la caractéristique de [A3... Ap] est une variété plane
à i dimension de moins qu'on peut toujours supposer être
[A.( .. .A^,], avec

(0^2 =. . .= t0/,2= 0.

On continuera ainsi de proche en proche et l'on pourra toujours
supposer que, dans la suite des variétés planes

fA^A,...A^, [AA,...A/,], [A,...A/,], [As...A,,], .., [A,,_^], A,,

chacune est la caractéristique de la précédente; on aura

^im ==o si m << l— i,
[œ/^-.itui] =o.

Cela posé, considérons le point A^,; il ne dépend que d'un
paramètre, car

d^l' = (l>/»,/»-lA/,-l-+- W p p A p ,

il engendre donc une courbe dont la tangente est [A^,A^_,];
comme on a

<^A,;-i== tOp-i,,,-,A,,-24-to,/_i^_iA^-i-+-(o^-i,pA^,

le plan oscillateur à cette courbe est [A/A^A^.a]; la variété
plane osculatrice à deux dimensions, est [A^A^_, A^A^..»] et
ainsi de suite; finalement, sa variété plane osculatrice à jo_ i
dimensions est [ A A a - . - A ^ ] ; cette variété plane engendre la
variété donnée qui est ainsi le Ueu de la variété, plane oscula-
trice à p — i dimensions d ' 1 une courbe gauche

Réciproquement, partons d'une courbe gauche (C) lieu d'un
point M fonction d'un paramètre t et considérons la variété à
^dimensions lieu de la variété plane àjo — i dimensions osculatrice
de (C). On a, pour tout point A de cette variété,

4 _ ^ . ^ M rfîM dP-^M
A-M4-^-^+^^-4-...4-.^-,--^^-,

les p paramètres dont dépend la position de A sur lavariété étant
<, .»i, . . . , Xp_^. On a alors

,. . d\\ , rfîM
^^^rfr4-^2-^-^--

-L-^ d/ï~l M ^/rfM d^M dPM\+^-l^^^+^(-5^^i^i--^••^^-l^^);
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on voit que rhyperplan osculatear à la variété est déterminé
par les p 4- i points

.. d^l d^l CÎP^
M> ~dt' 'dt^' s " ï ~dtP~'9

il ne dépend donc que d'un paramètre, à savoir t.
Les variétés dont rhyperplan tangent ne dépend que d'un

paramètre dépendent évidemment, d'après ce qui précède, de
n — i fonctions arbitraires ctiun argument, comme on l'a trouvé
directement au n° 46.

49. Proposons-nous enfin de détermine/' les variétés à
p dimensions dont le réseau asymtotique est le plus général
possible ^rhyperplan oscillateur étant alors à .p /? "+"J

dimensions)^ mais dont le réseau asymptotique du second
ordre est engendré par p variétés triples rayant d7 autre
point commun que A.

INous pourrons choisir le système de référence de manière que
les formes asymptoliques du premier ordre soient

^ii'n== tx)5» ^U)^ '^^i^j (^7; h J == l. 2i . • ' • > ? )

et les formes asymptoliques du second ordre soient

XT/ '=(O? (î=t,2, ...,y).

Nous aurons donc

^M == to?A(ii)4-2coico2A(iî)4- . . . -+- (^A^)-h-....
^M == a>fAr4- tujAs'-l-...-(- (o^A^-h. . . ,

les termes non écrits étant, dans la première formule, linéaires
en A, A) , ..., \p ; dans la seconde formule, linéaires en A, A < , ...,
A^,, Api; , A ^ i 2 ^ , ..., A^^.Il pourra enfin exister d'autres sommets
du système de référence que A, Ai , ..., A^,, A(H^ . . . ,A^),
Ai', .... A^'; nous les appellerons Aa, Ap, etc.

Cela posé, on a démontré au n° 40 la formule

i,...,;'àW,' ^ àw (/,/.„•'-— == 3 >, ——-4>(/^.;;
àw, .<— à^,

J ( / / A - > '
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oïl en déduit

t0(//,/' = t0/, C0,/y,/ =r, 0, (0(y7,)/' - - <» ( i •^- J ^- k : l, J\ k == 1 , . . . , ? ).

D'après cela, les variétés cherchées peuvent être regardées
.comme les solutions du système de Plaff :

(O^-.O, (0^=-:0, ( O g ( - - ° i

^ t0/^7; - (x)/, ^y(/f) == "i

^/(/7) -- ^y, ^'(yA) :r=--o^

^//' — 0, t0/y' -= o, co^ r= (^

(0(//)/-:-: (»J/, t0,/y^-'— 0, (,J(y/^=: o,

(0(//,a^- ^^a-^-

Les équations de ce système expriment des relations linéaires
entre les expressions (o<, (o^, (•)<•', (Oa, (û/^. <'^y» ^/aî tO(<7)A'? ^,/y'a
qui sont linéairement indépendantes par rapport aux paramètres
qui définissent la position de la (i^ure formée par le point A,
Fllyperplan tangent et l'hyperplan osculateur.

Le système quadratique extérieur dérivé de (^.h ) est :

^ A=l....,,,

j ^/(/7) ^ [<"/((•>(/•/•/(//•:,-+- ^oo •-î^//)] -+- ^ [^/••( ^(//.,(/7,—10^)] =-- o,

k ^ i
Â=l....,/<

^y.//. —[^(^(/y)!//,—^/)]-^ ^ |«u-t')(y/,)(//J - o,
À y- /

^i\i'J) = [^/(^(//K/y^— ^^/y)] 4- [^•(^(/yK/y)-"- ^uo— ^//•— ^yy).)
Â=l...../<

-+- ^ rto/,((0//,^-- (O^-)J ==--0,

A7' '<, /

^(/y) =- l^/(^(/Â-)(/y)— ^Â-/)] -»- [^•(^(yAK/y;— ^^^J
/I ^-l,...,p

-+- ^ [^^././^(/y)]-=0,

A ̂  /, /

/=1,..,^

^(n'it' ^ | ̂ /( tx)/7'-4- ^Uuo— ^(/^V, — t0//)] — ^ [^/.t0/./] = 0,

^^'
6 /y /' == [^/(^ /y, (//•)] == o,

^.y/.;/.' -- [^/^(/^(/f) ] ̂  o,

^(//;a ^ [^/^/'aj == o-



- 107 —

Chacune des équations ^a== o tait intervenir une expression
secondaire co,'a qui n'intervient dans aucune autre des équations ;
elle est involutive avec

TI = 1, 7, =^. . .== <T^= 0.

De même le groupe des p équations

^i/'./i» ^î{ij^ • • - i ^ i ^ i j i ^

où / et j sont deux (différents) des indices i , ^ .. .. /;. fait inter-
• /^ /) -4- ' )venir ——^—— expressions secondaires

^,/7 ,/y, — % (^/y), (0,yy)(/y, — •>. (Oy/, ^^j^ij} -h (OoO -- ^// - (0./7,

^(/^(/y) — <*>Ay, ^(/Â^/y) — (O/,/, t.)(/. /<)(/y),

<iui n'interviennent dans aucune des autres équations du système,
et le système partiel formé par ces p équations est involutif (fin
du n ' 32 ), avec

7»= /? , ^=^__^ 7,,-i==2, T,,=l.

11 ne reste donc à étudier que le système des ^ '^^"^ équations

^/Ml = <^ ^// = 0, e,/,,/. == 0, ^(/y^ == 0, t) yA. /- = (»

( t = : l , 2 , . . . , ^ )

et à voir s'il est involutif. Il fait intervenir les expressions secon-
daires

^,//,^-h 0)oo—— -^/V, ,0), /y, ,//•„• (.)y/, (,)/-/'+ M^—w^,^,.— to//

qui sont au nombre de^"(^4"3)» Or on trouve facilement que

pour ce système partiel on a

/^<>-+- ^>1 == ~—î—— » ^ = o, .. ,, a,,=: <,,

cl l'on vèrine sans peine que les valeurs des expressions secon-
daires en fonction de (o,, (o^ .. ., c.)^ introduisent exactement
p1 < p ^ i ) . . .——;—— paramètres arbitraires.
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Le système (3i) est donc en involution, et l'on a en particulier

_ p f p — i )
s/)-————2———'

Les variétés cherchées dépendent donc de p ' p ~ fonctions
arbitraires de p arguments.

Remarquons que la variété la plus générale à p dimensions
dépend de n — p fonctions arbitraires de p arguments, mais on a
ici

.>^^A).
2

Enfin on peut remarquer que chacune des équations

est complètement intégrable, c'est-à-dire qu'il y a sur la variété p
familles de variétés à p — i dimensions tangentes en chacun de
leurs points à F une des p variétés, planes qui, regardées comme
variétés triples, définissent le réseau asymptotique du second
ordre.

CHAPITRE V.
LES VARIÉTÉS DÉVELOPPABLES. LES VARIÉTÉS DE COURBURE CONSTANTE

•DANS'UN ESPACE NON EUCLIDIEN DE MÊME COURBURE.

30. Plaçons-nous maintenant dans un espace euclidien à n di-
mensions et prenons d'abord un système de référence formé
d'un point A et de n vecteurs-unités rectangulaires I < , ..., I,,. On
a les formules (2) et l'on trouve facilement, comme au n°33, les
covariants bilinéaires

/ k=n

[ ^ ==^ [^ (0^ ] (' = ̂  • . ̂  ̂ ï

C") ::;
f t0// =^ [^•^•y] (i ^J\ i, J = I, . . ., n).
\ /.=!

Faisons correspondre à chaque point A d'une variété à/? dimen-
sions un système de référence ayant pour origine le point A et tel
que les p premiers vecteurs I , , la, . . . , ïp soient tangents à la
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variété. On aura

Nous dirons que la variété est dévelôppable lorsque son ds2

sera celui d'un espace euclidien à p dimensions, c'est-à-dire
lorsque la variété sera applicable sur une variété plane ap dimen-
sions (de l'espace euclidien donné 'En à n dimensions). Pour qu'il
en soit ainsi, il faut et il suffit qu'on puisse faire correspondre à
chaque point A de la variété un point B d'un espace euclidien Jip
h p dimensions de telle sorte que le ds2 du point B soit égal à
celui du point A, c'est-à-dire égal à co^+.. .+^- Si alors on
pose

ûfB = tOiJi-h tOjJî-l-. . .-+- tO/^J/j ,

en désignant par J\, Jg, ..., Sp un système de p vecteurs de
l'espace E^,, on aura

dB\dB == 2(x),io/,J/[J/, ,

et, par suite, les vecteurs J< , ..., J/, seront de longueur i el rec-
tangulaires entre eux.

Cela posé, prenons dans l'espace Ey, un système de référence

mobile (dépendant de •^•^"h paramètres arbitraires); soient

Çy, 9<y les composantes de son déplacement instantané. La va-
riété donnée de E,^ sera développable si l'on peut déterminer

les ^ "^ ' paramètres du système de référence de Ep de manière

h satisfaire aux équations

(34) 0/==to/ (i =1 ,2 , ...,/?).

Les équations quadratiques extérieures dérivées de (34) sont
A=rnA=rn

^[^
A = l

(35^ V OA'(6A7—<*u.,)] == o,

avec les (OA comme expressions principales et les 8^'— o)^, comme
expressions, secondaires. Or, si l'on cherche a résoudre les équa-
tions (35), on trouve

k==p
^ j i — Wjf == ̂  âjik t»U-

A==l

XLV1II. 12



avec

et, naturellement,
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<»y7A-= ^hij

^jilr = — ^ijk'

On déduit facilement de ces relations que tous les coeffi-
cients ai k sont nuls. Il faut donc adjoindre aux équations (34) ^s

suivantes :
(36) 8^==œy/.

Les. équations quadratiques extérieures dérivées du systéipe-(34)
et ( 36 ) sont maintenant

|(0y^4-lt0^1,/] -h [O)y,^-n(x)^-n,/j 4-.. .-+-l(*)y,,t»)/i/J = 0.

Si ces conditions ne sont pas vérifiées, le système (.34) es^ incom-
patible; si elles le sont, le système (34), (36) est complètement
intég'rable et, par suite, la variété est développable.

La condition nécessaire et suffisante pour que la varié lé.soit
développable est donnée par les équations quadratiques exté-
rieures

a--w • •

C^) ^ [w/»^yal == < > ' (a^= /> -+- r, .. . . , /t).
a=/»-n

51. introduisons maintenant les n — p formes' quadratiques
asymplotiques

^p+i, ..., <tv;
on <t

^a
^/a= -.—•cjtu/

Les conditions (3^) expriment donc que les formes yuadret-
tiques ^p^.^ ...^n des variables co,, .... ^p sont extérieure-
ment orthogonales.

Ces formes quadratiques sont susceptibles d^une interprétation
euclidienne. On a, en effet, pour toute courbe tracée sur la variété,

d1 A = <!^-+-i 1,,-n -+-... + «ï»/t l// -h. . , ,

tes termes non écrits dépendant des vecteurs I i , ..., ï^. Or, si
l\m appelle (- ) le vecteur Courbure de la courbe, ( — ) le rec-
teur courbure normale, on a

^^Q)
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et, par suite,

( 7~ ) == <tï/^ ̂ -n -r- - - • -+- ̂^ î f—
\(-'/t/

Les formes ^oL sont donc les composantes s aidant les n — jo a '̂̂ .v
rectangulaires l/^i, ..., î/r ̂  recteur courbure normale^ mul-
tiplié par ds2.

Pour qu'une variété soit d/^eloppable, il faut et il suffit que
les composantes suivant M — p axes recUingufaires du vec-
teur ds2 ( — ) soient des formes quadratiques extérieurement
orthogonales.

32. On arrive à des résultats analogues en se plaçant dans un
espace non euclidien de courbure C. En prenant un sv sterne de
référence normal, on a', \H.Ji Cl

) rfA == toiAi4-...-4- to,,A,,,
/ d^i = — C(t)/ A -4- œ/i A i -4-... -4- Win A,, ( i == r . . . . . /i ),

(^)

•'née
C0/y-+- ^y-/== 0.

l^es formules (ao') deviennent alors ici

^ ^ =^L(l)/.toA/•],

/; • '•••^ï 1- • ,.• • '

 i - • - •(39> /> k==n

^ ^u"= — ̂ [^ ̂  1 -1- ̂  [ ̂ /n ̂ /.y 1 C1 ̂  /; /. y = ï, • • • /^ )•
I JE. — «

Considérons une variété a ^ dimensions applicable sur une
variété plane de l'espace non euclidien donné E», ou encore appli-
cable .sur un espace non euclidien E ,̂ à p dimensions de m^me
courbure Ç*. Le raisonnement fait au n° où peut se répéter mot
pour,mot. Qn aura à considérer les équations (34) qui conduisent
aux équations ,(35)^ puis (36). Comme on a ici

• - - . - • . • • — — • . . v. - . . ^==P . . ' • . ^ . . . . ,

^^-ci^0y]^[^e^] (^/=i.^...,^>,-

on sera conduit a la rnêmç condition ̂ triale, exprimée par les équa-
tions (3'y^. " ? : . - ' • . . " - •.^' •' . : , , _ .. ...

Pour que la variéié soit déveioppable (c'est-à-dire applicable
sur une variété plane de l'espace dm s lequel est la variété)^
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il faut et il suffit que les composantes^ par rapport aux
points A , , . . . , A,,, dupointd^K^ soient des formes quadratiques
extérieurement orthogonales,

Si l'on considère dans Phyperplan polaire de A par rapport à
la quadrique absolue le point dont les coordonnées sont ^4.1, ...?
0,,, ce point est sur la projection normale de la normale principale
à une certaine courbe de la variété et à une distance réduite
du point A égale à la grandeur de la courbure normale de cette
courbe.

Si l'on substitue dans le système de référence aux points A,, ....
A,, n autres points quelconques situés dans Phyperplan polaire
de A par rapport à la quadrique absolue ( n vecteurs si l'espace est
euclidien), la condition pour qu'une variété soit développable
devient évidemment la suivante :

II faut et il suffit que les n — p formes quadratiques
^p+\i • • • î ^n soient extérieurement conjuguées par rapport à
la forme quadratique H {xp^.^ ..., Xn) qui indique le carré de
la distance réduite au point A. du point dont les n— p der-
nières coordonnées sont Xp^.\, ..., x,^ les autres étant

x = i, ^'i == . . .= Xp = o.

53. Nous avons démontré (n° 20) que si /• formes quadratiques
réelles extérieurement orthogonales ne peuvent pas s'exprimer en
fonction de moins de n variables, le nombre r est au moins égal
à /i, et, si r est égal à /i, les r formes sont linéairement indé-
pendantes et se déduisent par une substitution orthogonale
de n formes carrés parfaits.

Nous déduisons de là que, étant donné un espace euclidien ou
non euclidien^ et dans cet espace une variété développable
réelle à p dimensions^ si l^hyperplan tangent à ta variété
dépend de q paramètres^ l'hyperplan osculateur est au moins
a p 4- q dimensions^ et^ s'il est exactement à p-\-q dimensions^
on peut choisir les sommets Aj^, ...,Are du système de réfé-
rence de manière que ^/^i, ...5 ^p^-q soient les carrés parfaits
de q formes linéaires indépendantes en (o<, ..., (o^,, les formes
quadratiques ^p^.q+^ ..., ^n étant identiquement nulles.

On peut énoncer ce théorème sous une autre forme :
Etant donnée^ dans un espace euclidien ou non euclidien à
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n dimensions, une variété développable réelle à p dimensions, si
ïhyperplan osculateur est à p + q<^ ip dimensions, V hyper-
plan tangent dépend de q paramètres au plus, et s'il dépend
exactement de q paramètres^ on peut choisir les sommets
A^^.,, .... An du système de référence de manière que ^+1, ...,
<î>^y soient les carrés parfaits de q formes linéaires indépen-
dantes^ <î>^_y.^, ..., ̂  étant identiquement nulles.

o4. Pour savoir quel est le degré de généralité des variétés
développables précédentes, choisissons un système de référence,
comme il a été expliqué au n° 13, en partant d'une forme quadra-
tique absolue

i,...,p
T "̂̂

Q = -Q -4- ̂  CLij X i X j - ^ X^ -+-. . ,-+- X\

i,J

avec p p^~ï paramètres arbitraires a^ Les relations identiques
qui existeront entre les expressions de Pfaff (*)„ to^? ^ij seront :

k=p
^/o -t- C^ aik ^fc =0 ( i = i, ..., p)^

A = = l

(^ . <*>ao-+-Cœa =o (a =7? + î , . .., n),
v 4 / ^

^«-+- ^^^^a^=o (î=i, . . . , /?; a = = / ? - t - t , . . . , /i),
^=i

^ap+opa =ô (a,P==jo+i,...,/i).

On pourra toujours supposer que les formes ^+1, ..., ^p^y
sont égales à (o^, ..., a>^, de sorte que, comme au n° 46, les varié-
tés cherchées seront définies par le système de Pfaff (20). Les
équations quadratiques extérieures dérivées sont encore les équa-
tions (3o), mais les expressions secondaires

(x)/, (0/f, <x)p^p+.,, h)/,,, tùp+î,p^q^\

ne sont plus indépendantes; elles sont, d'après (4o), liées par les
relations

^/^r. p+j -+-ù)/H-y, p-».,==o (t,y=i,2, ...,y).

D'après cela, si î et y sont deux quelconques des indices i,
2, ..., y, les expressions scondaires

<*»<7» ̂  et ^+ir,p-+-y=—(x)//+.y,p-K
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entrent dans deux et deux seulement des équations ( .^o), à savoir

—— f0)/, p^ i t ^ j i } -;- [ (Oy,//4-y ̂ -hA/M-/ ] = °»

-~ [(t)/, // -+-./' ̂ ij ] ~- [t()/, p+i 0) //-+-y. />-K' 1 == ° î

ces deux équations forment un système involutit avec
^ == 2, <T2==^

Le système (^0) est donc lui-même involulif, avec les valeurs.

. ^ = y ( / l — y ) , s^ UL——L, ^= _^^^(^

Par conséquent,/^' variétés dé^eloppables réelles à p dimen-
sions pour lesquelles Chyperplan tangent dépend de q ̂ p pdrci-
mftres^ le nombre de dimensions de U hyper plan oscillateur
ayant la valeur minimap -+- q, dépendent de r/-q-—^fonctions
arbitraires de deux arguments.

Rappelons (n° 46 ) que lès variétés non développables dont le
réseau asvmplôtique appartient au même tjpe projectif dépen-
dent de q (y - i ) fonctions arbitraires de deux arguments.

11 v a exception pour q === i ; mais alors toutes les variétés doni
riivperplan tangent ne dépend que d'un paramétre sont dévelop-
pahles ; elles dépendent de n — i fonctions arbitraires d'un argu-
ment et sont engendrées (n0 48) par les variétés planes à p — i
dimensions osjculatrices à une courbe gauche. Ces variétés drve-
loppables sont les seules qui existent lorsque n == p-}- i .

5 .̂ Etudions nulintenant l'autre cas extrême. Supposons que
rhyperplan osculateur d'une variété développable réelle à/? dimen-
sions soit au nombre maximum ^-î^—^ dé dimensions. Choisis-

9. • •

sons un système de référence dénni en partant de la forme qua-
dratique absolue

_y2o == —-hH(a?i,;rt , ...,.r/,)4-H'(.r,^i, ...,.r,,),.
0 •

on 11 et H' sont. deux formes quadratiques définies positives provi-
soirement arbitraires.

Les points A i, A.,,...., A , /du système de référence sont dans
rhyperplan polaire de A par rapport à la quadrique absolue ; les som-
mets A,, ..., Ap seront choisis dans rhyperplan tangent et les soin-
melsAy^i, . .\, A^ seront alors dans rhyperplan normal. On pourra,



— 17o -

en désignant par(«), (ij) les P^E±H indices^ 4- i , . . . , ̂ tli,
et par À les indices suivants, supposer quW a

*(") == r')/2 • *(/./•) = % ̂ /^y, ^\ === o ( ( ̂  y ; t', / == i , -2. . . . , p ).

La condition pour la variété d'être développable ne sera plus
(lue les formes quadratiques^^), ^(v) soient extérieurement ortiio-
^onales^ mais qu'elles soient extérieurement conjuguées par
rapport à la forme quadraUefue H7. Il résulte de là que cette
forme H' n^est pas arbitraire ; on trouve facilement que ses coeffi-
cients satisfont aux conditions

{ "̂'Ky'./̂  ^./W)»
^ ' ^ . a(l'i}(J^= a{lJ•){t•^,

' a ( i j V^^ , == a(tky:jl} == ^(//^y/.-).

06. Cela posé, les variétés cherchées seront les solutions du sys-
tème de Pfaflr:

(42)

^f/) ̂  0, ^(/y, ==0, M^ == 0,

^i(i'i) == ^h ^/f//) == Oi

^/(i'y) = ̂ /î ^>y(/y) = w/» ^^(/y) == 0^

W/) ==0.

Les équations quadratiques extérieures dérivées des équa-
tions (42^ sont:

k^l,...,p

^i{ i l ) •=== [ ̂  / ( r'* (//) ( i i } — Ï ^ // ) ] -4- ^ [ M ̂  ( w ((•/..) (//) — f,) kï) ] == 0 ,

k^i

/==!,...,/»

^Af}^ [^/(^(/y)^)— ^y/)] 4- ^ r^A-^(yÀ-)(//) [== 0,

\^'

0/(»7) s l^i (rf) {ii}H^ -- ï ̂ ij ) ]
A=l....,/,

' \ 4- [^(^(v)^)— ^«—^yy)]-^ ^ [^A(^(^)(//)— ^^7)] == <>i
k ^ i j

^W)===[ ^1(^11^^)— ^kj)\
k=\,...,,,

-h [ ^ j ( ^ ( j k , (O-)— ^Â-/)] 4- ^ [^Â-^.- /M'/^I = 0.

^•/./
^-l,...,/»

e/>. == [ <»)/ MÎ//)^ J •+- ^^ [ Wk ̂ (ik)\ ] == 0.

k^:i
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Les expressions principales sont ici ̂ , ..., (o^, elles expressions

secondaires sont :

w («•)(«)--2 w//, (x^y^—w^, W^A)(«), <x) ( i i ) ( i j )— 2 w</, ^( i j ) ( ( i j ) —&>«—&>//,

^ ( i k ) { i j ) — ^ k j , ^(kl)(ij^ W(u)\ï <»WjX;

mais <?//é?5 ̂  .?o/?^ jo^ indépendantes. En effet la forme 0 dépend
d'un certain nombre de paramètres arbitraires, à savoir tous les
coefficients de la forme H et ensuite tous les coefficients de la
forme H' assujettis aux seules relations (4i). Par suite, les
expressions co^ co/o, ^ij sont liées (n° 13) par les relations' iden-
tiques (10') qui s'écrivent ici [en tenant compte de (42)] :

k=p

W/0 -r- C ̂  <2^ W/,. = 0 ( i == J , 2, . . . , /? ),

A-.=l

(44) ^ w a o = o , (a =^? +l, ..., /fr),
A=/? p==n

^^/:(»a/.-r- ^ aapw/p=o (i = i , . . . , / ? ; a ==/?+ i , . . . , /i);
Â - = I 8==/,+i

a==7i
Atj\{J=== ^ [a(")a^(77)a-^ ^y^a.^^a— 2 ^(/yîa^f/yxy] = o,

a =/?-+-!
, a =ra

(45) { , - V r
1 Aij\ik== Z^ La(«)a^(yÂ:)a-^• ^{yÂ-)aM(/Qa— ^(^a^f/Oa— ^^(//.îao^/^a] =o>

a==/?-+-i

^'/l^^^ [a(<7)aw^/)a-+- ^(/./ïa^yîa— ^(^aw^a— a(y7/a<<)(^)o(] = o.

Les identités (44) rœ nous intéressent pas. Quant aux iden-
tités (45), elles expriment des relations entré les expressions secon-
daires du système (43) :

^{ti} {tt) == W ( i i } ( i i } — 2 W»,

^WK") =^(ij)(ti)—^jh

^U'^ai} = ^(yV.) (//•)»
M(") (/y) = M(/,) (,y) — 2 &),y,

^°«7) «7) = ̂ W) (/'/) — w"— ^yy»
^(ik^ij) =="( /Â) ( /y )—MÂ-7,

W(k'h)(tj}= ^(kh){ij^

^(ti^ = (•>(«)Xî

^^y'A == ^(/y))..
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Désignons maintenant par 7(iy)a la combinaison linéaire des

expressions secondaires c0(/y)p ( p = = p + ï , . . . , ^ ) obtenue en pre-
nant la demi-dérivée par rapport à la variable Xy, de la forme qua-
dratique K et en remplaçant dans cette demi-dérivée chaque
variable x^ par co^p. Comme le discriminant de H' n'est pas nul,
les n — p expressions Y^a? où a = = P +1 ? • • - 5 ̂  sont des combi-
naisons indépendantes des expressions to^ac

Avec ces notations les relations (45) deviennent

^ijVj== X(")(^')-+- X(y7)(") — ï X^W) == ° (l ̂  ./)»
(45') A<7j^^Xf")^)-+-X(7^(")~-X(<7)?-~y.(^)(t7î=o (i^J'^T^k),

^ii\jk === X«y)(Â-/) + X^/)^y) ~ X(^-)(y/) -— X(7V)(^) = o ( î 7^ ^ ; y 7^ A: ),

et les équations quadratiques extérieures (43) peuvent également
s'écrire.

k==p
(437) §,a===^ [^X(^)a] =o (t = ï , . . .,7? ; a =p 4- ï , . . . , n ) .

87. Les expressions de Pfaff j^u\jk ne sont pas toutes indépen-
dantes ; si en effet les indices i,j, /r, l sont distincts, on a Piden-
tité

A./^ ( kl + A /A- 1 /y -4- A // ( j k = 0.

D'autre part, on a évidemment

A/y | kl = A^/1 /y = — A y/1 kl = — A/y | y^.-

Cela posé, on pourra toujours se borner à considérer les expres-
sions ^ij\ki pour lesquelles on a

i<j\ k<^ J^1^
et enfin on pourra aussi supposer Î^Â", car si i était supérieur à À',
l'équation

A/y | kl = 0

serait une conséquence des équations

AA-/(y7== O» A/.y|// = 0.

Nous dirons que l'expression A/y(A/, où les indices î,y, h, l satis-
font aux inégalités précédentes, est de poids j \ nous dirons de



même que l'expression y//y)a (ul i^J est ̂  poids i. Le poids de
A.//1 A/ est le poids maximum des expressions y qu'elle contient.

Cela posé, nous allons calculer pour les équations (43') les
valeurs des nombres .s'i, ..., .s'a. Si les expressions y ̂ a étaient
toutes indépendantes, les expressions y^a pour lesquelles a a une
valeur donnée n'entreraient que dans les/? équations

^ix==o, ...., ë,,a=o^,

or ces p équations formeraient un système involutif avec les
valeurs

p, p — i , ..., 2,1

des caractères s,. Le système total serait donc involutif avec les
valeurs

^ =^(/<—/)), ^ = ( p — ' ï ) \ n — p ) ,

y^==-).(n—p), Sf^n—p.

Le système ( i ^ ' } conserve la même forme si l'on enectue sur les
variables principales (0|, ..., o)^ une substitution linéaire quel-
conque; on peut donc supposer que les p systèmes de valeurs

î ( / / l ' ?(7»-1)'» l > ' • • » f/f »

dont il est question au n° 28, se réduisent

i, o. . . . , o;
0, I , . . . , 0:

0, 0, . . . , I.

Le nombre s^ est alors le nombre des expressions y ̂ /)a indépen-
dantes, c^est-à-dire le nombre des expressions y indépendantes de
poids i ; le nombre ^ -4- .s a est le nombre des expressions indépen-
dantes de poids i et 2, et ainsi de suite, le nombre ^-l-^a-h.. .+^A
le nombre des expressions indépendantes de poids i, 2, .... A.

Or il y a en tout, diaprés ce qui a été dit plus haut, respective-
ment

TI, TÏ, ..., <jp
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expressions y de poids i , 2, ..., p ; tout revient donc à calculer h*
nombre de relations indépendantes qui existent entre les expres-
sions de poids i , les expressions de poids i et 2, et ainsi de suite ;
soient

"•ii ^i-+-^ -I-+-TI-+-.. .-+-•:»,

ers nombres. On aura
S,== 7/-—T/.

Cela posé, il n\y a aucune relation A//|^ ==o de poids i , puisque
/ > (^ i . Prenons celles qui sont de poids 2 :

AI;»|/,/=O ( /^ i , l > k , lï').}:

si dans ces relations on ne conserve que les expressions y dé poids 2,
.elles s^ réduisent à

'^(â/Kll)^ 0 \l == î, . . . » /?),

/ (» / ) (1A- )——/(2 / . ) (1 / )= " (Â:<^;Â- , /= •< , . . . , / ) ) ;

elles sont évidemment indépendantes et sont au nombre de

^ , <^ -O^—^) ^P(.P-^\
i 'i '

Si maintenant dans les relations de poids 3

A / 3 i Â / = o (i == i, • . < ; / c ^ r , / ^ 3 , / > / - ) ,

on ne conserve que les expressions y de poids 3, elles se rédui-
sent a

7.(3/){i7.) =o (/ == i , >. ; k = i , 2 ; i^ k\ l^ \ ),
/.(i/)(»À-)—/.(3*x//)===o ( t== i , % \ k < l\k\ / = = 3 , • . . , ^ ) :

elles sont manifestement indépendantes et sont au nombre, de

3^-.)^.^^^^^,^^^

D'une manière générale si, dans les relations de poids y,

A / y | / / = = o ( t = i , ...,7 — l ; k ^ i , l=j,l> k),

on ne conserve que les expressions y de poidsy, elles se réduisent à

/a/)(/<)=° ( i , A = ^ i , 2, .. , y — i ; ^Â; ^==y,7- ( - i , . . . , /> ) ,
V/jWk) — /.(>/)(//) == o ('» = i , a , . . . , / — t ; ̂  < / ; k,l ̂ j\j 4- r, . . .,p,)^
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elles sont manifestement indépendantes et sont au nombre de

(p-j^^(^^^(j-^p~~^^p~J)

^C/-0(^-./+i)

De ce qui précède il résulte que T< est nul, que Ta est le nombre
des expressions A de poids 2, d'une manière générale que TA çst
le nombre des expressions A de poids h :

jpQp—0 p ( j — ^ ( p — j ^ - ^
Tl==0, Ï2==————^————, • • • » T/==——————————^———————————» ...,

_ ^ Q P ~ 1 )

Tp-————F"

On aura finalement

si == îri- ̂ i=p(n—p), « îs^^—Ta^Qo—ïH 7 1 - - -^-)» • • • »

^=c^y—-Ty=(/?—y-+- l)( / ^-7?y-^ : i)' • • • >

/? (/? -»- i)
Sp=^p—^p=n——————•

58. Calculons maintenant le nombre des paramètres entrant
dans la solution générale du système (43'). Si les expressions y^y,
étaient indépendantes, on aurait

k=p
XWû^ ̂  c(ij/C)QL^^

•/.•r=l

où les coefficients c^jk)y. sont arbitraires, avec la restriction que
les trois indices î ,y , A- peuvent être échangés d'une manière quel-
conque ; le nombre de ces paramètres serait

(TI -+-1 <jî -h... -f- p 7p.

Or il est évident que les paramètres doivent satisfaire aux rela-
tions

( A,y | kft)l == Cçtkl) [ j h ) 4- C(jht} (ik) — c(l/ll)U^) — CUkl) (ih) = 0 î

nous pouvons, diaprés ce qui a été dit plus haut, toujours sup-
poser

i<J'. k<h', i^k, j^h\
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mais nous pouvons toujours aussi supposer

^/.
En effet, on a les identités

( A/y 1 hh)l 4- ( Ay/1 kh)i -+- ( A/, | kh)j = 0 ?

( A/y 1 kh}l -*- (A/y | ht) k -+- ( A/y j ik)h = 0 ;

la dernière montre d^abord que si l est supérieur à A, la relation

(A/yi^./,)/== o
se ramène aux relations

( A/y | /, / )/, = 0, ( A/y 1 /,/)/, == 0

pour lesquelles Pindice qui joue le rôle de / est inférieur à celui
qui joue le rôle de A. On peut donc toujours supposer

l^h.

Si maintenant / est supérieur ày, la' relation

(A/y|/../t)/= 0

se ramène aux relations

( Ay/ 1 kh )i = 0, A (// | ^i^j = 0

dont la dernière satisfait aux conditions voulues et la première y
satisfait aussi si j^k ; si j était supérieur à À', c^est-à-dire si Fon
avait

^k<j<Kh,

cette première relation serait une conséquence des relations

( AAV l //,)(•= 0, ( AA./ | jft )t = 0

qui satisfont elles-mêmes à toutes les conditions voulues.
Finalement, nous n^avons à considérer que les relations

(A/y | kl,, )/ = 0

pour lesquelles on ^

i</\ k<h, i^k, j^h, l^j\

Nous dirons qu'une telle relation est de poids l. Si de même nous
appelons poids du coefficientC(/yA)a le plus petit des indices/,/, /.,
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nous voyons que le poids de (A,,^)/ est le plus grand des poids
des coefficients c qui y figurent.

Cela pose, considérons d'abord les relations (A^(AA)/== o de
poids 1 ; on les déduit des relations entre les expressions y en rem-
plaçant '/f(/)a p«n' ^, t /y)« î il y en a donc autant.que de relations entre
les y, c'est-à-dire

-1-+- TÎ-+-. ..+T,/.

Prenons maintenant les relations (A.(/^)^ = o de poids 2 ; si dans
ces relations nous ne conservons que les coefficients c de poids a,
elles se déduisent des relations A,/| ̂ = o (te poids supérieur ou
égal à 2, où l'on aurait enlevé les expressions y de poids i et où
Fori aurait remplacé toutes les autres expressions y(/y)a p*11' ^2/^0 :

it en résulte que les relations (A, ,1^)2 = o s^t toutes indépen-
dantes entre elles et indépendantes de celles de poids i et que leur
nombre est

Le raisonnement peut être. continué et Fon^oit f inalement que
les coefficients c sont liés par

Tl-r- 9^i-^. . .-1- />•:,, . - • . • . . . - - ,

relations indépendantes. Le nombre des paramétres c indépen-
dants est. donc

TI-(- 23-2-h: . .4-/? 7,, -— (.Tl-h ' ^ "̂  -'-..'. -r- />T//) =5(4- •2^-+-. . .4- RSp. '

Z,^ système de Pfaff (42) est donc en involutiolï et les variétés
cherchées, qui sont les variétés développais les à p dimensions
les plus générales dé t'espace a n dimensions^ dépendentde

s^n^^^

fonctions arbitraires de pargUMents.

89. On peut remarquer que la discussion précédente revient à
celle du système d^équations aux dérivées partielles linéaires du
second ordre

' ' " " ' " ' " " ̂ {ij} .^^(Â-/) ' '^(M-) ' " ^y/)'^ • - • ' ' - ' •
à^iîXf (h^tègs-j àvjàvf ' ^ à x t à a p k ' -0 . - - • • • • • • • ' ,
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aux n — p fonc lions inconnues ^/^ :?> (les /^variables indépen-
dantesa'i, ..., Xp. Si l'on fait abstraction des fonctions ^>, la solu-
tion générale du système précédent dépend, daprès ce qu^on a
trouvé, de p fonctions arbitraires de p arguments. Ce s vilenie
contient

-.^^...^,^</'1-')
• 1-2

. P ( P — l ) ,.équations a -—-—— fonctions inconnues.

60. Les variétés dé^eloppables à p dimensions dont Vityper-
plan tangent dépend de q <^p paramètres. — Nous nous pro-
posons maintenant de déterminer les variétés développables dont
V h vperplan lancent dépend de q < p paramètres et dont l'hvper-

plan oscillateur aie nombre maximum /7-+- q { q ~ } ~ l ) de dimensions.

Nous supposons naturellement q > i , car L cas </ == i a déjà été
étudié (11°'* 48 et5i).

Nous avons vu au n° 47 que les variétés a/? dimensions dont
riryperplan tancent ne dépend que de q <^ p paraméires el (lont

rhyperplan oscillateur est à p-\- <y ^"^ '^ dimensions C(uit»ennent
une variété plane fixe (FI) à/? — <f — \ dimensions. Nous pouvons,
comme au n° 47, supposer

<^/) == ^i^i ^(/y) == -2 ̂ i ̂ j (.1 ̂  J\ t,/ === 1 ,9, . . . , < / )

avec• • f - . " ' ' ' : • " • ; '" '

/ K^\ \ wl^^ ̂  ^W)^ ^y» MA= t) t',y == 1»^, •.-. .ry,),.
V^" / 1 . ,

t ^^111'== Oi ^/(/yV^Oi « » > / > , = = < > ( < = = y -4- I,,.„/?).

Prenons d'autre part dans la variété plane fixe (.ri) p — </ points
fixes By^.,, ..., By, et choisissons /? - q roet'iicienis Uy^i, ..., Up
tels que les points

Ry.+.i.—My+.iA, ,..., B,,—«^A

soient ilcuis rhyperplan polaii'e de A par rap]i>ort à la quadriqu^
absolue (ou soient des vecAenrA .dans l'espace enclidien) ; ' on
pourra choisir ces. .point» comme points Ay^,, ...^\p. La variété
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cherchée devra donc satisfaire à la condition que les points

A/4-M/A ( /== q 4-1, . . . , /?)

soient fixes. Cela donne

du/ -+• w/o =o,
W / / - + - M / M / :== 0 (t ==I, 2, ..., y),

^/w-1- U/M,n== 0 (m = y -r-I, ...,7?).

Finalement, les variétés cherchées sont les solutions du système
de Pfaff formé par les équations (46), (47) et

(48) &)(//) == 0, M(/y) = 0, W^===0.

Les équations quadratiques extérieures dérivées de ce système
se réduisent aux équations (43), mais où les indices t, j\ k ne
prennent que les valeurs i, 2, ..., y. On arrive donc à la conclu-
sion, que les variétés cherchées dépendent de

— — y ^ — O

fonctions arbitraires de q arguments.

61. Nous avons vu au n° 21 que si />==3, . t in système quel-
conque de formes, quadratiques réelles linéairement indépendantes
extérieurement orthogonales se ramème toujours par une substi-
tution orthogonale à un'système de formes carré s parfaits.

Supposons d^une manière générale qu^avec un système de réfé-
rence normal, les formes asymptotiques linéairement indépen-
dantes ^-n, ...,^4.r soient les carrés parfaits de n—p formes
linéaires Q/»-n, ..., û/w en ^i? • • • ? ^pi ^es formes ^p^.r^^i •.• •, ^n
étant identiquement nulles.

Chacune des variétés planes tangentes

Q/,-n=o, ..., Qp+r-^o

est une variété plane tangente distinguée. Quand le point A se
déplace d^une manière quelconque sur la variété, 'Phyperplan nor-
mal a en commun avec Fhyperplan normal infiniment voisin le



point

si le point
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X \ -+- Tp^ A -̂n -+- ... -+- Xn \n

X û?A 4- *rjt?-M d\p+i -h . .. -4- Xn d\n

appartient à Phyperplannormal ; on voit facilement ainsi que
rhyperplan normal admet comme variété plane caractéristique
la variété plane [A^_p^ .. .A^]. La variété plane normale
[AA^^.,.'. .Ap^.r]i qui est Fintersection de rhyperplan normal et
de Phyperplan oscillateur, peut s^appeler Yhyperplan normal
principal.

Cela posé, lorsque le point A se déplace tangentiellement à la
variété plane tangente distinguée Qa = °? rhyperplan normal a en
commun avec rhyperplan normal infiniment voisin le point A(» de
Phyperplan normal principal. Ce point Ay. est dans rhyperplan
polaire de A par rapport à la quadrique absolue (ou est un vecteur,
si Pespâce est euclidien). On peut Rappeler le centre de courbure
principal relatif à la variété plane tangente distinguée considérée.

I^hypothése faite revient donc à admettre Inexistence dans
V hyperplan normal principal à r dimensions de r centres de
courbure principaux conjugués entre eux et conjuguésde A
par rapport à la quadrique absolue.

Cette propriété appartient à toutes les variétés développables
réelles à moins de quatre dimensions, et aussi à toutes les variétés
développables réelles dont Phyperplan tangent dépend d^un nombre
quelconque q ̂ p de paramètres, Phyperplan oscillateur notant pas
à plus de p -4- q dimensions.

CHAPITRE VI.

LES VARIÉTÉS D'UN ESPACE A COURBURE CONSTANTE DONT LE ds1 EST

ÉGALEMENT A COURBURE CONSTANTE, MAIS DIFFÉRENTE DE CELLE

DE L'ESPACE.

62. Nous allons nous placer maintenant dans un espace non
euclidien de courbure C et chercher dans cet espace Les variétés'a
p dimensions dont le ds2 est de courbure constante C, c'est-à-dire
dont le ds2 est celui d\in espace a p dimensions de courbure p.

X L V I I I . l3
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Conservons le point de vue du n° S0< Les variétés cherchées sont
celles pour lesquelles le système de Pfaff

0, E= W^ • • • » ^P == ^R

est compatible ; il entraîne comme conséquence les équations

^7=^/7 (? , . /== I , - 2 . . . . , /?);
mais ici on a

k=p

e^=-c[M,] 4^[e^],

k=n

^'ij =— C t^^y] 4-V [»>//l^/].
Â==i

On en déduit la condition nécessaire et suffisante exprimée par
les relations

a=/(

(C -—C)( -w^)y] -\- J^ [f,)/a^ya].= 0 ( < , / = = = I , - 2 , .. .,7?).
a==^-»-i

Ces relations sont encore vraies si l'espace donné est euclidien ;
il suffît alors d'y foire C = o.

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une variété à
p dimensions d^ un espace de courbure C ait son ds2 de cour-
bure constante G est que le ds2 de la variété et lés composantes
normales ^4.», ..., ̂ n du vecteur d^A soient extérieurement
conjuguées par rapportà la forme quadratique

(C— C)u1-}- M^+,4-. ..+«;-;.

Considérons la projection .sur 1'liyperplan normal à la variété
en A, du point d'^K -4- cA. On a

dA == ( / ) [ Ai 4- ^î Aa 4-... 4- f ' ï p ^p,

^A == (^i^n)-^-. ..-r-w/,^o)A4-4>^-(-iA,,4-i4-. . . 4-^A,t4-. . . ,

les termes non écrits ne dépendant que de A( , ..., A»; or

(x)l (Olp 4-. . . 4- ^p WpQ = — C ( M } 4- . . . 4-wff ) = — C 4» ;
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donc

praj. (^A -i-'c^^A) = ( c — C ) 4 > A - 4 - <I*,,-^.lA^4-l-4-...-^-<t*/^A,t.

Les composantes de cette projection par rapport aux points
A,A^.,, . . . ,Ar t sont

(c—C)*, <Î>/M-I, ..., *„.

La condition pour que la variété soit de courbure constante c
est que ces n — p -h i composantes soient extérieurement con-
juguées par rapport à la forme quadratique

yî

:-+-.z'Ln+...4-^,2,o-r-c"1""^1'

c est-à-dire par rapporta la forme quadratique qui exprime la
puissance du point (a?, Xp^.^, ..., Xn ) de l^hyperplan normal par

rapport à l^ hyper sphère de centre A et de rayon réduit —=====•
/c — C

Cet énoncé nous permet immédiatement de voir ce que devient la
condition quand on choisit un système de référence quelconque.

Remarquons avant d'aller plus loin que le réseau linéaire

>/ï> + X,,-M <ï^-+-i -+-... 4- XA = ô

qui s^introduit maintenant comprend, outre les cônes du réseau
asjmptotique, le cône isotrope; on peut lui donner le nom de
réseau asymptotico-isotrope.

63. Nous sommes conduit à considérer les systèmes de référence
introduits au n° 14 et caractérisés :

j ° Par la forme linéaire K qui indique la masse relative d'un
point quelconque M par rapport au point-unité A ;

2° Par la forme quadratique H qui représente la puissance d'un
point quelconque M par rapport à Phypersphère de centre A et de

rayon réduit ,J /c — C

Nous supposerons les points Ai , ..., Ap dans l'hyperplan polaire
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de A par rapport à la quadrique absolue, et par suite de masse
relative nulle; la forme H sera également la somme d'une forme
quadratique en x,, ..., Xp et d'une forme quadratique en
x P^l ' ' ' f -^W+l •'

( K ( x ) == ^-n-^+i-t-...-+- c,,-n.r,,.+.i,
( 4 9 ) } —^ ^-H,...,TI+I

^"(-ï^^ a/y^^-4- ^ a^a^fS.
^ ^7 a,?

Les coordonnées ç^,, . ..,$,, du point A sont données par

^ aP+l,P+i^P+l~+•'"-^-Clp+t,n+l^n+l = p _ ^p+iî

^0) • • • • • • • • . . • . • . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . - ,

^ ^^/t-i-i, p+i^p+i 4-...-+- a,, ̂ -^ ,i_n ̂  //+i = p—— <"/<+!,

! cp+i Çp+i -4-... 4- c^-n ç,t-(-i = i.

64. Nous avons introduit, au n° 13, (n 4- i ) (n + 2) expressions
de Pfaff G},, (o,y liées parles relations (12), (i3), (i4). Les cova-
nants bilinéaires de ces expressions s'obtiennent facilement par le
procédé appliqué au n° 33 ; on trouve

(5i)

Ar=n4-l

\tûft== ^ [^(»Âï),
1 ^=1
\ Â-=rt+l

f ^y^ ^ [^•À^y].

Posons encore
*=w+l

7^= ̂  Clik^k',

on a
X<=A,|</A

et, par suite,
^•="-1-1 k==n-t-l

( ̂ ) XÎ- =[^A/1 ^A] = ̂  [o)//..A/, | ̂ A] = ̂  [^7rX/.].
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6o. Les identités (12), (i3), ( i4) et (i5) se réduisent ici à

^3) Cp+i (0/,-n-h- ...4- C,(4-itx)^-n == 0;
/ X==n-|-l

^= ̂  fa^- (t =1 ,2 , ...,/?),

>>==t/ï+l
(54)

À = W -+- 1

^a=—^ S^^a (a=/?4- î , . . . , / l+ l ) ;
>.=/;+i

À==TI-H

^ CX (OA -+- C^==o ( t=i , . . . ,^) ,
X=-p +1

<55)
À==ra-H

dcoi= ^ cXt*>a>.-+-C/,a (a ==7?-h i, .. ., 71 4-i );
).=^-t-i

/ ^=^ • , . . . . , '

^/y=V(a^tO^.+rtyAœiÂ-) ( t , /==I , ...,/?),

Â-==^ X=n-t-l

o ==ya^o^-+- ̂  <^aX^iX-+- ^ c^ CaX,
(56) ^-=1 ).=/»+!

( t = = i , , . , , / ? ; a = = ^ j y + i , . . . , ^ 4 - l ) ,

>,=n-H

da^= ̂  (^a).^)<+<ïpX«>a^)-+ ^-^-^(CaXp+cp^a)
À=^4-l

(a, ^=jo-+-ï, ...,/i-t-i). ^

Rappelons que les relations (54) sont des conséquences des
relations (53),. (55), (56) et que les relations (55) sont des con-
séquences dés relations (53), (54), (56).

66. Prenons maintenant une variété à p dimensions lieu d'un
point A et choisissons A ( , . . . , A ^ dans Phyperplan tangent;
A^_(.(, ..., A,,^., seront dans Fhyperplân normal. On aura les équa-
tions

(x)p-n==0, ..., Wn+i=0

qui, diaprés (53), se réduisent à n — p . Les équations quadra-
tiques extérieures qui en dérivent sont

k=p

^[t^aU.a]=o (a==7?-+-l, ...,Tl+l);
k=t
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elles expriment que (u/a est la demi-dérivée par rapport à <o/ d^iine
certaine forme quadratique. Posons, d'autre part,

^ A -+- c ds^ A = <îy^ A^i. 4-... H- <Ï^-M A,,-n -+-...,

les termes non écrits dépendant de A, , ..., Ap ; on voit qu'on a
/=,,

^3.==^^k^k9 4- C ̂ q^,

d'où
l ̂ a
î^"^^0^^

Nous poserons
l (^a
î^""^'01"-^'01'4"0^^^

un calcul facile donne
^==/> )>-=/l-4-l

(5,) ^•a=^ [to^CT/.aj-t- ^ [^AtOXa]
*=i À=/>+I

(t ==!,.. . , P ; A ==/?-h 1 , ..., 7 1 - 4 - 1 ) .

I/introduction de ces expressions vs^ simplifie les secondes
relations (;)()) qui deviennent

t==fl '^==H-^i

(56') o ==^^.tOaA^- V <»aX^/X. (i=- l . . . . , /? ; 3l =/?+ l, ..., /i—n).
A=i X^^+' i

La masse relative par rapport à A du point ^A'+'c c/s^A est,
d'après la valeur trouvée au n° 82, égale à (c — C)$ ; on a donc
ridentité

<58) (c — C) 4> == c/,+i 4*^4-1 -+-... 4- ^+i4»,,-+.i ;

cette identité résulte du reste des premières ident;té& (54) multi-
pliées par (»>, et sommées par rapport à /.

67. On peut interpréter géométriquement les. formes quadra-
tiques 4>a- Considérons pne courbe tracée sur la variété ; on a

dïpL ^ A ï r-^=-CA^I,

en désignant par -I la courbure de la courbe et par 1 un point tel
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que I | I = \ et situé dans Thyperplan polaire de A par rapport à
la quadrique absolue ; par suite,

c d^\ =(c- C) A»A 4- ̂  f = (c - C)ds^ (\ + -1- ——— 1^ •^\
P / \ .? c-C /

11 resuite de la que les formes <&a sont les coordonnées du
pointa de masse relatée (c — C) ds'^ obtenu en portant à partir
de A, sur la projection normande la normale principale à la
courbe^ une longueur réduite égale à la courbure normale
multipliée par ——; •

On peut également interpréter le nombre des formes ̂  linéai-
rement indépendantes. Supposons, ce qui est permis, que les
formas

4 .̂1, .-., ^p^r

soient linéairement indépendantes, les formes ^-p-n,...,^,/^»
étant identiquement nulles. Cherchons la caractéristique de
rhyperplan normal quand le point A se déplace d^une manière
quelconque sur la variété. Le point

•2>-+-l A^.+.i.-+-... 4- yn+i A.n-n

appartiendra à cette caractéristique si l'on a identiquement, quel
que soit k == i , ..., p,

\==n+i

V a?X«^ == o ;
A=^-H

multiplions toutes ces équations par ai/s et sommons par rapport
a À' ; nous aurons, en tenant compte de (36'),

),=n-+-l pL==7ï-t-l

^ ^ ^yX^(Jl=0 (/==!, 2,...,/>).

A=-./»-»-t (J.s=/»-+-l

Désignons par. M^.,, ..., un^^ les coordonnées tangentielles de
l'hyperplan polaire du point {x.p^^^^Xn^.^) par rapport à
rhypersphère de centre A et de rayon _.^.^; les équations précé-

dentes se réduiront à
P.==n-t-l

.̂ "(AW/(A==0 ( t== î , ' > , . . . ^ )

PLÏ=/»-H
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et elles expriment que la forme quadratique S^<Ï>(j. est identi-
quement nulle ; par suite, elles se réduisent à

Up-^i = 0^ . . . , Up-^r~= 0.

Il résulte de là que la variété plane caractéristique de I 1 hyper-
plan normal est la variété plane polaire de [A^^_, .. .'A^_(_^]

par rapport à Vhypersphère de centre A et de rayon —====.
v/c — 0

En particulier, cette caractéristique esta n — p — r dimensions.
On a naturellement n -\-1 ïp + r. Si /^ +1 = p -+- r, le nombre

n — J D > — — r est égal à i et l'hyperplan normal n'a pas d'enveloppe ;
si nïp-}-r^ il a une enveloppe.

68. Supposons maintenant que le point A, au lieu de se déplacer
d'une manière quelconque surla variété, se déplace tangentiellement
à une variété plane tangente à p - — i dimensions, o)^==o par
exemple. Cherchons dans quel cas l'hyperplan normal peut avoir
en commun avec l'hyperplan normal infiniment voisin un point
qui n'appartienne pas à la caractéristique qui vient d'être déter-
minée. Si l'on considère l'hyperplan polaire {up^^^ ...,//,^i) de.
ce point par rapport à l'hypersphère (2), l'une au moins de ses
coordonnées /^o-n, ..., Up+r ne sera pas nulle et la forme qua-
dratique S ̂ pL^p. aura ses dérivées partielles nulles quand on y
fera (i)| = o ; par suite, cette forme quadratique sera, à un facteur
constant près, égale à o>^, c'est-à-dire un carré parfait. La variété
(o, === o sera dite alors une variété plane tangente principale et
l'on pourra donner le nôai decentre de courbure principal corres-
pondant à l'un des points que l'hyperplan normal a en commun
avec l'hyperplan normal infiniment voisin quand le point A se
déplace le long de la variéié plane tangente principale,

On choisira par exemple le point situé dans la variété plane

[A/,-n...A/,+,.J;

ce point .est bien déterminé si l'hypersphère (2) est de rayon
purement imaginaire (c < C) parce qu'alors deux variétés planes
polaires réelles n'ont aucun point réel commun.

69. Les variétés réelles de courbure c <C.C. dont le réseau
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asymptotico-isotrope est c l ) ordre minimum. — Prenons mainte-
nant une variété ' d . p dimensions de courbure constante c inférieure
à la courbure C de l'espace. La forme quadratique H par rapport à
laquelle les formes ^y, sont extérieurement conjuguées est définie
positive; d'autre part, la forme ^=ds2^ qui en est une combi-
naison linéaire, ne peut s'exprimer en fonction de moins de
/^variables. Il résulte alors du théorème général du n" 20 que parmi
les n +1 — p formes <î>a il Y en a au moins ̂ ? linéairement indé-
pendantes et, s'il y en a exactement/?, on peut les supposer carrés
parfaits.

Par conséquent, si une variété réelle à p dimensions a une
courbure constante c inférieure à la courbure G de l'espace^
le nombre n des dimensions de cet espace est au moins égal
à ip— i. Si n ̂ 2^î la caractéristique de son hyDerplan nor-
mal est au plus an — a p dimensionset, si elle est exactement
à n—2 p dimensions^ la variété admet en chaque point p
variétés planes tangentes principales n'ayant d^aulre point
commun que le point A.

Supposons que la caractéristique de l'hyperplan normal ait
exactement n — ip dimensions. On pourra alors supposer

-̂H == t»>î, . . ., ^îp = t«^. ^ -̂M =0, . . . , 4 -̂n = 0.

Le centre de courbure principal correspondant à la variété plane
tangente principale tû^==o- est l'intersection de l'hyperplan
[Ajp^.,.. .Aa^] et de la variété, plane polaire de [ A^..^... Ag^],
puisqu'on a pour ce point

M^-l-2=0î • • • i II.ÎP-—O.

Or si l'on exprime que les -formes $a sont extérieurement con-
juguées par rapport à la forme H, on trouve que les coefficients
0318 de cette forme satisfont aux relations

ap^i^+j-=Q ( i ^ / ; t, yâ i , 2 , . . . , / ? ) ;

par suite, le centre de courbure principal cherché est le point A^_n
qui est en effet conjugué par rapport à chacun des points A^.a, ...,
Àï/"II résulte de là que les p centres de courbure principaux
correspondant aux p variétés planes tangentes, principales
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sont conjugués deux à deux par rapport à Vhypersphère (S)
de centre A et de rayon réduit —===== •J ^c~C

Réciproquement, supposons que la caractéristique de Fhyper-
plan normal d'une variété donnée à p dimensions soit à n — 2p
dimensions, que la variété admette p variétés planes tangentes prin-
cipales et que les p centres de courbure correspondants soient
conjugués par rapport à l'hypersphère (S) de centre A et de
rayon réduit • »17 . 1 ̂  r*V/c—C

On sait que si p points réels distincts sont conjugués par rap-
port à une quadrique sans points réels, ils ne sont pas ckins une
même variété plane a p — i dimensions. On peut donc prendre
les p centres de courbure principaux pour sommets A^_( ,..., Agy^
Or A^_n est l'intersection de Fhyperplan (A^4.i...A2^| et de la
variété plane polaire de [A^+_,...A2^] ; donc la forme quadra-
tique carré partait qui correspond nu centre de courbure prin-
cipal A^_i est la forme ^p+i', donc les p formes linéairement
indépendantes <S)p^.\^ ..., ^2p sont des carrés parfaits de formes
linéaires nécessairement indépendantes :

<t>,,+/=(02 (l =1,-2, . . . , /?) .

On voit immédiatement que les points Ay,.^, ..., A^ étant conju-
gués par. rapport à (S), oïl a, pour la forme H,

a^^p^-j == o (t'^./î i i j == i,..-^)'»

et que par suite les formes 0a sont extérieurement conjuguées
par rapport à la forme H. La variété est donc de courbure cons-
tante -c.

On peut ajouter la remarque importante que si, pour une variété
à p dimensions, la caractéristique de Phyperplan normal est à
n — 2p dimensions et si la variété admet p variétés planes
tangentes principales n^ayant d'antre point commun que A, ces
variétés sont rectangulaires entre elles. Cela résulte de ce que
la forme ds2 est une combinaison linéaire des carres de p tonnes
linéaires qui, égalées à zéro, définissentles p variétés planes tan-
gentes principales.

70. Nous civons vu (h0 67) qwe les formes <t»a sont les coordonnées
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du point de masse relative (c — C) ds^ obtenu en portant à partir
de A une longueur réduite égale (en direction, grandeur et sens»)
à la courbure normale — multipliée par —I—• Par consé-p% ' r l c — C
quent ^ — est la distance réduite au point A du point H deVhy-

perplan normal dont les coordonnées sont———-^—r-. Dans les1 r (c-C)û^
variétés étudiées dans le numéro précédent, on a

, .» ^jfM-/' ^f

^'^t07' (c-C)^ = (c-C)^

ces coordonnées sont donc proportionnelles aux carrés des cosinus
directeurs de la tangente par rapport aux/? tangentes principales;
les coefficients de proportionnalité sont faciles à obtenir, pùis-
qu^ on a [formule (58) |

—— ^-M^î , , CÎP^P .

( c — Ç ) d s ï • ' • " ( c — C ) c l s 9 - f

les p termes du second membre sont évidemment les carrés des
cosinus directeurs; ce sont les masses relatives des p points

/—__ p , „ ^p+t dont le point II est le barycentrc.

Par conséquent, la courbure normale d'une courbe quel-
conque tracée sur la variété s^ obtient en multipliant par c — G
la distance réduite au point A du bar ycentre des p centres de
courbure principaux^ chacun d'eux étant affecté d^une masse
relative égale au carré du cosinus directeur correspondant de
la tangente d la courbe.

Dans le cas de l'espace euclidien, la masse relative devient la
masse ordinaire.

71. Le système différentiel qui définit les variétés de courbure
constante c dont le réseau asymptotico-isotrope appartient à
un type projectif donné. — ' Considérons un réseau linéaire de
cônes du second ordre appartenant, à un type projectif donné ;
nous supposerons naturellement que Fun au moins des cônes du
réseaaest sans points réels (autres que son sommet). Donnons-nous
les cônes de base de ce réseau, c^est-à-dire les formes linéairement
indépendantes <Ï^-M i • • • ? ^p^rf en simplifiant autant que possible
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leurs coefficients soit par un choix convenable des variables, soit
par un choix convenable des cônes de base. Les formes ^p+^ ...,
<î>/,+r pourront alors, dépendre d'un certain nombre m de para-
mètres arbitraires u^ u^ ..., u^. Nous ferons usage d'un
système de référence de la nature de ceux envisagés au n° 63, les
coefficients c^ <^y, a^ des formes K et H qui le caractérisent étant
uniquement assujettis :

i° A la condition qu^on ait l'identité

1, ...,/» \^p+,-

(c—C)^a^t«)/to,= Y CX^À;
',/' x==/»-l-l

2° A la condition que les formes <î>^, ..., <î ,̂, <Ï^+, = o,...,
^/z+i ==° soient extérieurement conjuguées par rapport à la forme

p+l,..,n-t-i

^ ^ap^a^p.
a,p

Cela posé, les équations de Pfaff qui définissent les variétés
cherchées sont

t0^4,i ==0, .... t*)/î-(-l = 0,

(59) l ^4>a
^^^'â^ ( l = I » • • . , ^ ; a = = ^ - + - ^ , . . . , ^ + l ) ,

Les équations quadratiques extérieures dérivées, si l'on pose
i....,/?

^<X= ̂  Uijy.^i^j («=/?-t-I, ...,/1-+-I),

1
 • ^/ . . , , - . .

sont
Î /_pr .^ ^p À=^+i .-.

(̂ ô) e/a=^ '̂t ^/a—^^^a^yA+MyÂa^/À)-^ V ^//A^a ) = o
7 = 1 L \ k=i \=p+t /J

(i = i, ...,jo; a =/?-+-!,..., /i -(-i).

Les expressions de Pfaff principales sont ici a),, ..., ̂ ; les
expressions de Pfaff secondaires sont

k=P t==n+i

7./7a = 7jiv = ̂ "/ya—^ ( ̂ ^ato/^ 4- M^to^.) + y M^co>.a ;
*=i ).r:),+i
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ce sont des combinaisons linéaires de du^ ..,, du,m et des expres-
sions

^y, ^ap
((,./=i, . . . , / -? ; a ==p-+-i, ...,7?+r; p ==/? -+- i, ..., n -+-1).

Pour savoir quelles relations identiques existent entre ces
expressionsdu^ co/y,-(0ap, revenons aux identités (53), (54), (55)
entre lesquelles nous devons éliminer les différentielles des para-
mètres (autres que u^ ..., u^) qui entrent dans les expressions
des Ça-, c i t / i a^Q. Or, les premières identités (55) sont déjà vérifiées
d'elles-mêmes d'après la condition i° énoncée tout à l'heure. Les
secondes relations f56) s'écrivent [formules (56')]

k=p \==p-^-r
{ V V1 i M»)à^( 5(0 ° "Zatk^ + Z aaA -, ̂  == 0
^ A.=l \^p+i

(l=- I, . . . , /?; Qi== p -H, . . . ^ 7 1 4 - 1 ) .

11 faudra ajouter à ces identités :
i° Celles qu'on obtient en différentiant les relations

À = n -+-1

(c—C)a^= ^ c)^^ (^y=i, . . . ,p)
X==/?4-l

et tenant compte des valeurs des différentielles rf<7,y, dc\^ données
par les formules (55) et (56) ;

2° Celles qu'on obtient d'une manière analogue en différentiant
les relations linéaires entre les Oap qui expriment que les
formes $a sont extérieurement conjuguées par rapport à la
forme Soas-ya^a*

Ces dernières identités dépendent essentiellement du type pro-
jectif donné pour le réseau asymptotico-isotrope. Calculons donc
celles qui correspondent aux conditions i°. Elles donnent, comme
on le vérifie sans peine,

a ==h-i-i

(6I) ^ ^aX/7a=o ( i , j = 1 , ...,^),
a=/?-n

où les y/ya s0!1!' les expressions de Pfaff secondaires.
Remarquons du reste que les identités (56') ne fournissent
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aucune relation entre les expressions secondaires. Comme celles
qui* résultent des conditions 2° ne font manifestement pas
intervenir les expressions coao on peut donc, tant qu^il ne s'agit
que de décider si le système (SQ) est en involution et^ dans
l'affirmative^ quel est le degré de généralité de ses solutions.
faire abstraction de ces identités (.W).

72. Appliquons ce qui précède aux variétés considérées aux
n0" 69 et 70, autrement dit aux variétés dont le réseau asymptotico-
isotrôpe îippartient au type projectif

Ai (o|f 4- ... 4- \p (*)jS == o.

Les équations (69) se réduisent ici à

«)a=o (a ==JD 4-1, . .,., n -+-1),

(59) ^/.ju-+-/'== ^l'j ^Y^-i-y == 0•> TÏT/,2/>4-/l •== 0

( . i ^ -J \ ^ y = = 1 » ...,/?;^--= i, ..., n-^-i— tp).

Les équations quadratiques extérieures dérivées sont

(60)
Qi\p+i === [(^/(OJ/,4-/,^+/— -20J//)]— ^ [o)yCOy/J=0,

y ^ ^
e/,^+y == [Oj/(^-(-^p4.;] — [<*>yC»)/y]=0,

ô^ g/?.-»- /. ̂  [ œ/ ̂ /)+/, îp-^-h ] = o.

On a donc

7j\i,P-^-i == ^îï+f^-^i— 'À ̂ ii-i ï.i\i\P+k == tx)^-^-/,^-l-Â•»

'/,i,J,p+i == — t0.//; 7jJ^+lî :== 0

( ^^y ; ^y== ^ ... ,/?; À = = i , . . . , n -+-r—/?).

Les identités (61) sont ici

(6î)

À =1, ...,n+t—fi

Cp-^i ( 0>/,-(-/^-j-/ — 2 t*)^ ) + ^ ^4-A ^^-+-/,^4-A = 0 ?

*-7$/

^-^/a)y7+ ^p+j^i'j ̂  0'

Quant aux identités résultant des conditions 2°, elles
s'obtiennent en exprimant que les coefficients Op^i^j sont nuls,
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ce qui donne

/ a/>-»-/,;U-l-/^/H-./,/M-/'-^- aP^-j,P->rj ^P-^l.P+J

l k =n- t - î— •2/?

v / A -r" ^ (a^+^',»^-l-A•^-^-y•,2^+Â•-+-^4-y,2ju+/t(«>^4-/,2jy4-Â-) = 0

f Â = l

(^yi ̂ 7=^ ••• ,^) .
Cela posé, les relations (61) montrent qu'on peut, pour chaque

valeur de /, faire abstraction de Pune des n-\- i — p équations

^/,^-+-l ==0, . . . , ©/,^-j-i === 0 :

nous choisirons Péquation (-)/^./== o. l^es seules expressions
secondaires qui restent sont

.œ/y, co,^/, À ( i ̂  j ; i, j == i, . . ., p ; À == i, . .., n -4- l — p

Posons
^==ra-H-2/»

/./•'-»-/• ̂ -<-y== ap-^j'.p^-} wp+^.p-+•./-h ,̂ <7//-^-./,2^-^-/l•tt•>/->+/,s^-^-/l•

On peut mettre celles des équations (60) qui subsistent sous la
forme

/A^ ^ -̂h/ =[triap^>-^/]-~a^-+-y^-^-y[toy•tt>/71==o»v00 ^ ^ - •
f ^/,2^+A s [t*>/^+/,î^+/.] = o,

.avec les identités

(61') C^/ trty/ -4- ^_(-y W/y • == 0,

( 62') 'AP+I\P+J 4- 7^+y,/^/ ̂  0-

L'expression ^^t,'ip^-k n'entre que dans l'équation 6^2//4-A==o
qui est involutive avec T^,===I , 0-2=== ... == T^== o. Les expressions
fD/y, (o//, y^,^^,^, y^^,^ n'entrent que dans les deux équations
^/./>-K/== ̂  ̂ j,p^= c? et ces quatre expressions soril liées par deux
relations (6i ') ,(62'); il en résulte facilement que les deux
équations sont involulivecavec s-, == 2, T^ = = . . . = = 0.,=^ o. Par suite
le système (39) est en involution avec

s , = p ( n - } - t — î p ) ^ - p ( p — i ) = = p ( n — ^ ) , s^ ===..,= ^==0-

Les variétés cherchées dépendent de p (n — p) fo netio-n s
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arbitraires d^un argument. Si n = ip— i, ce nombre est égal
à p (p — i). Donc dans l'espace à ï p — i dimensions de cour'
bure constante C, les variétés à p dimensions de courbure
constante c < C dépendent de p (p — i) fonctions arbitraires
d^un argument.

Les caractéristiques sont les variétés à p — i dimensions
obtenues en exprimant que les s^ équations

wi^P+i,P-^jM~aP^j.P+jwjtûij == 0,

t0/(0^4-/^.4-/,== 0

aux inconnues ^p^-i^p^ji to/y, ^p-^i^p+k se réduisent à un moindre
nombre. On trouve ainsi s^ familles de caractéristiques, à savoir
les p familles ( n + i — 2j9)'uples

r^=0 (i = 1 , 2 , . ..,/?),

et les p (p — i ) familles simples

^^^^ (^^^-,/').
Ces dernières sont réelles^ puisque les coefficients ap^.i p^^ — Cp^i
sont manifestement positifs. Les premièrjes n'existent pas si
n •= ip — i; ce sont les variétés principales an — i dimensions.
Quant çiux .autres^ elles sont liées aux courbes de courbure
normale minimum; en effet, si Pon pose <o/= a/^, la courbure
normale est, à un facteur constant près, la dis.tance réduite au
point A du point de coordonnées1

J ^p-^-i _ a
c — C cis^ c — C

Qr, si / est cette distance réduite, on a
i=p

\ yi a"„ i yi a^./ c-^c =2,apwi lc^cj^
avec

c — C == c^-n a'f -h ... + Cîp^ ;

le minimum de / est donné par les équations

aP+\.,P+\ 2 _ -̂t-;,;?+2 2 __ __ Cf'îp
^-+-1 1 — Cp^_ 2 — • • • — ç^ »/^
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Supposons par exemple p == 3, n = 5 ; les centres de courbure

A i, A,-,, Ag forment dans le plan normal un triangle conjugué par

rapport à la circonférence de centre A et de rayon réduit —==.
Vc—0

Si l'on représente une courbe par le point H barycentre des trois
sommets A/,, A$, Ag affectés de masses relatives égales aux carrés
des cosinus directeurs de la tangente à la courbe, les surfaces
caractéristiques sont représentées par les hauteurs du triangle
A4AsA6, hauteurs qui passent par A ; le point A lui-même repré-
sente quatre lignes asymptotiques dont les tangentes sont symé-
triques deux à deux par rapport aux trois tangentes principales.
Les six familles de surfaces caractéristiques se partagent en trois
couples de deux, deux surfaces du même couple se coupant suivant
une ligne de courbure, deux surfaces de couples différents suivant
une ligne asymptotique.

73. En général, si n est quelconque, le point A n'appartient pas
à Fhyperplan [A/,.^ ...A:^] qui contient les p centres de cour-
bure principaux, ce qui revient à dire qu'il n'y a pas en général
de lignes asymptotiques, puisque la courbure normale ne peut
être nulle que si le bàrycentre des points A^_(_<, ..., A.^p affectés de
masses convenables est en A. Cherchons toutes les variétés pour
lesquelles le point A est dans l'hyperplan [A^, ...Aa/J. Il faut
et il suffit pour cela qu'on ait

ÇS/-H-I == • • ' • == Ç/î-t-l == °-

Nous' choisirons donc un système de référence qui, outre les
conditions énoncées plus haut, satisfasse aux conditions précé-
dentes. D'après les formules (53), ces conditions nouvelles intro-
duisent entre les coap les relations identiques nouvelles

i=p

(63) ^ ̂ +i ^/M-/, îp-^-k = 0 (À-= 1 ,. . . ,n 4-I—9./?).

Comme, d'après (60), to^.^ajo+A ne dépend que de co< et qu'aucune
des coordonnées ^p^i n'est nulle, il en résulte qu'il faut ajouter aux
équations (5g) 'les équations

M//-»-/, îp-^-k == o.
XLVIII . ï4
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Par conséquent, la variété plane |A,A2... As/,] est fixe et les
variétés cherchées n'existent en somme que dans l'espace à
' î p — i dimensions; elles dépendent de p ( p — i) fonctions arbi-
traires d ' u n argument.

74. Le système différentiel qui définit dans t'espace de cour-
bure constante C à n dimensions les variétés à p dimensions de
courbure constante c dont le réseau asymptotico-isotropé est
d'ordre maximum. — Prenons maintenant le cas extrême ou le

réseau asymptotico-isotrope est (tordre maximum p p ~4" l } 9 avec
2

naturellement |

Le système de Piaff qui définit les variétés cherchées peut être
supposé formé des équations

W)

0)^4-1 == 0, ... , . , (0,( === 0 ;

w/(<ï) ==; ̂ if ^/«ï)^0;

^W)sss w^ ^ j ' d j ) == (x)/» ^^ij) = <» ;
V5i\ = 0,

où l'on a employé des notations analogues à celles des n01* oo et sui-
vants. Les équations quadratiques extérieures dérivées sont iden-
tiques aux équations (43). Les çxpressions secondaires (•)(//), sont
liées :

1° Par lès relations

a=n-n
(f),^) j^ CotW^)a===ft (l\ /a=l , 2 , . . . , /?),

«=/»•+!

^0 Par les relations déjà établies (45^- Si l^on j>ose, comme au
n0 56,

P=n-4-l

/.(/7)a= J^ <ïap^(/y)p,
?-=/»-n

les relations qui lient les expressions secondaires y ̂ a deviennent :
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i° Les relîitions

Ot=n-+-l

(65') B^= ^ ̂ ^^ ( i ,y==i, ..,/>);
a = // +1

2° Les relations déjà établies

(45') ^H\jk ̂  /.(/y)iA-/) -h /.(Â-/)«7) — X(^Ky7) — /,(./•/)(//) == 0.

Les équations quadratiques extérieures à considérer sont
A=//

W) ^-^[^/.^.al^o.
/=!

Cela posé, remarquons d'abord que si toutes les coordonnées ^
sont nulles, on peut toujours eflec tuer une substitution linéaire
sur (o,,..., <.)^ de manière à ne pîis avoir

S p p ) = 0;

en eflet, si l'on pose

œ/= /<i<0i4-...-i- lip^p (*==!, ...,^),
on aura

^(U/MyA^ =^to/(OyA^)^

d\m

par suite,

d^où

k=p h-.p
A ' ^ J ' ^ ̂  ^l^ ^if- -^/o:'y; — ̂  ^ ^ik I j k A(/./<) ;

À == 1 h == 1

^ î(/7) ̂ •^•A A^/, ==>^) A

^{kh} ==^S(iy)/iA^7<.î^/^î

<^

(A-/<)»

La nouvelle coordonnée ̂ ^ ne pourrait cire nulle quels que soient
les coefficients de la substitution que si toutes les coordonnées
S(//i étaient nulles, ce qui est impossible, le point A ne pouvant
avoir toutes ses coordonnées nulles.

Ce point étant admis, nous définirons comme au 11° ?i7 le poids
des expressions secondaires $,,,a et le poids des expressions A/,,^ ;
quant au premier membre B</ de l'équation (OS'), son poids sera
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par définition le plus petit des deux indices i et y. Il existe alors
entre les expressions secondaires de poids i les p relations

Bn= o (i-= 1,2,. . . , /?)

qui sont manifestement indépendantes. Quant aux relations

Bs,=0 (1=2, . . . ,?) ,

elles introduisent entre les expressions secondaires de poids i et 2
des relations nouvelles en nombre/? — i, indépendantes des rela-
tions A.ij\ki= o de poids 2, car ces dernières ne contenaient pas les
expressions ̂ ^ ( p p y ' , tandis que les relations Ba(= o sont résolubles
par rapport à ces expressions. On peut continuer ainsi de proche
en proche. Des valeurs trouvées au n° 87 pour s^ s^...^ S p on
déduit les nouvelles valeurs relatives au nouveau système dé Pfaff
en cfiangeant n en TÎ-+-I et en rétranchant p — i -+- i de ^ ; on
constate alors tout de suite que les valeurs des sine sont pas
changées.

Quant au nombre des paramètres rentrant dans la solution géné-
rale du nouveau système (43')? an raisonnement identique à celui
qui est fait plus haut montre qu'il n'est pas altéré non plus. Par
suite, le système de Pfa^'{6/\) est en involution et les variétés
cherchées dépendent de n—Ç-if-t-L^ fonctions arbitraires de
p arguments.

7o. Les variétés réelles à p dimensions de courbure cons-
tante c > C et pour lesquelles la caractéristique de ^hyper-
plan normal est an —p — i dimensions. — Si la courbure c
est supérieure à C, le théorème du n° 69 tombe en défaut et le
réseau asymptotico-isotrope peut être d'un ordre quelconque.
Etudions le cas extrême où il est d'ordre i, c'est-à-dire où l'hyper-
plan normal admet une variété plane caractéristique à^i — p — i
dimensions. On aura ici

<Ï^+l= wJ-ho)J4- . . .4- ̂ , ^+2=6, ..., ^-n==0.

Les variétés seront définies par le système de Pfaff :
^p+\ =0, . . . , ^n+i == 0,

(65) TO/,^I ==<,)/• ( i = = i , 2, . . . , / ? ) ,

^/,/M-A = 0 (i = i , 2 , . . . , p ; À' == i , . . . , n 4- i — p ) .
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Le système quadratique extérieur dérivé est

7=1 . ...,p

(66) ^^-i^ [(^'(œ^+l,/;+l^2œ«•)]— ^ [a^.(o)^..4- u^.)] = o,
7^'^/,7?-h/c^ ^(x)/cop-+-l,^-^-Â•]== °'

Les identités (61) deviennent ici
k=:n+l—p

C/»-+-l(^/M-l,^+l—2t*)n)-4- ^ <'7M-/c^-M,/M-/c === 0,
(67)

A-=l

C,,4-l(^7-^^y7)=0 ( l ^ y ; î , y = l , •2, . . . , /?) .

Quant aux autres identités, elles résultent des relations qui
expriment que les formes <Ï>a sont extérieurement conjuguées par
rapport à la forme ^a^Xy,x^\ ces relations se réduisent à •

ap-¥-i,p+i = 0,

qui donne lieu à l'identité
À- = n -+-1 — p

(68) ^ ap-4-i^p_i-^to^4_i^-)_/, = o.
^=i

Les identités (67) montrent que l'on peut faire abstraction des
équations ^',/?+< = o ; il ne reste alors comme expressions secon-
daires que les expressions O)^_(_^_(_A; mais ces expressions, d'après
les équations Ô^+A = o, doivent manifestement être nulles. Si nous
ajoutons aux équations (63) les équations

(69) tx)^-i, p+k•== o,

qui, d'après (68), se réduisent à n — p indépendantes, on con-
state sans difficulté que le nouveau système de Pfaff obtenu est
complètement intégrable.

On voit du reste, en se servant des identités (56'), que le point
A^_i est fixe, et comme il est sur l'hypersphère de centre A et de
rayon réduit . » il est à une distance constante du point A.v \/c—C r

D'autre part, l'hyperplan [AA,.. . A^A^_<] est fixe ; donc la variété
cherchée esty dans un espace à p -\- \ dimensions de courbure C,
une hypersphère de rayon réduit .

V/c — G
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7(î. Les variétés, réelles ou imaginaires, de courbure c dans
l'espace à /> + i = 4 dimensions rentrent dans le cas précédent.

On peut, en effet, toujours ramener la forme ^.a^Xy,x^ à
^Xp^^Xp^. L'une au moins des deux formes ^p^.\ et ^p^-'îj oo*it
le ds'2 es! une combinaison linéaire, est réductible à une somme
de f / ^ ' z carrés indépendfmts, soit

<ll^_l_l ac= (0^ 4- (0^ -+- . . . 4- CO^ ;

en exprimant alors que ^p^.^ et ^p^ sont extérieurement con-
juguées par rapporta la forme ' À X p ^ ^ X p ^ ^ on trouve que ^p^-2
est identiquement nulle si q == p^ et qu'elle ne dépend que de
to^ ..., t0y si ( { < ^ p , mais ce dernier cas est impossible,car le ds'1

ne pourrait être une combinaison linéaire de ^4.1, ^p+a* O11 rsl

donc nécessairement ramené au cas du n° 75, où il y a une seule
forme ^ indépendante.

77. Les points de Beltrami. Les variétés dont tous les
points sont des points de Beltrami. — Nous avons vu au n° 62
que si une variété ' d p dimensions située dans un espace à n dimen-
sions de courbure constante C est elle-même à courbure constante,
les formes quadratiques ,̂4.1, ..., ^n^ calculées par rapport à
un système de référence normal, jouissent de la propriété que l'on
a en chaque point de la variété

Yi71 H à^y. i ^ï»a1 vr . / • • ^
.1 [î^^J-^^^ (^==^-.-^

a =/»-+-!

où A désigne un coefficient convenablement choisi. Nous dirons
qu^in point d\me variété est un. point de Beltrami si les formes qua-
dratiques asymptotiques relatives à ce point satisfont à la condi-
tion précédente.

Il est facile de voir,que si tous les points d^ une variété à
//à 3 dimensions sont des points de Beltrami^ la variété est à
courbure constante^ c'est-à-dire que le coefficient X est le même
en tous les points de la variété.

Pour démontrer ce théorème, nous utiliserons la notion de
covariànt trilinéaire. Etant donnée une expression quadratique
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extérieure de la forme
^^=^aij[dxjdxj\,

•//)

où les coefficients a/y sont des fonctions des rï variables x\, ..., x^
on appelle « covariant trilinéaire de Û » l'expression cubique ex-té-
ricure

iî' ==^,f da,, dxi dxj•],
«/)

où le produit extérieur de trois facteurs change de signe quand on
«•change deux des facteurs entre eux.

Si l'on effectue un changement de variables tel qu'on ait Fideu-
ti lc

^ a/y [ dxi dxj \ == ̂  bij [ d y , dyj \,

on aura également l'identité

^ [ da,j dxi dxj ] = ̂  [ dbij dyi dyj}.

Si (o et TÎT sont deux expressions de Pfafi quelconques, m un
coefficient fonction de x^ ..., *r/,, le covariant trilinéaire de
1 expression m [onr] est

[dm tow] -4-m[(o 'CTJ—/^[top ' l .

Cela posé, partons de la relation
y.=n

^ |^/a(*>yal = ^ f t O / t O y ]
a==f)-^-t

et prenons les cov<zriants trilinéaires des deux membres en utilisant
les formules (3g) et en se servant du fait que oy^i, ..., <»)n sont
nulles. On aura

k=p S.==n <==/» a=n

2 ^L ^^^^^yal—^, V [<«*/« Oy <:(»»<-» |

Â=I a==^+i i-=i «==/»+!
a-—n p.=n a=;n ^==n

-1- ^ ^ [^P^pato./a]— ^ ^ [to/a^yp^^al
a±=/»-+.i p=/?-n a=^-+-i 3==/»-n

A=/. k»p

= [^(O/tOy] -4- ^^tt0*(0^(0y] — XVt01/^ ̂ k)]'

*=i *==l
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Remplaçons dans la première somme du premier membre

^, [^Aa^yot] P8!* ^ [^^/L dans la seconde somme V [to/a^Aex] par
a a

À[(O/(O^], et remarquons enfin que la troisième et la quatrième
somme se détruisent en échangeant dans l'une d'elles les deux
indices de sommation a et jî; nous en déduisons immédiatement

[d\ (Otto/l = o ( i ,y=r, ...,p).

Cette relation montre que d\ est une combinaison linéaire de (o^
et de oy; comme on suppose jo^3, cela n'est possible que si d\
est identiquement nul. La variété est donc de courbure constante.


