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SUR LES ÉQUATIONS FONCTIONNELLES;

PAR M. P. FATOU.

(DEUXIÈME MEMOIRE,)

CHAPITRE IV.

26. Nous exposerons dans ce Chapitre les théorèmes généraux
auxquels on parvient quand on applique aux fonctions itérées
d\ine fonction rationnelle les principes concernant les suites de
fonctions analytiques. Nous ferons un usage constant de la notion
de familles normales de fonctions holomorphes ou méromorphes
qui est due à Montel, et nous supposerons connus les résultats
exposés dans les Mémoires de cet éminent géomètre ( ^ ). Nous rap-
pelons qu^une famille de fonctions méromorphes dans le domaine D
est normale si, de toute suite infinie formée avec les fonctions de
la famille, on peut extraire une suite nouvelle convergeant unifor-
mément dans le domaine ouvert D vers une fonction limite. Cette
fonction limite est une fonction méromorphe qui peut, dans cer-
tains cas, être une constante finie ou infinie.

Il résulte, des développements des Chapitres précédents, que
les itérées d^une fonction rationnelle peuvent former une famille
normale dans certains domaines. C'est ce qui a lieu notamment si
la substitution correspondante possède Un point double ou un cycle
de multiplicateur plus petit que i en module, ou égal à i en
module avec un argument commensurablè à 277. Dans ce cas, il y a
des domaines dans lesquels les fonctions itérées R^s) convergent

( 1 ) Sur les suites infinies de fonctions {Annales de l'École Normale, 1907).
Sur les familles de fonctions analytiques qui admettent des valeurs excep-

tionnelles dans un domaine (Annales de l'École Normale^ 1 9 1 2 ) .
Sur les familles normales de fonctions analytiques (Annales de V École

Normale^ 1916).
Sur la représentation conforme (Journ. de Math.^ 7" série, t. III, 1917) .

XL VIII. 3



- 34 -

périodiquement vers les p constantes qui correspondent aux points
du cycle, la suite de? R,, étant ainsi divisée en p suites partielles
pour lesquelles les indices n ont même reste (moàp) et qui conver-
gent au sens ordinaire du mot vers une constante.

Nous dirons avec Montel qu^une famille de fonctions méro-
morphes dans un domaine D est normale en un point P intérieur
à D, si elle est normale dans un cercle de centre P. Une famille
normale dans D est normale en chaque point P intérieur q D et,
réciproquement, une famille normale en chaque point P inférieur
à D est normale à Pintérieur de D. Si les fonctions R^(^) forment
une famille normale en un point ç, il en sera de même en tous les
points conséquents ou antécédents de ç. Car si la suite de fonc-
tions

Ba.(^), Ra.<^), .... Ra,(z), ...

converge uniformément dans un cercle c de centre Ç, la suite

Rf l t»—i(^ )» Raa-i(-s)» • • • » Haw—iC^)» • • •

converge uniformément dans le domaine c< qui est décrit par le
point ^ i==R(a) , quand z décrit c, et ce domaine Ci contientàson
intérieur le point Ç |===R(Ç) ; les deux fonctions limites'ont les
mêmes valeurs en deux points correspondants des domaines c et c«.
Dire que les R^ forment une famille normale en ç revient à dire
que, de toute suite R^(^) . . .R^(^) . . . , on peut en extraire une
autre, R<^ ( z ) R(^ ( z )... R^ ( z )..., qui converge uniformément
dans c; donc, de toute suite R^-i^^)-• •Rxn- i (^) - - * î on peut en
déduire une autre : R^_i(^).. .R^_i(^)..., qui converge uni-
formément dans Ci, et par suite dans un cercle de centre Ci .

Réciproquement, supposons que la suite
^(z), Ra,W, ..., Ka^), ...

converge uniformément dans un cercle de centre S, et soit ç_i
un point racine de réquation R(^) === ç; si Von désigne par c_i le
domaine contenant ç«, à son intérieur et qui correspond à un élément
de la surface de Riemann à plusieurs feuillets attachée à Inéquation
algébrique R(y) =z et projeté suivant le cercle c, la suite

Ra.-n(-s), R<x,4-i(î), ..., B<x,+i(-»), ...

est uniformément convergente quand z décrit c_i ,e t par suite
quand z est intérieur à un cercle "de centre S_i.
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aï* L/ensemble des points pour lesquels les R,<(^) forment une

famille normale est donc un ensemble complètement invariante
pouvant former un nombre fini ou une infinité dénombrable de
domaines.

Il en est de même, par conséquent, de Pensemble des points en
lesquels la suite des B^( z) n'est pas normale. Ce dernier ensemble,
diaprés ce qu^on a vu au Chapitre I, renferme toujours au moins
une infinité dénombrable de points; .par exemple, les points
doubles pour lesquels on a soit, \s | >> i , soit s == -j- i, et leurs anté-
cédents. Cet ensemble est évidemment fermé. Nous le désignerons
par la lettre S et nous allons étudier les principales de ses pro-
priétés ( ^ ).

I. § ne change pas si Pon remplace R(^) par R^(^), quel que
soit Rentier A. En effet, de toute< suite infinie des R,,(^), on peut
en extraire une autre dans laquelle les n ont tous le même reste
(modA) ; soient RU+/?(^) les fonctions de cette nouvelle suite. Si
les R»jt?(^) forment une famille normale dans un domaine, on peut
extraire de la suite des R)^(^) une autre suite qui converge uni-
formément dans ce domaine. Soient R^(-s) les fonctions de cette
nouvelle suite qui convergent vers <î»(s). La suite des fonc-
tion s'R^/A+je» (^) converge à son tour uniformément vers R^[0(a)],
puisque R^'A+^(^) === R/»[RX'À(^)]-

L'ensemble des points où lesR,,(.s) forment une famille normale
ne changeant pas si Pon remplace R par RA, il en est de même du
complémentaire S de cet ensemble.

On en déduit en particulier que tous les points des cycles de

multiplicateur > i en module ou de la forme é ^ appartiennent
à §, En ces points, aucune suite extraite dès 'R//(-3) ne converge
uniformément{cf. § 13, 14, 18). Il en est de 'même pour tous les
antécédents de ces points.

II. Tout point de § est limite d^antécédents d^un paint quel-
conque du plan, sapf au,plus de deux points exceptionnels.

En un point ç de ^, les R^(,s) ne forment pas une famille nor-

<.1'), Cçrlaiees propositions qui suivçjat, dç.çarqctèrç géométrique et lout à fait
intuitif, exigent-pour la précision des discours, parfois assez longs et d'aspect
rébarbatif, te lecteur les saisira de suite en s'aidant par des Figures schématiques.
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mâle. Ces fonctions prennent donc dans leur ensemble, même en
négligeant un nombre fini d'entre elles, toutes les valeurs, sauf
deux au plus, dans un cercle de centre ç et de rayon e arbitraire-
ment petit. Cela revient à dire quêtant donné un point ZQ du
plan, distinct au besoin de un ou deux points exceptionnels, il
existé un antécédent de ZQ et de rang supérieur à tout nombre
donné n\ qui est à une distance de ç inférieure à e.

En faisant tendre e vers zéro, on voit que .ç est limite d'antécé-
dents de So 5 ces antécédents pouvant d'ailleurs être tous con-
fondus avec ç lui-même. Nous devons dire en toute rigueur que ç
est un antécédent ou un point limite d'antécédents de tout point
du plan, abstraction faite d'un ou de deux points exceptionnels.

Je dis que ces points exceptionnels sont indépendants de ç.
En effet, soit a l'un de ces points. Je suppose donc que les

équations
R,t(^)==a,

où n "> n\ n'ont pas de solutions dans un cercle de centre ç et de
rayon s; a possède au plus deux antécédents distincts, y compris
a lui-même; car soit a^p un antécédent de ràngjo de a; Inéquation

RnÇjs) = a-p

n'a pas de solutions dans le cercle considéré, car on déduirait

R7l4j»(^)=^,

qui par hypothèse n'a pas de solutions puisque n -\-p > ̂ . S41
existait trois antécédents distincts, il y aurait trois équations
exceptionnelles; lès K,,(^) formeraient une suite normale; a pos-
sède donc au plus deux antécédents ' distincts. Quels sont les
points qui satisfont à cette condition? La réponse a déjà été
donnée au Chapitre I, mais nous allons la donner de nouveau.
Supposons que le point a soit le point à Pinfini, Fautre point
antécédent distinct de a, s'il existe, étant à l'origine; .on peut
toujours faire cette supposition moyennant une transformation
homographique préalable effectuée sur z et Z===R(^ ) simultané-
ment. Si le point à l'infini n'a pas d'autre antécédent (^ue lui-
même, la substitution est polynomiale. Si le point à l'infini n'a
d'autres antécédents que lui-même et l'origine, la substitution doit
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être de la forme
„ __ polynôme en z
^ ï v '

Mais le point z = 9 à son tour ne devant pas avoir d'autres antécé-
dents que lui-même et l'infini, le polynome'du numérateur doit être
une constante. On a donc Z = — • Dans ce dernier cas, il y a deux^i ' J

valeurs, exceptionnelles, o et oo, formant un cycle d'ordre 2 et de
multiplicateur nul. On-voit directement ou comme conséquence
de la théorie actuelle que tous les autres points ont une infinité
d'antécédents distincts. Dans le premier cas ou l'on a Z == poly-
nôme en ^, peut-on avoir une, valeur exceptionnelle autre que
z = oo ? Soit z = o une telle valeur. Si dans la relation

Z = P(^)= A^+ B^-1-^. ..,

on remplace Z par - et z par l- > on obtient

y _ ^
""T^BTT"'

qui doit être encore de la forme Z== polynôme en z. Donc tous
les coefficients sauf A sont nuls, et l'on a P(^) ==A^^, qui admet
les deux valeurs exceptionnelles z = o, z = oo et celles-là seulement.
On voit par là que les points exceptionnels n'appartiennent pas
à J et que les équations exceptionnelles telles que R/,(^) == a qui
leur correspondent sont telles pour tous les points ç de S. Cela
explique qu'il ne puisse y en avoir plus de deux, puisqu'il y a
toujours des points de S.

Il résulte également de ces considérations que tout point n'ayant
qu'un nombre fini d'antécédents distincts ne peut en avoir plus
de deux et coïncide avec l'un des points exceptionnek que nous
venons de considérer, car si a est un tel point, comme il y a une
infinité d,e points de ^, il y en a un ç qui est distinct de a et de

•ses antécédents. Pour ce point ç, les équations R,,(^)==a,
R^(s)==^_i, ... sont des équations exceptionnelles et il ne peut
y en avojy plus de deux. Oïl comparera ce qui précède avec
l'exposé 411 paragraphe 8 (Chap. I).

Je dis 'maintenant que l'ensemble S est parfait. Soit Ç un point
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de S. Les équations R,,(^)==^, R^(^)===^' ont des solutions
dans un cercle de centre ç et de rayon s, si z et ^'/ ne sont pas des
points exceptionnels, par exemple s'ils appartiennent à S. Nous
avous vu (Chap. I, § 4) qu'il existe des points doubles ou pério-
diques qui appartiennent à S en vertu de la nature de leurs multi-
plicateurs et qui n'ont jamais les mêmes conséquents. Si z et z"
sont deux tels points, pour l'une au moins des deux équations
précédentes on n'aura jamais la solution z == ç, quelle que soit la
valeur de n. Supposons que ce soit le cas pour l'équation Rre(5) =z .
ç est alors certainement limite d'antécédents de z qui appar-
tiennent à § comme z lui-même. S qui est fermé est donc parfait.

De plus, tout point ç de S est bien limite d'antécédents d'un
point quelconque du plan ZQ distinct des points exceptionnels,
car ç est limite de points qui sont des antécédents de ZQ ou qui
sont eux-même limites d'antécédents de ^o-

III. Soit P le plan (ou la sphère de Riemann) d'où l'on a enlevé
un ou deux cercles de rayons arbitrairement petits contenant les
points exceptionnels, s'ils existent, et soit ç un point de S. Le
^iême conséquent d'un domaine quelconque contenant ç à son inté-
rieur couvre P pour n suffisamment ^rand.

Pour l'établir, démontrons d'abord le lemme suivant : Soit D
un domaine tel que les équations T\.n(z) === ^'possèdent des racines
intérieures à D, lorsque z ' appartient au domaine fermé P ̂ sup-
posons, en outre, qu'en appelant D< le conséquent immédiat do
domaine D, D soit intérieur au sens large à D< ; je dis qoe le
domaine ouvert D,,, n1^6 conséquent de D, couvrira P pour une
valeur finie de n.

On a, en effet, les inégalités topologiques

D<D^D,S...^O^... .

Si le lemme n'était pas exact il existerait dans le domaine fermé P
des points S^, Ç^, ..., ç^, ... respectivement extérieurs aux
domaines D^, D^,, ..., D^, ... ou sur la frontière de ces do-
maines. Ces points ont au moins un point limite ç qui appartient
à P. ç n'est intérieur à aucun domaine Dp ; sinon Dp contiendrait
un cercle de centre Ç et de rayon e qui ̂ renferme lui-même des



— 39 —

points ÇW dont l'indice a/ est supérieur àjo; ç^, intérieur à D^,,
est a fortiori intérieur à D^ ce qui est contraire à l'hypothèse.
Or, dire que ç n'est intérieur à aucun domaine D^ revient à dire
que les équations R ^ ( ^ ) = = ç n'ont aucun point racine intérieur
à D, ce qui est encore contraire à l'hypothèse. Le lemme est donc
démontré.

Considérons maintenant un point double répulsif a; si (û désigne
l'intérieur d'un cercle de rayon suffisamment petit et de centre a
et (ôi le conséquent immédiat de (D, on a (0<(D<; comme les
fonctions B.»(^) prennent toutes les valeurs à l'intérieur de (D,
sauf les valeurs exceptionnelles, le lemme précédent s'applique
et (on recouvre P à partir d'une certaine valeur de n.

Si a est un point double de multiplicateur égal à -f--^ là P11 -̂
priété subsiste comme nous allons le voir. Soit autour de a, le
développement de B-(^)

R(z) == s -h a ( a— a )?4-1 -+-....

Considérons Yétoile relative au point a et particulièrement les

domaines D' assemblés autour de a et d'angle au sommet —dans

lesquels les antécédents de ^, obtenus au moyen de la branche de
fonction inverse R_i (s) égale à a pour z == a, convergent vers a;
chacun de 'ces q domaines a un antécédent qui lui est intérieur
sauf en 0 ; inversement, les conséquents de ces domaines les com-
prennent à leur intérieur au sens large. Ces domaines D' sont tous
intérieurs à un cercle c de centre a et de rayon p aussi p^tit qu'on
le veut. Si maintenant on décrit^un cercle c de rayon p ^ ^ p , on
peut prendre p' assez petit pour que les régions de c', qui n'appar-
tiennent pas aux D' et qui forment q domaines d'angle au sommet
nul assemblés autour de a, fassent partie des secteurs de conver-
gence des Ryi(^) vers a, c'est-à-dire soient intérieures aux domaines
que nous avons désignés par A (§ 10, 11).

Ceci posé, soit P un point double ou périodique faisant partie
de S et distinct de a (§ 4). Il y a dans c des antécédents de P, en
vertu de l'alinéa précédent, et qui sont nécessairement distincts
de a; ces antécédents se trouvent nécessairement dans l'intérieur
d^un des secteurs tels que D'puisque, dans les autres parties de c',
R»(^) tend vers a pour n infini; il y a donc un conséquent de ce
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domaine D', soit D^, qui contient j3 à son intérieur. Or, on a

D^D,SD^...êD^D,^...,

et comme D^ contient un point de ^, on peut encore appliquer le
lemme précédent. Si l'on pose D^ == E, le /i161"® conséquent de E,
soit E^, couvrira P à partir, d'une certaine valeur de 71$ comme D'
est contenu dans le cercle c, on voit que c^h couvrira P

Si maintenant ç est un .point quelconque de S^ un cercle c de
centre ç et de rayon £ contient un antécédent de rang h de tout
point double a de multiplicateur > i en module ou égal à .4-1 ; et
il y a au moins un point a remplissant l'une ou l'autre de ces con-
ditions; le domaine conséquent c/i contient alors un cercle de
centre a auquel s'applique ce que nous venons de démontrer; les
conséquents de ce cercle et par suite les conséquents de c recou-
vriront donc P à partir d'un certain rang.

Il s'ensuit que non seulement en ç les R,^(^) ne forment pas une
suite normale, mais qu'aucune suite extraite des R^(^) ne peut
converger uniformément ou non vers une fonction limite méro-
morphe en Ç. Car un cercle de centre Ç et de rayon e arbitraire-
ment petit renferme des antécédents de même rang de tous les
points de P, par exemple d'un point double a et d'un point fB
faisant partie d'un cycle d'ordre q\ soient z ' et z" ces, deux anté-
cédents ; R,i(^) est constamment égal à a dès que n est assez grand
etR//(^), dans les mêmes conditions, ne prend quejes valeurs (po?
j3<, ... -, ?y_i ) distinctes de a; il n'y a donc pas de fonctions limites
continues au point-ç.

III. L'ensemble ^ a même structure dans toutes ses parties.
En effet, le conséquent de rang A d'un domaine quelconque qui

renferme un point ç de S est un domaine qui comprend tous les
points de S pour une valeur convenable de l'entier A, puisque aucun
point de S n'est un pbint exceptionnel. Or la fonction RA (^) réa-
lise une correspondance continue entre la sphère simple de Rie-
mann et la sphère à rf^ feuillets qui est attachée à l'équation algé-
brique R^ (y) === ^.

II s'ensuit aisément que si la partie/ de S contenue dans D est
continue, c^est continu ; si y, en particulier, est formé d'un seul arc
régulier de courbe analytique et si de plus S ne renferme pas de
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points critiques de R_< (.s), ^ sera constitué par une courbe fermée
analytique sans points singuliers. Si/est discontinu en chaque
point il en sera de même de ^; car chaque point m de/peut alors
être entouré d'une courbe formée d'arcs analytiques et dont tous
les points sont infiniment voisins de m et cette propriété sera
conservée par la substitution [Z| R^(5)].

Si ^renferme des points intérieurs, c'est-à-dire si S renferme
tous les points d'un cercle, il comprend tout le plan. En effet dans
ce cas il n'y a pas de points exceptionnels, car/les points excep-
tionnels n'appartiennent jamais à c^, mais bien à des régions où
les T\.n(z) convergent régulièrement ou périodiquement, et si l'on
prend les antécédents d'un point d'une telle région, il y en a qui
sont infiniment voisins de tout point de S qui par suite n'est dense
nulle part. Si donc S comprend un domaine circulaire c, le
^iemc- conséquent de c couvre tout le plan pour une va leur ccnve
nable de n\ donc tous les^ points du plan appartiennent à §, Cette cir-
constance peut se produire et c'est ce que prouve l'exemple suivant
dû à S. Lattes. On considère la fonction elliptique de Weier-
strass pu et la fonction rationnelle qui permet d'exprimer pa u en
fonction de p u

piu == R[pM].

Si l'on pose z = pi/, à une valeur ZQ de z correspondront plu-
sieurs valeurs de u dans le parallélogramme des périodes ; soit UQ
l'une d'elles. A un petit perde c entourant ZQ correspond un petit
domaine S entourant i/o; le domaine 272 5 couvre .tout un parallélo-
gramme de périodes pour n suffisamment grand, et comme on
a R.7î.(2) == p^" u)^ R/i(^) prend toutes les valeurs dans c, c'est-
à-dire que Ça couvïe tout le plan. Il s'ensuit évidemment que tout
point ZQ du plan appartient à S. C'est là un cas fort curieux, mais
l'itération d'une telle fraction rationnelle ne présente que peu
d'intérêt au point de vue de la théorie des fonctions. La recherche
de l'ensemble dérivé des conséquents d'un point est alors un pro-
blème arithmétique sur lequel on trouvera quelques indications
dans la Note de M. Lattes.

Si nous laissons de côté ce cas singulier, S est alors un ensemble
parfait sans point intérieurs qui peut être partout discontinu, ou au
contraire formé d'un continu unique; dans ce dernier cas, il peut
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être constitué par une courbe de Jordan fermée ou par une courbe
non fermée telle qu'un segment de droite. Nous avons étudié dans
le Chapitre précédent des exemples de ces différentes sortes, les
lignes ou ensembles frontières considérées dans ce Chapitre coïn-
cidant évidemment avec l'ensemble désigné ici par rf.

Relativement au cas où S est partout discontinu, on peut démon-
trer le théorème suivant : Si, en appelant comme toujours d le
degré de B-(^), on a |B/(^)| > d en tous les points de ^, § est
un ensemble parfait discontinu de longueur nulle.

Je dis d'abord que S est borné, car si S contenait le point à
l'infini, ce point notant pas un point double attractif, on aurait
pour de grandes valeurs de z

R(^) = kz-^-h + l- -+-...,z
I IV^I^I^ISK:^

S ne contient d'ailleurs aucun point critique de R_i ( z ) et l'on a
en tout point de S et pour toutes les branches de R_, (z)

IR'-I^)! <^-

De chaque point de S comme centre décrivons un cercle de
rayon z ; on peut prendre z assez petit pour que Pon ait à Pinte-
rieur de tous ces cercles

|BL^)!<c<^.

Il existe alors, en vertu du lemme de Borel-Lebesgue, un nombre
fini de cercles de cette famille, jouissant de cette propriété que
tout point de S est intérieur à Pun au moins d'entre eux. Ces
cercles en nombre fini forment un ou un nombre fini de domaines
simplement ou multiplement connexes, limités chacun par des
courbes formées d'un nombre fini d'arcs de cercle, et qu'on peut
supposer sans^ points doubles; ces domaines renferment tons des
points de S et tout point de l'un d'eux est à une distance de S au
plus égale à r.

Transformons cette figure par la substitution algébrique
[^|B.-i (z)] qui appliquée aux points de S donne de nouveau tous
les points de S. Considérons l'une des courbes y qui limitent un
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de nos domaines; quand z décrit Y dans le sens direct, les valeurs
de B._i(s) se répartissent en un certain nombre de cycles, les
valeurs d'un même cycle se permutant circulairement entre elles.
A un cycle d'ordre v correspond ainsi une courbe v_ ^ qui se ferme
quand z a décrit v fois Y; en vertu de la relation qui lie les diffé-
rentielles de deux arcs correspondants et de l'hypothèse faite
sur R'(^), on aura, en appelant / e t /_< les longueurs des deux-
courbes y et y_i ,

/-i<vc/,

et pour l'ensemble des courbes Y ( qui correspondent à une même
courbe

S/_i<c7Sv ==dcl:

Comme de == K << i, on a

S^-i<K/.

En appelant L la somme des longueurs de toutes les courbes y
et L_| la somme des longueurs de toutes les courbes Y _ < , on a
également

L-i<KL.

Les domaines initiaux sont ainsi remplacés par dj autres également
bornés et limités par. des courbes formées d'arcs algébriques, sans
points doubles et sans points communs deux à deux, dont la
somme des longueurs vérifie la relation précédente. Les points de
ces nouveaux domaines sont encore à une distance de S moindre
que r, car à un chemin de longueur ^r intérieur à un domaine
Initial et-aboutissant en un point de ^, correspondra un chemin
de longueur inférieure à r et même à -, aboutissant en un point
de S. Les inégalités

\^-iW\<C<^

seront donc encore vérifiées dans les nouveaux domaines.
En leur appliquant de nouveau la même transformation, on

arrivera à la /i10"'® opération à enfermer les points de S dans des
domaines bornés limités par des courbes dont la somme des lon-
gueurs sera inférieure à K"L; on pourra, bien entendu, ne con-
server que celles de ces. courbes qui n'en renferment pas d'autres
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à leur intérieur. Comme K/^L peut être rendu aussi petit qu'on le
veut, e?, qui est parfait, est partout discontinu et même de longueur
nulle. On voit que le théorème a été établi sans faire a. priori
aucune hypothèse sur les points doubles de la substitution. Mais
on démontre facilement,, en s'appuyant sur ce -qiii sera démontré
à la fin de ce Chapitre, qu'il y a alors un point double attractif
unique dont le domaine, a pour frontière S.

Remarquons qu'il n'est guère possible de remplacer les hypo-
thèses faites par d'autres de même nature qui soient moins res-
trictives ; en effet, pour R(^) === ^rf, l'ensemble S -est la circonfé-
rence \z\ == i, donc un continu, et l'on a en tout point de -T

iR^>i=û?(i).
Il peut également arriver et nous en verrons plus tard des

exemples que «^ ne soit ni continu, ni partout discontinu. Dans
ce cas S renferme au moins une infinité dénombrable de continus
distincts. J'esquisse seulement la démonstration, car nous en trou-
verons d'analogues à propos des domaines des points, doubles. Soit C
un ensemble continu faisant'partie de S et tel que tout ensemble
contenant C et contenu dans ^ soit discontinu; nous dirons que C
est continu maximum. En transformant G par R..i(/z) on obtient
un ou plusieurs continus distincts qui sont des continus maxima,
antécédents immédiats de C, d'où l'on déduira les antécédents
successifs de C. Si C renferme un antécédent ç_^ de l'un ç de ses

.points, C est invariant par la substitution [z \ R^(5)]. Dan« ce cas
on peut supposer h = ï , en remplaçant R(^) par R^(^), ce qui ne
change pas S. Ceci posé, S n'étant pas continu, il existe, un anté-
cédent C_\ de C distinct de C, sinon les antécédents successifs d'un
point ç de C seraient toujours de C; or il existe au moins un
point a de S extérieur à C qui est limite d'antécédents de Ç. Si C
ne renferme jamais les antécédents de ses points on formera une

( 1 ) J'ai toutefois obtenu la proposition suivante qui s'obtient en appliquant
aux fonc ions R^(^) un théorème de M. Koebe (voir Chap. VI) :

« Si en tout point de e?on a,| K'(^) | ̂  ci, les points de 9 peuvent être enfermés
à l'intérieur d'un nombre fini de courbés dont la somme des longueurs reste
bornée et dont tous les points sont à une distance de 9 inférieure a un nom-bre
positif arbitraire e. »

c?, continu ou discontinu, est alors de longueur, finie.
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suite de continus GL|, C_2, ..., C_ro, ... qui seront tous sans points
communs deux à deux. Dans le cas contraire, on peut supposer G
invariant par [^|R(^)]; mais comme il y a un G_, entièrement
distinct de G, on pourra encore former une chaîne de continus
antécédents de G sans points communs deux à deux. (Le raison-
sonnement est analogue à celui employé au Chapitre 1 au sujet des
antécédents d^un point.)

Nous pouvons, en outre, remarquer que tout point de § est
limite de points appartenant chacun à un continu contenu dans S,

IV. Tout point de S est limite de points périodiques.
Soit ç un point de S que pour plus de commodité nous suppose-

rons distinct des pèles et des points critiques de la fonction R_a (z )
et du point à Pinfini, pour le cas où certains de ces points appar-
tiendraient à S ' Les points, laissés de côté pour la démonstration,
sont en nombre fini. Dans un cercle de centre Ç et de rayon r
les d2 branches de la fonction R^^)^2^) sont donc holo-
morphes et bornées et jamais égales entre elles deux à deux.
Prenons trois de ces fonctions, A, B,C, et considérons un cercle c
de centre ç et de rayon quelconque p <; r.

Supposons-qu^il existe une suite infinie de valeurs entières de n
telles qu^aucune des trois équations

R/ , (^ )=A, R, ,(^)=B, R,^)=C

n^ait de zéros dans c, et considérons la fonction

A (^ Bn(^) -A C ^ B
^^R.W-BC^T

p ___ T)

Le quotient D = __ représente une fonction holomorphe

dans c, qui ne prend ni la valeur zéro, ni la valeur i et dont le
module reste compris entre deux nombres positifs, ^(-s), pour
les valeurs de n considérées, est uniforme dans c et même holo-
morphe, ne pouvant devenir infinie que si R,,(^)==B, ce qui n^a
pas lieu dans c, elle n^est jamais nulle, car cela exigerait R^(^) == A;
jamais égale à i, car il faudrait pour cela qu^on eût R,,(3)==C.
De toute suite de fonctions holomorphes dans un cercle où elles
ne prennent jamais les valeurs o et i, on peut en extraire une
autre qui converge uniformément vers une fonction holomorphe
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dans ce cercle ou vers Pinfini (Montel). Soit ^ ( z ) cette fonction
limite; on aurait alors pour cette suite de valeurs de n

^ R^)-A_H.)
'""R^-B- D(z)

uniformément, ou si ({/(.s) == oo

R^)-A
"mR———o ^oo.K/i ( 5 ) — B

Dans ce second cas, on aurait aussi

r B—A"m (.——u ^Q0»RnC-2)-—"

et comme | B — A | est compris entre deux constantes finies posi-
tives :

l imR« |^ | r=B.

Si ^ ( z ) est une fonction holomorphe, il en est de même

de '-^-- On devrait alors avoir

.. B-A ^ ( 2 )hmR^^B=-T^- i

et R/< ( z ) convergerait uniformément vers la fonction méromorphe ;

B — À
EIÎT7'

D

Or, aucune suite extraite des R/<(^) ne converge uniformémeni
dans c. Il faut donc que pour au moins une valeur de n et même
pour une infinité appartenant à une suite d^enfiers donnée à
Favance, l^une au moins des trois équations

R^)=A, ] R^(^ )==B, R ^ ( ^ ) = C

ait une racine dans c ; ce qui revient à dir<& que Inéquation

. Rn+i(^)=-3

a une racine dans .p. Ceci ayant lieu, quel que soit le rayon p
de c, on voit que tout point de § est un point périodique ou un
point limite de points périodiques, là seconde alternative étant
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(Tailleurs toujours exacte, puisque S est parfait; pour la même
raison, le résultat est aussi valable pour les points, en nombre
limité, qui ont été laissés de côté dans la démonstration. De plus,
les points périodiques qui tendent vers ç ont pour ordres les divi-
seurs d'une suite infinie dentiers quelconques, par exemple les
nombres premiers.

V. En un point de ^, aucune suite extraite des fonctions déri-
vées R^(^) ne converge uniformément.

Je dis d'abord que dans un cercle ayant pour centre un point
de e?, aucune suite de fonctions R^(^), R^(^), ..., R^(-s) n'est
uniformément bornée. Un tel cercle renferme, en effet, des points
périodiques. 11 y a toujours un tel point ^'faisant partie d'un cycle
dont tous les points sont à distance finie, en sorte que le^ R^ ( z ' \
ne peuvent prendre que p valeurs finies distinctes ; si A est la
plus grande en valeur absolue et si z désigne le rayon de ,c, on
aura dans c

RX,.OO=RU^)-+- f RX,(^)^
JX'

L'inégalité | R^(^) | < R entraînerait alors

|RÀ, (^ ) |<A.+-aKr

et les R^(^) seraient bornées dans leur ensemble dans c, ce qui
est impossible. Je vais montrer que, si les T\.n(z) n'ont pas de
valeurs exceptionnelles, les R^(^) prennent la valeur zéro dans c.
Pour éviter les difficultés relatives au point à l'infini qui joue ici
un rôle particulier [les R',/(^) n'étant pas invariantes par une sub-
stitution homographique], nous emploierons l'artifice suivant.
Soit a un point distinct des points critiques de R_| (^) et de leurs
antécédents et posons

- s — a Z — a

La relation Z = R(^) devient T == $ ( <), et l'on a

^(0==..-————"/((•2)—a

Les points critiques de 0_i(r), qui sont au moins au nombre
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de deux, sont les points y qui s'obtiennent en posant y == 0(9),
9 étant une racine finie de 0 '(9)=o; les antécédents de ces
points ne coïncident jamais avec le point à l'infini. Ceci posé,
on a

<ï>;,(()=^(Q^[$(Q]^[^(0]...<î>/[<ï>^^)].

Soit G l'ensemble déduit de S par t =——• Dans tout domainer z—a
contenant un point de G, Inéquation

^-i(^)=e

a des racines pour n suffisamment grand. Soit t1 l'une d'elles;
on a

^ln(tl)=^W{t\)^^\t^)

et le dernier facteur est égal à <î>'(9), c'est-à-dire à zéro. Je dis que
les n —i premiers facteurs ne sont pas infinis, car si ^'(t^k-i)
était infini, ^,.-^_, serait un pôle de ^ ' { t ) ou de ^(<), ^-^ serait
donc infini. Or :

^-i=ô,
4=^(0)== y,
^(4-^ï.

L'infini serait donc un antécédent du point critique y, ce qui
n'a pas lieu. On a donc bien $^(^) == o. Qr, de

on déduit

Rn(<s)=a

H.(^)==

^n(t)

t^'n(t}

WW '

Pour t = t^ z = z'=^+ t\ il vient

R^')= t'^W)
Y2

On aura B/^') == o, si y^ o, ce qu'on peut supposer, puisque
<Ï»^i(^) a au moins deux points critiques distincts. Ainsi les fonc-
tions R^(^) s'annulent toutes dans c pour À/, suffisamment grand.

Supposons maintenant que les 'T\.;i(z) aient une valeur excep-
tionnelle. Si cette valeur exceptionnelle est infinie, R(5) est un
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polynôme ; appelons-le P(^). Comme on a

Pn(z)=P'(z)P\^)^.P'(^)

et que l'équation •P'(^)==(>a au moins une racine jâ, si ,3 n'est
pas également une< valeur exceptionne4e, on aura

^-i=I\-i (^ )==?

en certains points ^ intérieurs a un domaine quelconque renfer-
mant un point de J, pourvu que n soit assez grand; en un tel
point on a aussi P ' ^ z ) == o, puisque les P'(^) sont finis.

Effectuons maintenant le changement de variables :

^7—a- ^T—,-

La substitution Z = P ( ^ ) devient T = = R ( < ) q u i est la'substi-
tution la plus générale admettant la valeur exceptionnelle a, P ( - z )
étant un polynôme arbitraire. On a comme précédemment

^--TO-
p/ / ^ \

Tîf / / \ _ ' n.^ ^ / _ç
^^-î^)^

Soit toujours

P^( ̂ ) = p, P '(^) = o, P,^) ̂  P ( p ) ^ ^.

II vient pour le pointa correspondant à z

s2

T2'̂(^ ̂  ^(^'^^o, si Y ^ O .

Si pour toutes les racines, p de P' {z) on a y == P(^) = o, P(^)
est divisible par P^), puisque l'ordre de multiplicité des racines
communes à ces deux polynômes qui sont les racines multiples
de P ( z ) est plus grand d'une unité pour P que pour P'; ceci n'a
lieu que pour P ( z ) = A-(z — (B)^; il y a alors une deuxième
valeur exceptionnelle.

Il résulte de cette discussion que toute suite des fonctions R> (^)
prend au voisinage de tout point de S des valeurs infiniment
grandes et des valeurs nulles/et ne peut, par conséquent former
une suite normale; ce résultat est démontré dans le cas -où les

XLVIH. A
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R,,(^) ont une valeur exceptionnelle au plus. Il subsiste, on le
verra facilement, dans le cas simple où il y a deux valeurs excep-
tionnelles pour les R,,(^).

Sur l'ensemble S lui-même, on verra par les exemples du Cha-
pitre précédent que R,,(-s) peut tendre uniformément vers l'infini,
ou avoir des limites d'indétermination formant un continu. Ce
point sera précisé ultérieurement.

VI. Le nombre des régions distinctes dans lesquelles j divise
le ph«n ne peut être que i ou 2, s'il n'est pas infini.

Los logions considérées sont les domaines ouverts et d'un seul
tenant dans lesquels les R^(^) forment une suite normale et
dont tous les points frontières appartiennent à e?, ou, si l'on veut,
les domaines connexes dans lesquels les R,,(^) se divisent en
suites parallèle s uniformément convergentes et qui ne sont contenus
dans n'jcun autre domaine jouissant de la même propriété. Ces
domaines © sont donc contigus à J. Si une suite partielle extraite
des R,/(^) converge uniformément dans un domaine fermé D
intérieur à © vers une fonction limite ^{z) méromorphe dans D,
elle converge uniformément dans tout autre domaine fermé D'
intérieur à C vers une fonction limite égale à ^(^s) ou à son
prolongement analytique, obtenu par des chaînes de cercles inté-
rieurs à €, 0(^) étant uniforme et méromorphe dans e.

Les domaines conséquents et antécédents de 3 sont des domaines
de même nature; cela découle immédiatement du paragraphe 26.
Considérons la suite des conséquents e,, 82, ..., 3,,, ... de 3 ; si
tous ces domaines sont ̂ distincts, il y a une infinité de régions
déteiminéespar^. Si deux de ces domaines coïncident à Qp == C,̂ .̂
on peut supposer que Qp est un domaine invariant en remplaçant
R(^parT^)=R^).

Soit donc un domaine contigu à S et de plus invariant ©'. Si
©/ n^ost pas complètement invariante il y a une infinité d^antécé-
dents de Q' qui sont distincts; en effet, il y a au moins un antécé-
dent immédiat z'_^ d'un point z de C' qui n'appartient pas à €'.
Forninis alors la chaîne d'antécédents^

z\ aLi, ^Lj, ..., -sL,/, . . . ,
telle que

^-^=T(^).
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Si deux points z'_^ et -s^, ^ pouvaient être joints par une ligne l
sans point commun avec F, leurs conséquents de rang n -+- q —i;
z\ et z „ , jouiraient de la même propriété, la ligne l,^y_^ ne ren-
contrant pas S. Or s ' ^ conséquent d'un point de C'appartient
à S' qui est invariant, et _ ' z ' _ ^ n'appartient pas à 3\ Donc s'il n'y a
qu'un nombre limité de régions, C' est complètement invariant,
c'est-à-dire contient les conséquents et antécédents de huis ses
points. Soit alors 0" une région contiguë distincte de ©'. On rai-
sonnera sur e" comme sur 0 ; si le nombre des régions ey^ Hai, il
y a un domaine conséquent de €^ qui est complètement invariant
par T^(5) == U(3). Nous aurons donc deux domaines distincts.3'
et 8'" complètement invariants par cette dernière Substitution ; s'il
existe un domaine contigu à S distinct de ©' et S'", on continuera
l'application du même raisonnement. En général, s'il y a exacte-
ment N régions'distinctes contiguës à r f ,N étant fini, cesN régions
sont complètement invariantes relativement à une certahu; puis-
sance de la substitution donnée que nous appelons H(.^). On a
alors N ^ a. En effet si N ^ a, les régions considérées sont simple-
ment connexes; car si l'une d'elles, 3, ne Fêtait pas, on pourrait
décrire dans C une ligne fermée v partageant le plan (ou la sphère)
en deux régions et telle qu'il y ait des points frontières de 9, donc
des points de rf, de part et d'autre de Y; soient a et b deux points
de S séparés par y; a est limite d'antécédents de point* l'une
autre région contiguë $', donc limite de points de 3\ puisque Q'
est complètement invariante; de même pour b. Il y a donc des
points de ©' séparés par -y, et comme y appartient à 9 et non à G',
©' ne serait pas d'un seul tenant. Les régions ©, © /, . . . sont donc
simplement connexes et contiennent alors chacune d — ' \ points
critiques de la fonction H ,(5) , H(^) étant de. degié d. Le
nombre total de ces points critiques étant 2 (d — \ ),on a N ^ - î ( § 6).
On voit ainsi que s'il y a un cycle de p domaines, complètement
invariant, on a nécessairement p •==. 2.

Telles sont les propriétés générales les plus caractéristiques de
l'ensemble -î, au sujet duquel se posent encore bien des qiu;stions
dont la solution générale ne paraît pas facile, par exemple la sui-
vante : les régions contiguës a ,f peuvent-elles avoir des points fron-
tières inaccessibles? En particulier, s'il y a plus de deuxjégions con-
liguës distinctes (et par suite une infinité), deux régions coutiguës
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peuvent-elles avoir la même frontière, sans être. identiques? Quels
sont les cas où J est formé de lignes simples, par exemple de
lignes analytiques, en nombre fini ou en infinité dénombrable?
N ou s verrons "par la suite qu'on peut réponde il ces questions
dans des cas assez étendus, mais^ qu'il subsiste toujours dés cas
douleux.

28. Nous avons étudié dans ce qui précède les propriétés de -î,
sans nous préoccuper de la nature des fonctions limites des R^(s)
dans les régions continues. Nous allons maintenant étudier ces
fonctions limites et rechercher par conséquent quel est l'ensemble
dérivé des conséquents d'un point n'appartenant pas à ^ et jusque
quel point cet ensemble dérivé dépend de la position du point ini-
tial. Dans tous les exemples rencontrés jusqu'ici, en laissant de
côté toutefois certaines substitutions du premier degré, les fonc-
tions limites sont des constantes en nombre fini. 11 est clair d'ail-
leurs^ que ces fonctions limites ne peuvent être que des constantes
si elles sont en nombre f in i , car si la suite des fonctions R^(;î)
tend vers f(z) dans un domaine contigu à J, la suite R/,^- a,/3)
tend vers RA[/(^)] ^t en faisant h = i , 2, ... on doit n'obtenir
qu'un nombre limité de fonctions distinctes. On à donc

"4/(^)]=R/^4/(^)L
pour une valeur de A non nulle; /(^) est donc une racine d'une
équation telle que R^()o = = R ^ A ( Â ) ? q111 n'est jamais une iden-
tité pour k ̂  o; Y ( ^ ) étant une fonction analytique est donc une
constante.

Faisons a priori l'hypothèse que la suite des R^(^) converge
vers une constante, la convergence étant uniforme, comme on le
sait, quand z est dans un domaine fermé D intérieur à une région
contiguë à.f; la suite des domaines conséquents D(^,D(^, /...D,,,, ...
tend vers le point a. Si deux domaines D^, etD^ ^ appartiennent
à la même région contiguë à ^, a est un point périodique. En effet
posons y.p ^ y — y.? ==. A, (3,< x= a,/ — y ' p ^ - q - Dans le domaine DaLp
les fonctions R / , ^_3^ (^ ) tendent vers a; dans le domaine Dg^ les
fonctions Rp^(^) tendent vers a; comme ces deux domaines sont
intérieurs à une même région contiguë à S\ il en résulte que
RA+P,,(^) tend vers a également dans le domaine D» ^ ; en vertu
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de Pidentité
R/^,(3)=R4R^)L

on a en passant à la limite

a==R/ , (a) .

La région contiguë e qui contient D^ et D^., ^ est invariante
par la substitution | ^ | R/^)], le point a est invariant par cette
même substitution. Relativement à la substitution [^JR^^)], les
régions C, Ci , .'. ., ÇA - i forment un cycle dont Perdre peut être
supposé rigoureusement égal à A, de sorte que €,/.== C/»' si n === n
(mod A) et seulement dans ce cas; les conséquents du point a
forment également un cycle dont l'ordre est un diviseur de A, mais

peut être plus petit que A ; soit A'== ^ l'ordre de ce cycle. On voit

alors qu'il existe une suite d'entiers y,, ya, ...., y//, ... tels que si
z est. un point de 8 par exemple, les points, z-i^,^r restent à Pmté-
rieur de^e, et tendent vers le point limite dr (/•< A ) ; a deux
valeurs ^ et z ' distinctes correspondra le même point limite si
/•=== r {mod //), ce qui se présentera pour //< A; le point a, est
alors nécessairement un point frontière commun des S régions
distinctes :

©/., ©A'+r, • • • » ©(ô-l»A'+r-

Si II = A, les points a, Oi, ..., a^ i peuvent être soit des points
intérieurs, soit des^points frontières des régions correspondantes.
Pour que la première circonstance se présente, il faut et il suffit
que a ^appartienne pas à .î, a est alors ,un point périodique
attractif. En effet, un point périodique de multiplicateur plus
grand que i en module ou égal à une racine de Punité appartient
à J. Quant aux points périodiques dont le multiplicateur est de la
forme ^9, 0 incommensurable à 2?î, s'ils n'appartiennent pas à J,
aucune fonction limite n'est une constante dans un domaine con-
tenant un tel point. Car si ce point a est à distance finie, on a,
autour de a^

R, , (3 )==a-+-S(^—a)^(^—a)2-h . . . , (S«=e^)

R,/,, ( z ) == a -+- S " ( À — a ) -+-...,
et par suite

R,^(a)=ûf, ^(0)1== M =i.
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Si une suite quelconque des fonctions R/^(^) tendait vers une
fonction limite consente dans un cercle de a, cette constante
serait égale à a, donc finie, et l'on aurait limR^/,(^)==o, ce qui est
incompatible avec |R^(^)| == i. Aucune»suite extraite des fonc-
tions R,/(^) n'a pour limite une constante, car d'une telle suite
on pourrait en extraire une autre où les entiers n seraient
congrus entre eux (mod.A), c'est-à-dire de forme \h—À', et de
l'égalité

liniRu-A(^)== C,
on déduirait

l imR^A(^) == R A ( C ) = const.

Ainsi donc, si une suite infinie telle que R^(^), R^(^), ...,
R^(^), ..., z étant dans une région contigaë à cf, tend vers" une
fonction limite constante a, et si' a n'appartient pas à .î, c'est un
point périodique attractif. Si a appartient à un cycle d'ordre
A(< / , r t » , <7a, ...,, û^_i ), les h points'du cycle sont respectivement
intérieurs aux régions contiguës à c^(C, 3n ..., €^-i ) qui forment
elles-mêmes un cycle de domaines d'ordre h et qu'on peut
appeler les domaines immédiats des points a, a,, ..., a^i res-
pectivement. Si ce cycle de domaines n'est pas complètement
invariant, ce qui est toujours le cas pour h > 2, il y a alors une
infinité dénombrable de domaines antécédents des G( dont l'en-
semble constitue le domaine total d^ attraction^ cette fois non
connexe, du cycle (^7, r t i , ..., a^-») , ou les domaines totaux d'at-
traction des points a, ai, 03, ... respectivement, suivant qu'on a
en vue la substitution [z |R(^) ] , ou la substitution ^(R^s)].
Dan^l'un quelconque de ces domaines, toutes les fonctions R^s)
convergent périodiquement vers (<ï, a,, ...) et il n'y a ^pas d'autres
fonctions limites que ces h constantes.

Le cas où a est à la fois point de S et point limite de consé-
quents de certains domaines du plan se présente, comme nous le
savons, quand a est un point périodique dont le multiplicateur est
une racine /•i('"le de l'unité. Je ne possède pas d'exemple où Ja
même circonstance se présente, sans que a soit un point pério-
dique de cette nature; mais il est infiniment probable qu'il en
existe. Il est parfaitement admissible, entre autres circonstances,
qu'un point double répulsif a soit limite de conséquents de cer-



— ^> —

tains domaines, en sorte qu'on ait l ;mR^(^)==rt , pour une
certaine suite d'entiers a,/ et pour z intérieur à un domaine D;
mais alors les R,,(a) ont d'autres fonctions limite? que la con-
stante a et même une infinité (§ 15).

Supposons maintenant que les R,,(2?)aient une fonction limite
non constante; soit R,.(^), Ra,0), ..., R^(^)\ • • • une suite de
fonctions itérées qui, dans une région contiguë à S-, convergent
vers la fonction méromorphe non constante / (2), uniformément
dans tout domaine fermé complètement intérieur à S; soit :
y(^o) == Ç, ,^o intérieur à C$ il s'ensuit, qu'à partir d'un certain
rang, les fonctions R^(^) prennent toutes la valeur ç dans le voi-
sinage de ZQ^ c'est-à-dire à l'intérieur de e ( ' ) . Donc ç n'appar-
tient pas à ^. Si .s décrit un domaine fermé D complètement
intérieur à e,y==/(^) décrit D' complètement intérieur à une
région contiguë C\ Les fonctions R/i(y) et en particulier les
fonctions Ra^,-an(y) forment une famille normale dans C'. De
toute s.uite infinie de ces dernières fonctions, on peut en extraire
une autre qui converge uniformément vers la fonction limite '} ( y ) .
Il est d'ailleurs permis de supposer, pour supprimer toute dis-
cussion relative au point à l'infini, que ce point fait partie de S.
Les domaines D et D' sont alors bornés; les R//(5) sont holo-
morphes dans D ainsi que f{z)\ les R/î(y) et '}(y) sont holo-
morphes dans D\

Posons
Ra^-a.(y) = 4^(y),

on aura
"^pnC^^+Cr)»

uniformément dans D', les p,, étant pris parmi les a,/.
D'autre part, si l'on pose : j==/(^), R^(s)=:^ (y inté-

rieur à D\ z intérieur à D), on a identiquement

4'ft r^pi \== zfi•Pn\ Pn/ pw-4-i

Mais z^ étant à partir d'un certain rang intérieur à D', on a,

(*) MONTEL, Sur les familles de fonctions analytiques qui admettent des
valeurs exceptionnelles dans un domaine {Annales de l'École Normale, 1 9 1 2 ,
p. 490.
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on a, pour ri > n\

lt^^(^)-<{'(^)|<^

£ nombre positif arbitraire, cela à cause de l'uniformité de la
convergence de ^(y) vers ^{y) dans le domaine D'. D'autre,.
part, z^ tendant vers/(^) ===yet la fonction •} (y) étant continue,
on a

l^pj-^wi^
pour n >> n'\ II s'ensuit que

1^(^)-^ /^)|<?<£

pour n> n et /i\ c'est-à-dire que ^p,.(^.) tend vers'J/(y).
Mais -zp^, tend vers y. L'identité écrite plus haut conduit alors à

+(.r) =7.

Ainsi les fonctions R^^^_a,, (y) qui forment une famille nor-
male dans D' (et même dans 8') ont toutes leurs fonctions limites
égales à y. Il s'ensuit aisément qu'elles convergent uniformément
vers ' y dans tout domaine intérieur à 3'; niais l'essentiel est
qu'elles ont au moins une fonction limite égale à y.

Il suit de là que si dans une région C continue à J, les R/<(5)
ont au moins une fonction limite non constante, il existe une
région 3\ conséquente de 3, dans laquelle les R.// (\s) ont une
fonction limite -égale à z. On en conclut que les régions consé-
quentes de 3 ne sont pas toutes distinctes, car si D' est un domaine
complètement intérieur à $/, le domaine D^ tendant vers D' .pour
certaines valeurs de /?, il existe un entier A que je choisirai le plus
petit possible, pour lequel 3 et 3/, ont des points communs et sont
par suite confondues. 3 est donc invariante par la substitution
(5)R/î(s). Posons R^( -s)== T(-^). Je dis que tout point z de 3'n^a
pas plus d'un antécédent immédiat T_i (^), dans G'. En effet les fonc-
tions T^ (s) ayant pour limite z dans 3', on peut choisir les À/i de
manière que les fonctions T)^_i(^) qui forment une famille nor-
male dans ©/, convergent vers f{z) qui est naturellement unifor-
me. S'il y avait dans e' deux antécédents distincts z_^ et z'_. du
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points correspondant à deux branches de la fonction T_,(^),
en vertu deî» égalités évidentes

T)^-i)=T>,_.[T(^)] == T>,_^),

T),.(^_i)=Tx,-i(^)

on aurait en passant à la limite

^-i==/(^)/
^-i=/(^),

ce qui est impossible puisque/^) n'a qu^une valeur en chaque
point de €'. Les fonctions T. .,,(z) restreintes au domaine 3'(§6)
sont donc uniformes. Gomme d'autre part T,( ( z ) a plus d'une
valeur dans tout le plan, le domaine €' n'est pas complètement
invariant et possède une infinité d'antécédents distincts. // est donc
établi que si le nombre des régions contiguës à S est fini, c est-
à-dire égal à\ ou à 2, il ny a que défi fonctions limites cons-
tantes.

On voit maintenant quels sont les points qui peuvent être limites
de conséquents d'un point n'appartenant pas à S. Si a est limite de
conséquents du point ^(^, ̂  ..., Ça,,, . . .) , on peut extraire de la
suite des entiers a/ une nouvelle suite : j3,, [Sa,... -., (3,̂  ..., telle que
dans un domaine contenant ç les fonctions Rp^(5) convergent
uniformément vers y (3) , qui prend au point ç la valeur a. Si ç
appartient à un domaine où il n'y a que des fonctions limites cons-
tantes, le point a est limite de conséquents de Ç tant que ç reste à
l'intérieur d'une région 3 contiguë a .7, ou d'une région consé-
quente ou antécédente de C. Si a lui-même n'appartient pas à ef, il
fait partie d'un cycle attractif (a, a,, a^..., a^ ) et l'ensemble
dérivé des conséquents d'un point quelconque © se compose de
ces h points. Si a appartient à ^, tous les points-analogues limites
de conséquents d'un point de 3 appartiennent à S et forment un
ensemble fermé invariant qui peut encore être constitué par un
nombre fini de points formant un cycle, mais qui peut aussi hypo-
thétiquement comprendre une infinité de points.

Si Ç appartient à une région contiguë où il y a des fonctions
limites non constantes, le point a, qui peut dépendre de la position
du point initial ç, appartient à une région contiguë invariante par
UD^ puissance de la substitution donnée, ou à la frontière de cette

XLVIII, 5
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région; maïs il existe toujours des régions antécédentes de cette
dernière qui ne renferment aucun point limite de conséquents de ç.
C'est là un cas hypothétique qui, diaprés les recherches récentes de
M. G. Julia, ne peut pas se présenter quand R(^) est rationnelle ( ' ).
Dans tous les cas nous trouverons un peu plus loin une condition
suffisante/toujours réalisée dans les exemples que l'on sait effecti-
vement étudier, pour que de tels domaines (que nous appellerons
domaines singuliers) n'existent pas.

Une conséquence immédiate de ce qui précède est que si S ne
couvre pas tout le plan, il y a toujours des domaines dont aucun
point n'est limite de conséquents d'un point du plan.

29. Nous allons considérer maintenant les antécédents d'un
point du plan et chercher quels sont les points limites de ces anté-
cédents. Nous savons déjà que tout point de S est limite d'anté-
cédents d'un point quelconque du plan, sauf peut-être de un ou
deux points exceptionnels qui n'appartiennent pas à S.

Supposons qu'un point ç n'appartenant pas à S soit limite d'an-
técédents d'un point a qui naturellement n'appartient pas à ^. Je
dis que réciproquement a est limite de conséquents de Ç. Car les
fonctions B.a ( z ) — a forment une suite normale dans un cercle
de centre Ç et de rayon r et prennent la valeur zéro en des
points a_a ? a—^ ? • • • c[ul tendent versÇ ; il s^ensuit que les suites
uniformément convergentes Rp,, ( z ) — a qu'on en peut extraire con-
vergent vers zéro pour z == Ç, c'est-à-dire que a est limite de con-
séquents de ç. Si dans la région contiguë à S à laquelle appartient ç,
les fonctions limites sont toutes des constantes, ces constantes
n'appartiennent pas à c^, sinon il en serait de même de Ç. On doit
donc supposer que a fait partie d'un cycle attractif (a, a^,. .-.,0^-1).
Si parmi les antécédents de a qui tendent vers Ç il y en a une infi-
nité qui sont distincts, Ç appartient à^; en effet soient^ une racine
de l'équation R^ (s) == a, infiniment voisine dé ç, et n le plus petit
entier tel que R^(^) soit égal à l'un des nombres (a, a ^ , . . . , CTA-<);
n1 n'est pas borné, sinon les antécédents de a considérés ici
seraient en nombre fini; on aura donc pour des valeurs de n infi-
niment grandes et des points ̂ infiniment voisins de ç :R/i_i (^)==a',
a étant un antécédent de a distinct de {a, a < , . . . , a^\ ) ; a n'eSt

(1) M. Julia a énoncé ce fait sans démonstration (Corn n tes rendus, t. 168, p. 147)*
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donc pas un point périodique et ç, limite d'antécédents de a',
appartient à cf. Il s'ensuit que les points limites d'antécédents de a
appartiennent à Si en négligeant a lui-même et ses antécédents
qui peuvent être considérés comme points limites d'antécédents
de a lorsque l'on convient de classer dans l'ensemble dérivé d'un
ensemble dénombrable les points où sont confondus une infinité
de points de ce dernier ensemble. Il va sans dire que si a est un
point exceptionnel, l'ensemble -dérivé des antécédents de a se réduit
à a lui-même ou à un couple de deux points dont Fun est a.

Si ç appartient à un domaine singulier et si a est limite de con-
séquents de ç et n'appartient à Si réciproquement Ç est limite d'an-
técédents de a. En effet, il existe alors une suite de fonctions R^(^)
qui dans un domaine contenant ç convergent uniformément vers la
fonction ̂ f(z) non constante qui prend la valeur a pour z == ç ; les
fonctions R^(-s) prennent toutes la valeur a pour a,^ suffisamment
grand dans un cercle de centre $ et de rayon arbitraire e, c'est-
à-dire que ç est limite d'antécédents de a; a appartient comme on
sait à un domaine singulier invariant par une puissance de la sub-
stitution donnée.

Donnons-nous a priori un point a dans ce dernier domaine;
nous avons vu au paragraphe précédent que a est limite de ses
propres antécédents, c'est-à-dire qu'il existe une suite de
fonctions R ^(^) , uniformes, comme nous le savons, dans le
domaine considéré et ayant une fonction limite égale à z.

En résumée ^ensemble dé rivé des antécédents d^ un point coïn-
cide avec F ensemble S sauf dans le cas où a est un point pério-
dique attractif^ ou un point appartenant à un domaine sin'
gulier invariant par une puissance de la substitution donnée.

30. De même que la recherche de l'ensemble dérivé des con-
séquents d'un point est liée à celle des fonctions limites des
fonctions itérées R^(5), la recherche des points limites des anté-
cédents d'un point est liée à celle des fonctions limites des in-
verses R_,,(^) de ces itérées; ces dernières fonctions sont algébri-
.ques et multiformes; mais il peut y avoir des domaines où cer-
taines branches de ces fonctions sont uniformes et, en leur
appliquant les théorèmes qui concernent les suites des fonctions
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holomorphes ou méromorphes dans un domaine, on parvient à des
résultats nouveaux et importants.

Nous allons montrer tout d'abord qu'une suite infinie quel-
conque de branches des fonctions inversées des R/z(-z) forme une
suite normale dans tout domaine où ces branches de fonctions
sont uniformes. Soient D le domaine etR_) (z) les fonctions con-
sidérées. Il existe au moins un point double a non exceptionnel,
ayant par conséquent des antécédents a_, et a_s de rang i et 2,
distincts entre eux et distincts de a* Soit a_i l'un de ces trois points ;
on a R^(a_()=== a pour n > 2. Donc si D ne contient pas a, les
R_^(s) ne prennent aucune des valeurs a, a_,, a_2, car, si l'on avait
R_) (z) ==a(, on aurait pour \p ^> 2 : R) (a_(')== z == a, ce qui es.t
inspossible.

Si D contient a, il existe soit un point double autre que a et non
exceptionnel, soit un point périodique d'ordre 2 non exception-
nel. Dans le premier cas, si D ne contient pas le point double. a\
on raisonne comme plus haut. Dans le second cas, on considère
le couple périodique (a, a < ) et lin antécédent a_, de a autre
que a et ai. On verra de même que R_)^(^) ne prend pas les
valeurs (a, a ^ , a_i) au-moins dès que \p^> 3 dans tout domaine
qui ne contient ni a ni a < .

Donc si l'on marque les points doubles et périodiques d'ordre 2
autres que les points exceptionnels, et si l'on divise D en un
nombre fini de régions empiétant les ânes sur les autres et ne
contenant chacune qu'un de ces points, dans chacune de ces
régions il y ^ au moins trois valeurs fixes que les R_) (s) ne
prennent jamais. Les R _ ) ( ^ ) forment donc une suite normale dans
chacun des domaines partiels et aussi dans le domaine total.

En particulier, si D est simplement connexe et ne renferme
aucun point critique ni aucun conséquent de points critiques
de R_< (^), toutes les fouet ions R_^ (^) forment une famille normale
dans D.

Appelons Ec l'ensemble des conséquents des points critiques
de R_i(^), E^ l'ensemble dérivé de E., dans lequel on comprend les
points de Ec où se trouvent confondus une infinité de conséquents
de points critiques, c'est-à-dire les points doubles ou périodiques
dont l'un des antécédents est un point critique. Nous allons
montrer que tout point a qui est limite de conséquents d^un
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domaine du plan appartient à E'^.aest donc une fonction limite
constante dès fonctions R^(^) quand s est dans le domaine D.
Supposons d'abord que a n'appartienne ni à Ec ni à E^.; les
fonctions. R_,,( s) sont toutes uniformes dans un cercle y de
centre a et de rayon /* qui contient les domaines conséquents D)
à partir d'un certain rang. Considérons en particulier la fonc-
tion P._^ ( z ) inverse de B^ ( z ) et prenant la valeur ç ($ intérieur
à D ) au point ^ (intérieur à y, au moins po\irp^> po). Si ç7 est
intérieur à D et distinct de Ç, z décrivant le chemin ÇÇ' inté-
rieur à D, R^ (^) décrit le chemin ^ Ç^ intérieur à Y; récipro-
quement, si z décrit ce dernier chemin dans Y, R_^ (^) décrit dans D
le chemin çç\ Les fonctions R_> (s) ainsi définies forment une
famille normale dans Y ; on en peut donc extraire une nouvelle suite
qui converge uniformément dans y vers une fonction limite méro-
morphe en ç; soit ^ ( z ) cette fonction limite des R_p, (^). Les
R_p. (^) prenant la valeur ç en des points Çp, qui tendent vers <7,
on a par un raisonnement bien connu

<t>(a)=-t

Mais on a de même ^>(<i) == ç'^ ç. On conclut de cette incom-
patibilité que a appartient à E^ ou à E^.. Si a appartient à Er sans
appartenir à E^., tous les antécédents de a à partir d^i in certain
rang h n'appartiennent à aucun de ces deux ensembles. Les
domaines D)^ ayant pour point limite a, lesdomaines D^ ^_/, seront
tous pour p> po intérieurs à l'un des cercles en nombre fini ayant
pour centres les points a_^ et pour rayon e arbitrairement petit.
L'un au moins des points a_/,, soit a\ est donc limite de domaines
conséquents de D. On est ramené au premier cas.

Ep particulier, si a est un point périodique attractif, ce point est
limite de conséquents de points critiques; on en conclut qu'il y
a au moins un point critique de R_i(^) dans le domaine total d'at-
traction des points du cycle auquel appartient a. On peut même
préciser davantage. Considérons d'abord un point double
attractif de la substitution [5|R(2)1 et les branches des fonctions
inverses des R/ / (^) prenant la valeur a pour z=a, ce senties
fonctions ainsi définies que nous désignerons par R_^(^). Les
fonctions R_;< ( z ) étant supposées'uniformes dans un cercle Y de
centre a ne peuvent pas y former une suite uniformément conver-
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gente; cela résulte du raisonnement de l'alinéa précédent ou
encore de ce que ces fonctions prennent toutes la valeur a
pour z = a, tandis que leurs dérivées premières ont pour valeurs
en ce point les quantités -t^ (|5|==|R/(<7)|> i ) qui tendent vers l'in-
fini. Elles ont donc des points critiques dans Y à partir d'un cer-
tain rang. Mais les points critiques de R_^(^) dans y sont les
conséquents des point critiques de R_,(^) situés dans le domaine
immédiat du point a. Cela résulte de ce qui a été dit au para-

• graphe 6; ea raison de l'importance de ce fait, expliquons-le de
nouveau d'une manière un peu différente. Supposons que B_n-i) {z}
n'ait pas de point critique dans Y, mais que R_^(^) en ait au moins
u n : soit c^_p z décrivant le segment ac^_i,R_^(^) décrit le
chemin aÇ intérieur à D, domaine immédiat de a\ oh peut sup-
poser que D ne contient pas le point à l'infini (on peut faire en
sorte par une transformation homographique préalable que le point
à l'infini appartienne à ^). c^_i étant point critique de la fonction,
inverse de R,/(^), et qui prend en c/,_, la valeur ç, ç est racine
multiple de l'équation R/, (^) == c^_n et comme ç a une valeur finie
on a R,(S)===O=R^[R(S)]R'(Ç). On a donc R'(S)= o, ou
Rrt-i(S< )== o puisque aucun de ces deux nombres n'est infini.

Supposons que le second facteur soit nul. Comme

Rn-l(Sl)=R,,(î)==C,,-i,

cela veut dire que l'équation Rn-i ( ̂  ) == c,,_i admet ^ comme
racine multiple ; en outre le chemin a C i , intérieur à D et conséquent
immédiat du chemin aÇ, a lui-même comme conséquent de
rang n—\ le segment ac^_^ Donc ç, est la valeur que prend
en c^_i la fonction R_^_I)(^), et comme R^_i (Çi ) est nul, c^_i est
un point critique de R_^_i>(^). Comme nous avons admis
que R_^(^) est la première de ces fonctions inverses ayant un
point critique dans y, c'est donc le fadteur R'(S) qui est nul; le
point c === R ( Ç ) est donc un point critique de R_i(^) ; ce point est
intérieur à D et €„_,=== R^_i (c) est son conséquent de rang n— i.

Supposons maintenant que a soit un point périodique d'ordre A,
donc un point double de la substitution [ z \ R^ ( z ) ]. Dans le domaine
immédiat du point a on a un point racine ç de R^(^)==: o. Par
suite,

B^(0== B^O RYSi) . . . ÏV(ÎA-I)== o.
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L'un des facteurs du produit est nul puisque aucun n'est infini.
Les points ç, C i , . . . , ç^_i appartenant respectivement aux domaines
immédiats de a, ai,..., a^_i, l'un de ces domaines D/_i, renferme
un point racine de'R'(^)==o et par suite D( renferme un point
critique de la branche de R_i(-s) qui prend en ai la valeur ai_i.

On voitpar là que le nombre des cycles de multiplicateur
plus petit que i en module est essentiellement limité et au plus
égal au nombre des points critiques de la / onction R_i(/s).

Nous allons démontrer que la même limitation s'étend aux points
périodiques de multiplicateur égal à une racine de l'unité. Consi-
dérons d'abord un point double a de multiplicateur égal à + i • Si

R ( ^ ) = z—k(z—a)^^-+-...,

nous avons établi l'existence dans un cercle de centre a d'un
certain nombre de domaines élémentaires de convergence cons-
tituant une sorte d'étoile à q branches. Ces domaines élémentaires
contiennent les conséquents (à partir d'un certain rang) de tous
les points du plan autour desquels les R,/(^) forment une suite
convergente ayant a pour limite unique. Les points appartenant à
deux domaines élémentaires distincts n'ont jamais les mêmes con-
séquents ni les mêmes antécédents. Un domaine élémentaire étant
choisi, l'ensemble des antécédents de ses points forme des domaines
en général en nombre infini dont l'un contient le domaine élémen-
taire initial et constitue l'un des domaines immédiats du point a.
11 y a c] domaines immédiats entièrement distincts qui, avec leurs
antécédents, constituent le domaine total de convergence vers a.
Tout se passe comme si l'on avait q points doubles réunis en a ;
ces points sont confondus en un seul, mailles domaines corres-
pondants sont distincts.

Ceci posé, je vais démontrer que chacun des q domaines immé-
diats contient au moins un point critique de la branche de fonc-
tion R«| (^) qui prend la valeur a pour ^=a, et prolongée suivant
des chemins intérieurs à ce domaine. Rappelons-nous ce qui a été
dit au sujet des domaines de convergence élémentaires; les
domaines relatifs aux'conséquents d'un point ont des parties com-
munes avec les domaines de convergence uniforme relatifs aux
antécédents. Il est possible de trouver un secteur abc de sommet a
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et d'angle au sommet 9 compris entre - et — tel que les R,/ ( z )

convergent uniformément vers a dans tout domaine ferme inté-
rieur à ce secteur, pourvu que a ne soit pas sur la frontière de ce
domaine; en outre, sur les côtes ab^ ac, les R^//(^) tendent uni-
formément vers a (extrémités comprises). Enfin, il existe des
domaines intérieurs à abc où R_//(^) tend uniformément vers a.
Appelons S ce secteur abc\ les conséquents de tout point de S
tendent vers a et sont distribués sur une courbe tangente à la bis-
sectrice de l'angle au sommet. Ceci rappelé, les fonctions R_//(^),
ou plus exactement les branches de ces fonctions qui prennent la
valeur a au point a, ne peuvent pas^ converger uniformément
vers a dans le domaine fermé S, si elles y sont uniformes; car on
peut trouver, quel que soit n^ un point z intérieur à S et voisin
de a qui est le conséquent de rang n d'un point arbitraire S de S,
en sorte qu'on ait R—^(^)== ç; la branche de fonction R_,/(^) qui
figure ici étant bien celle qui prend la valeur a au point rt, pro-
longée sans sortir de S au moins si ç est convenablement choisi;
car il y a des parties de S ayant un sommet en a qui comprennent
les con-séqnents de tous leurs points.

Supposons que les R«_w(^) n'aient pas de points critiques
dans S; de toute suite des R»-//(/5) on en peut déduire une autre.
qui converge uniformément dans tout domaine formé S' intérieur
à S et n'ayant pas le point a sur sa frontière ; en effet, les R_//( ^ V
forment une suite normale dans le domaine simplement connexe S
où elles sont uniformes, et l'on peut toujours remplacer S par un
domaine de même nature qui lui soit intérieur, sauf en a, qui reste
toujours point frontière, en sorte que la convçrgence uniforme a
lieu sur le contour de S d'où l'on a enlevé nn arc 7 contenant a./' . '
Mais S'peut contenir des régions où les R_n(^) convergent uni-
formément vers a, car il y a de telles régions dans S. Donc
les R_/,(^) convergent uniformément vers a dans tout domaine
tel que S'. Mais les R^/^/s) convergent aussi uniformément vers a
sur l'arc d" (§10, 11). Il s'ensuit que les R_,/(J) convçrgent uni-
formément dans tout le domaine fermé S vers la constante a, car
les fonctions R^(^) — a peuvent être supposées holomorphes
dans S : il suffit, pour qu'elles n'y possèdent pas de pôles, que le
point à l'infini fasse partie de c?, hypothèse sans importance ; elles
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atteignent alors leurs valeurs de module maximum sur le contour
de S, et ces maxima tendent vers zéro aussi bien sur l'arc o-, comme
noiis venons de le rappeler, que sur l'arc complémentaire qui est
frontière d'un domaine S^ Nous arrivons donc à une contradiction
puisque nous avons démontré que les R_,/(5) ne convergent pas
uniformément vers a dans le domaine fermé S. Les R_,/(^) ont
donc des points critiques dans $. Il s'ensuit, tout comme dans le
cas d'un point double attractif, que la fonction R_i(^) égale à a
pour z = a et prolongée sans sortir du domaine immédiat D qui
contient S y possède au moins un point critique. Les conséquents
de ces points critiques sont ceux des fonctions R^/<(s), restreintes
au domaine immédiat D ; ils tendent vers le point a et sont distri-
bués sur des courbes invariantes tangentes en a à la bissectrice du
secteur S.

Supposons maintenant que le multiplicateur s du point double a
soit une racine primitive de l'équation sh= i , h entier > i. Pour
la substitution [z ( RA ( z )], le point a est un point double de multi-
plicateur égal à +i et le nombre q de tout à l'heure est un mul-
tiple de h : q = /A, donnant lieu à Ih domaines immédiats ayant a
pour point frontière commun, et formant / cycles de h domaines,
les domaines d'un même cycle étant permutés circulairement par
les puissances de la substitution [^ |R^s ) ] . Dans chacun des
dônïaines appartenant à un même cycle se trouvent des points cri-
tiques de la fonction R_/<(^), restreinte à ce domaine; ces points
sont les conséquents des points critiques de la fonction R_( ( z )
dans les divers domaines de ce cycle; donc, dans l'un au moins de
ces domaines D/, il existe au moins un point critique de la fonc-
tion R_i(3) égale à a pour z == a et prolongée à l'intérieur du
domaine D; de manière que ses valeurs appartiennent à •D,_^.
Cliacun des / cycles analogues donne lieu ainsi à au moins un
point critique de R _ , ( ^ ) situé dans l'un des domaines qui le com-
posent. 11 y a donc toujours au moins un point critique dans
l'ensemble des domaines immédiats assemblés autour de a et dans
lesquels R,,( z ) tend vers a.

Si a est un point périodique dont le multiplicateur est toujours
de la même forme, il y a une double périodicité ainsi qu'il a été
expliqué au paragraphe 14.; l'ensemble des domaines immédiats
assemblés autour des divers points du cycle et se répartissant eux-
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mêmes en cycles contient toujours au moins un point critique de
la fonction R_i(^), la définition exacte de cette dernière fonction
pouvant être facilement précisée.

Comme conséquence importante de ce qui précède, on peut
remarquer que le nombre total des cycles de points périodiques,
ou même plus précisément le nombre des cycles de domaines atta-
chés aux divers cycles de points dont les multiplicateurs sont infé-
rieurs en module à Punité, ou égaux à l'unité avec un argument
commensurable à 2'rc, est au plus égal au nombre des points cri-
tiqués d ^ R _ _ i ( ^ ) , et par conséquent au plus égal à 2 ( d — i ) ,
si R(-s) est de degré rf.

Il est probable que la même limitation subsiste quand on consi-
dère les points périodiques dont le multiplicateur est au plus égal
à i en module, le cas de s=e1^ (0 réel, incommensurable) n'étant
pas exclu. Je pense qu'on doit y parvenir par la méthode de
variation des coefficients de R(-s) déjà utilisée. Mais jusqu'ici je
suis seulement parvenu à démontrer, ce qui est d'ailleurs le point
essentiel, que le nombre des cycles de cette dernière catégorie est
lui-même fini.

Démontrons d'abord le lemme suivant : « Soient N fonctions
d'une variable complexe ^, holomorphes pour t == /o, et dont les
points représentatifs pour cette valeur de la variable sont situés
sur une courbe analytique sans point singulier et fermée; on peut
donner à t une valeur voisine de to telle que la moitié au moins
des points représentatifs de ces fonctions deviennent intérieurs à la
courbe. »

On suppose qu'aucune des fonctions données n'est une cons-
tante; on a alors

^(t)--^(to) = Ki (t—to)^ 4 - . . . ,

(p(2)(^)_ (p (2 ) ( ^ )=K , (<——/o)^ -4 - . . . ,

< p < N ) ( ^ _ _ ç p ( N ) ( ^ = K^— ^0)^-4-. . . .

Les K/ étant différents de zéro, les termes écrits aux seconds
membres représentent les valeurs principales des déplacements des
.points représentatifs quand on passe de la valeur IQ à la valeur
infiniment voisine t == to-+- A<. Soit 2^ la plus haute puissance de 2
qui diyise l'un des entiers pi et groupons ensemble les fonction?
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pour lesquelles Rentier pi correspondant est divisible par 2^, puis
celles pour lesquelles cet entier est divisible par 2 y ~ 1 , ainsi de
suite, et enfin celles pour lesquelles pi est un nombre impair.
Donnant à A^ une valeur infiniment petite arbitraire, j'obtiens des
déplacements, les uns intérieurs, les autres extérieurs à la courbe,
aucun d'eux notant tangent à la courbe si Fon évite de donner
à l'argument de A/ certaines valeurs en nombre fini. Si tes dépla-
cements ne satisfont pas à la condition exigée, multiplions A(
par e'y, en prenant

/ as a^^\
<p==Tt(^i-1- -^+...•4-^,

les dq étant égaux à o ou à i.
Pour les fonctions de la première catégorie, l'argument du dépla-

cement se trouve augmenté de 2^1<p, I^tant impair, et ce nombre
est congru à o ou à TT (mod arc), suivant que dq est égal à o ou à i.
On peut donc choisir dq de manière que la moitié au moins des
déplacements soient dirigés vers Fintérieur.

cbq étant ainsi choisi, considérons les fonctions de la seconde
catégorie, s'il y en a, c'est-à-dire celles pour lesquelles Fentier p
est divisible par ây1. Pour celles-là, Fargument du déplacement
est augmenté de

. _ a a 1 TC , , viy—iI(ps=ay-iT:-+-—'— (modair),

1 étant toujours un entier impair. En donnant à dq_^ Fune des
valeurs o ou i , on a donc deux déplacements de sens opposé.
On choisira dq^ de manière que la moitié au moins des déplace-
ments soient intérieurs à la courbe. On continuera ainsi de proche
en proche et Fon déterminera par conséquent les entiers ai de
manière que V accroissement e^\t de la variable donne des accrois-
sements des fonctions cp qui satisfont à la condition demandée.'Si
Fon obtenait des déplacements tangentiels pour certains points, il
suffiraU de modifier infiniment peu Fargument de ^t pour que la
circonstance ne se présente plus.

Ce lemme étant établi, considérons un point périodique a
d'ordre A, dont le multiplicateur soit égal à i en module, avec un
argument incommensurable à 211, ou même simplement différent
de zéro. Ce point a est une racine de l'équation R^(^) = z^ et
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^=,R^(a), |s |== i .

On suppose tous les points tels que a à distance finie, comme 11
est .permis. Introduisons dans R-(^) un paramètre variable com-
plexe ( tel que

' R(^u)= KW,

R(^, t) étant rationnelle en z et t et toujours de degré d par rap-
port à z. Considérons la racine de l'équation algébrique

F f ^ 0 = = H / , ( ^ , ^ - ^ = = o ,

qui prend la valeur a pour t = to et qui est holomorphe puisque

/ à ¥ \ ,
( — ) = s - ï ^ o ., , \<)z /f^

A cette racine a ( < ) correspond un cycle d'ordre A

a(<), R[5((Q^j. . .R//- iro((r) ,^

dont le multiplicateur s'obtient en remplaçant z par a ( / ) dans

l'expression — A — — - Ce multiplicateur s{t) est donc lui-même

une fonction holomorphe pour t == <o ^t prenant en ce point la
valeur s située sur la circonférence de centre o et de rayon i. Si
l'on a N cycles analogues pour la substitution [ ^ [ R ( ^ ) j , on obtient
ainsi, après l'introduction du paramètre t^ N cycles dont les mul-
tiplicateurs sont des fonctions holomorphes de t pour ^ = = ^ 9 , et
qui restent distincts tant que t varie suffisamment peu. Les valeurs
initiales des N fonctions s ( t ) étant situées sur la circonfé-
rence \s \ == i , on peut donner à l'accroissement / — <o une valeur

N . ' .telle que ̂  au moins de ces fonctions prennent des valeurs inté-

rieures à la circonférence, c'est-à-dire inférieures en module
à l'unité ( < ) .

( 1 ) Poar que la conclosion soit exacte, il faut qa'aacane de ces fonctions s ( t )
ne soit une constante. Or, on peut supposer que les coefficients de R(-s, t ) sont
des fonctions linéaires de t qui; pour t = o^ sont ceux de R(-s ) , et, pour t-== i,
ceux par exemple d'une substitution à cercle fondamental de première espèce,
qui n'a pas de points périodiques tels que \s\ •== i. Les,5(<) considérées ne restent
donc pas constantes.
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La substitution [^ |R(^, ()] a donc — cycles attractifs, ce qui
Nn'est possible que si — ^ i^d—i), N ^ 4 ( ^ — i ) - Le nombre des

cycles en question est donc limité.
Il s'ensuit que tous les cycles de points à partir d'un certain

ordre sont répulsifs et appartiennent par conséquent à l'ensemble ̂
sur lequel nous savons qu'ils sont partout denses. ^ peut donc
être défini comme l'ensemble dérivé des points périodiques de
multiplicateur > i en module. On en déduit diverses consé-
quences relatives aux valeurs des fonctions B/(^), R»(^) sur ^,
notamment que si y désigne l'ensemble des points de S intérieurs
à un cercle ayant pour centre un point quelconque de çf, aucune
suite intinie extraite des R^(^) n'est bornée sur y.

31. Nous avons vu que les fonctions R.,,^) forment une famille
normale dans tout domaine où elles sont holomorphes. Nous allons
rechercher quelles sont les fonctions limites des suites conver-
gentes formées avec ces fonctions.

Démontrons d'abord ceci : si E est un ensemble fermé dont
aucun point n'est limite de conséquents d'un point extérieur à 9->
les antécédents de rang n d'un point de E tendent'uniformément
vers S pour n infini. S'il en était autrement, il existerait une suite
dentiers Xi , 5.j, ..., 5^, ... indéfiniment croissants, une suite de
points ç^, S^, ..., S^?, ... de E, et une suite de points s^,
z^;, ..., ^'"^ ... dont la distance à S serait supérieure à r,
tels que

'R^(^))=^).

Les points z^ ont au moins un point limite,^^ extérieur à S. On
peut supposer qu'on n'a conservé, dans les égalités précédentes,
que celles pour lesquelles z^ tend régulièrement vers ^ (0 ) .
Les R).,,^) formant une suite normale dans un cercle de centre ^(0)

et de rayon r, on en peut extraire une suite qui converge unifor-
mément dans ce cercle vers une fonction limite ^(^) méromorphe
en z^. On peut conserver les mêmes notations ^poar cette nou-
velle suite. On voit alors aisément que les ̂ ll)^B.^.s^) tendent
\ers^{z^)=y9) et que ^0) est limite des R),.(^°), c'est-à-dire
limite de conséquents d'un point extérieur à ^; Ç^ appartenant
à E, ceci est contraire à l'hypothèse.
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.Rajoute que cette condition suffisante est également .nécessaire
pour que les antécédents des points de E tendent uniformément
vers <^.

Considérons alors une suite quelconque de fonctions R_)^^)
uniforme dans un domaine D et formant, par conséquent, une
suite normale dans D. Supposons, en outre, que S ne comprenne
pas tout le plan; cet ensemble est alors sans points intérieurs. Les
points limites de conséquents d'un point sont alors de trois sortes:
i° les points périodiques attractifs, qui sont en nombre fini;
2° certains points de ^f; 3° les points intérieurs à certains domaines
hypothétiques que nous avons appelés singuliers et, de plus,
invariants par une puissance de la substitution donnée. Si D n'est
pas intérieur à un domaine de cette nature, il contient donc
d'autres domaines pour lesquels les antécédents de rang n d'un
point quelconque tendent vers ^ pour // infini. Dans ces derniers
domaines, les valeurs des fonctions limites des R_^(^) tendent
uniformément vers un ensemble sans points intérieurs : ces fonc-
tions limites sont donc des constantes (points de ^). Il en est évi-
demment de même dans tout le domaine D.

Il est facile de déduire de là une condition suffisante pour qu'il
n'y ait pas de domaines singuliers : il suffit que l'ensemble Eg dérivé
des conséquents des points critiques ne morcelle pas le plan.

Soient e un domaine singulier invariant par une puissance de
la substitution donnée, z un point intérieur à Ç ; il y a également
dans le plan des domaines qui ne renferment aucun point limite
de conséquents, notamment parmi les domaines antécédents de 3;
soit z" un point intérieur à un tel domaine; si E^ ne morcelle pas
le plan, on peut joindre z z " par une ligne polygonale ne conte-
nant aucun point de E .̂ ni de Ec. Cette ligne est elle-même inté-
rieure à un domaine où toutes les fonctions R_,, (z) sont uniformes
et forment une famille normale. Or, autour de z\ certaines suites
infinies de fonctions R_,/(.5.) ont des fonctions limites non cons-
tantes, par exemple égales à z^ tandis qu'autour de z" toutes les
fonctions limites sont constantes. 11 est donc impossible d'admettre
l'existence de domaines tels que G.

La fonction R(^) étant donnée, pour trouver les constantes
limites et obtenir des précisions sur la division correspondante du
plan en régions, on devra d'abord chercher les points limites des
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conséquents des points critiques de R_i(^). Si ces points sont en
nombre fini, ce sont des points périodiques, parmi lesquels il peut
se trouver des points attractifs, des points indifférents et des points
répulsifs. Ces derniers ne peuvent pas être limites de conséquents
de domaines, sinon il y aurait (§ 15) une infinité de points limites
de cette espèce et, par conséquent, aussi une infinité de points
de E^.. S'il y a des points périodiques indifférents parmi les points
deE^,, il y a deux cas à distinguer, suivant que le multiplicateur
d'un de ces p'oints a un argument commensurable ou incommen-
surable à 2TC. Dans le premier cas, ce point est limite de consé-
quents de domaines ; dans le second cas, la chose est douteuse.
Enfin, tes points attractifs sont toujours limites de conséquents de
domaines. Ainsi, si E .̂ ne contient qu'un nombre fini de points, il
n'y a pas d'autres fonctions limites que des constantes en nombre
fini ayant pour affixes des points doubles QU périodiques attractifs
ou indifférents.

Pour étudier la configuration de's domaines correspondants, on
considérera d'abord les domaines élémentaires de convergence
relatifs à ces points, que nous avons étudiés au Chapitre II. On
formera ensuite les domaines antécédents de ces domaines élémen-
taires et les domaines limites de ces domaines antécédents. On
obtiendra ainsi des configurations dont la complexité, .du point de
vue de Yanalysis situs^ dépendra, comme on a pu s'en rendre
compte dans les exemples traités au Chapitre III, de la position
des points critiques de R_i(^). Nous verrons dans le Chapitre sui-
vant qu'on peut obtenir ainsi, relativement à la division du plan
en régions de convergence correspondant aux divers points limites,
quelques propositions générales, mais qu'on devra la plupart du
temps, pour préciser quelque peu la structure des domaines étu-
diés, examiner chaque cas particulier, en tenant compte de toutes
les circonstances qui permettent de mettre en évidence quelque
propriété des domaines de convergence concernant la connexion,
la nature des courbes ou ensembles frontières, les symétries qui
peuvent se présenter, etc. On doit d'.ailleurs remarquer que le
problème qui consiste à trouver l'ensemble des points limites des
conséquents des points critiques n'est pas susceptible d'une solu-
tion générale. Si même on sait d'avance que ces points sont en
nombre fini et qu'on se propose alors simplement de trouver les
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points attractifs (ou indifférents), on ne peut pas fixer une limite
supérieure du nombre d'équations algébriques qu'on aura à
résoudre pour y parvenir puisque, si le nombre des cycles attrac-
tifs est limité en fonction du degré de R(^ )^ en revanche l'ordre
de ces cycles peut être aussi grand, qu'on le veut pour un degré
donné. Enfin, s^il y a une infinité de points de E^., ou s'il y a des
points indifférents dont le multiplicateur n'est pas commensurable
à 2TC, l'étude des domaines de convergence est à peu près com-
plètement à faire et présente vraisemblablement de très grandes
difficultés.

Remarquons enfin que si, en tous les points de l'ensemble ^(qu*-
est alors borné), on a | R'(^) | > R > i , aucun point de ^ n'appar-
tient à Ee ni à E^. et que les fonctions limites sont des constantes
qui correspondent toutes à des points périodiques attractifs. En
effet, on aura, pour toutes les branches de R_i(^) (qui n'a pas de
points critiques sur ^ ) :

R t i ( ^ ) < ^ < i

en tout point de ^, et par suite aussi

R L i ( 5 ) < I s / < i

dans tous les cercles de rayon r 7^0 ayant pour centre un point
de ^, K/ étant compris entre i et — . Donc les points dont la dis-
tance à S est au plus égale à r ont pour antécédents immédiats
des points dont la distance à S est au plus égale à K'r,
et pour antécédents de rang n des points dont la dislance à ^
est au plus égale à K/'^/', quantité qui tend vers zéro avec — •
On en conclut que les antécédents de rang n des points d'un
cercle de rayon r ayant son centre sur ^ tendent uniformément
vers ^; par suite, aucun point de ,f n'est limite de conséquents
d'un point extérieur à ^, et d'autre part il n'y a pas de domaines
singuliers. Les points limites de conséquents des points exté-
rieurs à ^ sont tous des points doubles ou périodiques attractifs.

Réciproquement, si aucun point de § n'appartient à E^. ni à E^.,
les fonctions R_ /z (s) sont toutes uniformes dans les cercles qui
ont pour centre un point de § et pour rayon r la plus courte dis-
tance de S à Ec+E^.. S étant-supposé borné est couvert par un
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nombre fini N de ces cercles où les R _ / z (s) forment une
famille normale, dont toutes les fonctions limites sont des cons-
tantes appartenant à l'ensemble borné ^ ; il s'ensuit aisément que
dans ces N cercles toutes les fonctions R'_,/ ( z ) tendent unifor-
mément vers zéro. On aura donc pour n^h :

H^XK^i

dans tous ces cercles et par suite en tout point de J. On en con-
clut que

\\,(^)>K>i

en tout point de ^, pour n^h. Ainsi donc si ^ est borné et ne
contient aucun point limite de conséquents de points critiques de
R_»(5) , la condition R/(5)>>K>> i n'est pas nécessairement rem-
plie en tout point de ^, mais elle le sera si l'on remplace R parR/,,
h étant un entier convenablement choisi. On démontre facile-
ment que les substitutions rationnelles qui possèdent ce caractère
le conservent quand on fait varier suffisamment peu les coeffi-
cients de R(^). 11 est probable, mais je n'ai pas approfondi la
question, que cette propriété appartient à toutes les substitutions
générales, c'est-à-dire à celles dont les coefficients ne vérifient
aucune relation particulière. Je signale, dans ce même ordre
d'idées, l'intérêt qu'il y aurait à rechercher les conditions néces-
saires et suffisantes pour que l'ensemble S varie d'une manière
continue, tant au point de vue de la position de ses points qu'au
point de vue de la connexion des domaines dans lesquels il divise
le plan, lorsqu'on fait varier les coefficients de R(s). Il paraît bien
et l'on peut le constater sur des exemples que la discontinuité a
lieu pour les valeurs des coefficients, telles que S contienne des
points de Ec+E;..

CUAP1TKE V.

32. Nous étudierons dans ce Chapitre la structure des domaines
de convergence correspondant aux points doubles (ou périodiques)
attractifs ou indifférents, et nous montrerons sur des exemples
quelles sont, relativement à la connexion de ces domaines, les
principales circonstances qui peuvent se présenter. '

Soit a un point double attractif; il existe un cercle c de centre a
XLVIII. 6
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el de rayon r en tout point duquel on a

| R ( ^ ) — a | $ K | ^ — a | ( o < K < i ) .

c renferme donc ses conséquents à son intérieur. Inversement
si l'on désigne par c_,/ l'ensemble des domaines fermés anté-
cédents de rang // de c, c'est-à-dire le lieu des points tels que
|R, / (^) — a!^ on a les inégalités topologiques

c < c-i < c-t... <c-n <....

Désignons par e^^ le domaine faisant partie de c_n qui est d 'un
seul tenant avec a; on a également :

c == e < e^^e^^., .< c^^....

Je dis que D, domaine immédiat du point a, est l'ensemble limite
de e^, c'est-à-dire la somme, des domaines e { l l } . En effet, il est
évident que tout point de <?(/0 appartient à D. Réciproquement
tout point de D appartient à e { n } pour une valeur de n suffisam-
ment grande. Car si ç appartient à D, on peut joindre aç par une
ligne polygonale / dont tous les points appartiennent à D; sur /,
R/ / (s) . tend uniformément vers a; il existe donc un entier/? pour
lequel on a sur /

|R^)-a |<7<

c'est-a-dire que lp^ ^ i ru l î conséquente de / qui joint aÇ^ est com-
plètement intérieure à c; donc / e^t complètement intérieure à c p
et par suite à e { f l } puisqu'elle a une extrémité en a.

Je vais montrer que si D n'est pas simplement connexe,'il est
d'ordre de connexion infini. Supposons que le domaine ^ ( / î ) ne soit
pas simplement connexe; il est donc limité par plusieurs courbes.
antécédentes de rang II de la circonférence \z —a|=/ ' . Ces courbes
sont sans points singuliers et sans points communs deux à
deux pourvu que la circonférence y de c ne contienne pas de con-
séquents de points critiques de R_, (^) , , ce qu'on peut supposer,
On peut aussi admettre, si l'on fait la f igure sur le plan, que e^'
renferme le point "à Pinfîni; comme ce domaine est d'un seul
tenant, les courbes simples qui le limitent sont deux à deux exté-
rieures l'une à l'autre et de plus extérieures à la, circonférence y.
Si l'on pose R^(^)==T(2) , ce domaine e^ devient le domaine e ( i )
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relatif a la substitution [ s |T(^) j . Nous pouvons appeler y^,
YÎ-i, . . . îYZ.TS ^es y courbes qui forment sa frontière et qui sont des
transformées de y par T_i (s) ; soient toujoursD le domaine immé-
diat de a, y sa frontière qui est un ensemble parfait invariant
contenu dans J. Chacune des q courbes y_,i renferme à son inté-
rieur des points de J e t par suite aussi dey. Car si Ç est un point
de l'une de ces courbes, ^ ==T(^) est sur y. Faisons décrire à z
un chemin simple partant de Ci , restant à l'extérieur de c et abou-
tissant en un point de ^; le point T_ . ) (^ ) qui coïncide avec Ç
quand z est en Ci décrira un chemin qui sera tout d'abord extérieur
à e ( ï ) et par suite intérieur à la courbe v_i ; si ce chemin tra-
versait Y._ < ', le chemin décrit par z traverserait Y, ce qui n'a pas lieu.
Donc T_< (s) reste dans ces conditions extérieur à Y _ | , et comme z
aboutit en un point de -f il en est de même de T_i ( z ) ; il y a donc
des points de S (et de /*) à l'intérieur des q courbes v _ i , ce qui
prouve que D est d'ordre de connexion au moins égal à q. Je dis
que e^1^ sera de même limité par au moins a71 courbes extérieures
les unes aux autres et contenant chacune des points de /. Il sufiit
de montrer que si le fait est exact pour e ( n } il l'est pour ^ ( r t + l ).
Soit v_,, l'une des courbes qui limitent e^^ ; tout point de y_^ a
son conséquent de rang n sur v, inversement, à un point de Y cor-
respond une branche de la fonction T_,< (s) qui prend en ce point
une valeur située sur y_ /< , de manière que z recevant un déplace-
ment infiniment petit intérieur ou extérieur a v, T_^(^) éprouve
un déplacement extérieur ou intérieur à Y ^ . Faisons décrire à z
un chemin partant d'un p.oint ni de y et aboutissant en un point p
de la courbe y.^ en. restant à l'extérieur du cercle et à l'intérieur
du domaine e^\ sauf en son extrémité />; T_,,(-s) décrit un
chemin intérieur à . Y _ , ^ $ z décrivant ensuite la courbe YÎ^ dan» le
sens direct par exemple, T_/,(3) décrit une courbe qui se ferme
quand z a décrit un nombre entier de fois la courbe y^i. On
obtient ainsi ^une courbe intérieure à 'f_n , c'est un,e courbe fron-
tière du domaine ff^14'1 ), car d'une part sa conséquente de rang
n-^-i coïncide avec y, d'autre part elle est reliée à v_,^, laquelle
est intérieure à e^^ (en vertu de e^ ^c^4"0) par une ligne
continue qui appartient à c_. ( / < + » ) ; on peut donc relier cette ligne
y-, (n 4-1) au, point a par un continu qui appartient à c.,^^. Le
même procédé appliqué aux q courbes Y°.i, yl.i, ...., yZ.T1 donne
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ainsi q courbes Y ^ ^ . , ) inlérieures à la même courbe Y_/ / ; ces
q courbes sont sans points communs et extérieures les unes aux
autres; en effet, chacune (Telles est reliée à y./, par une ligne qui
ne peut pas traverser les autres puisque son point de départ seul
appartient à la frontière de ^(/l+ ( ).

Enfin la courbe v_f renfermant des points de ^ à son intérieur,
on peut tracer une ligne partant d'un point de cette courbe, res-
tant à son intérieur et aboutissant en un point de ^ ; z décrivant
cette ligne, le point antécédent T_^(^) , qui part d'un point d'une
courbe y . ^+ i ) ainsi qu'il vient d'être expliqué, reste intérieur à
cette dernière courbe et aboutit aussi en un point de rî. Il y a
donc des points de/ à l'inférieur de ces q courbes Y _ / , . _ ( _ I ) .
Comme d'autre part le nombre des courbes y_^, qui limitent ^(/ï)

est au moins q " ^ on obtient ainsi au moins ^ r e + l courbes limi-
tant ^(7H i ) et possédant les propriétés annoncées.

Il résulte de là que si ^ ( r o ) n'est pas, quel que soit/i, simplement
connexe, le domaine immédiat D a un ordre de connexion au
moins égal à 2"; il a donc un ordre de connexion infini, n étant
aussi grand qu'on le veut. Si au contraire c ( n ) est toujours simple-
ment connexe, il en est de même de D, puisque toute courbe fer-
mée intérieure à D est intérieure à un certain e{ti} et peut ainsi se
réduire à un point par une déformation continue sans sortir
deD.

Cherchons à préciser les conditions pour que D soit simplement
connexe. Désignons par R _ i ( 5 ) la fonction inverse de R(-s) res-
treinte à D (§C). On peut toujours tracer une courbe fermée
sans point double F dans D, séparant le plan en deux régions dont
l'une est intérieure à D et contient le point a et les points criti-
ques de R_ . i ( ^ ) intérieurs à D. Si D est simplement connexe,
toutes les valeurs deR_l(-s) se permutent circulairement sur F. La
réciproque est vraie. En effet, considérons les courbes fermées
simples sur lesquelles deux valeurs de R_i {z) au moins se permu-
tent ; ces courbes sont en nombre fini, en regardant comme
identiques deux courbes qui se ramènent l'une à l'autre par
déformation continue sans traverser les points critiques. Considé-
rons celles de ces courbes qui peuvent être tracées dans D ; à
partir d'une certaine valeur de /î, elles sont toutes intérieures au
domaine ^"), défini précédemment. Toutes les branches de R — i ( ^ )
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se permutent alors entre elles dans ^ ( w ) , et comme ^ ( / / ) doit
rester simplement connexe quelque soit n^ les branches de fonc-
tion considérées se permutent circulairement sur le contour
de e(n]. Cela équivaut à la condition énoncée.

En particulier, si D renferme un seul point critique ^ de R_i (^) ,
D est simplement connexe. En effet, partons du cercle c et soient
toujours ^ ( 1 ) , ^ ( 2 ) , .... ^ ( r a ) , . . . les parties des domaines antécé-
dents de c qui sont d'un seul tenant avec a; soit e ( à ) le premier de
ces domaines qui renferme un point critique de R—| ( z ) '. ^A) existe
d'après ce qu'on a vu au Chapitre IV; e^ renferme donc ^ qui
est critique non seulement pour R_,(^) , mais plus particulière-
ment pour R_, (^ ) ; e ( / t ) est d'ailleurs simplement connexe puisque
jusqu'au rang h inclus les domaines e^ (î( ' ) , e^2^ ... se déduisent
chacun du précédent par une substitution uniforme. Traçons un
lacet constitué par les deux bords d'une coupure qui joint [3 à un
point du contour de e ( h } en restant dans ce domaine, et par une
circonférence infiniment petite décrite autour de p. On transforme
ainsi e { h } en un domaine où la fonction R—| (z) qui prend la
valeur a en a est uniforme. Autour de (3, R_( ( z ) est développable

i
suivant les puissances entières de (z— (î)7 :

1 2

K„l(^)=3-l-ha(^-(3) r-h&(^-!î)7+... (a^o).

\_
Aux r déterminations de (s.— ,3)7 ce développement fait corres-
pondre /• branches de la fonction R_( ( z ) qui se permutent autour
de [3 où elles prennent la même valeur I3_, . Chacune d^eiïes donne
du domaine coupé •e { h } une image qui est un domaine simplement
connexe; on a ainsi /' domaines partiels simplement connexes
assemblés autour de jî", et juxtaposés suivant r lignes, images de

• ' . <^'ït
la coupure, qui font entre elles des angles égaux à — ; cet assem-
blage constitue un domaine unique, simplement connexe, ayant
pour frontière la courbe fermée unique décrite par R_( (^) quand
z décrit r fois de suite le contour de ^ ( Â ) . On en conclut que
g ( À + o est simplement connexe; il en est de même pour e^^2^
g ( Â - » - : i ) ^ ^ le même raisonnement s'appliquant de proche en
proche.

Si en particulier toutes les déterminations de R_i (z) se permu-



— 78 —

tont circulaircment sur le contour de ^ ( A ) , le domaine total
d'attraction du point a est à la fois d'un seul tenant et simplement
connexe/le domaine immédiat n'ayant pas d^autre antécédent que
lui-même.

11 résulte de ce qui a été dit au Chapitre IV que si le domaine
du point double a n'est pas d'un seul tenant, il se compose d'une
infinité de domaines distincts. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il
suffit qu'un point du domaine immédiat D, par exemple le point a
lui-même, ait des antécédents extérieurs à D. Remarquons que si
a n'est pas point critique de R_^(^), il a toujours des antécédents
distincts de lui-même dans D, puisque la fonction R_i(^), res-
treinte à D, y possède des déterminations multiples. Si R(^) est
un polynôme, le domaine du point à l'infini est toujours d'un seul
tenant. Si

^-pfT)',

P(3) étant un polynôme avec |P(o)|>> i , le point double attractif
G===O a un domaine d'un seul tenant, car le point ^==0 n^a pour
antécédents de rang i que lui-même et le point à l ' infini; comme
z=o est racine simple de R(^)=o, il faut que le point à l ' in f in i
fasse partie du domaine immédiat D. On en conclut que tous. les
antécédents du point ^==0 font partie du domaine immédiat qui
se confond par conséquent avec le domaine total du point ^==o.

S'il y a plusieurs points doubles, et si le domaine immédiat D
de l'un d'entre eux a n'est pas simplement connexe, les domaines
des autres points S, y, ... ne sont pas d^un seul tenant, car si la
courbe fermée simple C tracée dans D sépare deux points m et m'
de la frontière dcD, il y a des antécédents de [à (ou d'un point
infiniment voisin) aussi près qu'on le veut de chacun des points
m et m qui appartiennent à S î il y a donc des points appartenant
au domaine total du point 8 qui sont séparés G par; cette courbe
^appartenant pas au domaine de [3, ce dernier domaine n^est pas
d'un seul tenant, et se compose donc d'une infinité de parties
distinctes.

Inversement, si le domaine du point double a est d^un seul
tenant, les domaines des autres points attractifs qui peuvent
exister sont formés de parties simplement connexes.

Remarquons enfin que, s'il y a plus de deux points attractifs,
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l'un au plus de ces points possède un domaine d'un seul tenant;
nous avons démontré en effet qu41 ne peut pas y avoir plus de
deux domaines complètement invariants et simplement connexes.

Toutes ces propositions générales subsistent, si, au lieu d'un
point double attractif, on considère un point double pour lequel
î == 4- < • Nous savons en effet que dans ce cas il existe des domaines
de convergence élémentaires assemblés autour du point double ;
ces domaines limités par exemple par des courbes algébriques
ont un point anguleux au point double; -ils sont simplement
connexes et contiennent leurs conséquents. Les raisonnements
faits à propos des points doubles attractifs subsistent; les domaines
élémentaires qui remplacent ici le cercle c ont un point frontière
commun avec leurs conséquents à savoir le point double lui-même,
mais on se rend compte aisément que cette circonstance ne modifie
en rien les conclusions.

Enfin, ce qui a été dit au sujet des points doubles s'applique aux
points périodiques qui sont des points doubles d'une puissance de
la substitution donnée.

Résumons ces conclusions :

1° Le domaine immédiat d'un / ) o i n t double (ou périodique)
attractif est simplement connexe ou d'ordre de connexion
infini.

2° Si le domaine d'un point double attractif est d'un seul
tenante les domaines des autres points attractifs qui peuvent
exister sont formes de parties simplement connexes. Inver-
sement si le domaine immédiat ou C un des domaines partiels
qui constituent le domaine total d'un point double n'est pas
simplement connexe^ les domaines des autres points attractifs
sont formés d'une infinité de parties distinctes.

3° S ' i l y a plus de deux points doubles ou périodiques
attractifs^ l'un au plus de ces points peut avoir un domaine
d ' u n seul tenante les autres étant formés d'une infinité de
domaines partiels distincts.

4° Dans les énoncés précédents^ on peut comprendre parmi
les points doubles attractifs ceux dont le multiplicateur est
une racine de l'unité. Si l'étoile relative à ce point est une
étoile à q branches^ il équivaut à q points doubles distincts.
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33. Nous allons considérer maintenant la frontière f do
domaine immédiat D d'un point double attractif a. /est un
ensemble fermé et même parfait, car si y avait un point isolé, il en
serait de même de § et nous savons que ^ est parfait. Je vais
montrer que / est le dérivé de l'ensemble des antécédents d'un
point quelconque de D obtenus au moyen des branches de fonc-
tions R_/,(-3) restreintes à D. Il est clair que l'ensemble dérivé en
question est contenu dans y, car les points limites d'antécédents
d'un point a de D appartiennent à ^, si a est distinct du point
double a ; comme les antécédents considérés ici appartiennent tous
à D, leurs points limites appartiennent à D ou à sa frontière y,
cette seconde hypothèse étant seule admissible puisque ces points
limites sont contenus dans ^.

Je vais montrer que réciproquement tout point de / appartient
i l'ensemble dérivé que nous venons de définir. Cela va résulter
disément de la considération des suites normales formées par les
fonctions R_^ (z) restreintes à D. Considérons en effet un cercle c
de centre a dont la circonférence ne renferme aucun point con-
séquent des points critiques de R_i(s), et les parties ^( ( ), ^ ( 2 } , . . . ,
^ ( 7 Î ) , ... des domaines antécédents de c qui sont d'un seul tenant
avec a. On voit aisément que tout point de / est limite de points
appartenant aux courbes (ovales de Cassini) qui forment la fron-
tière des domaines ^ (7 l ) . Or il existe une couronne circulaire
(c, c ' ) entourant le cercle c dans laquelle les diverses branches
des fonctions R_/<(^) forment une famille normale, pourvu que
ce domaine coronal ait été transformé en un domaine simplement
connexe au moyen d'une coupure radiale joignant les circonfé-
rences de c et de c\ et de toute suite des fonctions R_,, (^), on en
peut extraire une autre qui converge uniformément dans ce
domaine, contour compris, vers une fonction limite qui est,
comme nous l'avons vu, une constante. Il s'ensuit que tout point
de f étant limite de points tels que

où Ç', ^//, ..., Ç^, ... désignent des points de la circonférence
de c, sera également limite de points tels que

R-^(0, R-p.(0, ..., R-MO»
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S étant un point fixe quelconque de la couronne (c, c'). On peut
même supposer que Ç est un point quelconque de D, autre que a.

Voici d'autres propriétés de l'ensemble / :

i° Nous rappelons que / est invariant par la substitution
[z\R(z)}.

2° / contient toujours au moins un point double de la substi-
tution. En effet soient Ç un point de D distinct de a et des consé-
quents des points critiques de R_i ( s ) et ^,_i un antécédent immé-
diat de Ç situé dans D, c'est-à-dire une valeur de R _ i ( ^ ) . Il existe
un domaine simplement connexe contenu dans D et contenant Ç
et Ç _ i ; soit 8 ce domaine dans lequel on a tracé une ligne simple
polygonale /joignant Ç à ç_i. A la ligne /, la branche de fonction
R_i(5) qui prend en ^ la valeur Ç_, fait correspondre la ligne l_^
allant de Ç_i à ç_a, et au domaine S le domaine simplement con-
nexe 8_i qui empiète sur 5 puisque tous deux contiennent ç_i ; à
o_i, la fonction R_i(^) (prolongée par cheminement continu sur
/+/_i) fait correspondre S_; qui empiète sur S_i et contient la
ligne 1-2 joignant ç_a à ç__3 et ainsi de suite. Les domaines 5,
8_., ..., S_// , ... empiètent chacun sur le précédent et le suivant;
ils tendent d'ailleurs vers certains points de/comme il résulte de
l'alinéa précédent, les fonctions R_,,(-s) formant dans S une
famille normale à fonctions limites constantes. Si \ est un tel
point, limite du domaine o..p , le domaine S_^ ,-H)? tend aussi
vers A puisque ces deux domaines- empiètent l'un sur l'autre
et ont des dimensions infiniment petite avec - ; comme le second
de ces domaines est un antécédent immédiat du premier, il
s'ensuit que R(X)==).; \ est donc un point double. Les domaines
û_,, ont tous pour limite ce pointa, car si S— ̂  tendant vers ),
et 8_,^+^, vers )/ dictinct de X, le domaine

s-^ -^ ^--(^i) + • . • -+- ^-(P^T,)

qui est d'un seul tenant, aurait une infinité continue de points
limites, ce qui est impossible puisque les racines X de R(^)==<s
sont en nombre fini. Il y a donc un chemin

/ 4- /-i -+-1-2 -+-. . .

dans D qui part de ç et aboutit au seul point frontière À ; 5., qui est
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un point double de la substitution, est. en même temps un point
accessible de D. X est en général un point double répulsif; il peut
se faire que À soit un point double indifférent. S'il existe un seul
point double répulsif, les autres points doubles étant tous attrac-
tifs, les domaines immédiats de ces derniers ont alors un point
frontière commun.

3° On a toujours en certains points de /, quand le domaine D
est borné, l'inégalité

|R^)|>v/ï,

v étant le nombre de branches de R__,(-s) qui se permutent dans
D(v? 2). En effet, soit A un petit domaine simplement connexe
intérieur à D et dans lequel les fonctions R^ n'ont pas de
points critiques ; A peut être regardé comme la différence de deux
domaines B et B' intérieurs à D et contenant le point double a ; la
somme des domaines antécédents de rang n du domaine B, qui
sont intérieurs à D, tend vers le dom-aine D; le domaine B jouit
de la même propriété; les deux sommes d'aires correspondantes
ont donc même limite qui est Paire de D ; par suite, Paire totale
des domaines antécédents de rang n de A qui sont intérieurs à D
tend vers zéro pour n intîni. Si l'on avait j R ' ( s ) | 5 i y / v s u r / e t
par suite dans D, on en déduirait

1^)1^- w^-^r'
le rapport d'un élément d'aire de D et de son conséquent étant
ainsi supérieur à -'-; les v éléments d'aire déduits de l'élément rf(.)

par les v branches de la fonction R_i(^) auraient une somme
supérieure à v — = 6/co; donc les sommes des aires antécédentes
de rang n de A et intérieures à D seraient non décroissantes avec
- et ne sauraient tendre vers zéro. Il y a contradiction. Len v

domaine D renferme donc des points où |R'(5)[>\/v; il en est
de même de sa frontière.

Nous trouverons par la suite d'autres propriétés de cet ensemble/,
dont l'étude paraît plus difficile dans le cas général que celle de
l'ensemble ^.

34. JMous allons maintenant faire des hypothèses particulières
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qui nous permettront de préciser davantage la nature de celte fron-
tière. Supposons que J ne renferme aucun point de l'ensemble
Ee+E,'. ou, ce qui revient au même, que l'on ait-sur §

|R/^)|>K>i;

supposons en outre D simplement connexe. Nous allons voir
que ^f est alors en général une courbe de Jordan sans point
double. En eiïet, nous savons que / est l'ensemble limite d'une
suite de courbes G, G_i, GL^ • . • d'un seul tenant et sans points
doubles, s'enveloppant mutuellement et dont chacune se déduit
de la suivante par la substitution [^ jR(^) ] ; sur ces courbes les
v valeurs de R_;(.s) se permutent circulairement, les points cri-
tiques de R_i(^) et leurs conséquents pouvant d'ailleurs être
supposés intérieurs à G. Supposons qu'on puisse ensuite, en dila-
tant la courbe G, obtenir une autre courbe G' complètement exté-
rieure à D et telle que dans la couronne (G, G') ne se trouve aucun
point de l'ensemble E^.4-E<, en sorte que, sur G, les v valeurs de
R-i(^) se permutent encore circulairement ; pour tout point z de
la couronne (G, G'), les valeurs de R_,,(s) tendent uniformément
vers la frontière y de D, intérieure à cette couronne ;, la courbe
C'-n dédaite de G' par [ ̂ |R_,<(^)], sera donc, à partir d'une
certaine valeur de /i, intérieure à G.

On peut supposer qu'il en est ainsi à partir de n == ï. Nous
pouvons donc considérer y comme limite commune de deux suites
de courbes C_// et CL/i, telles que CLn soit extérieure a C_y, G --(^4-1 )
extérieure à C_n et G7.^,; intérieure à C_,,, l'écart (1 ) de C..n et CLn
tendant vers zéro, et les couronnes (C_/<, C_n) contenant au moins
un point double répulsif de la substitution donnée. Les considéra-
tions du paragraphe 2t (Chap. III) sont donc ici applicables, à
cela près qu'au lieu de la totalité des branches de la fonction
A ï (^), on ne considère ici que les v branches de la fonction
R- - i ( ^ ) égale à a pour z === a, et se permutant circulairement sur

( 1 ) L'écart de deux courbes C et C'est défini comme il suit : soit de la plus
courte distance d'un point m de C à la courbe G; lorsque m. décrit C, d possède un
maximum qu'on peut désigner par(C, C'); le plus grand des deux nombres (C,C')
et (C', C) est l'écart des deux courbes.
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les courbes C_n et C^. L'ensemble limite y de ces courbes est
donc encore ici une courbe de Jordan sans points doubles, sus-
ceptible du mode de représentation obtenue dans ce paragraphe.
Tous les .points de f sont alors des points accessibles; ils sont
tous limites des points périodiques, ces points étant denses
sur/.

Si la condition que ^ ne renferme aucun point de E^-|-E,'. est
toujours vérifiée, D n'étant plus simplement connexe, l'ensemble/,
s'il n'est pas partout discontinu, renferme une infinité de continus
distincts.

Si l'on ne fait plus aucune hypothèse particulière, la question
de reconnaître si la frontière du domaine immédiat d'un point
double attractif peut avoir des points inaccessibles présente des
difficultés que je ne suis pas parvenu à surmonter.

33. Nous allons maintenant revenir brièvement sur le cas où
l'ensemble S est partout discontinu. Supposons qu'il y ait un point
double attractif; son domaine est alors d'un seul tenant et se
confond avec le domaine immédiat D; ce dernier est complémen-
taire de l'ensemble § (cpi se confond ici avec /). Les points
critiques de R _ < ( ^ ) appartiennent tous à § ou à D. L'existence
de points critiques de R_i (z) appartenant à § ne paraît pas
compatible avec la discontinuité totale de Si mais nous n'avons
pu le démontrer d'une manière rigoureuse. En revanche, on
démontre facilement que si tous les points critiques de B _ < ( ^ )
sont intérieurs au domaine immédiat D du point double attrac-
tif a, l'ensemble ^ est partout discontinu. En effet, l'ensemble E^,
dérivé des conséquents des points critiques se réduisant " au
point a intérieur à D, on peut tracer dans D une courbe simple
séparant le plan en deux régions dont l'une contient tous
les points de l'ensemble E^+E;.; soient A Ï'aire simplement
connexe ainsi définie, A < , Aa, ... ses conséquentes; A^ tendant
vers le point a sera à partir d'une certaine valeur h de n inté-
rieure à A.

Si l'on pose RA(^) == T (2), les fonctions inverses de T(^) sont
holomorphes dans l'aire B complémentaire de A et y forment une
famille normale à fonctions limites constantes, de sorte que les
aires antécédentes de B de rang infiniment grand ont des dimen-
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sions infiniment petites; les considérations du paragraphe 23 sont
donc ici applicables et i est partout discontinu.

Examinons, en particulier, le cas où R(^).est un polynôme; le
domaine du point à l'infini est alors d'un seul tenant et se confond
avec le domaine immédiat D. Les valeurs de R_, (-z) se permutent
toutes circulairement sur une circonférence de rayon infiniment
grand, le point à l'infini étant un point critique qui compte pour
d — i points critiques simples; il y a, en outre, d—\ points
critiques à distance finie.Cherchons alors la condition pour que D
soit simplement ^connexe. S'il en est ainsi, le long d'une courbe
simple située dans D et laissant à son extérieur tous les points
critiques de R_i ( z ) qui appartiennent à D, toutes les valeurs de
R_i ( z ) se permutent circulairemententre elles ; il y a alors (Ghap. I,
§ S) d — i points critiques intérieurs à cette courbe, extérieurs
par conséquent à D. Donc aucun point critique à distance finie
n'appartient à D, et réciproquement. S'il en est ainsi, D est sim-
plement connexe. Si, au contraire, il y a un point critique à
distance finie, ou si l'on veut un point racine de R'(^) == o dont
les conséquents successifs tendent vers l'infini, D est d'ordre de
connexion infini. Si, en particulier, tous les points, racines de
R ' ( s )==o appartiennent au domaine du point à l'infini, ce
domaine a pour frontière un ensemble parfait partout discontinu.

36. Les considérations qui précèdent permettent de traiter un
grand nombre çl'exemples numériques et de se rendre compte
avec une certaine précision de là structure de l'ensemble ^ ainsi
que de la division correspondante du plan en régions. Voici
quelques-uns de ces exemples :

I. R ( ^ ) == az -+-^3,

a constante réelle comprise entre i et 2.
11 y a trois points doubles attractifs qui sont le point à l'infini

elles deux points zî=\—a, situés sur l'axe imaginaire pour
lesquels K'(^) a la valeur 3— i c i comprise entre — i et +1.
Dans le domaine de chacun de ces points d'attraction se trouve un
point-critique et un seul de la fonction R_,(^). Les dpmaines
immédiats de ces trois points sont simplement connexes et limités
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par des courbes de Jordan ; il en est de même des domaines anté-
cédenis (1). Le point double répulsif z = o est un point frontière
commun aux trois domaines immédiats. L'ensemble S est formé
d'un continu unique. Il y a évidemment symétrie par rapport à
l'axe réel (ce dernier n'ayant en commun avec § que lé point
^==0) . On peut se faire une idée de l'ensemble ^ par l'exemple
suivant qui est analogue : considérons deux circonférences tan-
gentes entre elles extérieurement; traçons ensuite deux autres
circonférences tangentes extérieurement respectivement aux deux
premières et complètement extérieures l'une à Vautre; traçons
ensuite quatre circonférences tangentes extérieurement respective-
ment aux quatre circonférences déjà tracées, mais extérieures les
unes aux autres et ainsi de suite de manière que les rayons de ces
circonférences successivement tracées tendent vers zéro et que
chaque point de l'une d'elles soit limite de points de contact; l'en-
semble de toutes ces circonférences et de leurs points limites
forme une courbe ayant une infinité de points doubles qui est
analogue à notre ensemble J; les circonférences doivent seu-
lement être remplacées par des courbes de Jordan sans points
doubles qui, comme nous le verrons au Chapitre suivant, n'ont de
tangentes en aucun point.

"• RW=———r2 -+- Z -h<33

L'origine est ici un point double attractif dont le domaine est
d'un seul tenant, d'après ce que nous avons vu au paragraphe 32

au sujet des fractions rationnelles de la forme ——; l'origine est

un point critique de la branche de R_, ( z ) qui y devient infinie;
nous avons, en outre, trois points critiques qui s'obtiennent en
posant

RY(x)==o, c = R ( a ) , ' ' '

( 1 ) On constate aisément qrue .Panalyse ^da'paragraphe 3ii s'applique ici aux
domaines des points =b: ̂ /i —a , jmais non a.u domaine du poini à l'infini dont la
courbe limite <i des points'doubles.



- 87 -

ce qui donne

^V-
2 f T C

e 3

——————iTTT1

3 +-c 3

4 / T C
^"t"

On a donc pour ces trois points \c\ < ^- 11 s'ensuit qu'ils appar-

tiennent au domaine du point z == o, car, pour | z \ ̂  t- > on a

l'^)l< =KH (K<i).i
27

Donc tous les points critiques de R_)(:?) appartiennent au
domaine immédiat du point z == o, et ce domaine est le complé-
mentaire d'un ensemble parfait partout discontinu.

JII. R (2 )=——^-
4/2

•)4-^.

Le domaine du point a Pinfini comprend ici tout l'axe réel. Il y
a, en outre, deux points doubles attractifs imaginaires conjugués
qui sont les points racines de Inéquation s4 4- i == o, dont la partie

±i5 \ \ ' , " ^
l'éelle est positive : z == e * . Les multiplicateurs correspondants

ont en effet pour valeurs ——•> ils sont donc plus petits que Punité

en module. Il y a à distance finie trois points critiques de R_, (s)
dont l^in est réel et appartient au domaine du point à l'infini, les
deux autres appartenant respectivement aux domaines des points

e + ; le premier de ces domaines est donc d'ordre de connexion
infini et d'un seul tenant, les deux autres étant formés d'une infi-
nité de parties qui sont chacune simplement connexe. L'analyse
du paragraphe 34 est ici applicable aux domaines immédia t s des

; . - • • ̂ ' ' ' • . ' • - • • • • • • - - — —•• . ' • ^ •.-.-,, • • . •
points e * , on prendra, par exemple, pour la courbe C' le péri-
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mètre d'un carré de côté infiniment grand, situé dans le demi-plan
supérieur symétrique par rapport à Faxe imaginaire, l'un des côtés
étant infiniment voisin de l'axe réel ; les frontières de ces domaines
immédiats sont donc des courbes de Jordan sans points doubles;
ces deux courbes frontières sont ici sans point commun, à cause
de la symétrie par rapport à l'axe réel qui est sans point commun
avec elles. Soient D et D' ces deux domaines, D étant au-dessus de
l'axe réel. On constate aisément que parmi les racines d'une équa-
tion telle que R(^) = ^ où S; est imaginaire, il y en a toujours deux
dont la partie imaginaire est positive et deux dont la partie ima-
ginaire est négative ; on en conclut que les deux domaines anté-
cédents immédiats de D, distincts de D lui-même, sont au-dessous
de l'axe réel; ils sont donc sans point frontière commun avec D;
ils sont aussi sans point frontière commun entre eux. Si l'on con-
sidère les domaines D et D' et leurs antécédents, on a une infi-
nité dénombrable de domaines distincts et sans points frontières
communs deux à deux; ces domaines ont des dimensions linéaires
qui tendent vers zéro et leurs points limites sont tous les points
de l'ensemble ^. J renferme ainsi une infinité de continus distincts.

IV. [\(z)= z ( ^ - + - l ) ( z - { - î ) = = ^ 3 - ^ 3 z ^ - { - î z .

II y a, outre le point àj'infini, un point double atttractif

.==i±A

le domaine du point à l'infini comprend le demi-axe réel positif à
l'exclusion de z == o. Les points critiques à distance finie de la

1 f\ ___ ry

fonction R_.(^) sont les points z === —— et z =—-=•. Le pre-v / r 3 / 3 3 / 3 r

mier appartient au domaine du point àPinfini qui est, par suite,
d'ordre de connexion infini. Le second appartient au domaine
immédiat du point double /^34-/5 ̂  q^ gg^ simplement connexe ;

\ 2 /
comme deux déterminations seulement de R_i(^) se permutent
autour de ce point critique, le domaine total du point ( — 3 -»- v ^ \

comprend une infinité de parties distinctes qui sont toutes simple-
ment connexes. On verra facilement que ces domaines partiels
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n'ont pas de points frontières communs; ils sont limités par des
courbes sans points doubles. L'ensemble ^ comprend dans cet
exemple, comme dans le précédent, une infinité de continus
distincts. Bien que l'ensemble E^. ne renferme ici que deux points
doubles attractifs, il n'y a pas, comme dans les exemples considérés
au Chapitre III, partage du plan en deux régions simplement
connexes.

V. R ( ^ ) = = ^ — a ) 2 ( | a | > i ) .

Le point z == o est à la fois point double répulsif et point critique
de R_ , (2 î ) . Nous avons, en outre, les deux points doubles
3 = a± î pour lesquels R' (^) == (z—a) (îz—a) prend les
valeurs 3 d: la dont une au plus est inférieure à i en module. Si a
est réel, positif et plus grand que i , il faudra, en outre, que a soit
inférieur à 2 pour qu'il y ait un point double attractif à distance
finie. Soit donc i < < a < < 2 . Les domaines des deux points
doubles x et a — i sont, le premier d'un seul tenant et simple-
ment connexe, le second formé d'une infinité de parties simplement
connexes; en effet, les domaines immédiats de ces deux points
renferment respectivement un point critique unique deR_, (^) :

/ 4^\( z == oo et z = —— ) ,
\ 9 /

le premier permutant les trois branches de cette fonction et le
second permutant seulement deux branches. L'ensemble S est
formé ici d'une seule courbe présentant une infinité de points
doubles, à savoir la courbe frontière du domaine simplement
connexe Doc qui partage le plan en une infinité de régions.

1Z1 -+- îVI. R(z ) ; 3^

Cette fraction est celle qu'on obtient lorsqu'on applique la
méthode d'approximation de Newton à l'équation z*—1=0.
Les points racines de cette équation sont des points doubles attrac-
tifs à multiplicateur nul; ils sont points critiques simples de la
fonction R_r(^)- Le point à l'infini est un point double répulsif,
également point critique de R_< (^). Ces quatre points constituent

ILYIII. 7
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l'ensemble EÎ.. Les domaines des trois points -s === i3 sont formés
d'une infinité de parties simplement connexes. Cherchons, en par-
ticulier, ce qui se passe sur l'axe réel. Le segment (o, +00) appar-
tient au domaine du point 5 = = i . Ce segment a un antécédent
immédiat, autre que lui-même et situé sur l'axe réel ; c'est ce qu'on

verra facilement en construisant la courbe y = —«—^— pour z

variant de — oo à + oo ; cette courbe a une asymptote de rebrous-
sement z == o, une asymptote d'inflexion y = ̂ , et un point à

tangente horizontale y = z == i . Le segment ( -,7-» o ) antécédent
\V/2 / .

de (o, +00) a lui-même un antécédent réel qui lui est adjacent et
situé à sa gauche, et ainsi de suite. Les longueurs de tous ces
segments, à partir du troisième, vont en croissant, comme il résulte

de l'expression de IV(-s) == l ( i — -I^) • Les extrémités de ces seg-

ments ont donc l'infini pour point limite unique. Le domaine dû
point z == i comprend donc toutFaxe réel, sauf une infinité dénom-
brable de points ayant l'infini pour point limite unique. Les
domaines des deux autres points d'attraction se déduisent du
premier par des rotations de ^- et '-c autour de l'origine ; les
domaines connexes partiels relatifs à ces trois points ont toujours
des points frontières communs, à savoir les points <z==oo, z == o
et leurs antécédents.

VII. R ( ^ ) = K z — l .z

Si K est réel et 'positif, on a une substitution à cercle fonda-
mental dont les propriétés sont connues.

Supposons K réel et négatif et égal à — K\ On a alors

En posant Z === /T, z == it^ il vient

T=—K^-^ - - .

On est encore ramené à une substitution a cercle fondamental du
deuxième iype.
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Supposons maintenant K imaginaire. Les deux points doubles

sas ±: i /——, de multiplicateurs égaux à aK — i, seront attrac-
y 1\ -— I

tifs si K est intérieur au cercle décrit sur (o, i) comme diamètre.
Supposons cette condition remplie; les deux points critiques de
R-i(^) appartiennent respectivement aux domaines immédiats de
ces deux points; comme il n^y a que deux branches de R_< (z) qui
se permutent autour de chacun de ces points, les domaines des
deux points d'attraction sont d'un seul tenant, simplement con-
nexes et séparés par une courbe qui est ici une courbe de Jordan
sans points doubles, et qui passe notamment par le point à l'infini
(point double répulsif de multiplicateur K imaginaire) et par
l'origine. Cette courbe n'est pas analytique, tous les antécédents
de z = oo qui forment un ensemble dense sur la courbe étant des
points sans tangente.

Si Pon pose T = Z2, t = z2^ on obtient, entre T et ^, la relation

T=<(K-^y=Ri(().

On verra alors, comme au paragraphe 28, que la substitution
[<, R| (<) ] admet un point double attractif dont le domaine com-
prend tous les points extérieurs à un arc de courbe joignant les
points o et oo. Cette courbe n'est pas analytique.

VIII. R ( ^ ) = = ^ - - i .

Les points z == o et z == — i forment un couple périodique
attractif de multiplicateur nul; l'ensemble E'̂ , se compose de ces
deux points et du point à l'infini. Les domaines des points o et — i
se composent d'une infinité de domaines partiels simplement con-
nexes, tandis que le domaine du point à l'infini est d'un seul tenant
et limité par une courbe ayant une infinité de points doubles.

IX. R(^)==4i4-^ 2 .

Il y a ici un point double indifférent z === o, de multiplicateur
égal à -f- i. On sait que ce point est à la fois limite de conséquents
de certains domaines et point frontière, c'est-à-dire point de Pen-
semble ^. Le domaine du point z == o comprend l'intérieur du
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cercle décrit sur (o ,— i) comme diamètre; la limite de,s domaines
antécédents de ce cercle, c'est-à-dire le domaine du point zéro, est
simplement connexe; l'ensemble ^ sépare le plan en deux régions
qui sont les domaines respectifs des points ^ == o et z == oo. Cet
ensemble ^ est ici constitué par une courbe; on peut encore
démontrer que c'est une courbe de Jorda.n sans points doubles;
elle a une infinité dense de points de rebroussement qui sont le
point z == o et ses antécédents : cela résulte ̂ immédiatement des
considérations du Chapitre II.

37. Nous aurons encore l'occasion d'exanuner quelques exemples
particuliers. Nous nous bornons pour l'instant à ceux qui pré-
cèdent et nous allons indiquer quelques propriétés simples, com-
munes à toutes les substitutions à coefficients réels ou, ce qui
revient au même, à celles qui laissent invariante une circonférence
quelconque du plan.

Supposons qu'il existe un point double attractif 0 sur la circon-
férence invariante F. Le domaine du point 0 est symétrique par
rapport à F. Il peut arriver que tous les points de F appartiennent
au domaine (immédiat) D de 0. D est alors d'ordre de connexion
infini; car si m est un point de la frontière f de D, le symétrique
mde m par rapport à F appartient aussi à f\ met m étantséparés
par F dont aucun point n'appartient à/, / n'est pas continu, donc
D n'est pas simplement connexe ; il est alors d'ordre de connexion
infini. S'il existe un autre* point double attractif P, il j en a égale-
ment un en P' symétrique de P. Les domaines totaux des points P
et P' sont alors formés d'une infinité de parties distinctes ; on voit
de plus que les domaines immédiats de P et de P' n'ont aucun point
frontière commun; les domaines immédiats de 0 et de P ont des
points frontières non communs.

Si tous les points de F n'appartiennent pas au domaine immédiat
du point .0, considérons l'arc ab de F contenant 0 et contigu à
l'ensemble fermé, section de S par F. JLorsque z décrit Oa, R(^)
part de 0 pour aboutir en un point qui appartient à ^ et qui ne
peut être que l'une des extrémités- de l'arc contigii aè; on a donc

, R(a) == a OH 6,
R(à) = a ou b. ,
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Les points a et bsont donc : soit deux points doubles de multi-
plicateurs réels s avec | s \ ̂ > i ou s ==± i ; soit un point double
et son antécédent immédiat; soit deux points d'un couple pério-
dique. Si a et b sont confondus, on à a ==R(a).

Si le domaine immédiat de 0 est simplement connexe, sa section
par F se réduit à l'arc a6;supposons, en eflet, qu'il existe un autre
arc cd dont tous les points intérieurs appartiennent à ce domaine
immédiat, les extrémités c et d étant des points frontières. On
peut joindre un point de ah à un point de cd par une ligne
brisée polygonale dont tous les points sont intérieurs au
domaine D (on peut supposer que T est l'axe réel). Soient p et q
le dernier point de rencontre de ab et le premier point de ren-
contre decrfavec cette ligne brisée; on à ainsi une ligne brisée
joignant p q et qui peut être supposée tout entière au-dessus de
l'axe réel, sauf aux extrémités p e t y , car le domaine D étant
symétrique par rapport à l'axe réel, on peut toujours remplacer
toute portion de cette ligne comprise entre deux points del'axe
réel par sa symétrique de façon qu'elle n'ait plus aucun point au-
dessous de l'axe réel et la déformer ensuite infiniment peu de
manière à supprimer les points situés sur l'axe réel; on a ainsi une
ligne qu'oïl peiït remplacer au .besoin par une autre dépourvue de
points doubles joignant,un point de ab à un point de ce/, située
au-dessus de l'axé réel et intérieure à D. En lui adjoignant sa
symétrique, on obtient an contour fermé simple intérieur à D tel
qu'il existe deux points de la frontière / de D (par exemple a et d\
de part et d'autre de ce contour. Donc D ne serait pas simplement
connexe.

Cherchons maintenant la condition pour que tous les points
de ^ appartiennent à T. Si S n'est pas partout discontinu, il ren-
ferme au moins un segment cib\ il existe alors un petit cercle tel
que tous les points de S qui lui sont intérieurs forment un arc de
la circonférence F; comme § résulte dé l'itération jusqu'à un rang
fini de sa section par ce petit cercle (§ 27, III), ^ est lui-même
formé d'un arc de T. Si § comprend toute la circonférence, la
substitution possède un cercle fondamental. Si ^c'omp rend seu-
lement un arc de la circonférence, la substitution laissant invariants
cet arc, d'une part, et le domaine limité par cet arc, d'autre part,
appartient au type étudié au paragraphe 2o et possède un point
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double attractif sur la circonférence, dont le domaine d'attraction
admet précisément cet arc pour frontière.

Si ^ est partout discontinu, la substitution peut encore être une
substitution à cercle fondamental de deuxième espèce ou
d'espèce singulière, ou encore une substitution (§ 23) laissant
invariants un arc de cercle et le domaine qui a cet arc pour fron-
tière. Mais il est possible, a priori^ que la substitution ^appar-
tienne à aucune de ces deux catégories et la question appelle de
nouvelles recherches. On verra aisément qu'il y a toujours, dans
ce cas, un point double sur F de multiplicateur plus petit que i en
module ou égal à +1.

Considérons toujours une substitution à coefficients réels et
supposons qu'il existe deux points doubles attractifs imaginaires
conjugués 0 et 0'; si la substitution n'a pas de cercle fondamental,
comme, d'autre part, l'ensemble S n'est pas partout discontinu
puisqu'il y a deux constantes limites distinctes, il résulte de ce qui
précède qu'il y a des points de ^ extérieurs à l'axe réel. En outre,
il est évident qu'aucun point réel n'appartient aux domaines de 0
ni de (Y. Soient y. un point de ^ situé du même côté que 0 par
rapport à l'axe réel et m le premier point de rencontre à partir
de 0 du segment 0 (A avec ^; un point a du domaine immédiat D'
de 0' a des antécédents a_n dans un cercle de centre m et de rayon
infiniment petit ; les points a et a_n étant séparés par l'axe réel, on
en conclut que le domaine total de 0' n'est pas d^un seul tenant et
se compose par suite d'une infinité de parties distinctes; de même
pour le point 0. On voit aussi que w, point frontière du domaine
immédiat de 0, n'est pas frontière du domaine immédiat de 0';
ces deux frontières ne coïncident donc pas. On verra aussi que
le domaine immédiat D de 0 et l'un de ses antécédents ont des
frontières non identiques.

Enfin, on démontrera saris peine que, pour une substitution à
coefficients réels, aucun segment de l'axe réel ne saurait appartenir
à un domaine singulier.

Les exemples examinés tout à l'heure fournissent des illustra-
tions des propriétés étudiées dans ce paragraphe.


