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SUR LES SURFACES ALGEBRIQUES POSSEDANT UN SYSTEME SIMPLE
DONT LES COURBES CONTIENNENT UNE INVOLUTION ;

Par M. Lucien GopEeaux.

On sail que M. Castelnuovo a établi le théoréme suivant (*):

Si une surface algébrique contient un réseau simple de
courbes hyperelliptiques de genre p, cette surface est ration-
nelle ou réglée de genre p.

On étend facilement ce théoréme au cas d’une surface possédant
un réseau de courbes cbntenant des involutions d’ordre 2 et de
genre quelconque (2). Plus tard, nous avons, en poursuivant cet
ordre de recherches, déterminé les surfaces contenant un systéme
linéaire simple oo® dont chaque courbé posséde une involution
d’ordre 3 de genre donné (3). Actuellement, nous considérerons
le cas plus général d'une surface contenant un systéme linéaire
simple, de dimension r, dont chaque courbe posséde une invo-
lution d’ordre r. Nous établirons précisément que :

Si une surface algébrique contient un systéme linéaire
simple, de dimension r et de genre p de courbes contenant une
involution d’ordre r et de genre =, cette surface est rationnelle,
ou réglée de genre = ou p.

On remarquera que dans le -cas r =3, que nous avions déja
considéré, le théoréme auquel nous étions arrivé se trouve nota-
blement précisé.

(') Su le superficie che contengona una rete di curve iperellittiche ( Rendi-
conti della R. Accad. dei Lincei, 1 sem. 1894).

(?) Voir par exemple : L. GobrAUx, Sur les surfaces algébriques dont les
courbes canoniques sont elliptiques doubles (Math. Annalen, Bd LXXII, 1912).

(®) L. GopeaUx, Sur les surface.é algébriques contenant un systéme linéaire
simple dont chaque courbe posséde une involution de termes de points
(Annaes da Accad. Polytechnica do Porto, t. VII, 1912).
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1. Soit F une surface algébrique contenant un systéme linéaire
simple, |G|, ", de genre p, dont chaque courbe posséde une
involution v}, d’ordre r et de genre .

Considérons les courbes C passant par un point P de F, quel-
conque, et, sur chacune de ces courbes, les groupes de r points
dont P fait partie. Nous obtenons ainsi une variété Vp, de dimen-
sion r — 1, de groupes de r-— 1 points variables. Il peut se faire
que les groupes de V, se trouvent tous sur une méme courbe T'pou
qu’ils se distribuent sur toute la surface.

Dans la premiére hypothése, trois cas peuvent se présenter : Si
-nous considérons les courbes Ty lieu des variétés V,, relatives aux
points Q de la courbe T, il peut se faire que ces courbes T se
confondent avec la courbe Iy, ou se confondent en une seule
courbe différente de Ty, ou encore soient toutes distinctes. Nous
aurons donc en tont quatre cas & examiner :

1° Les groupes de Vy sont sur une courbe T, qui ne varie pas
lorsque le point P parcourt cette courbe.

2° Les groupes de V, sont sur une courbe T}, et les groupes des
variétés V, relatives aux points Q de Ty sont sur une méme
courbe I'y différente de I'p.

3° Les groupes de Vp sont sur une courbe I'y variable avec le
point P. '

4° Les groupes de V, remplissent toute la“surface.

Nous examinerons successivement ces différents cas.

2. Dans le premier cas, nous voyons que la courbe Tp est
rencontrée par les courbes C en des groupes de r points formant
une série de dimension r. La courbe Ty est par suite rationnelle.
De plus, cette courbe passe simplement par le point P, puisque
celui-ci peut étre-choisi arbitrairement sur la courbe. Par suite,
par un poin{ arbitraire de F ne passe qu'une seule courbe de la
famille {T} lieu des courbes Tp. Cette famille est donc un
faisceau. Les courbes de ce faisceau découpent, sur une courbe G
arbitraire, la série y) de genre w appartenant & cette courbe par
hypotheése; c’est donc un faisceau de genre . La surface F),
contenant un faisceau de genre wde courbesrationnelles, se raméne,
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par des transformations birationnelles, & une réglée de genre =
(pa=—m, pg=Pa=... =o0).

3. Passons au second cas et supposons d’abord les courbes I'p, I'y
irréductibles. Ces courbes, appartenant & la méme famille, doi-
vent rencontrer les courbes G en un méme nombre n de points.
Fixons l'attention sur une courbe C. A chacun des n points de
rencontre de cette courbe avecl'p correspondent r — 1 pointsde I,
situés sur cette courbe C. On doit donc avoir n=(r—i)n,
d’ot r=2. Si r>2, I, et T, sont réductibles. Remarquons
d’ailleurs que quand 7 = 2, on a n =1, car, d’apres la définition

) ) )
de I'y, cette courbe ne peut rencontrer une courbe C passant par
Q) :
qu’en un point variable et, éventuellement, en un certain nombre v
de points confondus en Q. Or, actuellement variant 'sur I, et
) b r
I, étant irréductible, ona v=o,dou n =1+ vy—=—1.
Q ) )
Supposons 7 > 2 et soit I', une des parties irréductibles de Tp.
P P
Nous supposerons que la courbe I'yrelative 4 un point variable
Q
de T'p se décompose en kA —1 fois I'y et en une courbe I'y. Indi-
quons par n' le nombre de points communs & une C quelconque
et aTy et fixons 'attention sur une courbe G générique. A un point
commun & cette courbe etaT'y correspondent 7 — 1 points dont A —1
sont sur I'y et les r — k restant parmi les intersections de la
courbe C considérée et de I'y. La courbe I'yrencontre donc les

. r
courbes C en %(r — k) points. Comme les parties irréductibles
de T appartiennent évidemment & la. méme famille {T"} que T},

. , , r
on voitquel'y se décompose en

—k ..
7 courbes que nous désignerons
par I,

Observons que la courbe I'y= (kA —1)T,+ T relative a un
point Q déterminé de T'y rencontre une courbe C passant par
en r — 1 points variables et en v points fixes confondus en Q. Il
s’ensuit que I'y rencontre une courbe C en r — & points seulement
et que, par conséquent, on a

nl
F(r-—/c) = r—k,
d’ou n' = k.

Si k est supérieur & Dlunité, les courbes C passant par Q
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déterminent, sur la courbe T}, des groupes de & —1 points en
r—k
k

nombre " !; on a donc AZr. Mais doit étre un entier

positif, donc on a nécessairement A = 1.

Lies courbes T, I'y se décomposent donc en r courbes I ren-
contrant chacune les courbes C en un point. Ces courbes sont par
suite rationnelles et, de plus, elles forment un faisceau } T'{ de
méme genre p que les courbes C.

La surface F, possédant un faisceau de genre p de courbes
rationnelles, se raméne, par des transformations birationnelles, &
une réglée de genre p (p,=— p, pg=P, =...= o).

4. Dans le troisiéme cas, la courbe T', est rencontrée, par.
les courbes C passant par P, en «"! groupes de  — 1 points.
La courbe I'p est donc rationnelle. La 'surface F, contenant
? courbes rationnelles Ty, est, d’aprés un théoréme bien connu
de M. Castelnuovo, rationnelle ( p,= P,=0).

5. Reste i traiter le dernier cas, celui ou les groupes de
r —1 points dont la variété V est formée se distribuent sur toute
la surface F.

Considérons les groupes de r — 1 points de V, appartenant aux
courbes C (passant par P) d’un faisceau. Ces oo! groupes engen-
drent une courbe que nous désignerans aussi par T. Ta courbe T
relative 4 un faisceau déterminé de courbes C passant par P est
rencontrée par ces courbes en r—1 points variables et en un
certain nombre de points confondus en P; par conséquent, toutes
les courbes C passant par P rencontrent une courbe TI' en
r — 1 points.

Supposons r > 3 et rapportons projectivement les courbes C
passant par Paux hyperplans d’un espace S,_,a r — 1 dimensions.
La surface F se transforme en une surface simple F* et aux
courbes T' correspondent sur F* des courbes I'* d’ordre r —1.
Or, une courbe d’ordre r — 1 stuée dans un espace linéaire &
r —1 dimensions est rationnelle, donc les courbes I'* et par suite
les courbes T' sont rationnelles. Il se pourrait que le systéme | T |,
formé par les courbesT construites plus haut en partant du point P
soit.composé-au moyen d’un faisceau. Mais ce faisceau varie néces-
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sairement avec le point P, car autrement on retomberait sur un des
cas précédemment étudiés, puisque tous les groupes de r points
des séries Y, appartenant aux courbes C se distribuerait sur les
courbes d’un unique faisceau. On voit donc que la surface F, dans
le cas actuel, posséde au moins wo* courbes rationnelles et est, par
suite, rationnelle (p,=P,=0).

Supposons enfin r=3. A chaque point P correspond une
variété o* Vp de couples de points qui est rationnelle, car & une
courbe C passant par P correspond un couple de Vet inver-
sement.

Soit = un plan. Entre = et V, établissons une correspondance
birationnelle. A une courbe T correspond alors, sur =, une courbe
double T*.

Une courbe C passant par P rencontre chaque courbe I'en deux
points variables. Les oo? courbes C passant par P déterminent donc,
sur une courbe T, soit une g2, soit une g!. Mais une T' contient
o' groupes de deux points de Vp; dans 'hypothése d’une g!, les
courbes G découperaient, sur I', les o' groupes de V, qui se trou-
vent sur cette courbe. Aux courbes G passant par P correspondent
alors sur © des courbes doubles. Or, cela est en contradiction avec
I'hypothése initiale que |C| est simple. On conclut donc que
chaque courbe I contient une série g2 et est par suite rationnelles
On démontre alors, comme plus haut, que F est rationnelle

(pa=Pa=o0).



