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QUELQUES PROPRIÉTÉS
DES

T R A N S F O R M A T I O N S I N T É R I E U R E S

D'UN DOMAINE BORNÉ
. PAR M. MICHEL HERVÉ.

I N T R O D U C T I O N .

L^objet de ce travail est l 'étude des transformations intérieures d^un domaine D
borné, univalent, du plan complexe ou de l'espace à deux dimensions com-
plexes : ces transformations sont définies, dans le premier cas par une fonction
z ' = f ( z ) holomorphe sur D. et à valeurs dans D, dans le deuxième par
deux fonctions x'=f^x,y), y ' =f^œ, j) holomorphes s u r D et telles que le
point de coordonnées /i,/2 appartienne à D. Dans les deux cas on écarte les
transformations qui mettent D en correspondance biuùivoque avec lui-même,
plus brièvement : les automorphismes de D.

Lorsque D est un domaine plan simplement connexe, les automorphismes A
de D ne se séparent pas des autres transformations intérieures, soit I, en ce
sens qu'un A peut être limite (uniforme sur tout compact contenu dans D)
d'une suite de 1 ; il n'en est plus de même si D est un domaine plan d'ordre de
connexion fînij9^2, dont la frontière sera, danstoute la suite, supposée formée
de p continus non ponctuels C ^ , . . ., Cp : les A et les 1 sont alors séparés par
des critères topologiques tels que celui-ci ( A ) : étant donné une transforma-
tion I, on peut trouver dans D une courbe fermée non équivalente à zéro dont
la transformée par 1 soit équivalente à zéro.

( l ) H. G A R T A N , Math. Z., t. 35, 1982, p. 760.
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120 - M. HERVE.

De là résulte en particulier que, si l'on considère les transformations 1
admettant un point ZQ donné de D comme point fixe, les modules de leurs déri-
vées en ce point ont une borne supérieure t2(^o» D)<^ i : la « constante de point
fixe » relative à D et au point Z o . L'objet des trois premiers Chapitres de ce
travail est de déterminer û et les transformations extrémales z ' = fÇz) pour
lesquelles/ /(^o) == û(^o» D) : le Chapitre II résout ce problème, dans le cas
p== 2, pour l'ensemble des transformations I; le Chapitre III le résout, dans le
casp^3, seulement pour les transformations Io dans lesquelles toute courbe
fermée tracée dans D a pour image une courbe équivalente à zéro. Pour traiter
ce problème, je le mets successivement en relation avec les deux suivants :

Problème A. — Étant donné les substitutions 83, . . ., Sp génératrices du
groupe des automorphismes de la fonction ^=<&(Z) qui met D en correspon-
dance conforme avec le disque ] Z ] <^ i, et les angles 63, . . . » Qp, on appelle
^€[62, . .. 5 Qp] la classe des fonctions H (Z) holomorphes et de module au plus
égal à i pour [Z |<^ i et vérifiant les?— ï identités îî(S/,Z)=e~iQkïi(Z'); trouver
alors, pourZo donné, sup H(Zo) | et les extrémales, pour lesquelles cette borne
est atteinte.

Problème B. — Soit ^ la classe des fonctions /(^) holomorphes (uniformes)
sur D et telles que

îïm j/(^)!^i, Ïiin |/(^)|^^4 (2^^-^^),
^=.ViGCi z=.vkÇCk

où les MA sont des nombres donnés; trouver alors, pour ^o donné, sup |/(^o) |
et les extrémales, pour lesquelles cette borne est atteinte.

Pourp =2, M. Heins ( ^ ) a étudié le problème A par une méthode d^interpo-
lat ion, mais sans expliciter les extrémales; le problème B a été traité par
Teichmiiller (3) (j'ignore par que l le méthode, Payant connaissance de ce
Mémoire que par son compte rendu dans le Zentralblatt) ; d'autre part, pourp
quelconque, le problème B a été résolu par M. Grunsky (?), qui établit d'abord
deux propriétés importantes des extrémales; des problèmes voisins font l'objet
de plusieurs Mémoires récents, dont ceux de MM. Ahifors (4), Garabedian (°),
Nehari (6).

Au Chapitre 1 de ce travail, j 'aborde le problème A p o u r j o = = 2 , par une
méthode nouvelle, partant des propriétés delà borne sup H(Zo) | demandée;

(1) M. HEINS, Amer. J . Math., t. 62, 1940, p. 91.
( 2 ) 0. TEICHMULLEB, Deutsche Math., t. 4, 1939, p. 16.
( 3 ) H. GRUNSKY, J ahreshericht der D. M. T7., t. 5^, 1942, p. 118.
( 4 ) L. AEILFORS, Duke Math. /., t. 14, 1947, p. i.
( s ) P. R. GARABEDIAN, Bull. Amer. Math. Soc., t. oo, 1949? p. 917 et Trans. Amer. Math. Soc.,

t. 67, i949î P - i -
( 6 ) Z. NEHARI, Trans. Amer. Math. Soc., t. 69, 1950, p. 161.
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les extrémales sont exprimées sous forme de produits deBlaschke; les résultats
sont appliqués au problème B et à d'autres problèmes d'extremum relatifs à un
domaine D doublement connexe : citons une expression de la distance de Cara-
theodory de deux points de D à l'aide de la fonction de Green de D.

Les applications aux transformations 1 (toujours pour p= 2) font l'objet du
Chapitre II : û(-^o, D) est donnée sous forme de produit inf in i ; pour chaque
angle ^ (mod 211), il existe une extrémale /(^) et une seule telle que

/(^^•^(^D);

chaque point de D a, dans la transformation z'=f<^z\ une infinité d^antécé-
dents répartis en quatre suites qui, si C, et €3 sont deux courbes simples de
Jordan, convergent respectivement vers deux points de Ci et deux points de Cs;
la position de ces points est précisée par des conditions portant sur les mesures
harmoniques, par rappor tàD, desarcsdeCi e tC2 qu'ils l imitent; de même pour
leur variation avec ^. Le Chapitre s'achève avec l'étude du problème suivant :
à quelle condition existe-t-il des transformations 1 changeant deux points
donnés Zi, z^ de D en deux points donnés z\,z^ et, si oui, les arcs^^, images
d'un même arc z ^ z ^ par ces transformations sont-ils topologiquement équiva-
lents dans D? La réponse fait intervenir la distance de Caratheodoryde z\ et z^_.

Le Chapitre III considère le cas p^3 : la solution du problème B est
empruntée à M. Grunsky ; il en résulte celle du problème A et la constante de
point fixe ûo(-^, D) relative aux transformations Io ; en supposant encore que
Ci, . . ., Cp sont des courbes simples de Jordan, chacune porte un ensemble
parfait totalement discont inu de points d'accumulation des antécédents d'un
point de D par une transformation extrémale Io. En ce qui concerne les trans-
formations I, autres que les Io, qui laissent fixe le point Zo, elles se répartissent
en un nombre fini de classes disjointes fermées (dans la topologiede la conver-
gence uniforme sur tout sous-ensemble compact de D), pour chacune desquelles
je donne une borne supérieure de la constante de point fixe, analogue à la
valeur exacte de ûo-

Au Chapitre IV, D est un domaine de l'espace à deux dimensions complexes ;
le problème étudié est celui des transformations limites de suites d'itérées
d'une transformation 1 donnée. Si l 'une de ces transformations est intérieure,
il en est de même de toutes les autres; le cas du point double attractif étant
écarté, il existe une variété analytique E dans D, irréductible (au sens global
du mot) qui est l'image deD par chacune des transformations limites; l 'ensemble
de celles-ci est fini ou a la puissance du cont inu selon que E est, ou non,
conservée point par point par une itérée de la transformation donnée.

Une grande partie des résultats de ce travail a été publiée dans trois Notes
aux Comptes rendus de [Académie des Sciences^ 230, ipSo, p. 609, 707 et 1491.

Ï 7 '
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A M. P. Montel, qui me fait de nouveau l'honneur de présider mon Jury;

à M. A. Denjoy, qui a bien voulu accepter d'être mon second directeur de
recherches ;

à M. G. Valiron, qui, depuis mon entrée à FÉcole Normale Supérieure, n'a
jamais cessé de guider mes travaux, qui m'a fourni le thème du présent travail
et dont les précieux conseils m'ont permis de le développer;

à M. H. Cartan, à qui je suis tant redevable également, particulièrement
pour son enseignement à l'École Normale Supérieure;

Foffre ce Mémoire comme un hommage de ma très vive admiration et de ma
profonde reconnaissance.

CHAPITRE I.

ÉTUDE DE LA CLASSE ^£ [6] ET APPLICATION A DES PROBLÊMES D^EXTREMUM

RELATIFS A UN DOMAINE DOUBLEMENT CONNEXE.

1. Soit, dans le plan de la variable z, un domaine D borné, univalent , dont
la frontière se compose de deux continus non ponctuels disjoints, Ci, €3 : ce
sera par exemple la couronne circulaire Rs << | z \ <^ R , . Un tel domaine est mis
en correspondance conforme (non biunivoque) avec le disque | Z <^ i au moyen
de la fonction z = 3>(Z), invariante par une substitution hyperbolique S conser-
vant le disque; en désignant par SZ le transformé de Z par S, nous écrirons
$(SZ) ;==<Î>(Z) et nous poserons

(,) H^^ a>,,M=p=:,a^).
Soient encore r\ et Fa les deux arcs ap de la circonférence Z [ = i, qui repré-
sentent respectivement Ci et €2.

En particulier, dans le cas de la couronne Rs <^ s \ <^ R,, la correspondance
z = <&(Z) entre cette couronne et le disque est donnée par la formule

., Z — a l og^—logR^
< 2 ) ^^Z-^-^^^logR.-IogR^

où 2^1 est la mesure en radians de I\ et en supposant que F^oiT^ ? est le sens
direct sur la circonférence [ Z | = i ; ainsi

(3) ^^logR^logR.'

2. La représentation ^=$(Z) permet dissocier, à chaque fonction f(z)
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holomorphc (et uniforme) sur D, la fonclion F(Z)=/[$(Z)] holomorphe pour
[Z <i et invariante par S; si F(Zo)=o, F(Z) admet comme zéros tous les
zéros du produit de Blaschke

(4) B(z„z)^^-s^^=z.
-l-JL | S ^ Z o | i_ S"Z,Z

Comme
S ^ Z o — Z 1 S^Z.—SZ

on a
i - s^z 1 ~ 1 1 - s-^ï, sz 1 ?

B ( Z o , Z ) | = | B ( Z o , SZ)|,
donc

(5) B(Zo, SZ)^-?B(Zo, Z).

Pour évaluer la constante réelle y, considérons la fonction
^)=:-log|B[Zo,<D-^)] ,

où ^(.O désigne la fonction inverse, définie à la substitution S près, de
<D(Z) : u ( z ) est uni forme surD, harmonique à l'exception du point Zo image de
Zo, nulle à la frontière de D, telle enfin que u(z)+ïog\z — ^ [ soitharmonique
partout sur D, c'est donc la fonction de Green de D admettant ^ pour pôle
logarithmique :
(6) • G ( ^ , ^ ) = — l o g | B ( Z o , Z ) | ,
avec

^ = < D ( Z ) , ^=<D(Zo) .

La fonction multiforme
. ( ^ )=argB[Zo ,<D^(^) ]

est telle que ^ (^ )+^G(^o? ^) soit analytique; d'après (5), <p est, à 271 près,
l'accroissement de ̂ ) lorsque le point ^"'(^O subit la substitution S, donc
(en nous bornant ici au cas où I) est une couronne circulaire de centre 0)
lorsque le point z tourne de 271 au tour de l'origine, par exemple le long de la
circonférence extérieure C, ; à 27: près, y est donc ( A ) le produit par 271 de la
mesure harmonique de Ci par rapport à D au point z^ ou le double de l'angle
que font T^ et l'arc de cercle aZo ?. Nous pouvons écrire

(7) B(Zo,SZ)=E^o)B(Zo, Z)

où ^—^- est la mesure harmonique de Ci au point z^ ou bien

W B(ZO,SZ)EEE^O)B(ZO, Z),

(1) NEVANLINNA, Eindeutige analytische Funktionen.
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où est l'angle orienté (à ri près) que fait le cercle Z == i avec le cercle aZ^R
au point p.

3. Nous dirons que la fonction B(Zo, Z) appartient à la classe ^€[— y(Zo)],
^C[6] désignant la classe des fonctions H ( Z ) holomorphes pour [ Z | < ^ i qui
vérifient

| H ( Z ) | ^ i et H(SZ)EEE^°H(Z) .

Le problème étudié dans ce Chapitre est la recherche de sup [ H(Z)j , pour un
II e 9€ [6]

point Z donné, et des fonctions de la classe ^[9j pour lesquelles cette borne
supérieure est atteinte : nous les appellerons extrémales de la classe 3^[6] au
point Z.

Tout d'abord, cette borne supérieure ne dépend que de y(Z), car, si S^ est
une substitution hyperbolique de points doubles a et ?, I^(Z)=H(S /Z)
appartient à ^e[9] en même temps que H (Z) (S et S' étant permutables), donc
l'ensemble des valeurs que prennent les fonctions de ^€[9] au point Z coïncide
avec celui des valeurs qu'elles prennent au point S'Z. Nous poserons

(9) sup | H ( Z ) | = = A [ 6 , c p ( Z ) ] ,
ne ^e[6]

définissant ainsi une fonction A(9, 9') des deux arguments 0, W (mod 271);
notons que A (o, Q ^ E E F I .

Cette fonction A(9, O^) asymétrique : soit en effet à évaluer la distance
C(^i, ^2), dans la métrique de Caratheodory(1) relative au domaine D, de deux
points ^, ^2 de D, c'est-à-dire le maximum de la-distance non euclidienne
(dans le cercle z <^ i ) des valeurs f^\ )»V(^2) ^n ces deux points d'une fonc-
tion y(^) holomorphe (uniforme) et de module infér ieure i s u r D ; suivant le
principe énoncé au début du n° 2, on a

F(Z, ) -F(Z, )
thC(^i , ^2)= sup

i -F(Zi)F(Z2)

avec
^=0(Z,), z,=^(Z,),

la borne supérieure étant prise pour toutes les F(Z) holomorphes et de module
inférieur à i pour | Z| <^ i et invariantes par S. On peut poser F(Z^ ) ==o : alors

F ( Z ) = E B ( Z i , Z) H(Z) , où He^e[(p(Zi)] (Taprès (8),

donc
( 10 ) thC(^, ^)=sup|F(Z,) =|B(Zi, Z2) !A [9 (Z i ) , cp(Z2)]. .

(1) GARATHEODORY, Math. Ann.^ t. 97, 1927, p. 76.
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De même, en posant F(Za) = o, on a

(n ) t h C ( ^ , ^ ) = = s u p F(Z,) = | B ( Z , , Z O | A [ ( p ( Z , ) , 9 ( Z , ) ] .

D'après la formule (6) et la symétrie de la fonction de Green, on a
|B(Z , ,Z , ) |= B ( Z , , Z i ) ;

la comparaison de ( 10) et ( 11 ) donne donc la relation

( 1 2 ) A^O^AC^O) ,

établie ici en supposant 9 et 6'^i o (mod27r) , et qui nous conduit à poser
A(6,o)=i.

4. Montrons maintenant la continuité de la fonction A(9, 6'), en supposant
O'^o (mod2î i ) et en établissant séparément les deux semi-continuités :

Semi-continuité inférieure : soit Ho(Z) une extrémale de la classe ^C[6o] au
^&o-9)

poin t Zo; la fonction (7——) (où l'on a fait choix, une fois pour toutes,

d'une détermination de arg y _ a qui, sur tout le cercle Z <^ i, soit du signe

de 60 — 6 ) appartient à ^C[6 — 60] et son module tend vers i, uniformément sur
Z { O O - Q )

^ Z — a\ ^SAtout le cercle |Z <^i , lorsque 6 — 6 0 -> o; la fonction Ho(Z) ( -——) s appar-
tient à ^C[6] et est de module au p lus égal à A[6, ç(Z)], d'où la semi-continuité
inférieure de A(6, 6^ au point 60, 9(Zo).

Semi-continuité supérieure : si les suites 6^, Z^ convergent respectivement
vers 60 et Zo, et si H^(Z) désigne une extrémale de la classe ^[6^] au point Z^,
de la suite H^(Z) on peut extraire une su i te partielle H^(Z) uniformément
convergente au voisinage de Zo, dont la limite H(Z) appartient à ^C[6o]; comme

H(Zo)==]iniH^(Z^) ,

on a
A[9o,?(Zo)]^l i înA[0^,cp(Z^)].

k ==oo

Notons encore que l'on a toujours o <^ A(6, 6') <^ i pour 6 et 6^ o (mod2Ti).

5. Montrons maintenant que, 6 étant fixé ^o ( m o d a n ) , logA(6, 6^) est
fonction strictement connexe de 6' sur (o, 271), c'est-à-dire que, pour

Of^o^i^a^27^
on a
(i3) ( e , - 9 o ) l o g A ( e , 6 / J + ( 6 o - e , ) l o g A ( 9 , 9 , ) + ( e / , - e , ) l o g A ( 6 , O o ) < o .

Pour cela, plaçons-nous dans le cas où D est la couronne circulaireR2<^[^[ <^Ri,
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et considérons la classe ^ des fonctions/(^) holomorphes( uniformes) surD et
telles que

Ïïm \f(z)\^i, lim \f(z) ^M,
.s==R2e1" .3=Rie'M

quel que soit l'angle 00 : soit à chercher sup [/\^) [ pour un points donné de D.
/e^

La fonction F(Z)=/[$(Z)] associée à une fonction de ^ doit être invariante
par S et [F(Z) | doit avoir des limites supérieures au plus égales à i sur Fa,
e^ sur I\ ; or ces valeurs limites sont celles du module de la fonction

;M
_ ï . M / Z - a \ ^ / ViM / M , Z-a \

e ^Z-^} -^(-V^-^^Z——p^

ri

où la détermination choisie pour arg^ _ ^ est celle qui vaut — y i sur I\,
— ( y i + ^ ) s u r r i ; par contre, cette fonction n'est pas invariante par S, mais
appartient à la classe 31 — —logX ; comme elle ne s 'annule pas et que F(Z)
est bornée, on a

YiM ;'M- -T"/z_o^^ rM TF ( z ) ^^ (z"^) H ( z ) î H e ^ e l ^ l o g À j ,
et par suite

sup log |F(Z) ]=-^ (Y,+arg j——^)+logA[^ log^9(Z) ] ,

ou, en comparant avec (2),

04) ^log|/(.) | = M '̂ r^ .- logA[^log7, ,(.)].

Le premier terme du deuxième membre est la borne supérieure de log|y(-s)[
fournie par le théorème des trois cercles de M. Hadamard; cette borne est la
borne exacte si l'on admet que/(^) soit multiforme; si au contraire, comme
nous le faisons ici, on exige que/*(^) soit uniforme, la borne exacte est donnée
par la formule ( i4) au moyen de la fonction A.

Il peut arriver que cette borne exacte se réduise au terme fourni par le
théorème des trois cercles : il faut et il suffit pour cela que

M
—log? i==o (mod27r),
7T

donc, d'après (3),
( i 5 ) M ^ o fmodIog^V

\ •K2/

toute extrémalede la classe ̂  (c'est-à-dire toute fonction de^ pour laquelle la
borne exacte est atteinte) est alors un monôme en z (à exposant entier positif
ou négatif).
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6. Si au contraire (i5) n'a pas lieu, je dis qu 'une extrémale de ff en un
point^o de D ne peut être an monôme en z : le modale d'un monôme en éprend
en effet sur les circonférences Ci et €3 des valeurs constantes m^ et m^ ; si ce
monôme appartient à ^5 on a m^^ï, m^^e^, les égalités m^== i, m^= e^ ne
pouvant être réalisées en même temps puisque ( i5) n'a pas l ieu; si l'on a
m^<^ ï et mi <^1, le monôme peut être mult ipl ié par une constante de module
plus grand que ï sans cesser d 'appartenir à 3^, donc ne peut être extrémale
de ^r; si ma = ï et m^^e^, le monôme peut être mult ipl ié par ï—ae——z-1 où

^2
oM

60 =arg^o et le nombre positif a est choisi de manière que ï - } ap = e—; si
ae1^ a

1 + ~T I + R, ïm o < i et m. ==^M même raisonnementavec ——^—î où ———2 = — •" - a a m9l+-^ l+^ '
MPour établir l'inégalité ( i3), nous choisissons M tel que — logX = 6 ; comme

la formule (i4) peut encore s'écrire
M [M ~l

(16) suplog|/(^)|=-_9(^)+logA _ l o g ^ 9 ( ^ ) ,.
/e^ 2 7T L7T J

il suffit de montrer que le deuxième membre de (16) est fonction strictement
convexe de ç(^)? ou de l o g j ^ qui est lié à y(^) par une relation l inéa i re ; choi-
sissons donc dans D les points Z o , Z i , z^ tels que

cp(.so) ^ô'cn 9 (^ l )==0 / l , 9 ( ^2 ) ==02 ,
et soient

si mo, m^m^ sont les valeurs prises par le deuxième membre de (16) aux points
^9, z^ ^2, et /i(^) une extrémale de ^ au point ^i, on a

Io8•i/l(^)l=::::^l et lQg|/i(ro^)|^mo, log |/i(r,^) | ̂  m,

quel que soit l'angle OD; d'après le théorème des trois cercles,

(log)^' —Iog !^o | ) ^ i+ ( log !5 j— logl^i | )m2+ (logl^i! —log i^ , |) Wo^o;

puisque y(^) est fonction linéaire croissante de log ]^ , cette inégali té donne
(i3) avec le signe ̂ .

Si l'on avait le signe ==, la borne fournie pa r l e théorème des trois cercles
serait atteinte par la fonction uniforme /i(^), donc (en appliquant à la couronne
circulaire /'o < |^ | <^/\> le raisonnement fait à la fin du n° 5)/i(^) serait un
monôme en z\ mais (début du n° 6) c'est impossible puisque par hypothèse
fiÇz')est une extrémale de la classe ^ relativement au domaine D avec

M— l o g À ^ o (mod27r).
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7. Les propriétés (12) (symétrie) et (i3) (stricte convexité par rapport à
l 'une des variables) permettent de déterminer la fonction A(6, 6') et les extré-
males de S€ [6] en un point donné Zo. Supposons d'abord qu'une telle extré-
male, soit H(Z), ne s'annule pas pour Z < i : une détermination, holomorphe
pour l Z | <^ i, de log H(Z) vérifie une identité de la forme

l ogH(SZ)= logH(Z) - î9 ,

qui détermine la constante 9, non plus seulement(mod 2 7i), mais complètement ;
la lettre 9 désignera dans ce numéro ce nombre fixe. Si t est un nombre réel
compris entre o et i, chaque détermination de [H(Z)p appartient à <?£[<9],
chaque détermination de [ï^Z)]'^ à ^£[(i—-r)9], donc

A[^9(Ze) ] ^ (A [e ,9 (Zo)J {S
A^i-QÔ^Z^^A^^Zo)]}1-^

(î7)

Mais d'autre part le produit d'une fonction de 3€[tQ] et d'une fonction de
<?e[( i — r)9] appartient à <^{9], donc

(18) ' A[9, 9(Zo)]^A[<9, 9 (Zo) j A[(i- <) 6, <p(Zo)] .

La comparaison de (17) et (18) donne
A [ < 6 , 9 ( Z o ) ] = { A [ 9 , < p ( Z o ) ] j S

quel que soit ^(o < ?< i ), contrairement à la stricte convexité de logA(9, 9')
par rapport à 9.

8. Une extrémale H(Z)de <?C[9] au point Zo s'annule donc nécessairement en
un point Zi, et par suite aussi en tous les points S'^Zi :

H ( Z ) E = B ( Z i , Z) K(Z) , où Ke^[6+cp(Z, ) ] ;

on peut même affirmer que K(Z) est une extrémale de S€[^ + y(Z< )] au point Zo;
comme B(Zi , Z) appartient à 9€[—ç(Z,)], on a donc

( 1 9) ^^(Zo^At-^ZO^Z^A^+^ZO, cp(Zo)] ;

mais comme le produit d 'une fonction de <?€[-—9(Z^)] et d'une fonction de
^[9+y(Z^ )] appartient à <?C[9], on a aussi l'inégalité large analogue.à ( 19) et
de sens contraire, donc (19) est à remplacer par l'égalité correspondante, que
nous écrirons

(20) logA[0 + 9(ZQ, 9(Zo)] - log-A[6, cp(Zo)] ==- logA[- cp(Z,) , 9(Zo)J.

Je dis que 9+(p(Zi)E==o (mod 271); supposons que ce ne soit pas le cas, et
précisons les deux angles 9, 9+ç(Z,), jusqu'ici définis (mod 271), en leur
imposant d'être compris entre o et 271; si o < 9+©(Zi ) <^ 9< 271, on a
o < ^ — y ( Z i ) < ^ 9 ; si l'on marque, sur la courbe représentative de la fonc-
tion logA[9, y(Zo)j pour o<9< 27i, les points A, B, C d'abscisses 9+ç(Zi),
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6, —ç(Zi), la relation (20) exprime le parallélisme des droites AB et OC;
mais, comme C est à gauche de B, cela est en contradiction avec la stricte
convexité de logA[6, y(Zo)]. Si au contraire, o <6 < 9 + y(Z,)<27i, même
raisonnement , à cela près que C sera le point d'abscisse 271—y(Z,) et sera
jo in t , non plus à l'origine, mais au point d'abscisse 2 n.

9. Ainsi 9+y(Z, )==o(mod 271), et K(Z), extrémale de la classe <^[o],est
une constante démodule i :
( 2 1 ) H ( Z ) ^ B ( Z i , Z)^, 9 (Z i )= -0 (mod2 TT).

Reste à déterminer Z,, c'est-à-dire le maximum de B(Zi, Zo) | pour Zo donné,
Zi vérifiant la deuxième condition (21); en supposant encore que D soit la
couronne circulaire R, < z \ < R,, cela revient, d'après (6), à trouver le mini-
m u m de G(^, , z^ pou r^o donné, z , variable sur un cercle de centre 0 : il est
atteint lorsque z^ et z, sont alignés avec 0 et de part et d 'autre de 0.

Pour le montrer, prenons dans D deux points z , , z\ tels que ^ [ = z\\, et
considérons les deux fonctions de Green G(^, z), G«, z ) : elles sont égales
sur la médiatrice de z^ z\ ; dans la demi-couronne limitée par cette médiatrice
et contenant le pointa, la deuxième est harmonique tandis que la première est
surharmonique, donc G(^. z) > G«, z); cela prouve que G(^, z,) ne peut
être minimum si z^Oz^ <^ 71.

L'alignement z^Oz^ se traduit sur les points Zo et Z, par la condit ion
Zi — a
Zi-(3

Z.— a
^o-P

(m entier),

qui Jointe à la deuxième équation (21), détermine Zi à la substitution S près.
Nous pouvons donc énoncer :

THÉORÈME. — Les extrémales de la classe <%[Q] en un point donné Zo ne diffèrent
entre elles que par une constante multiplicative de module i, elles sont données pa\r

H ( Z ) = ^ B ( Z , , Z ) ,
avec

( 2 1 ) Zi — a( p ( Z i ) = — 6 (mod27r) , (m entier).= r1'
• |Zo-P

10. APPLICATIONS. — i° Distance de Caratheodory de deux points z , , z^ de D.
— Si Fon reprend la formule (10), le théorème ci-dessus donne
(22) logthG^i , ^)=-G(z^z,)-G(z^ ^),

où l'homologue Z^ de ^3 est déterminé par les conditions

[Z,-a| |Z,-a^ ( 2 3 ) = = — (p(Zi) (mod 27;;,
Z3-(3|- |Z,-(3
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Si D est la couronne circulaire Ra^ |^ <^ Ri, ces conditions se traduisent pour
le point ^3 par
(28) '\ZiZ3\==R^ ^réel<o.

^2

2° Amélioration du théorème des trois cercles, — Si ^ désigne, comme au
n° 5, la classe des fonctions /(^) holomorphes (uniformes) sur la couronne
circulaire R2<^ z \ <^ Ri et telles que

lim /(^)l^ lim '/(^)1^^
z^^e1^ .s=Rle'to

en reprenant la formule ( i4 )» le théorème ci-dessus donne

M ^WW=»'^=;^;-^,^

où Ç est défini par les conditions
/ Tl \ "•

(25) l o g [ Ç | E = l o g R i — M ( m o d i o g — ) , ^ rée l<o.
\ tW î

C'est le résultat de ïeichmùller (1).

3° La méthode s'applique aussi au problème suivant traité par M. Robin-
son ( 2 ) : étant donné, sur la couronne R^ \z\ <^Ri, les points a^ . . ., a/,,
b^ . . ., bi (3), on considère les fonctions /(^) méromorphes sur la couronne,
dont les zéros comprennent les points a^ ..., a/, et dont les pôles sont compris
parmi les points b^ .. ., b^ et qui enfin vérifient

lïm l/(^)i^i. lim 1 / (^ )1^^ ;
^=RselM -3=^6'"

t rouverpour ces fonctions sup |/(^)| en un points donné. 11 suffit de reprendre
le raisonnement du n° 5 en écrivant cette fois

iM.

,-ÏIJ.YZ - ay B(A,, Z) . . ., B(A,, Z) ̂ ^,
^ ( Z ) E E E é î ^ l ^ — — — — . ——————————————^-.—————H(Z),\A — p/ b(bi, A ) . . ., J5(b/, Z.)

avec

He^e — log^-4- 9(^1) +.. .+9(a^-) — c p ( 6 i ) — . . . — (p(^) ,

Ai, . . . , A / , , B i , . . . , B /é tan t des homologues dans |Z <^ i de a^ ..., a/,, 6^ ...,
6/; une extrémale de la classe considérée a donc en général un zéro de plus que

(1) 0. TEICHMULLER, Deutsche Math., t. 4, 1939, p. 16.
( 2 ) R. ROBINSON, Duke Math. 7., t. 10, 1943, p. 34l.
( 3) Les ai pouvant n'être pas distincts, et de même les bj^ mais aucun des a; ne figurant parmi

les bj.
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a^ . . . , df, (ou éventuellement un pôle de moins que & i , . . . , bi); pour qu'il
n'en soit pas ainsi, il faut et il suffit que

2 7T M
(26) logRi-log-R,4"9^04"'" ? ( ^ ) - ? ( ^ i ) - • • - - ? ( ^ ) ^ o (mod27r ) .

4° Le problème suivant, apparemment plus compliqué que celui de
M. Robinson, se traite encore de la même manière :

On considère encore les fÇz) méromorphes sur la couronne D : R^ <^ | z <^ Ri,
dont les zéros comprennent les points donnés a^ . . . , a/, et dont les pôles sont
compris parmi les points donnés b^ .... b^ mais vérifiant cette fois à la frontière
les conditions

îim logl/(^)i^(^), îïm log|/(/s) ^/i(co),
^==R2e^M ^=Rlelu

/i et ^ étant deux fonctions données continues, de période 271, et Pon cherche
encore sup |/(^) [ en un point donné z de D.

Si u{z) est la fonction harmonique sur D qui résout le problème de Dirichlet
u(R^)=l^), u^e^)^^),

la fonction e^ n'est pas en général uniforme, mais multipliée par e^ quand
arg^ croît de 27;. On écrira donc

F(^ ̂ (z, B^_Z)__B^_Z_)
^^-e B ( B „ Z ) . . . B ( B / , Z ) H ( Z ) ?

avec
H € ^ e [ 9 + 9 ( a i ) + . . . + 9 ( a ^ ) — c p ( ^ ) — . . . — ( ? ( & / ) ] .

5° La méthode s'applique enfin à des problèmes sur les transformations inté-
rieures du domaine D qui font l'objet du prochain Chapitre.

CHAPITRE II.

APPLICATION DES RÉSULTATS PRÉCÉDENTS AUX TRANSFORMATIONS INTÉRIEURES

D^UN DOMAINE DOUBLEMENT CONNEXE : CALCUL DE LA « CONSTANTE DE POINT FIXE ».

11. D étant toujours le domaine considéré au Chapitre précédent, soit main-
tenant J la famille formée des fonctions holomorphes (uniformes) sur D qui
appliquent D sur tout ou partie de lui-même mais ne l'appliquent pas sur lui-
même de manière biunivoque, et en outre des constantes appartenant à la fron-
tière de D. A l'aide de la correspondance ^=<&(Z), utilisée au Chapitre précé-
dent, entre D et le disque | Z [ <^ i, on associe à chaque /(^) de la famille 3 l'une
des fonctions

F ( Z ) ^ ^ { / ' [ ^ ( Z ) ] { ,

Ann. Éc. Norm., (3), LXVIII. — FASC. 2. l8
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toutes holomorphes et de module au plus égal à i pour Z [ < ^ i : si Fo(Z) est
l'une d'elles, les autres sont(1) IesS"Fo(Z) (rentier positif ou négatif). Comme
/(^) est uniforme, on a

F(SZ)^S^F(Z) (rentier).

L'entier p a, relativement à D, la signification géométrique suivante : en
convenant que Ci est celui des deux continus-frontières de D qui sépare D de
l'infini et marquant sur Ça un point quelconque a, si le points décrit dans D un
chemin fermé le long duquel arg(-s — û) varie de 2^u, le point f{s) décrit un
chemin fermé le long duquel arg[y(^) —a] varie de 2^71. Sijo n'était pas nul,
toute courbe fermée tracée dans D et non réductible à zéro dans D(Z:=^o)
aurait pour image par/(^) une courbe fermée non réductible à zéro dans D;
mais alors /(^) mettrait D en correspondance biunivoque avec lui-même (2),
contrairement à l'hypothèse. Ainsi, toute F(Z) associée à uney(^)de la famille 3
vérifie
( i ) F ( S Z ) ^ F ( Z ) .

42. Réciproquement,, toute F(Z) holomorphe et de module au plus égal à i
pour Z <^ i et qui vérifie (i) définit une fonction et une seule (3)

f(z)^^{¥[^(z)]}

de la famille 3 : si en effet /(^) mettait D en correspondance biunivoque avec
lui-même, F(Z) ferait de même pour le cercle | Z [ <^ i, donc ne prendrait pas la
même valeur aux points Z et SZ.

Dans la topologie de la convergence uniforme sur tout sous-ensemble
compact du cercle [ Z <^ i, la famille des F(Z) holomorphes, de module au plus
égal à i et vérifiant (i) enfermée et connexe^ c'est-à-dire ne peut être partagée
en deux sous-familles fermées disjointes : si en effet Fi(Z) et F2(Z) apparte-
naient à deux telles sous-familles, suivant les valeurs du paramètre réel t
(o^^^i), la fonction ^ F i ( Z ) + ( i — t ) T ^ ( Z ) appartiendrait à l 'une ou à
l'autre, le segment o^t^ï pourrait lui-même être partagé en deux ensembles
fermés disjoints non vides. Par suite, dans la topologie de la convergence un i -
forme sur tout sous-ensemble compact de D, la famille 3 est elle-même fermée
et connexe.

13. Considérons, dans la famille J, la sous-famille c?(^o) qui laisse fixe un

(1) En laissant de côté le cas où f(z)===.x^ x point-frontière de D à image multiple dans la repré-
sentation conforme.

( 2 ) H. CARTAN, Math. Z., t. 35, 1982, p. 760.
(3) A part les cas d^exception F(Z) s a, p ou X, point de la circonférence [ Z [ = i représentant

un bout premier de la frontière de D.
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point donné z, de D :/(^o)===^ pour /eJ(^o). On sait (i) que, pour/€<?(^o\
l/^o)! a une borne supérieure précise inférieure à i, soit û(^o, D), que l'on
peut appeler constante de point fixe (Starrheitskonstante) relative à D et au
point Zo ; le deuxième Mémoire cité (') utilise la représentation de D sur [ Z < i,
choisie de manière que z^ ait pour image l 'origine, et donne la borne supérieure

(2) ^o, D)^JJ|S^O|2 .

Reprenons le calcul en choisissant pour image de z^ un point quelconque Z^ ;
on fixe la fonction F(Z) associée à une /(^) de la classe <?(^o) en posant

V ( 7 \ __ r/

.F(Zo)=Z^; d'après (i), la fonction v / ° est invariante par la substi-
i — / o F ( Z )

tution S, donc, avec les notations du Chapitre I,

F ( Z ) - Z o
E = B ( Z o , Z ) H ( Z ) , où H^€[9(Zo)].

i - Z o F ( Z )

D'autre part

//(^)=F(Zo)=limF^^^O=H(Zo)(I-|Zo tQïim^^z — z , Z - Z oZ=Zo z=Zo

donc

^(^D)=[J
S^-Zo
i — Z o S ^ Z o

A[9(Zo) , cp(Zo)1 .

n^O

Le théorème du n° 9 (Chap. I) permet d'énoncer :

THÉORÈME. — La constante de point fixe est donnée par la formule

(3)
S^Z.-Z,

log^o,D)=log]~[ G(zo, /s î) ,
I — — Z o S ^ Z n

où z\ est V image dans D de F un des points Z^ définis par

Z - a | |Zo-ay ( Z S ) = — î p ( Z o ) (mod27r), iz;-pr izo-pi
c<0 y^^, lorsque D ̂  /a couronne circulaire Ra <^ | ̂  ] <^ Ri, s'exprime simplement par

W R.R,
^0

(1) CARATHEODORY, Af^^. Z., t. 34, 1932, p. 768, et AUMANN-GARATHEODORY, Math, Ann^ t. 109
1934, p. 756.
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De plus, les fonctions extrémales f\z ), pour lesquelles

[/^o) |=^o, D),

sont données par la formule

(5) IW_^-^oB(Zo ,Z)B(Z ; ,Z ) ,
l — /jo r ( L )

donc à chaque nombre e1^ de module i correspond une extrémale f et une seule
telle que ' •

f(z,)=e^^(z^D).

On remarque que le produit infini qui figure au deuxième membre de (3)
n'est autre que celui de la formule (2) (obtenue en posant Zo=o).

y\
14. Principales propriétés des extrémales f. — Pour les étudier, on peut, ce

qui simplifie l'exposé, se borner au cas où D est la couronne circulaire
Ra^ ^ [ < ^ R , : si en effet il existe, entre D et un autre domaine doublement
connexe D^, une correspondance conforme biunivoque dans laquelle z^ a pour
image z\, les extrémales relatives à D et au point ZQ sont transmuées par cette
correspondance en celles relatives à D^ et au point ̂ , et réciproquement.

Cela étant, pour que /(^) prenne une valeur z^ de D dont Zi est une image
dans le cercle Z | <^ i, il fau t et il suffît que

(^ ^M- F[^(.)]-^Zo
(6) . ^^i-ZoF^-^)]

prenne l'une des valeurs ——-1——°-; or, d'après (5), la fonction
I —— LQ O^Zi

(7) ^(^^^B[Zo,^(^)]B[Z^(D-^(^)]

est holomorphe et de module inférieur à i sur D; elle est même holomorphe
sur D, car Z= (D"1^) est prolongeable analytiquement à travers toute portion
des cercles Ci et Ça et chaque produit de Blaschke à travers toute portion du
cercle [ Z [ = = i qui ne contient aucun point d'accumulation de ses zéros (donc
ne contient ni a ni ?). Sur C^ ou €2, ] ^ (^ ) [== i , donc g\z) prend autant de
fois dans D chaque valeur de module inférieur à i : ce nombre fixe est 2
puisque, d'après (^), g'Çz) == o pour .z ==^o ^ z = z\. Ainsi, quel que soit D :

Propriété 1. — Chaque point Z y de D a, dans la transformation z ' = /(-s)? une
infinité d^antécédents : à chaque valeur de l'entier n (de —oo à +00) peuvent
être associés deux de ces antécédents, soient â^(^), â^(^,), tels que

W ^[^(^)]=^f<(^)]= ^^"^
i-ZoS^Z,
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En particulier
ao(zo) ==ZQ, CI'Q^ZQ ) == ̂

quelle que soit l 'extrémale/considérée; mais les autres antécédents dépendent
de l'angle oo (ou ^) qui définit/.

15. Quand le point z décrit Ci ou Ça en laissant D à sa gauche, le point g-(z)
décrit la circonférence du cercle-unité en laissant ce cercle à sa gauche, donc
arg^(^) croît, d 'un multiple de 211 sur chacune des circonférences C^ et Ça;
comme g-Çz) a deux zéros dans D, la variation totale de arg^(^) est 471, donc
elle est de 211 sur C^ et de 271 sur C^; ainsi g{z) prend chaque valeur de
module i une fois sur C, et une fois sur €2. Or

lin, ^-^ ^ P-^, n, ^-^o ^ ̂ o.
^-^i-ZoS^Zi i-Zoj3 /.=-oo i-ZoS^Zi i -Zoa 5

soient donc a, 6 les points de C, , a ' , V les points de €3 définis par

(9) ^a)=g{a')=^-=-7^, ^)^(^)=:-13—^-.
i — Z o a ^ i — Z o ( 3

On a alors, en plaçant convenablement les lettres a^ a^ :
lim an(Zi)=b, lim a'n{z^=zb1',

, v 7î==+'» 7î=;4-oo(10)
lim a/,(^i)==:a, lim a'^{z^)^a'.

D'après la formule (7), et en uti l isant le raisonnement du n° 2 (Chap. I), la
fonction multiforme arg^(^) est telle que arg^(^)+ iG(zo,z)+ iG(z^ z )
soit analyt ique; l'accroissement de arg^(^), quand z décrit un arc de Ci ou 63
en laissant D à sa gauche, est donc le produit par 271 de la somme des mesures
harmoniques de cet arc par rapport à D aux points Zo et z^ Pour mettre en
place les points a, &, a ' , V, il suffît de connaître la différence des arguments de
• a _ ° et • - Q ) autrement dit les mesures harmoniques au point 0, pari — Zoa i — Z o | 3 ± r r

rapport au cercle Z [ <^ i, des arcs de la circonférence Z | = i limités par ces
deux points; comme a ^". ° ? ————? 0 sont images de a, ?, Zp par la transfor-

i — Zo a i — Zo 6
7 _ 7

mation U= ——— qui conserve le cercle, ces mesures harmoniques sontaussi
i — ZoZ

celles de r\ et Fa au point Zp par rapport au cercle, ou de Ci et Ça au point z^
par rapport à D.

Le même raisonnement permet de préciser comment varient les points û, 6,
a 9 ' , b' avec l'extrémale/ : si l'on considère deux valeurs (Oi, (03 de Pangle co qui
définit/, on a, d'après (^),

g^^e^-^^z),



l42 M. HERVÉ.

donc les conditions (9) pour g^ :

^(^^(^^-^-^ ^(^^(^^A^L,
, i — Zjoa i — Zop

peuvent être remplacées par

î ( a, ) = g, ( a', ) == e î-^) ̂ T-70-, ^i(b,)= g, ( ̂  ) = e1^-^ p "~ zo .
i-Zoa - i -ZoP

Ainsi :

16. Propriété 2. — Si Ci et €3 sont des courbes de Jordan, les antécédents
d'un point ^, de D dan? la transformation z'==/(^) se répartissent en quatre
suites convergeant respectivement vers deux points a, b de Ci et deux points a\
h' de €2 tels que les mesures harmoniques u{z, aé), u{z, û^), par rapport à D,
des arcs de Ci et Ça qu'ils limitent, vérifient

(ii)

•Çzo, ab) + u{z^ ^ab) == u(z^ Ci) ou u(zo, €2)
suivant que Von considère Pun ou l'autre ab ( l ) ,

u{zo, a ' b ' ) ^ - u ^ z ^ a'b')=:u{z^ Ci) ou u(zo, Ça)

suivant que l'on considère l'un ou l'autre a' b' (1).

Lorsque l'angle co qui définit/croît de A(D, chacun de ces points décrit, dans le
sens négatif par rapport à D, un arc de Ci ou €3 dont la somme des mesures
harmoniques par rapport à D aux points ̂  et z\ est

27T

Remarque. — Si l'on passe, par représentation conforme, d'un domaine D
limité par deux courbes de Jordan à un domaine D' quelconque, il peut arriver
que l'un des points a, &, a'\ b' relatifs à D ait pour image un bout premier de D\
auquel cas la cuite correspondante d'antécédents dans D'peut ne pas converger.
On peut néanmoins, si le bout premier présente un point accessible, affirmer
qu'elle converge vers ce point : en effet, les points ——1——°- tendent vers a ~_ °

i—ZoS^j i — Z o a
/2 __ Hf

ou -1——— en restant sur un même arc de cercle joignant ces deux points ; donc,
l — Zo (3

lorsque D est une couronne circulaire, la suite d'antécédents qui converge
vers a (par exemple) reste sur un arc qui admet au point a une tangente
distincte de la tangente à Ci.

(1) Ces conditions sont compatibles en vertu de y ( Z Î ) = — y ( Z o ) (moday;), d'où
u(z^ Ci) == u(zo, €2), u(z^ Cî) = u(z^ Ci).
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17. On peut écrire, d'après (6),

(i2) /(^^^{^[^(.^j^^r,^^4"701.[i4-zo^)j . t

Si Ci et €3 sont des courbes simples analytiques, <D(Z) est prolongeable analy-
tiquement à travers toute portion du cercle Z == i qui ne contient ni a ni ?,
donc/(^) est prolongeable à travers toute portion de Ci ou €3 qui ne contient
aucun des points a, a ' , b, b' définis par (9); ces points sont au contraire
singuliers pour /(^) d'après la propriété 2. Lorsque z décrit, dans le sens
positif par rapport à D, l'un des arcs ab de Ci ou l 'un des arcs a^' de Co
y\ - /

/O) décrit Ci} ou Cj selon que u{z,, Ci) ou u{z,, C^) figure au deuxième
membre de (n), et cela une infinité de fois : c'est encore une conséquence
de (12). Il en résulte que les antécédents d'ordre 2 d 'un pointai ont une infinité
dénombrable de points d'accumulation sur chacun des arcs ab, a^b'. On
reconnaît aisément la nature des points singuliers a, a ' , b, b' à l'aide du prin-
cipe de symétrie lorsque Ci, Ça sont des cercles.

De façon plus précise, lorsque^ décrit un arc y de Ci ou Ça, le point •^l4" zo

- . ï+Zo^)
décrit un arc de la circonférence Z ==i dont la mesure harmonique au
point Zo est u{z^ y) + u(z^ y), donc les valeurs prises par/(^) couvrent un
arc Y (qui peut être décrit plusieurs fois) tel que
(i3) u{zo, Y)^,U(ZQ, y)+ u(z^ y),

l'égalité ayant lieu si et seulement si y est l 'un des arcs ab, a^b' [cf. (n)];
cette inégalité renforce celle de Lôwner.

Il en résulte par exemple que les antécédents d'ordre quelconque de z^ sont
partout denses sur Ci et €2 : on suppose qu ' i ln 'en soitpas ainsi e tappl ique( i3)
aux arcs y (ouverts) qui forment le complémentaire de l'ensemble d'accumu-
lation des antécédents, d'où résulte que les u{z^ y) ne sont pas bornés.

18. Une conséquence du calcul fait au n° 13 est que le lieu des valeurs
^AO pour les/e^o) est le cercle [/^(Ol^û^o, D); pour généraliser
cette, propriété, on peut considérer le problème suivant :

Étant donné dans D les points z,, z^ z\, lieu des images ^==/(^) du
point z^ par les transformations z'=f{z) de la classe 3 qui changent z, en z\.

On se donne les images Z^ Z^, Z\ de z^z^ z\ et fixe la fonction F(Z) associée
à une/(^) répondant à la question en posant F(Z,) =Z[; on a alors

^^F^t1^8^1^^1^^ où n^er^zo],i — Z^(Z)
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de sorte que le lieu des valeurs de F(Za) est défini par

| F(Z.)-^
-7/T.^ ^|B(Z,,.Z,) | B ( Z 3 , Z , ) | ,

i— Zi r ( Z 2 ) |

Z3 étant déterminé par les mêmes conditions que dans l'équation (22) du
Chapitre I; compte tenu de cette équation, la condition trouvée pour F(Z2)
s'écrit(•4) i'S) '̂—''
0(^1,^2) étant la distance de Caratheodory de z^ et z^ (1). Le lieu cherché
de z\_ est celui des points de D dont une image au moins dans le cercle [ Z <; ï
vérifie ( i4)» c^est-à-dire est à une distance non euclidienne de Z\ au plus égale
à C(^i, ^2)-

II peut d'ailleurs arriver qu'un point z\ ait plusieurs images dans ce cas :
cela veut dire, non seulement qu'il existe des transformations z'=fÇz) delà
classe 3 qui changent ^, et z^ en z\ et z'^ mais que les arcs z ' ^ z ^ images par ces
transformations d'un même arc z^z^ tracé dans D (choisi une fois pour toutes)
ne sont pas réductibles les uns aux autres par déformation continue dans D.
Pour qu'il existe de tels couples z'^ z^ il faut et il suffit qu'il existe deux
points Z, SZ du cercle Z [ < ^ i dont la distance non euclidienne soit au plus
égale à 20(^1 ,^2) ; comme le minimum de la distance non euclidienne des
points Z et SZ est ï- logX, la condition imposée à z^ et z^ est

( l5) G(/SI, ^2)^ yl()g^===^^ „ — _
4 . ni

210^

pour une couronne circulaire.

CHAPITRE III.

RECHERCHES SUR DES PROBLÈMES ANALOGUES

RELATIFS A UN DOMAINE D'ORDRE DE CONNEXION p^3.

19. Soit maintenant D un domaine borné, univalent, dont la frontière se
compose dep cont inus non ponctuels disjoints Ci (qui sera dans la suite celui
qui sépare D de l ' infini) , €3, . . ., Cp; il est mis en correspondance conforme
avec le disque | Z [ <^ ï au moyen de la fonction z = ^(Z), invariante par toutes
les substitutions (dont aucune n'est elliptique) S d'un groupe ^ proprement
discontinu sur Z ] <^ ï et sur les arcs de [ Z = ï images de C^ , . . ., Cp.

(1) Diaprés les formules (6) et (22) du Chapitre ï, cette condition implique GÇz\, z ' ^ ) > G(zi, z^)
(principe de Lindelôf).
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Dans le cas p = 2, lorsque le point z décrit dans D un chemin fermé le long
duquel a rg (^—a) croît de 271 Ça étant un point de €3), tous les points
Z^îD"1^) subissent la même substitution S. Dans le casp^3, marquons
sur €3, .. ., C,, les points ^3, . . ., dp et dans le domaine D les chemins simples
fermés ^3, • • • » S p tels que, quand z décrit s/, (^^lk^lp\

(i) A a r g ( - s — a ^ ) = = 2 7 r , A arg(^ — a/) = o pour a^y'^jo ( / ^ À - ) ;

alors, quand ^ décrit ^, les points Z = O"1^) subissent diverses substitutions
hyperboliques, transmuées les unes des autres par toutes les substitutions de <^,
parmi lesquelles nous en choisirons une, soit S/,.

20. Nous considérons maintenant le produit de Blaschke

/ \ p/7 7\ T~r ° ° — ^(2) ^'^llwTT^z^
'o _______

SZol i — S Z o Z '
se^

qui, comme au n° 2 (Chap. I), est lié à la fonction de Green de D par
(3) G(^ ,^)=- log B(Zo, Z ) i ,

avec
^=e»(Z), ^o=^(Zo),

et vérifie les identités (^^.kz^lp)
(4) B (Zo ,S ,Z )=^Wo)B(Zo ,Z) ,

on — Wfl^ est la mesure harmonique de C^ au point ̂ . ^[63, . .., Qp] sera la
classe des fonctions H(Z) holomorphes pour | Z | < ^ i qui vérifient [H(Z)]^ i
et^^k^py

H(S,Z)E=(r-^H(Z) ;

cette définition est indépendante du choix des S/, : en effet S/, ne peut être
remplacée que par une S^^T^S/f où Ï€^; mais 83, . . ., Sp engendrent le
groupe ^, donc T=S^ . . . S^; ( y < , . . . , y,, entiers positifs ou négatifs,
ai, . . ., a^==2, 3, . . .,p),

c/ _c—yr c—yiec<7i ç.'/r'^/l:— '̂ a.r • • • ^ai ^À'^ai • • • '•^a^î

et les identités
H(S^Z)=e-^H(Z) entraînent H (S^Z) EEE e-'°^ H(Z) .

21. La question se pose ensuite (c/. n° 3, Chap. I) de savoir si sup H(Z)|
ïieX[^,...,^]

pour un point Z donné ne dépend que de ^ ^ { z ) , .. ., ç/)(^); pour le montrer,
nous établirons le théorème suivant :

Ann. Éc. Norm., (3),'LXV1II. — FASC. 2. IQ
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THÉORÈME. — Étant donné deux points z^ z\ de D, pour que chacun des
continus-frontières Ci, . . ., Cp au même mesure harmonique en z^ et ̂ , il'faut et
il suffit que z^ et z\ soient homologues dans une transformation biunivoque anti-
conforme et symétrique ( ^ ) de D en lui-même qui conserve dans son ensemble
chacun des continus Ci, . . ., C,,.

La condition est évidemment suffisante; montrons qu'elle est nécessaire en
supposant que Ci, . . ., Cp soient des courbes simples analytiques (d'où l'on
passe ensuite au cas général par une représentation conforme biunivoque
convenable) : d'après l'hypothèse et les identités (4), la fonction

(^ ^^_B[ZO,<D-^)]
(0 ) ^^BtZ, €)-(.)]

est uniforme sur D ; elle est d^autre part méromorphe sur D, et même sur D, de
module i sur la frontière de D, présente dans D un zéro unique Zo et un pôle
unique z\ ; elle prend donc une fois et une seule dans D toute valeur de module
différent de i ( théorème de Rouché appliqué à g ou ï- ) et par suite au plus une

\ 6 /

fois dans D toute valeur de module ï .
Dans ces conditions, la formule g(^'>)=-== définit une transformation

^)
biunivoque, anticonforme, symétrique de D en lui-même; soit a un point de Ci,
choisi en dehors des points, en nombre fini, où g ' r ( z ) = o : quand le point z
franchit a en cheminant sur C^, arg^(^) varie dans un certain sens CT; d'autre
part, d'après un raisonnement déjà utilisé, la variation de arg^(^) quand
z décrit Ci} est la différence des mesures harmoniques de Ci en Zo et z\ (multi-
pliée par 2 71), donc nulle par hypothèse ; il existe donc un point b de Ci tel que,
quand z franchit b en cheminant sur Ci}, arg^(^) franchisse la valeur arg^^)
dans le sens — CT, autrement dit g'(a)=gÇb) et la valeur commune
arg^(â)==arg^(é) est franchie dans les sens opposés a e t— a quand -^franchit
a et b en parcourant CJ. Au voisinage de a dans D, g^z) prend toutes les valeurs
voisines de gÇa) de module inférieur à ï si a est positif, supérieur à ï si o- est
négatif; de même, en permutant les conclusions, au voisinage de b dans D;
dans tous les cas, en réunissant des voisinages convenables de a et b dans D, on
obtient un ensemble où g ' ( ^ ) prend toutes les valeurs voisines àeg'(a)^ comme
elle ne peut les prendre ailleurs à nouveau, on a montré que b est homologue
de a dans la transformation considérée.

22. Remarques. — i° Pour p^4? une telle transformation n'existe que pour
des domaines D particuliers. Au contraire, pour? ==3, il en existe toujours

(1) C'est-à-dire une transformation z ' ' = ̂ ( z ) telle que ijJ(^) soit holomorphe et ^[^(z)]==z.
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une et une seule, qui laisse invariant chaque point de trois arcs analytiques
simples^'i, ^2, h joignant respectivement €3 à €3, €3 à Ci , Ci à Ça.

2° Pour p=2, ? ^ mesure harmonique de Ci en Z o , prenait toutes les

valears comprises entre o et i. Ici au contraire, le système des — w ^,
mesures harmoniques des C/, en ZQ, n'est pas susceptible de prendre tout
système de p — i valeurs comprises entre o et i : c'est évident pour p^/j
puisque ^o ne dépend que de deux paramètres réels et, pourjo= 3, l'ensemble
des points du plan dont les coordonnées sont les mesures harmoniques de €3
et €3 en un point z de D est une aire intérieure au triangle ayant pour sommets

les points (o, o), (o, i), (i, o), l imitée par trois arcs qui jo ignent ces points
deux à deux et correspondent à des points z respectivement situés sur i^
^ î'3 (A?. l).

23. Soient alors Zo, Zy deux points du cercle | Z <^ i dont les images Z o , z'^
dans D vérifient

Ç p ^ ( ^ o ) = = 9 ^ ( ^ o ) PO111* 2^^^^;

la correspondance z / = = ^ ( z ' ) , biunivoque, anticonforme, symétrique dans D a
pour image dans le cercle une correspondance

Z^^Z^O-^WZ)]},

choisie de telle sorte que Z'^^^Zo), qui est aussi biunivoque et anticonforme.
Soient a/,, (Ï/, les points doubles de S/,; lorsque le point Z subit, sur l'arc a^P/, qui
est l'une des images de G/,, la substitution S/,, d'après les propriétés de ^(^), le
point ^(Z) subit, sur l'un des autres arcs images de C/,, c'est-à-dire sur un arc
déduit de a/,?/, par une substitution T/,€^, la substitution transmuée de S^
parT/ , :

^(S^Z^T.S^T^^Z),
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Par suite la fonction H^Z) = ̂ ^(Z)] appartient à ^[62? • • • » 9/J en même
temps que H(Z), l 'ensemble des valeurs que prennent les fonctions de
^[62, . . . , Qp] au point Zo coïncide avec celui des valeurs qu'elles prennent au
point Z,==y(Zo) .

Cela permet de poser
(6) sup ]H (Z ) |=A [02 , . . . ,6^cp,(^) , ...,9^)].

He^[92,...,9p]

On établit comme au n° 3 (Chap. I) la propriété de symétrie
(7) A^ • • - e^ ;6 , , , . . ,e^)^A(6^ . . . ,6; , ;e, , . . . ,9^) ,

1 1 *
û û/

mais elle n'a de sens que si les — -k- d'une part, les — -JL d'autre part,
sont (mod i) les mesures harmoniques des C/, en un même point de D.

La semi-continuité supérieure de la fonction A s'établit comme au n°4; la
semi-continuité inférieure résulte de l'existence d'une fonction de la classe
^£[62? • • • ? 9/>] dont le module tend vers i uniformément quand 6 2 — > o , . . . ,
Qp->o; pour s'en assurer, on peut se borner au cas.où €2, . . . , Cp sont des
courbes simples de Jordan, marquer les points a^, . . . , dp respectivement
intérieurs à €2, . . ., Cp et considérer l'une des déterminations de

_-°i -j^
[€»(Z)-a , ] ^ . . . f < D ( Z ) - ^ ] ^

SUp | 5 — CL^ -7Ï . . . | Z — dp '-7Î

ZÇD

qui répond à la question.

24. Soit S1 la classe des fonctions/(^) holomorphes (uniformes) sur D et
telles que

Ïim \f(z)\^i, Ïim \f(z)\^e^ (2^^),
Z=.TCiÇC^ .Z=:XkÇCk

et soit à chercher sup[/(^) pour un point z donné de D; pour cela on forme
fç.îf

d^abord la fonction harmonique u(^z\ solution du problème de Dirichlet pour
les valeurs aux limites o, M2, . . . , Mp, qui se déduit des mesures harmoniques
de L<2» • • • » ^p ''

p
u(z)==^Mku(z, Q), '

puis la fonction harmonique p(^) telle que u -+- iv soit analytique, qui s'accroît
de 9/, quand z décrit le chemin ^ défini au n° 19; les 9/, sont des formes linéaires
par rapport aux My, dont les coefficients ont un déterminant non nul ( < ) , donc
peuvent prendre tout système de p — i valeurs données ; ainsi
(8) F(Z)^/[0(Z)]^^+^^(znH(Z), He^e[62, ..., Qp],

( 1 ) G. JULIA, Leçons sur la représentation conforme des aires multiplement connexes.
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ce qui ramène la recherche des extrémales H de la classe ^[Q^ . . ., 9 ] au
point Zo à celle des extrémales/de la classe ^ au pointa. Or ces dernières (1)
jouissent des deux propriétés suivantes : elles ont au p l u s ? — i zéros dansDet

lim \f(z)\=:i, lim \f(z)\==em^
z=x\çCi z==:xkÇCk

cette dernière propriété entraînant l'unicité de Pextrémaie à un facteur de
module i près, puisque la classe ^ est convexe, c'est-à-dire, avec/i(^) et/^),
contient tf^z)-+- (i —t)f^) pour o^^i; autre conséquence de la
deuxième propriété des extrémales : si une extrémale /(^) ne s'annule pas
dans D, on a

ÏOS\AZ) =^(-s), donc 6^==o (mod27r) pour ^^k^p.

25. Par sui te , si les 6/, ne sont pas tous multiples de 271, l'extrémale de la
classe ^[63, . . . , 0^] au point Z^, définie à un facteur de module i près, est de
la forme

H ( Z ) = E B ( Z , , Z ) . . . B ( Z ^ Z ) K ( Z ) ,
OÙ

i^^^p-1 et Ke^[924-cp , (^ )+ . . .+92(^7) , . . . ] ;

en outre K(Z) doit être une extrémale non nulle de cette dernière classe, donc
les extrémales de ^€[62, . . . . Qp] sont données par

p ï ( Z ) ^ ^ B ( Z , , Z ) . . . B ( Z ^ , Z ) (i^^-i),
( ^ k ( ^ i ) +. . .+ 9^(-Sy) =— ÔA: (mod27r) pour ï^k^p.

Un problème connexe consiste à chercher sup[ / (^) [ pour les f(z) holo-
morphes et de module inférieur à i sur D et qui s 'annulent en un point
donné ZQ de D : en posant

F ( Z ) = / [ € » ( Z ) ] ^ B ( Z o , Z ) H ( Z ) , .

on doit prendre pour H(Z) une extrémale de ^e[<p2(^), . . . , Çn(^o)1- En
supposant que Ci, . . . , Cp soient des courbes simples analytiques, la
fonction /(^) correspondante est holomorphe sur D et arg/(^) croît quand
z décrit C^, €2), . . ., C/J, donc sa variation totale est au moins 2071, et f ( z ' )
s'annule au moins p — i fois en dehors de ^o. Ainsi, pour les extrémales de la
classe ^[92(^0). • • < » ?/^o)J on a certainement q=p—i dans les formules (9).

On peut relier, d'une manière analogue, le problème étudié ici et ceux qui
font l'objet des Mémoires de MM. Ahifors, Garabedian et Nehari, cités dans
l'Introduction; le Mémoire cité en dernier traite un problème que l'on peut
aborder comme dans la quatrième application au n° 10.

(1) H. GRUNSKY, Jahresbericht der D. M. V., t. 52, 1942, p. 118. Dans ce Mémoire, Ci, . . . , Cp
sont des courbes de Jordan, ce que nous pouvons supposer ici.
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26. Soit maintenant J la famille définie comme au n° 11 (Chap. II); elle est
fermée dans la topologie de la convergence-uniforme sur tout sous-ensemble
compact de D, car la limite d 'une suite de fonctions de J ne peut mettre D en
correspondance biunivoque avec lui-même (1).

Si l'on associe à une /e 3 l'une des fonctions F(Z) == $~1 {/[$(Z)]}, de ce
que/(^) est uniforme résulte que, si Se^, F(SZ)se déduit de F(Z) par une
substitution de ̂  indépendante de Z, soit U(S) :

(10) F ( S Z ) E E E U ( S ) F ( Z ) .

L'opérateur U(S), qui vérifie

U(S iS2 )=U(S i )U(S , ) ,

est un endomorphisme de ^ associé à la fonction F(Z), et non pas à/(^) car,
si c'est /(^) qui est donnée, on peut remplacer F(Z) par TF(Z) où Te G, et
U(S) est alors remplacé par ïl^S)!"1. Cependant, si/(^)=s const., quelque
soit le choix de la constante F(Z), on a U(S) =EE E, élément-unité de ^.

27. Si /(^) est limite (uniforme sur tout sous-ensemble compact de D)
d'une suite /n(^) de fonctions de J , si à/(^) sont associés F(Z) et l'endomor-
phisme U(S), et de même F^Z) et U^(S) à/^), il existe un entier N tel que,
pour n > N, U(S) et U^(S) soient transmués l'un de l'autre : on peut en effet,
F(Z) étant choisie à l'avance, choisir ensuite les F^(Z) de manière que

F(Z)= lim F^(Z) (uniformément sur tout compact) ;

alors
U(S)F(Z)== l imU, (S )F4Z) ,

ce qui entraîne
U4S)==U(S) pour / i>N(S) ,

puisque ^ est proprement discontinu au point F(Z) et que ce point n'est point
double d'aucune substitution de ^; comme d'autre part ^ a un nombre fini de
substitutions génératrices, on a bien

U ^ ( S ) = U ( S ) pour / î > N .

Si donc on met dans une même classe toutes les fonctions de 3 auxquelles
correspondent des endomorphismes U(S) non pas identiques les uns aux
autres (cela n'aurait pas de sens), mais transmués les uns des autres, chacune
de ces classes est à la fois fermée et ouverte dans 3 (toujours clans la même
topologie); ainsi, dès qu'il y a au moins deux classes, la famille J n'est plus
connexe, contrairement à ce qui a lieu pour? = 2 (n° 12, Chap. II).

(1) H. CARTAN, Math. Z., t. 35, 1982, p. 760, et M. HEINS, Duke Math. 7., t. 8, 1941, p. 3i2.
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Un exemple simple montre que, dès que /)^3, il peut y avoir deux classes :
tout d'abord la classe <Jo à laquelle correspond U(S)=E existe toujours,
puisqu'elle contient au moins les constantes appartenant à D; soit alors le
domaine
(D) :> i < l ^ | < 3 , z- j > ̂

pour lequel? ==3; si €3 et €3 sont respectivement les circonférences z \ = i
1 Q I . rr 1 Q

, = I , la fonction /(^)=:^——et z — - = ̂  la fonction / (^ )= :^——peut être associée à l'endomor-
0 3 ' ' <-)0 3 ' ' 0

phisme U(S) défini par
U(S,)=S3, U ( S 3 ) = E .

D'autre part, la famil le J é tant normale et fermée, le nombre des classes est
fini. Voici une conséquence de ce fait : si F^(Z) est la ^icme itérée d'une
fonction F(Z) associée à une/(^) de la famille J, on a (1), pour n^> no
(/^ a priori dépendant de F) :
(n) F^(SZ)=F,,(Z) quelle que soit Seg..

Or il résulte de (10) que F,(SZ)= U,(S)F,(Z), l'opérateur U,(S) étant ïen^
itéré de l'opérateur U(S); l ' identité (n) se traduit donc par U,,(S)=EEE.
D'autre part, si U^S) est transmué de U(S), U^(S) est aussi transmué de U/,(S)
(par une autre transformation de ^). L'identité (i i) a donc lieu pour n supé-
rieur à un entier ne dépendant que de la classe considérée, et par suite pour
n supérieur à un nombre fixe ne dépendant que de D.

De ce que, pour n convenable, II^(S)== E, résulte que U(S) = E pour des
S du groupe ̂  autres que E; ainsi, une fonction F(Z) holomorphe et de module
^ i pour ] Z [ < i et qui vérifie (10) définit (c/. n° 12) une fonction /(^) et
une seule de 3.

28. L'étude faite au Chapitre II ne s'applique pas à la famille J, mais seule-
ment à la classe J^ définie par U ( S ) = = E [quelle que soit la fonction F(Z)
associée à une /(^) de la classe Jo] : ainsi le raisonnement du n° 12 montre
que Jo est connexe, ainsi que la sous-classe S^z^) qui laisse fixe un point
donné Zo de D; le calcul du n° 13 s'applique seulement à

^o,D)= sup l/^o)!,
; /e^o(^o)

avec l'aide des résultats énoncés au n° 25. Ainsi :

THÉORÈME. — La constante de point fixe relative aux fonctions de la classe Jo»
c'est-à-dire aux seules transformations intérieures de D dans lesquelles V image de

( i ) M. HEINS, ^mer. J . Math., t. 63, 1941, p. 46i.
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toute courbe fermée tracée dans D ̂  réductible à zéro dans D, est donnée par la
formule

SZo-Zo
(12) log^o,D)=logn ——-- -G(^)-...^G(^-0,

I —— /Jn >^Zjn^;x-Z.SZ,
S^E

où les.points z^ ..., ̂ -i ̂  D ne dépendent que de z^ et cela de façon continue (1),
^ sont tels que

(13) 9.4(^0) +^(^i) +...+ 9^(^-1) ==o (mod27r) pour ^ ^ k ^ p ,

Les fonctions extrémales f ( ^ z " ) (^toujours de la classe Jo) sont données par

( 1 4 ) ¥ w - z o = eiw B^ Z) B(Z,, Z) ... B(Z^,, Z),
1 —— ^0 r { L )

donc à chaque nombre e1^ de module i correspond une fet une seule telle que

/(^^^(^D).

L'étude de ces extrémales se fait comme aux n0814 à 17(Chap. II), mais avec
des résultats plus compliqués : par exemple, en ce qui concerne la propriété 2
(n° 16), en supposant que C,, .. ., Cp soient des courbes simples de Jordan,
l'ensemble d'accumulation des antécédents d'un point z de D se compose
de p ensembles parfaits totalement discontinus portés respectivement par

çry rj

Ci, . . . , Cp : cela tient à ce que l'ensemble d'accumulation des ——-0- pour Z
i -ZoSZ 1

donné, S variable dans ^, est lui-même un ensemble parfait totalement
discontinu porté par la circonférence Z ] = i .

29. Considérons maintenant une classe Ji autre que Jo et l'un des endo-
morphismes U(S) correspondants; l'ensemble des valeurs de U(S) quand
S décrit ^ est un sous-groupe IL de ^ [un vrai sous-groupe puisque U(S) a
des itérés réduits à la transformation identique (n° 27)]. A une classe donnée <Ti
sont associés, non pas un seul sous-groupe ^IL, mais tous les sous-groupes
conjugués T'ILT"1 où Ï€^. Si l'un de ces sous-groupes est cyclique, il en est
de même de tous les autres : ce fait est donc une propriété de la classe 3\.

Supposons d'abord que les sous-groupes associés à la classe Ji soient
cycliques; choisissons une fois pour toutes l'un des endomorphismes U(S)
associés à Ji, et représentons chaque /(^) de 3, par une F(Z) vérifiant
l'identité (10) avec cet endomorphisme U(S); par hypothèse les valeurs prises
par U(S) sont de la forme S^, où 2 est une certaine substitution de ^. II est
alors commode de supposer faite sur Z une substitution homographique qui

(1) Cette continuité résulte de la continuité de la fonction A (n° 23) et de l'unicité, à un facteur
de module i près, des extrémales de ^€[62, ..., Qp].
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change le disque Z ] <; i en le demi-plan JZ^>o et transmue 2 en l'homo-
thétie (o, X); l ' identité (10) prend alors la forme

( i5) F (SZ)EEE^ S )F (Z) .

. Si Fi(Z) et F2(Z) sont deux fonctions holomorphes pour JZ ^> o et vérifiant
JFi (Z) > o, JF^Z) > o et l'identité (i5), il en est de même de t, F^+^F^Z)
si ^ ^>o, ^^>o; le raisonnement du n° 12 s'applique encore et montre que la
classe Ji est connexe. En outre, le point Zo étant donné, le lieu du point F(Zo),
pour toutes les F(Z) holomorphes sur JZ^>o vérifiant JF(Z)>o et l'iden-

tité (i5), comprend, avec deux points A et B, tous les points de l'angle AOB;
d'autre part, ce lieu ne peut avoir, sur l'axe réel, d 'autre point d'accumulation
que zéro et l ' infini, sinon il existerait une constante finie et non nulle vérifiant
(i5), ce qui est impossible; le lieu du point F(Zo) est donc un angle fermé
(côtés compris) de sommet 0, entièrement situé (sauf son sommet) dans le
demi-plan JZ^> o.

30. Revenant au domaine D, cela veut dire que, le point Zo étant donné
dans D, le lieu du point /(^o) pour /€ 3\ est un ensemble fermé connexe Ki
contenu dans D, et qu'en outre il existe un chemin fermé a tracé dans Ki, non
réductible à zéro dans D, et une fonction /^) de la classe J^, dépendant
continûment ( A ) du paramètre réel ^ tels que le point ft(^o) décrive indéfi-
niment dans le même sens le chemin a lorsque t croît.

Cette dernière propriété dis t ingue une classe J\ associée à des sous-groupes IL
cycliques d'une classe 3^ associée à des sous-groupes non cycliques; pour le
voir, il suffît de montrer que si U(S) est l'un des endomorphismes associés
à Js? le lieu du point F(Zo), pour Zo donné et pour toutes les fonctions F(Z)
holomorphes et de module inférieur à i sur Z <^ i et vérifiant (10), est un
ensemble fermé porté par | Z <^ i : comme ^ est proprement discontinu, ce
lieu ne pourra alors contenir une infinité de points équivalents entre eux
par^; en effet, si ce lieu a un point d'accumulation a sur la circonférence Z =i,
la constante a vérifie (10), soit a=U(S)a quelle que soit S ç^, c'est-à-dire
que a est point double de toutes les substitutions de *U; alors, ou bien ces
substitutions ont en commun leur point double autre que a, et IL est cyclique
contrairement à l'hypothèse; ou bien il y a dans "U deux substitutions dont a
est le seul point double commun, et IL admet une substitution infinité-
simale (2), ce qui est absurde.

Le lieu du point /(^o) pour Zo donné, /e^, est donc encore un ensemble
fermé Ka contenu dans D; comme le nombre des classes est fini, il en est de

(1) Toujours dans la topologie de la convergence uniforme sur tout ensemble compact de D.
( 2 ) FATOU, fonctions autornorphes, dans APPELE et COURSAT, Théorie des fonctions algébriques et

de leurs intégrales, t. ^.
Ann. Éc Norm., (3), LXVIII. — FASC. 2. 20
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même du lieu de/(^) pour/eJ-Jo; ainsi 5., et < peuvent être choisis tels
que/e^et2^==/(2o)entraînent/eJo.

31. La sous-classe Jo(^o) qui laisse fixe le point 2, est connexe comme la
classe Jo (n° 28); si ' l 'on considère une classe 3, autre que J\, et la sous'
classe J\(2o) qui laisse fixe 2,, il peut au contraire arriver que ^(-So) ne soit
pas connexe, même si la classe J, est associée à des sous-groupes U cycliques,
donc elle-même connexe. En effet, le point Z, image de 2, dans le cercle Z < i
une fois choisi, on peut fixer la fonction F(Z) associée à une/(s) de la sous-
classe ^i(^o) en posant F(Zo)=Zo; avec cette convention, si ,/„ est une suite

Fig. 2.

extraite de 3, (z,) et/(>) = lim/»^), on a aussi F(Z) = lim F«(Z), donc (n° 27)

U,,(S)==U(S) pour n > N , si U et U^ sont les endomorphismes associés à F
et F». Ainsi, J,(^o) ne peut être connexe que si U(S) est le même pour toutes
les fonctions F(Z) associées aux/(^) de ^(^o) avec la convention F(Zo)=Zo.
Reste à montrer sur un exemple que le contraire peut se produire.

Pour cela, partons d'un domaine A simplement connexe et borné où l'on
puisse trouver deux points a, et 2, tels qu'il y ait, sur le segment qui les joint,
un point a, n'appartenant pas àA(/^-. 2); si l'on représente conformément A
sur le cercle | z — a, | < R, de manière que 03 ait pour image le point a^ ^o a
pour image un point situé à la distance aR, de a,; comme a ne dépend pas
de Ri, on peut choisir R< de manière que le maximum de la distance de z, à un
point de A soit inférieur à la fois à aR, et à (i - a)R, ; si l'on place ensuite le
point a, sur le prolongement du segment 2,a, à la distance aR, de 2,, A est
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intérieur à la circonférence C, de centre a,, rayon R,, a, ^À, et l'on a une
fonction z'=fÇz) qui représente conformément le cercle \z — ̂  <R^ sur A
de manière que

a,=f(a,) et ^o==/(^o).

Si Pon prend pour axe réel la droite a,a,a,z,, la fonction g(z)=f(z) repré-
sente conformément le cercle z — a, <R, sur le domaine symétrique de A
par rapport à l'axe réel, et l'on a encore

^3=^(^2) et z,=z^(zo).

On peut enfin choisir les nombres Ra, R.. au plus égaux respectivement aux
distances de a^ a, à A et le nombre R3 /tel que \z—a, >Ra entraîne
l /^)—^ >Rs, et par suite aassi \g(z)— a,\ >R3. Si D est le domaine
défini par les inégalités

R 2 < | ^ - ^ ; < R i , \z-a,\->^ \z-a, > R^,

fÇz) et g{z) sont deux transformations intérieures de D qui laissent fixe ^o-
Avec les notations utilisées dans ce Chapitre, on peut choisir les fonctions
associées F(Z) et G(Z) de manière qu'elles vérifient (10) avec le même endo-
morphisme U(S) défini par

U(S,)=S,, U ( S 3 ) = L J ( S 4 ) = E , :

mais alors F(Zo) et G(Zo) sont homologues dans S,, (pour un choix convenable
de S^, que Fon peut supposer fait); si au contraire on adopte la convention
F(Zo)=G(Zo), on a deux fonctions F(Z) et G(Z) associées aux endomor-
phismes distincts U(S) et S, U(S)S^. Et cependant/^) et^(^)appartiennent
à une même classe J\ associée à un sous-groupe IL cyclique (celui des
puissances de Sa).

32. Soient z^ un point de D, Zo âne de ses images dans le cercle | Z [ < i ,
choisie une fois pour toutes; à chaque/^) appartenant à J, mais non à 3,, et
pour laquelle z,=f{z,\ nous associerons la fonction F(Z) définie par la
convention Zo=F(Zo), et par suite un sous-groupe IL bien déterminé. Ce qui
précède conduit à rechercher une constante de point fixe relative, non pas à
l 'ensemble de ces fonctions /(^), mais seulement à celles qui correspondent à
un U donné : soit ^1(^0, D) cette constante. Nous poserons

( 16 ) . B^Zo.Z^IT870 ^^ ;
A-l- | SZo | i -SZoZ

lorsque Z subit une substitution du groupe OL, Rai(Zo, Z) est multiplie'par une
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constante de module i ; comme les U(S/,) sont des substitutions génératrices
de *U, nous poserons

(17) Bat[Zo, U(S, )ZJ^^Bat(Zo, Z) ^^k^p).

Pour toute Se<^, F(SZo) == U(S)ZQ d'après (10) et notre convention Zo=F(Zo);
d'autre part U(S)e1L, donc Bai[Zo, F(SZ,)}==o; la fonction Bai[Zo, F(Z)],
holomorphe et de module inférieur à i pour Z [< ; i , admet donc tous les
points SZo comme zéros et Pon a

(18)

où

par suite

Bai[Zo, F ( Z ) ] E E = B ( Z O , Z ) H ( Z ) ,

II(S^[9,(^o)-0, , .... 9/^o)-ô^];

A^iJ}'
se-IL
ST^E

SZo — ZQ

i -ZoSZc
|H(Zo)!fJ

s.e^
ST"E

SZf) ——— ZQ

1 — Zo ~^LIQ

si Pon introduit les points ^i, . . . , z^ de D (o^^^jp—i) ( ' ) qui défi-
nissent (n° 25) les extrémales de ^£[92(^0) — Q s » • • • ? ç/^o) — ^]? on a

SZo — ZQ
(19) log^L(^o,D)^lo^ )~I — ^(^o? -^i ) — • • • ~ ^(-^o? -^y)^

i — ZQ SZo
se^-ai

inégalité analogue à l'égalité (12) relative à la classe J o . Mais ce n'est qu'une
inégalité car si , inversement, l'on se donne une fonction H(Z) quelconque
de ^[92(^0)— O a , . . . , Çp(^o)— ^p]\ l ' identité (18) ne définit pas en général
une fonction F(Z) holomorphe.

On peut appliquer le même procédé au problème traité au n°18, relativement
cette fois aux transformations /(^) correspondant (au sens ci-dessus) à un "U
donné : au lieu de la condition nécessaire et suffisante (i4) du Chapitre II, on
obtient u n e condition nécessaire, qui améliore l 'inégalité G(^, z ' ^ ) ^> G(^i, ^2)
fournie par le principe de Lindelôf.

CHAPITRE IV.

SUR LES TRANSFORMATIONS INTÉRIEURES D'UN DOMAINE A DEUX DIMENSIONS COMPLEXES.

33. Soit D un domaine borné, univalent, de l'espace rapporté à deux
variables complexes x, y; les lettres telles que z désigneront des points de D,
c^est-à-dire des couples (x, y), la notation z^ •= F(;?) une transformation inté-

( ï ) q =o si 0^= ç^(^o) (moda^) quel que soit 7i; il n^y a pas alors de fonction de Green au
deuxième membre de (19).
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Heure de D définie par deux fonctions x^=f^(x, y), y^-=.f^(x, y ) holo-
morphes s u r D et telles que {x, j)€D entraîne (a;.,, ji)eD. On supposera que
^ == F(^) n'est pas une correspondance biunivoque de D avec lui-même.

Si F(^) et G(^) sont deux transformations intérieures de D, leur produit
G[F(^)] a un sens et est encore une transformation intérieure de D; ce produit
sera noté GoF(^) ; F^(^) désignera la ^ième itérée de F(^).

Par transformation l imite de l'itération de F(-s) on entendra la limite (uni-
forme sur tout sous-ensemble compact de D) d'une suite d'itérées de F(^) dont
les rangs croissent indéfiniment : <&(^)== l imF^(^); ce n'est pas toujours une

/î^.=:00

transformation intérieure de D : on peut seulement écrire $(D)cD^. Il en est
déjà ainsi des transformations limites ç(^) de l 'itération d'une transformation
intérieure /(^) d'un domaine plan d, mais dans ce cas on a deux possibilités
seulement : ou bien y ( ^ ) est une transformation intérieure de d, ou bien
^(z)=.x, x étant un point-frontière de d. Ici au contraire il peut arriver que
le point ^(^ appartienne à D pour certains z de D et à la frontière de D pour
d'autres z. de D, sauf toutefois pour les domaines les plus simples :

i° Prenons pour D un bicylindre r f^x^ , d^ et d^ étant deux domaines
plans : si, pour un Zo de D, $(^o) = (^n Ji) est point-frontière [de D, c'est
que par exemple x^ est point-frontière de rfi; alors, si ^ ^ ( x , y ) et ^^(x, y ' )
sont les coordonnées de 3>(^), on a ^^(x^ y)=^.x^ donc ^(D) est porté par la
frontière de D.

2° Prenons maintenant pour D une boule, soit x ^+ ly] 2^ i, et supposons
encore que, pour un ^o de D, ^(^o) soit un point-frontière de D; moyennant
au besoin un changement de coordonnées, on peut supposer que ce point-
frontière est x = i , y = o ; alors

!9i(.r, y ) I2 4-|cp2(^j) l2^!
entraîne

?i(^ j) = = i » ?2(^, j)=o.

Ainsi, dans ce deuxième cas, si l 'ensemble ^(D) a un point sur la frontière
de D, il est réduit à ce point; on peut obtenir facilement (1) une extension de
ce résultat.

Pour simplifier l'écriture, nous appellerons « domaine Do » un domaine D tel
que, pour toute transformation limite 3>(^), l'ensemble $(D) soit tout entier
porté, soit par D, soit par sa frontière.

Si
e» (^ )== l imF^(^ ) et W(z) = lim F ^ ( z )

7lÂ.==oo Pk=^

( l ) On peut considérer un domaine D limité par une hypersurface régulière vérifiant l'inégalité
(stricte) de E. Levi (Annali di Mat., 3e série, t. 17, 1909, p.6i et 18, 1911, p. 69).
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sont deux transformations limites intérieures, il en est de même de
(i) Wo^^)^^oW(z)^\nn¥^,(z)',

plus généralement
( 2 ) <Fo^(^)=o»oiy(^)
pourvu que

^(^o)eD et W(z,)çD.

34. Un ensemble E de points de D sera une variété analytique dans D si tout
point ZQ de D possède un voisinage V tel que EnV se compose des zéros
communs à un nombre fini de fonct ions ^ o, holomorphes sur V (1); dans le
cas de deux variables qui nous occupe ici, l 'ensemble EnV, ou bien est vide,
ou bien est réduit au point Z o , ou bien se compose d'un nombre fini de compo-
santes irréductibles au point Z o , définie chacune, soit par x=^x^^ soit par

r 1 iy—jo= S[( .z?—«^o) j (^ étant une série entière sans terme constant), donc
chacune homéomorphe à un voisinage de l 'origine dans le plan de la variable

J.
complexe t==y—jo dans le premier cas, t=Çx—Xo)11 dans le deuxième;
t sera appelé paramètre local attaché au point Zo et à la composante considérée.

Soient un domaine t2, une variété E et une transformation analytique G(z)
définie sur û, tels que G(û)cE; si Zo est un point de ii, en écartant le cas
G(^)=sG(^o)» la relation G(^)=G(^o) définit une variété e et l'ensemble des
points d'un voisinage V de Zo qui n'appartiennent pas à e est connexe et partout
dense sur V; comme les composantes irréductibles de E au point G(-^o) n'ont
que ce point en commun, l 'ensemble G ( V — e ) est porté par l 'une d'elles, donc
aussi G(V); le paramètre local (attaché à cette composante) du point G(z) est
une fonction de z holomorphe et bornée sur V — e , donc holomorphe sur V;
comme cette fonction n'est pas une constante, l'ensemble G(V) couvre, au
voisinage du point G(-^o)» la composante irréductible (de E en ce point) qui le
porte.

Étant donné une transformation analyt ique G(z) définie sur û, une
variété Ei dans û et une autre variété E telles que G(Ei)cE, on vérifie de
même que les images par G(z) des points voisins d'un point Zo de E| sur une
composante irréductible de E^ en ce poin t , ou bien sont confondues au point
G(^o)? ou bien couvrent, au voisinage de ce point, une composante irréductible
de E en ce point et que, dans ce cas, le paramètre local du point G(z) est
fonction holomorphe de celui du point z. Ce résultat s'applique en particulier
à une variété E dans D invariante par la transformation F(^), c'est-à-dire telle
queF(E)cE.

(1) H. CARTAN, Ann. Ec. Norm. Sup., t. 61, 1944; P- i49? Appendice II.
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35. Si & est l'espace topologique dans lequel un point Çy se compose d'un
point ZQ de E et d'une composante irréductible de E au point Z Q , et un voisinage
de Ço de tous les points ^ de & associés à des points z de cette composante assezr
voisins de Z o , ce qui précède montre que la transformation G(^) définit une
application continue, dans le premier cas de û dans ê, dans le deuxième de &y
dans ê; comme les composantes connexes de & définissent les composantes
irréductibles ( A ) de E (cf. Mémoire cité au n° 34), on peut ajouter à ce qui
précède :

Si G(û)cE, G(û) est tout entier porté par une même composante irréduc-
tible de E. Si G(Ei)cE, l'image par G(^) de chaque composante irréductible
de Fi est tout entière portée par une même composante irréductible de E. Dans
ce deuxième cas, si Ei est irréductible et si G(^)^const. au voisinage d'un
point ZQ de E| sur une composante irréductible de E^ en ce point, G(^)=EEConst.
partout sur Ei (Mémoire cité au n° 34, théorème y).

Une variété irréductible E dans D peut se réduire à un point de D; sinon, et
si, au voisinage d'un point ZQ= (a-o» Jo) de D, elle est définie parn?==^o, Eest
la composante connexe du point yo dans la section x = XQ de D; en dehors de

i
ce cas, tous les paramètres locaux sur E sont de la forme Çx—^o)% la projec-
tion de E sur le plan des x est un domaine e^ ; E a donc des points d'accumu-
lation ^appartenant pas.à E,donc situés sur la frontière de D puisque E est
fermé dans D.

Dans le dernier cas, & est isomorphe ( 2 ) à un domaine plan, multivalent et
ramifié, contenu dans e ^ , autrement dit une surface de Riemann qui, d'après
ce qui précède, ne peut être fermée.

36. La théorie (3) de l'itération d'une transformation intérieure f(z) d'un
domaine plan d repose principalement sur les deux énoncés suivants :

i° Si une transformation limite ç (^)^^o€D, ^o est point double attractif
pour la transformation fÇz) :

/(^)==^o et \f(z,)\<i.

2° Si une tranformation limite ( û ( z ) ^ é const., ^ i=/(^)metD en correspon-
dance biunivoque avec lui-même.

(4) Au sens global du mot, où nous l'entendrons désormais chaque fois qu'il ne sera pas suivi de
la mention « au point.. . ».

( 2 ) Nous entendons par là qu'il y a entre ê et la surface de Riemann; une correspondance biuni-
voque qui transforme le paramètre local sur ê en uniformisante locale pour la surface.

(3) G. VALIRON, Bull. Se. math., 2e série, t. 55, igSi, p. io5 ou M. HEINS, Amer. f. Math.,
t. 63, i94i, p. 46i.
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Le premier énoncé s'étend au cas de plusieurs variables:

- THÉORÈME 1. — Si une transformation limite ^(z ) ̂  ZQ ç. D, ZQ est point double
attractif pour la transformation F(^) ; F(^o) '= ^o ^ ̂ s valeurs propres du déter-
minant fonctionnel de F(^) au point ZQ sont de modules inférieurs à i.

On a
F ( ^ ) = F o ^ ( ^ ) = ^ o F ( ^ ) = ^ o .

Si s est Pune des valeurs propres considérées, s^ est valeur propre du déter-
minant fonctionnel de F^(^) au point ZQ ; comme

lim F/^(,s) •== e>(^)^ const., l im^mo, \s <<i .
nj, == oo - /^ = »

Cet énoncé vaut aussi pour une variété invariante :

THÉORÈME 2. — Si une variété E dans D ̂  invariante par F(^) ̂  .n, pour une
transformation limite ^E>(^)? l'ensemble <Î>(E) ̂  réduit à un point ZQ de D, ûfo/'^
^o€E, ^o est point double de la transformation F(^) : F(^o)==^o? et ce P01711

double est attractif pour E : limF^(^)=^o po^/r tout z de E, et cela uniformément
n = xi

su7^E f\K pour tout compact KC.D.

Le premier point résulte de ce que E est fermé dans D ; le deuxième s^obtient
comme au théorème \ ; quant au troisième, ayant posé ̂ ( z ) = lim F^^(^), on peut

n ](•==. y:

extraire de toute autre suite convergente d'itérées de F(^) une suite partielle
Fm (^) et associer à chaque m/ le plus grand des n,, inférieurs à mj, soitpy, de
manière que la suite Vm-p .(^) converge; comme l imF^(^ )==^o uniformément

^.=00 ;

sur EnK et F,,,_^(^o)=^o? o" a aussi limF^.(^)=^ uniformément sur EnK.
7 îHj=^ ] ' •

37. Au contraire, le deuxième énoncé ne s'étend pas au cas de deux
variables, car c'est seulement si ^^ a un déterminant fonctionnel non
identiquement nul que ^ i===F(^) met D en correspondance biunivoque avec
loi-même; mais on peut rétendre à une variété irréductible invariante dans D :

THÉORÈME 3. — SiE est une variété in^éductible^ non ponctuelle, invariante par
F(^) et si^ pour une titans formation limite $(^)? l'ensemble ^(E) couvre^ au voi-
sinage d'un point ZQ de E, une composante irréductible de E en ce point, alors :

i° la transformation ^=F(^) met en correspondance biunivoque avec lui-
même V ensemble E ou l'espace & (n° 35);

2° ou bien une itérée de F(^) conserve E point par point, ou bien & est iso-
morphe à un domaine plan, univalent, à connexion simple ou double : | Z [ <^ R ou
R^IZ^lUo^R^I^+oo), l'image dans le plan Z de la transfor-
mation z^ == F(^) étant une rotation d'angle incommensurable avec 71 : Zi = e^Z;
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3° toute transformation limite 3>i(^) met aussi F ensemble E en correspondance
biunivoque avec lui-même; si en outre ( î ) ^(z) est intérieure^ <î^ (D) = E ;

4° s'il existe au moins une transformation limite intérieure^ toutes les transfor-
mations limites sont intérieures;

5° siD est un domaine Do (n° 33), toute transformation limite est intérieure.

Démonstration. — i° Si ^(-s) = limF^(^) et si ^VÇz) est limite (Tune suite

¥,n\z) convergente extraite de la famille F,, ^(z) (1), W o^(z)==^(z) pourvu
que $(^)eD; on a donc ' } ¥ ( z ) = ^ au voisinage de z^ sur une composante
irréductible de E en z ^ , et par suite partout sur E puisque E est irréductible.

Les transformations z^ =F^.(^) définissent des transformations intérieures
de ê, soit Çi==y/^), où le paramètre local de Ci est fonction holomorphe de
celui de t, qui convergent (uniformément sur tout compact) vers la transfor-
mation identique; dans ces conditions z^=Y(z) définit une transformation
biunivoque de & en lui-même (2), et aussi de E en lui-même.

2° Si aucune itérée de F(^), en particulier Fw,-m.(^)(/^>y)» ne conserve
E point par point, les yy(C) sont des transformations biunivoques distinctes
d e ê e n lui-même qui convergent vers la transformation identique, autrement
dit le groupe des représentations de la surface de Riemann ê sur elle-même
n'est pas discontinu; une telle surface (3), ou bien est une surface fermée de
genre o ou i (ce qui est contraire à la remarque qui termine le n° 35), ou bien
est isomorphe à l'un des domaines plans indiqués dans Renoncé, c'est-à-dire
est la surface de Riemann d^une fonction holomorphe sur ce domaine; R<^4- oo
résulte de ce que & est contenu dans le domaine borné e^ (n° 35).

La transformation ^==F(^) a pour image dans le domaine J Z | < ^ R ou
R ' < ^ [ Z | < ^ R une transformation conforme .biunivoque de ce domaine en
lui-même dont, par hypothèse, aucune itérée n'est la transformation identique,
mais dont une suite déférées converge vers celle-ci : Z^=eîQiZ.

3° Si F^(^) conserve E point par point, toute transformation limite ^1(2)
coïncide, pour^€E , avec l 'une des transformations ¥ ( z ) , F a ( ^ ) , , . . , F^(^)==^.
Si aucune itérée de F(^) ne conserve E point par point, on se reporte au plan Z
et remarque que les transformations limites de l'itération de Z^^^Z sont les
transformations Zi == e^Z.

Si$i(^) est une transformation l imite intérieure, considérons l'ensemble
ouvert û intérieur de Fçnsemble des points z de D tels que <ï>i(^)eE, et
montrons que t2 n'est pas vide et est fermé dans D : la connexion de D
entraînera alors û = D.

(1) Où k'^> /c; on suppose (cf. n° 33) que les rnj et les n/c correspondants croissent indéfiniment'
( 2 ) H. CARTAN, Math. Z . , .t. 35, 1982, p. 760.
( 3 ) H. WEYL, Die Idée der Rienzannschen Flàche^ § Q!.

Arui. Éc. Norm., (3 ) , LXVIII. — FASC. 2. • 21



102 M. HERVÉ.

û n'est pas vide : soit ^i^) la transformation l imite associée à ^E>i (^) ,
comme ^F(z) ci-dessus à $(^), de sorte que ^Fi o$i(^)=<Ï>i(^) pourvu que
$i(^)€D; si Ei est la variété dans D définie par Wt(z)==z (1), comme on
vient de voir que 3>i(E)== E, on a E c E i ; comme les points de Ei où Ei a
plusieurs composantes irrédactibles sont isolés, on peut trouver ^i€:E tel
qu^au point $1(^1) il n'y ait qu 'une composante irréductible de Ei ; alors,
EcEi entraîne que E et Ei coïncident au voisinage de ^i(^i); l'image par
3>i(^) d'un voisinage (dans D) du point ^i, portée par E^ l'est aussi par E, et
^ i€Û.

û est fermé dans D : soit z* un point de D limite d'une suite de points Zn
de û; comme ̂ (^eD (2), $,(^)eE et que E est fermé dans D, <Ï>iO?*)€E;
il existe un voisinage V du point <I>< (^*), une fonction /v(^) holomorphe sur V
telle que les points de E n V soient les points de V qui annulent /v(^)» et une
boule ouverte B de centre ^ telle que <D, (B)cV; pour n assez grand, ^,eB,
au voisinage de Zn on a .

e»i(s)€EnV, donc /v[0i(^)]=o;

cette identité a lieu partout sur B, <&i(B)cE, ^*€Û.

4° Soient
<Di(Js)== lim F^(^)

Pk=^

une transformation limite intérieure et
(D,(^)=limF^)

'7Â:=30

une autre transformation limite; on peut supposer, en remplaçant au besoin
les suites p^ et q^ par des suites partielles (3), q/,^>ph et la suite F^_^(^)
convergente : soit ̂ (^ sa limite; comme $i(^) est intérieure, on a

•<^)=E<D:30<D^),

d'après la troisième partie du théorème.
€ > i ( D ) = = E et <Ï>3(E)==E, donc <D2(D)=E,

3>a(^) est intérieure.
5° On sait déjà que toute-transformation limite transforme un point de E en

un point de E, donc de D.

38. Remarques. — i° Une conséquence de la troisième partie du théorème
est que, s'il y a au moins une transformation limite intérieure, une seule variété

(1) ^iÇz) ^à z puisque le déterminant fonctionnel de ^i^) est identiquement nul.
(2) Ici seulement intervient l'hypothèse que ^i(^) est intérieure.
( 3) Comme dans la démonstration du théorème 2 (n° 36).
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irréductible E peut jouir des propriétés énoncées, mais il n'en est plus ainsi s'il
n'y a. pas de transformation l imite intérieure. Exemple : la transformation F(-s)
est définie par x^ = x, y^ = ky (o <^ k <^ i ), D est le bicercle x <^ i, \y \ <^ i
à l'exception des points .rçK,y = o, K étant un ensemble fermé du plan des x
contenu dans \x\^\\ chaque composante connexe E du complémentaire de K
par rapport au cercle [ x \ <^ i, y = o est une variété vérifiant les hypothèses de
l'énoncé.»

2° Si une itérée de F (Y) conserve E point par point, & peut ne pas être iso-
morphe à un domaine plan, univalent, à connexion simple ou double. En effet,
dans l'exemple ci-dessus, chaque E est un domaine d^ordre de connexion
quelconque.

3° Si E vérifie les -hypothèses du théorème, et si les transformations limites
sont intérieures, le lieu des images d'un point z^ de D par ces transformations
[c'est-à-dire l'ensemble d'accumulation de la suite des F^(^o)] est un ensemble
fermé K(^)cD; d'après le raisonnement fait pour la quatrième partie du théo-
rème, ce lieu estaussi K[(t>i(5o)], ^Çs) é tan tPune des transformations l imi tes ;
comme <Di(^)eE, d'après la deuxième partie, le lieu K(^), ou bien comprend
un nombre fini de points, ou bien est une courbe fermée analytique tracée
sur E, image d^une circonférence [ Z | == r.

4° Dans les mêmes hypothèses (E vérifiant le théorème 3, transformations
limites intérieures), le raisonnement de la quatrième partie du théorème
montré encore qu'il y a autant de transformations l imites distinctes opérant
sur D qu'il y en a de distinctes opérant sur E; d 'une façon précise, les djeux
ensembles ainsi définis ont même puissance,<que la deuxième partie du théo-
rème permet d'évaluer : si une itérée de V(z ' ) conserve E point par point, il y a
un nombre fini de transformations limites; sinon, leur ensemble a la puissance
du continu. En particulier, pour qu^ i l y ait une seule transformation l imite ,
c'est-à-dire pour que la suite F^(^) converge, il faut et il suffît que F(^)
conserve E, non seulement globalement, mais point par point.

39. Reste à montrer l'existence d'une variété E dans D vérifiant les hypo-
thèses du théorème. Commençons par le cas où la transformation F ( z ) présente
dans D un point double que nous prenons pour origine; si s^ et ^2 sont les
valeurs propres du déterminant fonctionnel de F(^) en ce point, on a

l - ^ l I ^ I ? 1 ^ 2 ^I, \SiS^ 1 <I ;

le cas s^ ] <^ ï , ^ | <^ i étant celui du point double attractif, reste à étudier le
cas ^ = e1^, | ̂  | <^ ï ; comme alors .y, ̂  .^, on peut, moyennant un changement
de coordonnées, supposer la transformation F(^) définie au voisinage de l'ori-
gine par
(3) x^-^e^x-^-. .., ji==.?2j+.. .,
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en convenant de représenter par des pouits de suspension un développement
de Taylor où ne figurent que des termes de degré au moins égal à 2.

THÉORÈME 4. — SiF origine est point double pour la transformation F(^) et si
les valeurs propres du déterminant fonctionnel de F(^) en ce point sont <?°" et
s<î(\s2 <^ i )? il passe par l) origine une variété E dans D vérifiant les hypothèses
du théorème 3; s i a est commensurable avec n, elle est conservée point par point
par une itérée de F(^); sinon, & est isomorphe à un disque plan.

D'après (3), la ^ièmc itérée de F(^) est définie au voisinage de l'origine par

^,==ema^+... j^==:^?j4-. . .,

donc une transformation limite ^>(^) par

(4) ?i(-^ J)==^8^4-..., 92(^.7) ==....

Si à $(^) on associe la transformation limite ^V(^) comme au n° 37, on a
^Fo$(^)===3>(.j) pourvu que <î>(^.)eD, en particulier au voisinage de l'origine;
^, (.r, y) et ^2 (^? j) ont la forme (4)? mais, comme

+l[?l(^'j)» ?2(^, j)] ̂  ?l(^, j),

on a
(5) ^(.2-, j)=^4-.. ., ^(.r,j)=:....

Soit £ la variété dans D définie par WÇz)-==z; elle est invariante par F(^),
car, si ^€£ , F(^)eD et ^(^ED, donc, d'après (2),

WoV(z)=:FoW(z)=:¥(z),

c'est-à-dire F (^ )€£ ; d'après (5), elle est définie au voisinage de l'origine par
deux équations de la forme

7=^l(^,j), ^(^,j)r=:o,

gi et g^ ne comprenant que des termes de degré au moins égal à 2; de la
première résulte
(6) J=^),

et la deuxième est alors vérifiée, sans quoi la variété c serait, au voisinage de
l'origine, réduite à ce point, on aurait <I>(^):==o contrairement à (4); ainsi £
admet à l'origine une seule composante irréductible définie par (6); la compo-
sante irréductible (au sens global) de £ qui la contient, soit E, est invariante
par F(^) (puisque l'origine est conservée, cf. n° 35) et, d'après (4), vérifie
l'hypothèse du théorème 3.

Si a est incommensurable avec TC, aucune itérée de F(^) ne conserve E point
par point; réciproquement, s'il en est ainsi, la transformation image de
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^i==F(^) dans le plan Z doit avoir nn point double sans qu'aucune de ses
itérées soit la transformation identique, ce qui exclut la couronne circulaire
IV <^ |Z <^R (théorème 3, 2e partie); on peut rendre homologues les origines
de D et du plan Z; comme, au voisinage de ces origines, x [paramètre local
sur E à l 'origine d'après (6)] et Z sont fonctions holomorphes l'un de Fautre,
l'image de ^=F(^) dans le plan Z es tZi^^^Z (avec le même a) et a est
incommensurable avec TT.

Remarque. — Lattes a montré ( ' ) qu'il existe une série entière S(a?) et une
seule telle que la formule (6) définisse, au voisinage de l 'origine, une variété
invariante par la transformation F(^); sa méthode permet d'en calculer les
coefficients de proche en proche.

40. Supposant désormais la transformation F(^) sans point double, soit à
chercher un critère d'existence d'une variété E dans D vérifiant les hypothèses
du théorème 3 ; ces hypothèses impliquent que, pour une transformation limite
S>(^) et un point ̂  de D, <i>(^i)eD; mais cette condition nécessaire n'est pas
suffisante : elle l'est seulement vis-à-vis d'une itérée de F(^) :

THÉORÈME 5. — Si la transformation F(^) est sans point double et si, pour une
transformation limite ^(^ et un point z^ de D, <Ï>(^i)eD, alors il existe un
nombre fini de variétés irréductibles non ponctuelles Ei, Ea, . . ., E^ telles que la
transformation F(^) mette en correspondance hiunivoque E, avec E^, E^ avec
Ë3, . . ., E^ avec Ei, et dont chacune vérifie les hypothèses du théorème 3 vis-à-vis
de la transformation F^(^).

Soit encore (c/. n08 37 et 39) ^ ¥ ( z ) la t ransformation limite telle que
Wo^Çz) = 3>(^) pourvu que <I>(^)eD, en particulier sur une boule B de
centre z^\ la variété £ dans D définie par WÇz)=z est invariante par F(^);
l'ensemble 3>(B) est porté par une composante irréductible £p de £ (cf. n° 35)
sans être réduit à un point (théorème 1), F(£o) par une composante irréduc-
tible £1 de £ (n° 35) sans être réduit à un point, sans quoi Fo$(B) le serait
a fortiori (théorème 1), F(£i) par une composante irréductible £2, . . . .

Soit d'autre part
W(^)= l imF^) ;

mk == -»

le point F,^oc|>(^) appartient à £^ et a pour limite <î>(^); comme <i>(^)eD,
au voisinage de ce point passent un nombre fini de composantes irréductibles
de £ ; on peut donc trouver deux entiers m,, et N tels que £^=Ei et £^+N coïn-
cident; chacune des variétés £^^_i===E,, (i ̂ ^^N) est invariante par F^^);

( 1 ) S. LATTES, Thèse (Ânnali di Mat.y 3e série, t. 13, 1907, p. i).
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comme elles font partie de £, chacune est conservée point par point par ^VÇz),
a fortiori par la N101110 itérée de celle-ci, soit y^)» qui est limite d'itérées
de F^(-s), donc vérifie les hypothèses du théorème 3 vis-à-vis de F^(^); par
suite chacune est transformée biunivoquement en elle-même par F^(^)
(première partie du théorème 3); comme

F(E,)cE,, F(E,)cE3, . . . , ' F(E^cE,,

il en résulte que F(^) transforme biunivoquement Ei en Ea, E^ en Ë3, . . . ,
Ey en Fi.

41. Remarques. — 1° Pour s'assurer que les variétés E^, . . ., E^ peuvent
être distinctes, il suffit de reprendre l'exemple du n° 38 avec l'ensemble K formé
de N rayons du cercle x ^i faisant entre eux l'angle ^ et la transformation
F(^) définie par

îin
x^==.e^x, ji=Â-j.,

2° Si $(^) est l imi te d 'une suite d'itérées de F(^) dont les indices sont tous
multiples de N plus un même reste p ( o^ jp^N—i) , on a (troisième partie
du théorème 3) :

<I»(EO==E^, . . . , ^(E^)==:E^;

si donc E^, . . ., Ev sont distinctes, une suite d'itérées de F(^) ne peut converger
que si leurs indices sont tous, à part ir d'un certain rang, mult iples de N plus
un même reste.

3° Les hypothèses du théorème 5 sont vérifiées en particulier si, la trans-
formation F(^) étant dépourvue de point double, une de ses itérées en a un,
soit ^i == F^(^i )^ z^ ne peut être point double attractif pour F^) sans quoi il
le serait aussi pour F(^) (théorème 1 ); le théorème 4 s'applique donc à F^(^)
et au point double ^i, d'où résulte N^M.

4° S'il existe une transformation limite intérieure S>(^), il en existe aussi
une qui soit l imi te d'itérées de F^), à savoir ̂ {z)\ la première remarque du
n° 38, appliquée à F^(^), montre alors que E^ . . ., E^ se confondent et, en
réunissant les résultats des théorèmes 3 à 5, on peut énoncer :

THÉORÈME 6. — Si F itération de F(^) donne naissance à au moins une transfor-
mation limite intérieure non constante^ il existe une variété E et une seule vérifiant
les hypothèses du théorème 3, toutes les transformations limites sont intérieures et
f image de D par chacune d'elles est E.

Comme on ne peut avoir EcD (n° 35), en rapprochant les théorèmes i et 6,
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on obtient le suivant, qui étend à deux variables le théorème de Ritt sur l'itéra-
tion dans un domaine plan (1) :

COROLLAIRE 1. — Si, pour une valeur de n, on a F,/D)cD, la transformation
fÇz) admet un point double attractif.

i

42. THÉORÈME 7. — Etant donné une transformation intérieure F ( z ) d'un
domaine D, ou bien $(D) est porté par la frontière de D quelle que soit la trans-
formation limite ̂ {z\ ou bien une itérée F^) est transformation intérieure d1 un
sous-domaine^^ CD tel que <&(D, )cDi pour toute ^(z)limite d'itérées de F^).

Si la première conclusion n'a pas lieu, il existe une <&(^) et un point z^
de D tels que $(^)€D; je dis qu'alors l 'ensemble t2, des points de D dont
l'image par n'importe quelle transformation limite appartient à D, n'est pas
vide : en effet, si F(^) admet un point double, il fait partie de û; sinon, on est
dans les hypothèses du théorème 5 et, d'après la deuxième remarque du n° 41,
l'image d'un point de Ei par n'importe quelle transformation limite appartient
à l'une des variétés Ei, . . ., E^ donc à D, de sorte que E,, . . . , E^ font partie
deû.

û est ouvert : soit ^ un point de û limite d'une sai te de points ̂  n'appar-
tenant pas à û; on peut trouver les entiers croissants n/, tels que la distance du
point F^(^) à la frontière de D soit inférieure à - si <i>(^) est l imite d 'une
suite extraite de la suite F^(^), le point ^(^*), limite d'une suite extraite de
F^(^), appartient à la frontière de D, contrairement à l'hypothèse ^eî2.

Si ^ € û, F(^*) €Û et même l 'image de ^ par n'importe quelle transformation
limite appartient à i2; si Ao est la composante connexe de û qui contient ^5
F(Ao) est contenu dans une autre composante connexe Ai de û, F(Ai) dans
une autre, A<^ ...; si $(^)== limF^(^), comme $(^) eu, on peut trouver deux/^=^
entiers ^ et M tels que A^==Di et A^+^ coïncident; comme F,i(>) est trans-
formation intérieure de Di, pour toute $(^) limite d'itérées de F^), ^eDi
entraîne $(^)eD^ ; mais $(-s)€Î2, donc <î>(^)eDi.

Si ^=F(^*), ^eû;dans le raisonnement ci-dessus, on a simplement
M = i , D^ ==AO; ainsi :

COROLLAIRE 2. — Si z^ est point double de F(^), il existe un sous-domaine D,
tel que . J iêDiCD, F(Di)cDi et 3>(Di)cDi pour toute transformation limite
<î>00.

43. Cherchons maintenant à quelle condition la suite F n ( z ' ) converge vers
une transformation $(^) non constante telle que, pour un point ^ de D,

(1) J. F. RITT, Ann. Math., 23, 1921, p. 167.
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$(^i)eD : s'il en est a in s i , le théorème 5 s'applique avec N = = i d'après la
deuxième remarque du n°'41; une variété E vérifie les hypothèses du théo-
rème 3 et est conservée point par point par F(^), car, par hypothèse,
Fo<ï>(^)=$(^) pourvu que <î>(^)eD, d'où F(^,)=^ pour z, eE (troisième
partie du théorème 3); ainsi la transformation F(^) a une inf ini té de point?
doubles non isolés, en chacun desquels la transformation F ( ^ ) — z a un déter-
minant fonctionnel nul, donc celui deF(^) admet la valeur propre i.

Réciproquement, si F(^) a un point double dans D (pris comme origine) où
son déterminant fonctionnel a les valeurs propres i et.^2 ( \s^ j <^ i), d'après le
théorè.me 4, il passe par l'origine une variété E dans D vérifiant les hypothèses
du théorème 3 et'conservée point par point par une itérée de F(^); je dis
quelle l'est par F(^) elle-même : l 'élimination de y entre (3) et (6) donne en
effet une relation de la forme ^=a?+.. . qui doit se réduire à x^=x
puisque son ^ième itérée est x^==x, car

x^ ̂  x 4- aœP-\-.. . entraînerait Xn=^ oc -+- naxP-{-. . ..

D'autre part (corollaire 2, n° 42), il existe un sous-domaine Di tel que
oêD^ cD, dans lequel on peut faire le même ra isonnement ; en outre, dans Di,
toutes les transformations l imites sont intérieures et (quatrième remarque du
n° 38) la suite F/,(^) converge pour ^ G D i , donc aussi pour ^€D. Ainsi :

THÉORÈME 8. — Pour que la suite des itérées (fune transformation F(^) converge
vers une transformation limite non constante 3>(^) telle que $(D) ne soit pas
porté par la frontière de D, il faut et il suffit que F(^) ait, soit une infinité'de
points doubles dont un au moins non isolée soit un point double ou son déterminant
fonctionnel ait la valeur propre i.


