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PROPRIETES METRIQUES

DES VARIETES ANALYTIQUES COMPLEXES
DEFINIES PAR UNE EQUATION

Par M. Pierre LELONG.

—— Q —

. I.. — Introduction.

1. Nous rappellerons tout d’abord un résultat de H. Poincaré (') :
si f(3,, ..., 3,)=/f(M) est une fonction holomorphe des p variables
complexes zy, 3, ..., 3,,l0g| f(M)] est égal a une fonction harmonique H(M) de
’espace R*?( R*? désigne I’espace 4 2p dimensions réelles, support de I’espace C*

des p variables complexes z;), augmentée d’un potentiel U+(M) _—_/-l\ijg—i,f%l ou

est une distribution positive portée par la variété f(z,, ..., 5,)=o0 avec une
densité constante. :

Comme préliminaire, nous donnerons de ce résultat une démonstration trés
simple déja esquissée dans un travail antérieur (*), ot nous avions rattaché le
le théoréme de Poincaré 4 une propriété générale des fonctions plurisoushar-
moniques. ‘

Nous adopterons ici un point de vue élémentaire et nous tirerons les consé-
quences d’une propriété simple de la moyenne 2 [log| f|; M; R]delog| f/|, prise
sur une sphére (*) S(M; R) de centre M, de rayon R : A est une fonction
continue, non décroissante, convexe de u,=IlogR. Cette propriété (valable
- d’ailleurs également pour les fonctions plurisousharmoniques)est prise comme
point de départ; elle permet d’établir rapidement le théoréme de Poincaré :
celui-ci donne, en substance, la décomposition de F. Riesz de la fonction
log | f(M)|, sousharmonique dans R*”.

(1) Sur les propriétés du potentiel et les fonctions abéliennes (Act. Math., 22, 1899, p. 159).

(?) Les fonctions plurisousharmoniques (Ann. E. N. S., 69, 1945, p. 324, cf. théordme 4). La défi-
nition des fonctions plurisousharmoniques est rappelée au paragraphe V de ce travail.

(3) S(M; R) désigne la frontiére de la boule pleine B(M; R), de centre M, de rayon R.

-
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La convexité de % (log R) fournit toutefois notablement plus et donne des
précisions sur la distribution u, c’est-a-dire sur Paire de la variété f=o.
Nous démontrerons la propriété simple suivante du continu formé parunevariété
analytique complexe V*=* ('indice supérieur indique le nombre de dimensions
complexes) : I'aire (4 2 p—2 dimensions réelles) de la variété a I'intérieur
d’une boule B(M; R) de centre M, de rayon R, a la valeur

7(R) =1,y (M; R)R2—2,

ol T,,_, est la mesure de la boule unité dans C»=* et v(M; R) désigne une fonc-
tion non décroissante de R, pour laquelle v(M, o) est égal a I'ordre de multipli-

cité de M sur la variété; en conséquence o(R) est toujours au moins égal a l'aire
~ découpée par B(M; R) sur le plan ou le cone tangent en M a la variété; v(M; R)
que nous appellerons /e degré moyen de la variété dans laboule B(M; R) est une
fonction de R qui croit dans le cas d’une variété algébrique depuis I'ordre de M
sur la variété jusqu’au degré de celle-ci quand R augmente indéfiniment. La
propriété indiquée peut étre considérée comme une précision métrique au
théoréme des fonctions implicites, celui-ci étant essentiellemenf un théoréme
d’existence. Elle suppose seulement B(M; R) contenue dans le domaine ou la
variété est définie. Elle permet, étant donnée une division simpliciale de
I'espace, de majorer le nombre des simplexes qui contiennent des points de la
variété. On verra qu’elle correspond 4 une particularité de la distribution
de masse d’une fonction plurisousharmonique.

Les variétés analytiques complexes seront, sauf indication contraire, définies
d’une maniére globale, ¢’est-a-dire en annulant (pour une variété V»—* dans C?)
une fonction analytique /. On sait d’ailleurs qu’on peut passer de la définition
locale (donnée de Cousin) a la définition globale dans une boule B(M; R) ou
dans un domaine cylindrique défini par z;€d;, (1==7¢<p) quand les d; sont
simplement connexes.

Terminons cet avant-propos par une remarque : en passant de log| /] a la
moyenne %[log| f]; M; R], on réalise pour les masses . qui interviennent dans
la décomposition de Poincaré un balayage qui conserve le caractére plurisous-
harmonique de la fonction.

Nombre de résultats élémentaires de lathéorie des fonctlons et des polynomes
en partlculler (on se reportera pour un exemple aux théorémes 5 et 6 et aleurs
corollaires, au paragraphe V du présent travail), sont démontrés pour p =1 en
utilisant explicitement la possibilité d’isoler les zéros d’une’fonction f(s) qui
sont portés par un compact K (ensemble fermé et borné) de C*', grice a
Popération de la division qui consiste & écrire /(z) =P (3) f1(5),avec f,(5) £ 0

pour z€K; P(z) est un polynome qui ne s’annule plus dans le complé-
mentaire de K.

llest clair qu'il n’existe pas pour p > 2 d’opération algébrique sur les fonctions

de p variables permettant d’effectuer une telle décomposition sur I'ensemble des

-
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~ zéros. Le passage a la théorie du potentiel, une fois effectuée la décomposition
de Poincaré-Riesz, donne sous forme additive, et relativement a log| /|, toutes
les facilités de décomposition que I’algébre ne fournit plus pour p > 2. Toute-
fois, le potentiel de Poincaré des masses portées par unsous-ensemble compact
d’une variété analytique V7—* n’est jamais une fonction plurisousharmonique.
L’étude de la moyenne % faite ici revient a opérer, plutot qu'une décomposition
des masses, une modification de la distribution qui n’altére pas le caractére
plurisousharmonique et permet de conserver a certaines propriétés simples
des fonctions analytiques le caractére élémentaire qu’elles ont pour p=1.

II. — Convexité de la moyenne sphérique 4[log|f|; M; R]
par rapport a log R; démonstration du théoréme de Poincaré.

.

2. Nous considérerons dans ce paragraphe des spheres concentriques
S(M; R) de centre M, de rayon variable R, contenues & lintérieur d’un
domaine D ou est définie une fonction f(s,, 5, ..., 5,) analytique des p
variables complexes z,. Par abréviation, si M=|3z,, 5,, ..., 3,] on notera
aussi S(z,; R), B(s; R) respectivement la sphére et la boule de centre M, de
rayon R, quand il sera utile diexpliciter les coordonnées de M.

On désignera par w,, la mesure (2 2p —1 dimensions réelles) de la sphére

2

:I,

P
anité S(M; 1); si o, (1 =k = p) sontp paramétres complexes liés parE |
N . 1
P
on aura en posant o, = re, avec 2 ro=r1:
1

dwy, (o) =d0,db,...d0yrydr,. . .r,dr),

y P

et S(M; 1) estdécrite pouroZ6,< 27, 2 ri=1.0naw,,= [‘d(ugl,:

2mr
- (p—1)!

On désignera par A[log|/f|; M; R| la moyenne de log|f| sur S(M; R) on
posera :

(1) 1(g) =2 [log | f]; sx; R] :w;,ﬂf log | f(z1=+Goy, o vy 5p+Gotp) | dé*’ﬂ/»(o‘ls)'
1l est immédiat que 1({) ne dépend que de R=|{|; la multiplication de ¢
par e équivaut en effet & augmenter de o tous les arguments 0, des para-

métres o, dans I'intégration (1). On peut donc prendre tout d’abord la moyenne
de log| f(z,+Ce®a,, ..., 5,+e®a,)| par rapport a ¢ en posant :

(2) UGss a5 0) = o= [ log| f(si-+ Ceba, ..., Gyt Le0ay) | do

et calculer (1) en remplacant log| /| par U sous le signe d’intégration ; U estune
Ann. Ec. Norm., (3), LXVIL. — Fasc. 4. . 49
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fonction non décroissante, convexe de u,=log R, a valeurs sur la droite réelle -
demi-fermée — oo U< w; A[log|f|; 5:; R] est donc une fonction non
décroissante, convexe (donc continue) de logR.

En particulier, la continuité de log | /| entraine

log | f(zk) | :%{iinal[log{ﬂ; sy Rl ZA[log| f1; zx; R,

qui est la propriété classique de la moyenne pour les fonctions soushar-
moniques dans I’espace R®?, et caractérise ces fonctions quand on est assuré de
la semi-continuité supérieure. En résumé on a déja établi que log| /| est(si f==0)
une fonction sousharmonique; il en résulte que la moyenne A n’a pas la
valeur — oo pour R > 0. Nous énoncerons :

Prorosition 1. — La moyenne L[log|f|; zx; R] de log|f| sur une sphére
S(z; R) est une fonction continue, convexe, non décroissante de u,— logR.

On pourra, remarquons le, se contenter de supposer fholomorphe sur la
sphére S( 5,5 R), cette condition entrainant d’aprés un résultat bien connu que f
soit holomorphe dans le domaine B(z;; R) qu’elle limite, pour p > 2.

3. Lafonctionlog]|f| étant sousharmonique, on aparladécomposition de Riesz

log | f(M)| = H (M) — Us(M),

ou U+(M) :fa’p,(Q)MQz—i‘/‘ est un potentiel de masses positives. Pour achever

la démonstration du théoréme de Poincaré, il suffit de préciser la distribution p.
D’aprés (2), si f ne s’annule pas dans B(z,; R), on a, quels que soient les a,
et |{| <R,

log | f(zx) | = U(ar; aus £) = A[1og | /15 255 1L 115

log| f] est donc harmonique dans tout domaine ou / ne s’annule pas; la distri-
bution p. est portée par la variété /= o.

Pour préciser, calculons selon la formule de Gauss la masse 1(S) portée par
un élément S d’une division simpliciale T de I’espace; nous supposerons que T
possede les propriétés suivantes : S est un cylindre défini par z;Cd;, ou &, est
un domaine simplement connexe, de frontiére f;rectifiable, a tangente continue,
sauf en un nombre fini de points; de plus f;ne porte aucun des points z" corres-

pondant aux valeurs de z; pour lesquelles /' s’annule identiquement par rapport
»

aux p —1 autres variables. Si F est la frontiére de S, on a F—_—E F; avec
1

Fi=d, xd,...><di_y < fi<di,...><d,. D'autre part, remarquons que la

normale a la face F; n’est autre que la normale v; 4 f; dans le plan de f;. On a

donc, par le calcul élémentaire du flux ¢(8),

P
- dlog| fI . dlog|f]
(3) 0(S)=" f——dT_—dF,«_z dsids, . .. dsi-1ds;+1...dsp£_7ridﬂ,

i ‘ i=1 #r€dk !
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ou ds,(k£17) est I'élément d’aire de d,. Désignons par n;s,, 35, ..., 33
(d); 3is1...3,] le nombre de zéros de f pour lesquels z,Cd;, en fonction
des z,(k£7) supposés donnés, par o;(S) I'aire de la projection sur le sous-
espace C’~' des z,(k=£7) de la partie de la variété f=o intérieure &3 S. On a

p

(4 cp(S)::zfrZ fn,{zh con Sig; (Ai)s By ool Spldsy o dsigdsiy L. ds),
1
P

¢(S) = 271:2 o:(S).

Dans le passage de (3) & (4), le nombre entier positif ou nul »; peut étre non
défini pour certaines valeurs (z,), (ks£7), si f; porte un zéro de f; mais
d’apres la restriction faite plus haut sur la frontiére de S, cette éventualité n’a
lieu que pour un ensemble de mesure nulle dans le champ

[d1 > d-_- oo X dl'—i > ([i+1. .o X C{]}]u
La propriété cp(S):zﬂE g;(S) s’étend 4 une somme de simplexes et par

suite 4 un ensemble ouvert quelconque. Si D est un domaine fermé sur lequel f
est holomorphe et si I’aire o(F) 4 2p — 2 dimensions réelles de I'intersection
de sa frontiére F avec la variété f=o est nulle, on a 5;,(F)Zc(F)=0.On en
déduit . : :

P
(5) o(D) =127y, a(D).

P .
Par suite, la quantité Z a; somme des projections sur les sous-espaces coor-
1
donnés d'un élément de variété N'=* est un invariant des transformations unitaires
de C’.

Considérons un élément do de la variété contenue dans une boule B(M; 7))
p

centrée sur la variété et faisons le calcul de Z da; par rapport a un repére pour
1
lequel z,= o est la variété linéaire tangente en M a do. Il est aisé de voir qu’on

peut choisir v assez petit pour que les projections do; de do satisfassent :

|doy— do | << edo et doy<< edo sl k#1.

r
On a donc dc—z ds;| < pedo.

D’ou :
L'aire d’une variété VP—' est égale a la somme de ses projections sur les sous-
o

espaces coordonnés. ,
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Nous n’insisterons pas sur ce résultat rencontré ici incidemment : il est
vrai (*) pour une variété V7 quel que soit ¢ < p et se démontre aisément par le
calcul direct. :

A partir de (4) on a alors, pour la masse (D),

P

p(D)=[(2p —2) ws, [ to(D) =270;,(2p — 2)“2 o:(D);

1
P

. Ql
(6) (D)= w3)s ¥, ai(D) =03, o (D).
1 .
La démonstration du théoréme de Poincaré est ainsi achevée : log| /| est une
Jonction sousharmonique de R*’; la distribution de masse positive correspondante -
est portée par la variélé f= o, avec une densité constante égale a v,

2p—2
p—1

est U'aire de la sphére unité 2 |z:P=1.

1

oll Wy, o

Remarque. — Considérons une transformation ponctuelle G définie par
(7) Z=A+iB=G(zay, 2, ..., 5p)

du domaine S=E[z,Cd;; 1Zkp] de C" dans C*(Z); on suppose la trans-
formation G continue. Le second membre de (4) conserve un sens sous des
hypothéses assez générales; ‘nous supposerons que la variété Z=o, définie
dans S par les équations A =o0, B=o0a une mesure 2p — 2 dimensionnelle
finie o; dans ces conditions on a 5, 5, et I'intégrale

(8) ai(S):fni[zl, covy Bimgy (A Bivry ooy Bpldsy . dsiadsiy .. dsy

a un sens.

Considérons (7) comme une application de C'(z;) dans C'(Z) quand on fixe
les p—1 variables z; ou j est différent de 7, et désignons respectivement par n;,
n; le nombre des points ="’ qui donnent Z = o par I’application avec conserva-
tion ou au contraire avec modification de I’orientation du plan C*(z;) au voisi-

‘nage de z;"'; on aura n,=n;/+n;. D’ou : 6;(S)=105/(S)+ g, (S).
D’autre part, dans la transformation z; — Z, on a évidemment
nf— np =05 555 G(/fi)] ,
ou le second membre désigne le degré algébrique de la représentation de Z=o
pour z;,Cd;, a 3, constants (j£7), ou, si I'on préfére, ce nombre calculé par
I'intégrale de Kronecker dans le plan C'(Z) relativement a2 Z=o0 et & G(/;)
image de f;. Finalement, on aura

Ki:f xilo; 553 G(fy) ]dsy .. dsizydsiyy ... dsp=07 — a7
z;Cd

i<4j

(*) Voir WIRTINGER, Monatshefte fiir Math. und Physik, 44, 1936, p. 343.
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Ainsi K=Y K,=Y (57— c7) ne dépend que de I'image G(F) de la frontiére

i i
F de S, et du repére choisi dans C7.
La propriété s’étend a4 un domaine D somme de simplexes S : /a

quantité 2 [a/(D)— g, (D)] se calcule a partir de I'image de la frontiére de D,

et du repére T, de C».
En supposant pour fixerles idées K > o, la somme W ::2 ai(D)relative ala

s .. WU .
variété G = o dans D est minima quand on a ¥ o;(D)=o0, et dans ce cason a
i

W= o(D)= ¢/ (D)=K;

i

elle n'est fonction que de l'image G(Y) de la fronticre de D et du repére T,.
En particulier : pour une transformation intérieure par rapport ¢ chacune des
variables z;, la quantité W se calcule a partir de G(F). Pour une transforma-
tion quelconque G' telle que G'(F) = G(F) on a nécessairement

W=23d, (D)~ W.

III. — Propriétésde ’intersection d’'une variété V»—
avec une boule de rayon variable.

4. Nous considérerons une variété analytique 4 p—1 dimensions
complexes V*~* dans € a l'intérieur de domaines sphériques; d’aprés une
remarque déja faite, dans de tels domaines V»~' peut toujours étre considérée
comme la variété zéro d’une fonction f.

Soit f holomorphe dans la boule B(M; R,); et soit B(M; R) une boule de
rayon variable R <R,. Nous démontrerons :

TnioriME 1. — La moyenne )[log|f|; M; R] sur la sphére S(M; R) est une
JSonction dérivable de R pour p>~2; on a

da

(9) O‘(R):T-gp_gl)\‘p_‘ mr

o o(R) désigne l'aire de la wvariété f=o contenue dans B(M; R);

r
Topa=1(2p —2)"w,, , est la mesure de la boule um'te’z | 32 1.

2

Désignons par p._(R) la masse portée par la boule ouverte B(z,; R) dans la
distribution . relative a log|f|, et par p,.(R) la masse portée par la méme
boule fermée. On a p._(R)=p..(R) si la frontiére S(z,; R) porte une masse
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nulle, ¢’est-a-dire, d’aprés le théoréme de Poincaré, coupe la variété V7—* définie
par f=o suivant un ensemble de points d’aire 2p — 2 dimensionnelle nulle.
S’ 1l en est ainsi, on a, d’aprés (6),

d

o(R)=wypap(R)=— [ 7=

log | f(zx—+ Roaz) | B2 dw,y, (1),
) d
o(R)= —2%39”"m1[10g I f1; =5 R,

qui démontre (g).

Reste a établir que la sphére S(z,; R) ne peut porter une aire 2p — 2 dimen-
sionnelle positive de points de V7='. S’il en était ainsi, il existerait un point P
de I'intersection au voisinage duquel V»~* serait représentée par des équations
z,—z, =4, (¢, ..., t,.4), et ou, par suite, I'équation X|{,(¢;)[?
serait satisfaite pour un ensemble w de valeurs (¢;) de mesure 2 p — 2 dimen-
sionnelle positive. En explicitant ;= ¢, 4 2], I'équation s’écrit H(Z,, ¢} ) = o,
1=j~p—1, ou H est une fonction analytique des variables réelles ¢, ¢;.

Si I'on avait H=o sur (w), 'équation X|{,(¢;)>—R*=o0 serait une
identité; il existerait donc une variété irréductible V/™' appartenant a V/—' et
portée par S(zx; R); ce qui est impossible, car dans la boule B(z,; R'), de
rayon R’ un peu plus grand que R, V/™" serait définie par une équation g(z,) =o,
g ne s’annulant pas sur S(z,; R').

Donc H=o0 définit une variété analytique réelle de dimension zp——j
I'ensemble d’intersection de V7~ avec S(z,; R) a une mesure 2p—3
dimensionnelle finie. On a pw_(R)=u, (R), ce qui établit aussi I'existence
de d

dlogR ogR
sommets pour p > 2.

et I'impossibilité pour la courbe convexe A =TF(logR) d’avoir des

Remarques. — 1° L’exemple f=3,— a =0, montre que A n’a pas en général
de dérivée seconde continue pour p =2, ni de dérivée d’ordre ¢ continue
pour g =p;

’ . s . I
20 L’égalité (9) est valable aussi pour p=r, avect, = —;
3° Le théoréme de Poincaré a pour conséquence directe que A est fonction

convexede u,, ,—— - Cette propriété est moins précise que la convexité

T
par rapport a u, =IlogR si p>. 2. Soient en effet A=2A[R(u)], ou A(R) et
R(u)sont des fonctions croissantes et dérivables : la croissance convexe de A par
rapport a u s’exprime par \

;\/ H’> o, u’— ’}\f{z(R”) } R:’leé 0

ou
d

100‘ 7\]1 du (

d ’
(10) 7R R)"'=
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Le calcul des valeurs «, et «,, , relatives aux deux variables

1

uy=1logR, wus _,—— T

donne

- ! )
BETRY T TR

Par suite, on a oy >a,, , dés que p est au moins égal 4 2, ce qui établit
‘d’aprés (10) que la convexité en u,=1logR est la propriété la plus précise des
deux. '

5. Nous allons étudier la courbe convexe C(M) qui représente la fonction
Llog|fl; M; R]=F(logR).

Nous supposerons que les boules B(M; R) considérées demeurent portées par
un compact D, intérieur au domaine D dans lequel f est analytique et vérifie
| f]|=A, D, étant d’ailleurs aussi voisin de D que l'on voudra. Dans ces
conditions, A = F(logR) est une fonction définie pour — oo < logR <logd(M),
d(M) étant la distance de M a la frontiére de D, ; la courbe C(M) est constituée
par un arc croissant convexe qui aboutit & droite 4 un point de coordonnées
u, = logd(M), A, logA. '

Si f(M)s£0, 0n a A=log|/(M)| pour — o< logcy, ol ¢y est la distance
de M a la variété f=o dans D,:la courbe C(M) débute par une demi-droite
horizontale i =log| /(M) = const., et se prolonge éventuellement par un arc
convexe de longueur finie.

Sil'ona f(M)=o, c’est-a-dire si le centre des boules B(M; R) est pris sur
la variété V7—', X tend vers — o en méme temps que logR. Nous allons préciser
cette branche infinie toujours par des considérations simples; nous supposerons
que M est pris pour origine dans C?, et nous utiliserons le développement de 7
en série de polynomes homogénes de degrés croissants

(11) S(ze) =y (31) + Pya (22) +. 0 o, 1 ZkZp,

¢, est le premier de ces polynomes non identiquement nul ; v est 'ordre de
multiplicité de M sur V~'. Comme plus haut nous poserons

&=Ly avec 2]%]2:1, 1ZiZp
et
J(Car) =0 [y (ax) + v (o) +. 0 ] =0 R(L5 ),

de sorte que 'on a
Mlog|f]; M; R]=vlogR + A[log|{®|; o;1].
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Le calcul de la moyenne de log|®| est fait en considérant { comme un para-
meétre; on a vu que cette moyenne ne dépend en fait que de [{|=R et est une
fonction non décroissante, convexe, continue de logR; sa valeur pour { =oest

vn=A[log| Yy (ar)|; 0; 1].
On a donc
Mlog| f]; M; R]=vlogR + vy + ¢(R),
ou ¢(R) est une fonction convexe non décroissante de R avec lime (R) = o.

R=0
Nous allons préciser ¢(R) en fonction de quantités liées a la variété f=o..
Etant donné un faisceau () de plans analytiques complexes issus d’un
point M, nous définirons une mesure d= sur le faisceau : nous poserons

dr = C‘);/E dE,

ou dE est la mesure (4 2p — 1 dimensions réelles) de 'ensemble E d’intersec-
tion de (=) avec S(M; 1); chaque plan du faisceau coupe S(M; 1) selon un
grand cercle; E est engendré par les cercles d’intersection relatifs aux plans
de (=). On peut aussi, comme on le voitaisément, poser

1
dn = ;w;l‘,_, dr',

ou E’ est 'ensemble parcouru par le point m défini sur le cercle d’intersection
par la condition qu’une des coordonnées «,, par exemple «,, soit réel et positif.

Si () est une fonction homogéne, c’est-a-dire est définie sur le faisceau
des plans issus de M, on aura

fcp(%k)dfr:w;,‘,fcp (1) dE. -

Dans ces conditions désignons par n(t; «;) le nombre de racines en { de
I’équation
(12) ‘ O (L; ar) =o,
pour lesquelles o <|{|< ¢, enfonction du plan d’équations z,= {a, défini par
les paramétres o, (1==4<p). On a

2

f log | @ (2c40; ak)de—log]upv(ak)[J-

27‘[0

I

4
(13) n(t,ak):m[
Prenons les moyennes, le point («,) parcourant la sphére unité, on aura
: d
n(t):fn(t; o) dm = dlog? [l[loglfm; 0;1] — }IM].

Nous poserons

R Rd 3
(14) N(M$R):[ E%thzj %jn(l;ak)dﬁ.
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On obtient
Allog | ®];0; 1]=ynx-+ NM; R).
Finalement
R

. dt )

(15)  Alogifi]; M; R]=v logR —+ yy+ N(M;R):v[ - +m+f0 - a

Désignons d’autre part par a,(¢) I'aire découpée par B(M; ¢) sur le cone tan-
gent en M d’équation ¢, = o, et pars(¢)lamesure (hA2p — 1 dimensions réelles)
de I'ensemble E, balayé sur la sphére S(M; ¢) par le faisceau =, des plans issus
de M qui intersectent la variété en un point autre que Ma 'intérieur de laboule
B(M; ¢); nous conviendrons que s(¢) est calculée comme une projection de la
variété faite a4 partir de M, I'élément projetant étant un plan analytique
zp="{Cou(1ZkZp)issu de M; pour préciser, sur un cercle d’intersection d’un
tel plan par S(M; ¢), un point est compté avec la multiplicité n(z; a;). Dansces
conditions, on a : :

(16) G (L) =Tapal?™? dTog Allog! Gy |5 05 8] = vTap_a 372
et
(17) s(t) = st n(t).

D’ou, d’aprés (15), o(R) désignant I'aire de la variété elle-méme dans B(M; R):

d | s(R)
=Ty o R2P2 ——— ) o I+ M: —
(182) o(R)y=rm,,_  R? legR/[loblfl, M; R]=o(R) + Py
R R
"o (t) I s(t)
(18p) Mlog|fl; M; R] =T -{—j0 tlp—-l dt + 2_7-:[ -5 dt.

De ces différentes expressions nous retiendrons surtout (15), qui donne
I'expression de la moyenne A[log| f|; M; R] dans une boule B(M; R)en fonction
de la constante v, et de quantités lices a la variété f=o; n(t) est dans (15) la
mesure du faisceau 7w, qui intersecte la variété dans B(M; t), chaque plan étant
compté pour le nombre de points d'intersection dans B(M; t) différents de M.
D’autre part, nous poserons

d ey
V(R):m)\[lOglf“ R],

v(R) sera appelé le degré en moyenne de la variété f=o dans B(M; R); il a la
valeur

v(R)=v (o) + n(R),

ol v(o)="y est la multiplicité de M sur la variété.
Nous énoncerons pour résumer le résultat concernant la variété Vo—':

Tucorime 2. — 1° L'aire o (R) découpée sur une variété N'~' par une boule
B(M ;R) centrée sur elle est toujours au moins égale a laire o, (R) découpée sur le
Ann. Ec. Norm., (3), LXVII. — Fasc. 4. 50
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plan (ou le cone) tangent en M, sous la seule réserve que la variété V'=* soit définie
sur B(M; R). ‘

2° La différence c(R) —a,(R) est une fonction non décroissante de R égale
d aprés (18,) au quotient par 2mR de Uaire s(R), projection de o(R) sur la sphére
S(M; R) faite au moyen des plans analytiques complexes issus de M. Le degré
moyen de lavariété VP dans B(M; R), soit v(R), quotient de o(R) par la mesure
Top— R*~* de la boule de rayon R dans C'~*, est égal & lordre de multipliciié
v=y(0) de M sur la variété, augmenté d'une quantité non décroissante n(R);
n(R) est la mesure du faisceau (wy) des plans analytiques complexes issus de M
qut intersectent VP=* a l'intérieur de B(M; R) en des points dijfférents de M, chaque
plan de () étant compté pour le nombre de ces points d'intersection.

Remarques. — 1° Si 'on considére le continu & 2p — 2 dimensions formé
par la variété V27—, passant par M, I'inégalité o(R) > <,, ,R?~2 exclut certaines
singularités tels les points coniques pour p > 2, singularités que présentent les
variétés analytiques réelles dans I'espace R*”.

2° Sil’on considére la mesure n(R) du faisceau (=) des plans analytiques
complexes sécants définis plus haut, on a =(R)Zn(R); par suite I'intégrale

fﬂ(R)% converge quand R tend vers zéro; de plus puisque n(R) est non

décroissant, on a nécessairement =(R) = n(R)= 0< - - >
log R

3¢ Si, pour une boule B(M, R,), I'aire a(R,) n’est pas plus grande que
I'aire o,(R,) découpée sur le cone tangent, alors on a s(R)=a,(R) pour
o< RZR,. Dans ce cas la variété se décompose en une variété formée par le cone
{,= o0, et une autre variété qui n’a pas de point dans B(M; R). En effet s’il exis-
tait un point P[{y; ;] sur la variété définie par ®({; a;)=o0, pour lequel ‘
|Z] <Ry, il existerait une fonction implicite { = h(«;) définie au voisinage des
valeurs considérées («; ), ce qui entraine n(z;a;) > 1 pour Ry >R > |G|,
(«;) appartenant a un voisinage de («;) dont la mesure sur la sphére unité des
() est positive. Onaura donc n(2) > o dés que ¢ surpassera R}, contrairement
a I'hypothése. Donc o({; «;) ne s’annule pas dans B(M; R,), et la variété est
définie dans B(M; R,) par b,=o. On a l'identité de la division f=1{,f,, f=o0
définissant la variété.dans B(M; R,).

IV. — Application aux recouvrements simpliciaux.

6. Nous désignerons dans ce paragraphe par T, une division de I’espace en
simplexes égaux, obtenue en formant une grille composée de tous les hyper-
plans de R*’ (2 2p — 1 dimensions réelles) :

(19) Zp= g+ 4P ou yj::ﬁ,—l—t}p,
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o, t;, (1=kp,1 Ljp) prennent toutes les valeurs entiéres positives et
négatives; le point de coordonnées («, 3;) est I'origine de T,; le nombre posi-
tif p est le pas de la grille. .

Un simplexe de T, est le domaine fermé obtenu en faisant varier 2, ¢,
chacun d’eux parcourant l'intervalle de deux entiers consécutifs.

Etant donné un simplexe a,, nous serons amenés a lui associer tous ceux de
T, qui ont avec lui un point commun au moins: ils seront dits contigus & a; et
désignés par a, ;. L’ensemble

A= a5—|—Za;_
7

constitue I’élément d’un recouvrement simplicial T;, de R*”; il est clair que si
I'on excepte les points situés sur les hyperplans (19) de lagrille T,, le degré du
recouvrement T, est au plus égal & 327,

Nous dirons qu'une variété analytique complexe V7~' est définie sur un
domaine de T, si elle est définie sur un certain nombre de simplexes fermés
de T,, donc dans un domaine ouvert un peu plus grand contenant ceux-ci. Un
simplexe de T, est défini par z; C d;. ol d;est un carré; une variété V»~* donc a, peut
toujours étre considérée comme définie globalement comme variété zéro dans
a, et méme dans un domaine de méme forme, un peu plus grand.

Nous dirons que la grille T, est normale pour une variété V7~* si aucun des
hyperplans (19) ne contient une variété z;= const. appartenant 2 V*~*; il revient
au méme de dire que T, est normale par rapport & la distribution p. associée
alog|f|, f étant une fonctionanalytique qui ne s’annule que sur V+—',

Nous démontrerons :

Prorosition 2. — Soit VF~* une variété analytique complexe définie localement
sur un domaine simplicial E de T, la grille T, étant supposée normale par rapport
a Ve, Soit N le nombre des simplexes a; de Tp qui possédent les proprictés sui-
vantes :

a. a,contient au moins un point de Vo,

b. A= as—l—Z a,; formé par la réunion de a; et de ses contigus appartient
i
encore a E.
Alors, on a

3*?g
(20) - N

ot o est laire de VP~ contenue dans E’=Z A,CE, E' étant U'ensemble des a,

atisfaisant a a et a b augmenté de leurs contigus.
50.
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En effet, si A, est construit a partir d’un élément «, satisfaisant a et b, on a
A,cE, dou XA, =FE'cE. Soit g, 'aire de la variété dans A,; il existe un
point M, de V7~' dans a, d’aprés a, a, étant I’élément central de A,. Considérons
la boule B(M,, 9); elle est contenue dans A,. On a donc, d’aprés le théoréme 1,

T Topo P22, .
2 o'séN T p—2 92”—2 .

s

Par ailleurs, sauf sur un ensemble d’aire nulle sur V’-* formé de points
des hyperplans (19) de T,, le degré du recouvrementT,, constitué parles A, est

au plus 322. On a donc, si o désigne 'aire de V*~! dans E’:EA”
0 B2 Ny,

qui démontre (20).
De la nous déduirons :

TutoriMe 3. — Soit une variété analytique complexe V=" définie localement
sur un domaine D fermé, d’aire totale o sur D; soit v, un ensemble de points de D
qui possedent les propriétés suivantes :

a. ils sont a distance ¢ au plus (¢ > 0) de la variété V= ;

b. ils sont points intérieurs de D, a distance au moins 8 = 30 \/2 pdela frontiére.

Alors v, peut étre recouvert par N boules égales B;, de diameétre ¢; la mesure

2 p — 2 dimensionnelle du recouvrement R :2 B;, soit

13

o\ 2r—2
A 2p—2 ( R) = Top—2 N < > )

2
étant bornée par K 6.
On peut également obtenir unrecouvrement R’ de v, par des boules égales B, cen-

trées sur N'=*, de rayon 2.¢ \/ 2_p pour lequel on a
Ayps(R') =735 N(2pV2p ) Z K 0.
Les coefficients K., K’ ne dépendent que de p.
En effet, fixons I'origine (a, (3;) de la grille T, donnée par (19) de maniére

qu’elle soit normale par rapport ala variété V»=*. Soit E, I'ensemble des a,de T,
quisatisfont aux conditions : 1° @, contient un point au moins de la variété V7' ;

2° As:as—l—Ea;J formé par la réunion de a, et de ses contigus contient un

/
point au moins de ;.
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Nous poserons E’ :EA” E’ étant ainsi laréunion de tous les éléments de la

grille T;, construits autour d'un a,appartenantaki,. OnaE, CE' CD;en effet, un
point de E’ est & une distance au plus 6 =233 v2p de I'ensemble 1, d’apres 1°,
donc appartient a D d’aprés la condition b de I’énoncé.

D’autre part on a v, C E' puisque, si M appartient a v,, la boule B(M: ¢) con-
tient un point de V>='; le simplexe a, de T, qui porte ce dernier satisfait évidem-
ment aux conditions 1° et 2°; M appartient donc sinon toujours a a,, du moins
nécessairement i I’élément A, associé. Finalement on a établi: ,cE' cD.

Il suffit de considérer maintenant la variété V2=' définie sur le domaine sim-
plicial E de T,qu’occupe E'; les éléments a, de E, satisfont aux conditions de la
Proposition 3 par rapport a E; soit N leur nombre, on a

(21) N 3reE)
=Ty,

ot o(E") < cest'aire de lavariété V7* sur E’:Z A,.

Soit B, la boule circonscrite & A,; elle est de diamétre ¢ =3p y/2p. On adonc,
d’aprés la majoration (2t1), »

A2 (R)y=1,,_uN (g ﬂpﬁé K,o(E)=K,0,

/

avec K,=pr—*3*729'7,
On obtient le recouvrement R’ de ’énoncé en choisissant dans I’élément

central @, de A,cE' un point M, et prenant la boule B,=B'(M,, 20y/2p) comme
élément de recouvrement; R’ recouvre E’, donc aussi v, etl'on a

A= (R') = 79, s N(2pV2p )= =Ko (E') <Kz,

avec K = pr='3°72%r7% calculé a partir de (20).
Le théoréme 3 est établi; on pourra d’une facon plus précise remplacer ¢ par

o(E'); on pourra également ne considérer pour le calcul de o que les points de
la varit¢ V= a distance au plus ¢ de I'ensemble v, étudié.

V. — Propriétés relatives aux fonctions plurisousharmoniques
et aux familles de fonctions analytiques.

7. Rappelons qu’une fonction V définie dans un domaine D de €7 y est dite
plurisousharmonique si elle satisfait aux conditions suivantes (A) :

a. Elle est a valeurs réelles prises sur la droite demi-fermée — oo~V <+ o0}
on n’a pas V= —cc dans D.

b. Elle est bornée supérieurement sur tout compact.

c. Sil'on considére sur un plan P' analytique 4 une dimension complexe un
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domaine d ou elle est définie, elle est sousharmonique ou est identique & — oo
dans d.

Nous avons démontré (°) que les propriétés (A) entrainaient la semi-conti-
nuité supérieure de V.
Dans ces conditions la démonstration faite au début du paragraphe II

s’applique si 'on remplace log| /|, par une fonction plurisousharmonique V, et
I'on obtient : '

Proposition 1 bis. — Si V est une fonction plurisousharmonique dans la

boule B(M; R), la moyenne A[V; M; R] est une fonction convexe, non décroissante,
continue de u,= logR.

L’inégalité V(M)Zx[V; M; R] donne une démonstration du résultat
connu (°) : une fonction plurisousharmonique dans C’ est une fonction sous-
harmonique dans R*’. Mais, suivant une remarque faite au paragraphe Iil, n°4,
la convexité par rapport a u,=logR est une propriété plus précise pour la

- ., . 1 . .
moyenne A que la convexité parrapportau,, ,=— p——; celle-ci est vraie d’une

fonction sousharmonique quelconque dans R*#; il en résulte que la distribution .
relative a une fonction plurisousharmonique NV qu’on décompose dans un domaine
borné D sous la forme

(21) V(M) = H(M)— ;ZTF(S%:H(M)—UH(M),
rlest pas une distribution positive quelconque sur D (21) est, rappelons-le, la
décomposition de Riesz de la fonction sousharmonique V(M) dans R*” sous la
forme d’une fonction harmonique dans D (mais non plurisousharmonique en
général) diminuée du potentiel U+ (M) relatif a I’espace R>7.

Suivant une notation utilisée plus haut, nous désignerons par p._ (R) la masse
portée par la boule ouverte B(M, R). On a alors

— 2p—2 _d_}\_ - d)\
p—(R)=(2p —2)* R¥ <dlogﬁ>__<duzp—2>—-'.

La méme égalité subsiste entre . masse de la boule compacte et la dérivée a
droite de A; nous écrirons simplement :

dh dh

dlogR — dus,_,

(22) w(R)=(2p — 2)~t R»—*

étant entendu qu’on prendra p._ et dérivée a gauche, ou 1., et dérivée a droite
si S(M; R) porte une masse p.. — y._ non nulle.

+

(3) Les fonctions plurisousharmoniques (Ann. E. N. ., 62, 1945, p. 308, théoréme 1).
(%) Ibid., p. 316, théoréme 2.
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8. Avant de tirer les conséquences de la Proposition 1 bis, rappelons quel-
ques propriétés classiques des fonctions sousharmoniques.

Une famille de fonctions sousharmoniques sera dite famille # dans un
domaine D si elle posséde les deux propriétés :

a. il existe sur tout compact K de D une borne supérieure finie A(F#, K) pour
les fonctions de la famille;

b. il n’existe pas de fonction llmlte dans la famille qui soit identi-
quement — oo. -

II est bien connu que si a était réalisé sans que b le soit, une suite V,
appartenant i la famille convergerait uniformément vers — oo dans D.

Pour une famille Fil est immédiat d’apres la décomposition de F. Riesz que
la masse u(V; K) relative 4 une fonction V de la famille et portée par un
compact K € D a une borne 3(F, K) finie.

Rappelons encore : pour une famille ' de fonctions sousharmoniques dans D,
la moyenne A[V; M; R] est une fonction également continue de M et de R,

pour R>¢ > o0, et B(WI R) portée par un compact A € D. Plus précisément
on a .

dh I 2

(23) dugp_2=(2l’—2) Rer méﬁ(ﬂ A‘)-

Faisons intervenir maintenarit la proposition 1 bzs spéciale aux fonctions

. . dh . ..
plurisousharmoniques : TTogR est une fonction non décroissante; (22) per-

met d’énoncer :

TukoriMe 3. — Pour une famille F de fonctions plurisousharmoniques dans D
et pour toute boule B(M; R) portée par uncompact A C D, la dérivée (i gauche ou

droite) est bornée. On a

dh
dlogR

' F, D,
(26) = (ap— 2)*‘(—,——,,_)4(219 2) B D) — (7, a).

D, désigne un domaine compact intermédiaire A € D, € D et 8 > o la plus courte
distance d’un point de A a la frontiére de D,. Nous poserons encore :
(25) y(M; R)= - d =1 [V; M; R].

-On a donc v(M; R) Zw(F, A) pour B(M; RycAetVeF.
De plus, v(M; R) est fonction non décroissante de R.

CoroLLAIRES. — 1° Une JSonction plurisousharmonique ne posséde pas de masse
ponctuelle.
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En effet, d’aprés (24), ona n(M; R) Zw(V; A) R*»~2(2p — 2)7*, donc (M R)
tends vers zéro avec R, et méme est de 'ordre de R2/—2,

2° St une fonction V est plurisousharmonique dans D, ou bien elle a une masse
nulle (auquel cas elle est la partie réelle d’une fonction analytique de variables
complexes), ou bien il existe un point M, C D, un nombre R, > o et un nombre a™>o
tel que toute boule B(M,; R)CD et de rayon R > R, contienne une masse

i (My; R) = aR%— (2p — 2).

En effet, il existe au moins une boule B(M,; R,) avec p(My; Ro)>o,
et v(My; Ry)=a > o0; on aalors pour R >R, :v(My; R) > v(M,; R,).

En particulier si V est’défini dans tout I'espace C” et n’y est pas la partie
réelle d’une fonction entiére, on a, a partir d’une certaine valeur de R,

(26) ©(O; R) > o/ R2r—2 (@’ > o).

3° St l'on considére une fonction plurisousharmonique V, la distribution

associée ., et la restriction w de . a un compact K de €7, alors le potentiel Uk
n’est jamais une fonction plurisousharmonique hors de K.

En effet U est défini dans tout I’espace et y est de masse totale bornée;

. s’évanouit donc identiquement. Nous n’insisterons pas sur cette remarque
qu’on pourrait notablement préciser; elle montre que le potentiel de Poincaré
relatif 2 un sous-ensemble fermé d’une variété analytique V/~* n’est jamais une
fonction plurisousharmonique.-

9. Le théoréme 3 permet de préciser les propriétés d’une famille /7 de fonc-
tions sousharmoniques quand cette famille est formée de fonctions plurisoushar-
moniques; L[ V;M;R] estalors une fonction également continue deMetdeu,=logR
pour toutes valeurs de R, B(M; R) appartenant 2 un compact A € D.

Nous démontrerons la propriété suivante d'une telle famille 7 :

TrtoriME 4. — Soit dans D une famille I de fonctions plurisousharmoniques et
deuzx boules B(M; R), B(My; R, ), avec R ZR,, portées par un compact A C D tel
qu’on passe par déplacement de B(M,; R,) @ B(M; R,) a U'intérieur de A. Alors
ona

(27) A[V;M; R]—2[V; M,; Ry] :g[k1+ 20— 2 Q]MMN— 00 (log R — logR,),

2p—2
Rg

oi ky, B, w sont des constantes positives ne dépendant que de F et de A, et Eet
sont dans les tntervalles — 1 -5 1,020 1.

Pour établir (27), partons de la décomposition de F. Riesz :
V(M) = H(M)—Ur(M)

faite dans un domaine fermé D, intermédiaire : A € D, € D; H(M) est harmo-
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nique dans D,; U“(M)=fdyv(Q)MQ’l’—2 est un potentiel de masse portée

par D,. Pour V € F, les fonctions H(M) sont égalemcnt continues dans A. On
adonc :

(28) |A[1; M; R] — 2 [H; My; Ry = | H(M) — H(M,) | = &, (F, A).MM,.

D’autre part le calcul de A[U*; M; R] revient & subsistuer dans U* au
noyau A(M, Q)=MQ*~**, le noyau continu /A,(M, Q) qui vaut (M, Q)
si MQ>> R et vaut R**7 si M Q ZR. On a donc

ap — 2

=R

(20) ‘%h“(M, Q)
oM

D’ou

=28 268, Dy,

R2p—2

) -
£ 3[Us; M; R
oM

B(F, D,) est une borne supérieure de la masse portée par D, € D pour V € I
On a done

(30)  |A[V;M;R,] — A[V; My; Ro|| < &, (F, A). MM, + 22 —2

R‘Z p—2

B(F, D,). MM,

et d’autre part, d’aprés (24),

(31) 0= 9(Mys R) = — 5[ V; My; R]=v(My; By) Zoo(F, A).
dlogR
Finalement (27) est établi comme conséquence de (30) et (31).

Pour qu’une famille de fonctions plurisousharmoniques soit une famille
dans D, il faut et il suffit qu’elle soit bornée sur tout compact de D et qu’on
ait A[V; My; Ry]>>a pour une boule B(M,; R,) donnée dans D. Comme
conséquence de (27) nous énoncerons :

CoroLLATRE. — Soit dans D une famuille F de fonctions plurisousharmoniques,
A un compact contenu dans D : il existe deux constantes a, w, dépendant de A
et de F, mais non de NV €F, telles que pour toute boule B(M, R)CA, on ait

(32) A[V; M; R]> a+ ologR.

Soit en effet D, un domaine fermé intermédiaire AcD,cD, toute boule
de rayon ¢ > o, centrée sur A étant portée par D,. Pour R >, et B(M; R)cA,
A[V; M; R] a une borne inférieure finie, comme il résulte de (30) et d’une
condition A[V; My; ¢|>>a imposée en M, pour définir F. D’autre part,
pour R, (32) est vérifiée d’apreés le théoréme 4, ce qui établit une inégalité
de la forme (32) dans tous les cas.

En particulier (32) montre que si I'on a V(M)=—, la moyenne
A[V; M; R] est, quand R tend vers zéro, de l'ordre de log R comme dans
le cas V=log]|f|, et fanalytique. On remarquera aussi le caractére d’unifor-
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mité, le coefficient de log R étant borné par w pour toute fonction Ve F
et tout point M€ A.

10. Application aux fonctions et aux variétés analytiques. — Les résultats
précédents s’appliquent aux familles de fonctions analytiques f dans un
domaine D : on associera a fdeux nombres, a;, b;, a,> o0, de maniére que

les fonctions V=a,log| f|+ b, forment une famille ayant le caractére F
dans D.

DirinitioN. — Nous appellerons degré moyen d’une variété analy tique complexe
Vi=t dans une boule B(M; R) la quantité

a(R) d

(33) v(M; R) = Topo R - dlogR

AMlog| f1; M; R,

ot c(R) est 'aire (2p — 2 dimensionnelle) de la variété dans B(M; R).

La définition résulte de I’étude locale faite au parapraphe III, n° 5;
elle suppose que la variété est définie sur la boule B(M; R) fermée, ¢’est-a-dire
dans une boule ouverte B(M; R’) un peu plus grande; dans cette derniére

la variété peut étre définie en annulant une fonction analytique f; d’ou
la seconde expression (33).

Le théoréme 4 permet d’énoncer :

THuEOREME 5. — Soit @ une famille de fonctions analytiques f dans D; st a;, b,
sont associés a | €D, avec a; >0, de maniére que la famille des fonctions

V=aslog|f|+ b,

soit bornée supérieurement sur tout compact de D et n’ait pas la fonction limite — oo,
alors :

1° Pour toute boule B(M; R) sur un compact ACD, a,v(M; R) défini par (33)
est borné supérieurement, il en est de méme des quantités a,a(R) R*~* relatives
aux variétés f=o;

2° En particulier les quantités a;v(M), ot v(M) =v(M; o) est la multiplicité
de M sur la variété f = o, sont bornées supérieurement pour M€A, f€®;

3¢ Il existe deux nombres a, » qui ne dépendent que de ® et de A, tels que,
B(M; o) étant portée par A, on ait

1

(34 | f (M) [ebrpw |

en tout point M dont la distance a_la variété f= o est au moins o > o, et pour
toute fonction f€P.

Pour démontrer 3° on applique & V= a,log|f|+ b, le Corollaire du théo-
réme 4 et I'inégalité (32); on a

V(M) =2a[V; M; 0]> a + wlogp.
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On obtient ainsi (34) : on remarquera que la constante a dépend du compor-
tement de la famille dans I'ensemble du domaine D ainsi que du compact A,
tandis que le coefficient w de logp peut étre remplacé par v(M, R,), R, étant
un nombre fixe supérieur a o, sous la seule réserve que B(M; R,) soit porté
par A.

Considérons le cas particulier ot 'on peut choisir a,=1, by=o0:

CorOLLAIRE. — Etant donnée une famille ® de fonctions analytiques f bornées
en module dans D et n’ayant pas la fonction limite nulle :

1° Le degré moyen v(M; R) de la variété f=o est borné supérieurement
pour B(M; R) portée par un compact ACD et f € ®; de méme la quantité o (R)R*?7,
ott a(R) est I’aire de la variété dans B(M; R).

2° En particulier v(M; o) ordre de M sur la variété f= o est borné dans A.

3° Il existe deux nombres A, o positifs, ne dépendant que de A et de ®
tels qu’on ait ' ‘
(33) LM [ = Ape

lorsque B(Mj o) est portée par A et ne contient pas de point de la variéié f = o ;
w est une borne supérieure du degré moyen v(M; R,) de la variété f = o, R, étant
un nombre fixe supérieur a g, tel que les boules B(M; R,) considérées sotent
poriées par A.

11. L’intérét de la notion de degré moyen d’une variété V7=' dans une boule
est marqué par le résultat suivant :

TutoriME 6. — St une suite f, de fonctions holomorphes converge uniformément
dans D wers une fonction f non identiquement nulle, alors pour toute boule
B(M; R) dans D, les degrés moyens v,(M; R) relatifs aux variétés f,= o
convergent vers v(M; R) degré moyen relatif a la variété f=o; la convergence
est uniforme en M et en R, pour R>~a> o, et B(M; R) portée par un compact
intéreur a D.

La propriété énoncée par le théoreme 6 distingue en effet le degré
moyen v(M; R) du degré local v(M; o), ordre de multiplicité de M sur la variété.
Pour celui-ci on a seulement

v(M; 0)> lim, sup v,(M; o).

Pour établir le théoréme 6 remarquons que les fonctions log| f,,| forment
une famille F. Il en est de méme des fonctions

log | gn(Q)|=log| fa(Q — M),
ou M appartient & un compact ¢ intérieur a D. Les fonctions

U (logR)=14[log| ful; M5 R]=12[log| g}|; O; R]
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sont également continues, convexes, croissantes de logR et sont définies
pour o Z R < b, b étant choisi de maniére que les boules B(M; R) considérées,
pour M&d, appartiennent & un compact AcCD.

Quand f,—f, A[log|/.]; M; R]—=A[log|f|; M; R]; il s’agit de fonctions
également continues pour M& S et R appartenant a unintervalleo <a—R.Zb;
la convergence est uniforme. Pour établir la méme propriété en ce qui concerne
les dérivées v,(M; R) par rapport a logR, il suffit de montrer leur égale
continuité dans les mémes conditions. Or si la famille des dérivées (ou n,
et Mec sont des paramétres) des fonctions ¥(logR) n’était pas formée
de fonctions croissantes également continues, il existerait trois suites n;, M;, R},
avec n;——+o, M;—->M,, R;—R, et v;(Q)==/,(Q—M,)>7,(Q) holomorphe

) d - d)\/ , v, .
sans que mk[log[yj‘,(), R»/Jf‘dl—ogﬁ tende vers la dérivée relative

a7v,, Re. Orona

C )y : 43, A3
(toer) < timint( i) < tim (gt ) (i),

et I'égalité deux quantités extrémes a été établie au théoréme 1. Le théoréme 6
est ainsi démontré. Ainsi qu’on le voit, il repose essentiellement sur le fait
qu’une sphére S(M; R) ne porte pas une variété V/='; [anotion de degré moyen
d’une variété s'étendrait sans peine en utilisantau lieu de boules, des domaines
simplement connexes semblables & un domaine de base dont la frontié¢re F
posséde la meme propriété; il suffit de prendre I pseudo-convexe au sens strict
pour 'un des deux domaines limitrophes.

12. Cas des polynomes. — Dans les cas des polynomes on peut préciser
I'égalité (27) du théoréme 4. Pour p=1 on établit facilement a I'aide de la

n

décomposition log]P,L1:log|A,,y—|—zlog'z——aJ, quon a, n désignant
le degré du polynome 1

| 1 VTR Y S o g | MW
(36) 2| Zlog P[5 M 1] | £ tog s s e | =2 1

+ O0(logR —1logR),
- avec R, = max (R, R), £ et § définis comme dans (27).

Pour p>.2 la décomposition de log|P,| sous'la méme forme n’est plus
possible et le potentiel de Poincaré étendu a la variété algébrique P,= o,
diverge. Nous montrerons cependant que (36) subsiste avec une légére
modification.

Posons

sr={or="C""oy.

On a

(37) Pu(ee) = g du(ar) + 0 (20) = . = W (L5 20)-
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En procédant comme au paragraphe IIl, n° 5, pour 'étude de la branche
infinie de la courbe convexe A = F(logR), on a

(38) Allog|Prl: M5 Rl=nrlogR + Aflog| W |; o; 1] =nlogR + y. + N((M; R),
avec
l
. dt "dt
(394) N, (M; P\):[ 1(t)(_ / n o),/,fnl(t; ag) dos,(otr),

<0 Al

et v,=n[log|d.|;051];5 ny(t; @) estle nombre de racines de W = o pour

lesquelles |I'| = |{~'| Zt, en fonction des «;. On a encore
dh

(3911) v(M; P‘)‘—‘n_nl(i)_w dloo b
og

Nous énoncerons :

TutoriMe 7. — Pour une variété algébrique P,= o, le degré moyen v(M; R)
varie en croissant du nombre entier v(M; o), multiplicité¢ de M sur la variéié,
Jusqu’au degré n de celle-ci. L’aire c(R) de la variété dans une boule B(M; R)
satisfait & s(R)=Znv,,_, R*=*; I’égalité pour une seule boule entraine que P,
soit un polynome homogéne.

La démonstration se fait a partir des égalités (39) comme au théoréme 2.
Dans le but d’étendre (36) aux polynomes de p variables, nous démontrerons
maintenant :

PropositioN 3. — On a uniformément sur tout compact

log| P,(M)| = lim [nlogR -~ v, — Vi (M)],

R=w»

ot Vy(M) = f du(Q) g(M, Q) est le potentiel relatif a la fonction de Green de la
boule B(O; R) et a la distribution de Poincaré restreinte a ['intersection de la
variété P, = o avec la boule B(O; R).
On a, en effet,
(40) log | P(M)| = Hy (M) — Vi (M),
ou '
R:— 72/ R
Hy(M) = w.‘_,,’,flog{ P”(Q)l_lfl—l_ <m> dws,(Q)
est la fonction.harmonique dans B(O; R), qui coincide avec log|P,| sur la
frontiére de la boule; on a posé »= OM; pour passer a lalimite, posons encore
P
r=_[3R, OM, OQ =u;ona

Hy(M) = nlogR + (1 — 3 mql,flo [ W (L5 az) |(1+{3 — 20 cosu)Pdw.,y(Q).
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La quantité a intégrer est maintenant bornée supérieurement; on peut passer
a la limite pour R -, 3> o et écrire

(41) HR(M):niogRﬁLymLa(M; R),

ou ¢(M; R) est une fonction harmonique de M qui tend uniformémentvers zéro
avec 11\ sur tout compact, ce qui établit la Proposition 3.

L’étude de A[log|P,[; M; o] est ainsi ramenée a celle de A[V,; M; o].
En supposant OM Zr <R —p, et reprenant la notation adoptée plus haut
ou /,(M, Q), g,(M, Q) désignent les noyaux obtenus a partir de

h(M, Q) = MQ-
et de g(M, Q) par meédiation, Q étant fixe, le premier point parcourant
la sphére S(M; ¢), on a
& (M, Q) =1y (M, Q) — R#=2(0Q. Q"M )*=2;
Q' est le conjugué de Q par rapport 2 B(O; R). On en déduit
d

—SgP(M7 Q)
M

é (2]7 . 2) [min(p1—‘2p’ MQ1—-2p) -+ R2p—2 OQ&—?,;QI 1\11—-2/;]’

En posant t=MQ< R+ r=~<, 0na

‘_—_;)— &o (M, Q)lé(2p — 2) [min(p!—27, {1—27) 4 (R— r)t=].
oM

En intégrant sur les masses situées dans B(O; R) et désignant par o(z) l'aire
de la variété P,= o dans la boule B(M; ¢), on a

J da(t) o(7)
Top—2 ()1\17\[\/1‘, Vl, p = (R-— I')ﬂ/’“' )
(42) ——A[VR, M; o) ;4(21; I)f ) g 4 2'(”(1+5R).
M

Le dernier terme tend vers zéro quand R —o; le premier est majoré par
(2p—1)f v—;ﬁdté(:zp—-r)g- Nous énoncerons, en remarquant que la
] .

convergence uniforme ¢(M; R)— o dans (41) pour la fonction harmonique
entraine celle des dérivées partielles :

TueorimE 8. — L'indice désignant le degré du polynome P, on a

17) .
(43) L [log  Pul; M; p] | Z (2p —1) 2
oM ¢

quels que soient P, M, o.
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On a, de plus,

MM
Ry

(44) )\[%log] P,.i: M; R] — )\[:—llog]l)”[;M’; R’] — (2p — 1) £~ + 0(logR — logRY),
ou R,=max(R, I), £ et 0 sont dans les intervalles —1 % =41, 0-0_~1.

Le résultat (44) généralise (36), mais la constante C,=2p —1 qui figure
au second membre, n’est probablement pas la meilleure possible pour p>- 2.

Définition. — Nous dirons qu'un ensemble de polynomes P, appartient a une
famille (®) si les fonctions ’—Illogl P,|forment une famille ¥ de fonctions pluri-
sousharmoniques, c’est-2-dire possédent les deux propriétés : les fonctions
%log]Pn] sont bornées supérieurement sur tout compact; il n’existe pas de

suite partielle qui converge vers — o sur un domaine (auquel cas la conver-
gence serait uniforme).
Si 'on pose

mg(P,) =max VP, (M),
MEE

pour qu'un ensemble de polynomes forment une famille (@), il faut
et il suffit que my(P,) soit compris entre deux nombres positifs fixes a
et b, E étant une boule de rayon positif. Nous laisserons ici de coté la déter-
mination de la classe (C) des ensembles E qu’on peut substituer 4 une boule
de rayon non nul pour que la condition o < a=my(P,) b entraine que les
polynomes P, forment une famille (®). Contentons-nous de remarquer que
d’apres les résultats précédents tout ensemble borné ouvert de C” appartient &
(C), car il contient une boule de rayon non nul.

13. Indiquons quelques corellaires utiles pour I’étude des séries de fractions
rationnelles ou I'on doit minorer les quantités |P,|. On procédera comme au
corollaire du théoreme 5, en remarquant d’aprés (44) qu’il suffit de se donner

l[:—llogan]; 0; 1J=logﬁ(Pn)

pour pouvoir minorer [P,| au voisinage de la variété P,= o, sur un compact.
Pour que 3(P,) reste compris entre deux nombres positifs fixes, il faut et il
suffit que la famille de polymomes soit une famille (®). On pourra donc rem-
~ placer B(P,) par tout nombre calculé i partir de P,, qui posséde la méme
propriété. En résumé il sera commode d’associer a chaque polynome d’une part
son degré n, d’autre part un second coefficient qui reste compris entre deuzx nombres

positifs pour une famille (D).
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Envisageons deux cas :

1. On prend comme second coefficient le nombre 3(P,) défini plus haut.
Alors (44), otl’on a

~log | Pu(M) 2| %log | P(M) 5 M .

n n '

permet de majorer | P, | sur tout compact K en fonction de n et de 3(P,); mais
de plus, a partir de (44), on minore | P, | sur K en tout point a distance p >0

~de la variété P,=o. Insistons sur ce dernier point : en supposant ¢ <1 et
prenant pour K la boule B(O; L), L >>1, on aura d’apreés (44),

10 Pu(M) | =3 Zlog [Pufs Mip | = logB(Py) — (2p — 1) L+ log

ou
(%) | Pu(M) | = [a(K) ][ (P,
. avec loga(K)=—(2p—r1)L. D’aprés une remarque déja faite, on pourra

\

améliorer 'exposant de ¢ en le remplacant par une borne supérieure du degré
moyen dans les boules de rayon 1 portées par K. '

2° On donnera a4 la propriété un caractére algébrique en choisissant un
coefficient calculable au moyen des coefficients de P,. A titre d’exemple, soit
1

(46) S(P,) =[Z]A.T",

ou X[ A, |* désigne la somme des carrés des coefficients de P,. On a

2n —_— 1 2 1'01 ib
S (P,) = (—M)pﬁ P2(e, ..., ) | db,, ..., db,,
d’out I'on déduit pour R>x1
)\[;l— log|pnl; 0; ]‘\] < logS + logR + logy,,
avec y,= max '{/Cﬁw Cr.,désignant suivant I'usage un nombre de combinaisons.

D’autre part, le maximum de ,—Izloganlsur B(o; 1) vautau moinslog S(P,).

La famille des fonctions plurisousharmoniques
V = log| P, | —logS(P,)

est donc une famille F, et en procédant comme plus haut on obtient :

A tout domaine borné K correspond un cocefficient o/(K) > o qui ne dépend
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que de K et du nombre de dimensions p de l'espace complexe, tel que U'on ait
(47) [ Pu(M) [ = [ (K)]*[S(Pa)]~p7,

pour M€K, situé a distance au moins ¢ de la variété P,= o, la quantité S(P,)

étant définie par (46).

Le résultat est applicable a tout polynome quel que soit son degré n.




