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"SUR LES

THEOREMES INVERSES DES PROCEDES DE SOMMATION
DES SERIES DIVERGENTES

(DEUXIEME MEMOIRE).

Par M. Hueerr DELANGE.

—> O CaS———

Introduction.

Ce Mémoire fait suite 2 notre Mémoire de méme titre paru dans les Annales
scientifiques de I Ecole Normale Supérieure, tome 67.

Dans ce dernier Mémoire, nous avons étudié les théorémes inverses que nous
avons appelés de type élémentaire, dans un cas spécial. Dans celui-ci, nous étu-
dierons d’abord, au Chapitre 1, les théorémes de type non élémentaire, dans le
cas spécial correspondant au précédent; puis, au ChapitreIl, nousindiquerons
comment on peut, a partir de chacun des énoncés de notre premier Mémoire et
du Chapitre I de celui-ci, former un énoncé plus général.

- Le lecteur devra avoir présent a I’esprit ce qui a été dit dans les préliminaires
de notre premier Mémoire, en particulier les remarques des paragraphes 1.1.2
et 1.2 et les définitions des différentes fonctions associées, au Chapitre 11, a
une fonction s(¢) définie pour 2> o et bornée sur tout intervalle fini.

Rappelons en outre le théoréme suivant énoncé par Karamata et qui résulte
des travaux de Wiener :

N (¢) étant une fonction réelle ou complexe sommable sur l'intervalle (o, 4 ),
les trots propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) Ona f N (2) t“dt £ o pour tout u réel.

(2) L'ensemble des fonctions de la forme Z o;N((3;2), oi les a; sont des cons-

1
tantes réelles ou complexes et les (3; des constantes réelles positives, est partout dense
dans l'espace L, (o0, + ).
Ann. Ec, Norm., (3), LXVII. — Fasc. 3. 20
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(3) Toute fonction f(t) mesurable ct bornée sur (o, + ) et satisfaisant a
-+
f N (xt) f(t)dt—=o0 pour tout x positif
. .
est nécessairement nulle presque partout (*).

Notons que la propriété (3) est manifestement équivalente &

(3") St f(t) est mesurable, il existe un nombre positif M tel que l'on aut
presque partout sur (o, + )| f(2) |<ZM, et st

+%
f N(xt) f(t)dt=o0 pour tout x positif,
A , ‘
S () est nécessairement nulle presque partout sur (o, + ).
[Car on peut changer la valeur de f(¢) sur un ensemble de mesure nulle sans

changer l'intégrale. ]

1. — Théorémes de type non élémentaire, dans le cas canonique.

1.1. 1l est entendu une fois pour toutes que dans tout ce Chapitre nous
faisons encore les hypothéses indigées au pargraphe 3.1 de notre premier
Mémoire, a savoir :

(1) Pour chaque valeur de x réelle et supérieure a un certain nombre a positif
ou nul, {(t, x), qui est réelle ou complexe, est une fonction de t sommable sur
Uintervalle (o, + o), et l'on a

o
j Y (¢, 2)dt =1.
0 A

(2) o(¢, x) est la fonction définie pour x > a et t >~ o par

gt a)=[ 4w ) du.

(1) Cet énoncé se trouve dans Karamata [6], p. 62 (les numéros entire crochets renvoient & la
bibliographie placée a la fin de cet article).

La démonstration repose sur le théoréme suivant da & N. Wiener :

F(x) étant une fonction réelle ou complexe sommable sur lintercalle (— », -+ ), pour que
lensemble des fonctions de la forme

n
D F(a+ k),
1

ow les L; sont des constantes complexes et les hj des constantes réelles, soit partout dense dans
Pespace Li(—», ), il faul et il suffit que la transformée de Fourler de F(z) n’ait aucun zéro
réel (voir [12], th. 11, p. 9).



THEOREMES INVERSES DES PROCEDES DE SOMMATION. ’ 201

(3) I existe une fonction positive ou nulle ¥ (1) sommable sur Uintervalle
(0, 4+ @) et telle que l'on ait, quel que soit x > a et quel que soit t>. o,

|2 (2, 2) | < F (1)

(4) Quand x tend vers + o, xy(xt, x) tend vers une fonction limite N (t).

(5) s(t) est une fonction réelle ou complexe définie pour t > o, mesurable et
bornée sur tout intervalle fini [o, L].

En outre, nous faisons I’hypothese :
tw !
(4) Ona / N () tdt =~ o pour tout u réel.
0
Ces différentes hypothéses resteront sous-entendues dans tous nos énoncés.

1.1.1. Nous pouvons répéter les remarques suivantes faites dans notre
premier Mémoire : ‘

—+ 0
f N(¢)dt=1.
0
%

2° L’intégralej (¢, x)s(t)dt est certainement convergente pour z > a
0

1° On a

si s(¢) est bornée. Elle I’est aussi sous la seule hypothése que w ()<~ «
si F(¢)loge est sommable sur (o, 4- ), ou simplement si x{ (¢, x)logtest
- sommable sur (1, + ).

3° Dans ces deux derniers cas, si s(¢) non sculement satisfaita w,(4) <+ o
mais est a variation bornée sur tout intervalle fini et nulle pour t=o, 'inté-

grale [ o (t, ¢)ds(t) est aussi convergente et est égale a la précédente.
Yo

4° Lorsque I'intégrale f ¢ (2, x)s(t)dt est convergente pour  >a, on a

pour & > aa, avec « positif quelconque,
(1) /ﬂ ‘.[J(ly §>S(l‘)dt—s'($) :.[ x¢<xt,§>[s(xt)——s(x)]([[.

1.1.2. Rappelons aussi les deux résultats suivants établis dans notre
premier Mémoire [et ou 'hypothése (4') n’est pas nécessaire] :

TutoriMe A. — Supposons que, pour chaque x > a, la fonction x{ (xt, x)logt
sott sommable sur U'intervalle (1, + ), et que l'on ait

/.ﬂlxq;(xt, x)|logtdt—=0[1] (z =+ op).
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Alors, st w, (L) <+ et si
f' (¢4, x)s(t)de=0]1] (& —>+- ),
0

on a
s(8)=0/1] (L—>—+ ).

Tukorime B. — Supvosons que la fonction (¢, x) soit réelle positive ou nulle,
que, pour chaque x> a, la fonction x{ (xt, x)logt soit sommable sur l'inter-
valle (1, + ), et que lon ait

Ao .
f a (xt, x)logtdt = O [1] (. —>—4 o).
Alors, si s(t) estréelle etsatisfait aw () )<+ oo, et si l'intégrale f (e, )s(t)dt

est convergente pour x > a et reste bornée quand x tend vers + o, on a

s(8) =0][1] pour t tendant vers -+ .

1.2. Cecl étant, nous établirons d’abord le théoréme suivant :

TueoreME 1. — Supposons que s(t) soit bornée et posons
W(z) :f ) (¢, x)s(t)dt.

St, quel que soit k positif, on a pour x infini
(2) W (kz) —W (@) =o[1],
alors, quelle que soit la fonction g (t) sommable sur l’intervalle (o, + ), on a

pour x infini
(3) [ ;é’<é>s(l)(,l:(}qr($)+U[I], avec G*::A/U‘ mg(t)(lt.
Nous supposerons que |s(¢)| =M et nous poserons
‘If*(x):f ‘IZ‘N (;).s (¢) dt (z réel positif quelconque).
On voit d’abord que, pour x > a,
' y " - ol 1 14
‘F(x)~‘lf(x)__[ [qJ(l,x)——;N<Z”>Js(t)dt
:f ) [z (xt, ) — N(8)]s (x¢) dt.

La fonction sous le signe f est de module au plus égal & 2 MF (¢) et tend vers

zéro quand x tend vers 4.
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Par suite W (z) — W*(2) tend vers zéro pour x infini.

Il en résulte que, quel que soit £ positif, W*(kx) — W*(x) tend vers zéro

pour x infini.
Ceci étant, soit ¢ un nombre positif quelconque

Il résulte de I'hypothese (4') indiquée au paragraphe 1.1 que I'on peut
trouver un systétme de nombres réels ou complexes a,, a,, ..., a,, et un

systéme de nombres réels positifs 3,, B, .. .. §3,, tels que

+=
\0/

Nous écrirons alors (en supposant > a) :

(4) fowig( >s<t>dt—G‘F<T>~[f+wi‘ <£>S(‘)d‘—za/‘p<ﬁl>J

n

NN (@) —g(0)|dt =

1

Sylw(s) vl
[ : 5 ]W(xHG[““(@*‘F(x)]-
Mais
jﬂzlv < )’(‘)dt f g (1)s(@t) dt,
et ,
<5/>—f+”BIN< >S(t)dl 61f+wN(51 ) s (xt) dt,
done

fow < >s(t)a’t__2°‘/qr*( > /M[g(t)——ia,-N(ﬁ,t)]s(m)dl,

) 1

d’ou résulte que

o0

[ae(a)a-Xgw ()

On a, d’autre part,

Z:‘%;—G:/ [Z“iN(B/t)—g(t)]dt, d’(?u IZ%:_

!If*(x):[HN(t)s(xt)dt, do |11f~(w)[éMf+”1N(t)‘i,dt.

~eM.

et
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~eM [1+f+w1 N ()] dt]
S3lr(5)-ve)

+ G W (2) — W (2)]].

En définitive, (4) donne

./oﬂig(é)s(t)dz—eqr(x)

+

Comme le deuxiéme et le troisieme terme du second membre tendent vers

zéro pour x infini, ceci donne
fo ;g<£>s(t)dt—G‘lf(x) éeM[tho 1N(t)|dt].

Comme le second membre peut étre rendu aussi petit que I'on veut en
choisissant convenablement ¢, on a (3).

lim
Xt >

1.3. En prenant pour g(¢) la fonction égale & 1 pour o—Zt-"1 et a o
“pour ¢ >1, le théoréeme 1 donne immédiatement comme corollaire le suivant :

TukorkME 2. — Supposons que s(t) soit bornée et posons

() :f—mtp(t, x)s(e)de (x réel > a)

el
Z(x):ifxs(t)dt (2 réel > o).

St, quel que soit k positif, on a pour x infini
(2) W(kz)—W(z)=o[1],

on a ausst pour x infint
(5) S(x)=W(x)+o[1]

1.3.1. Bien que le théoréme 2 soit, comme nous I'avons dit, un corollaire
immédiat du théoréme 1, nous en donnerons une démonstration indépendante,
qui nous parait intéressante en elle-méme : '

Posons

4
Sx(t):f s(xu)du (2 > o quelconque).
0 .

Si, quel que soit £ >0, [s()| =M, on voit que chacune des fonctions S,(¢)

satisfait &
|Sz(8)| =Mt pour ¢ > o quelconque,

et
(6) | Sa(#) — Sx(8)| M | ¢ — ¢ pour ¢ et ¢’ o quelconques.
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Il en résulte que, de toute suite de valeurs de x, on peut extraire une
suite {x,} telle que la suite des fonctions S, (¢) converge sur l'intervalle
(0, 4+ ) vers une fonction limite S(2).

Comme, quel que soit z >0, S,(0)=o0, ona S(o)=o.

De méme, (6) entraine |S(#') — S(¢)|M|¢—¢t|. Par suite, il existe une
fonction o (), satisfaisant a | ()| <M, telle que

S(t) = ta’(u) du (?).

0

De ce que |s(x,t)| =M et f s(x,u)du tend, pour n infini, vers f a(u)du,
il résulte, par un théoréme bien connu, que, quelle que soit la fonction g(¢)
sommable sur (o, + ), j g(t)s(a,t)dt tend vers f g(t)a(t)dr.

Si 'on suppose que la suite de valeurs de  dont on est parti tendait vers -+ oo,
. N . WL . . Xp
il en est de méme de la suite {x,}, et I'on voit que, quel que soit & >o, 1If'<;>
tend versf aN(at)a(t)de.

0
En effet,

: W<%>:£+waN(at)s(xnt) dt+f0+w[x,,q;<wnt, ?)—aN(at)]s(xnt)dt.

-+
Pour n-infini la premiére intégrale tend vers f aN(at)o(t)de, d’apres ce
0
que P’on vient de dire, la seconde vers zéro parce que la fonction sous le

signe f tend vers zéro et est de module au plus égal a aMa F(at).

De (2) il résulte que la limite de W(%’) est indépendante de «. Soit / sa
valeur.
On a, quel que soit « > o,

-+ —+ o
f aN(at)a(t)dt:l:lf a N(at)dt,
0 0
c’est-a-dire
+w
f aN(at)[e(t)—Il]dt=o.
_Comme la fonction o(¢) —/{ est bornée, ceci entraine, par suite de I’hypo-

thése (4') sur N(#), que 'on a presque partout sur (o, +) : a(t) —Il=o,
d’ou résulte que S(#)=4.

(%) On peut prendre par exemple o(¢) = S'(¢) partout ou S’(¢) existe et zéro aux autres points.
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Donc X(a,), qui est égal a4 S, (1), tend vers [ quand n tend vers + oo,
et W'(x,) — X(x,) tend vers zéro.

En définitive, on a établi que, de toute suite de valeurs de "z tendant
vers oo, on peut extraire une suite {x, | telle que ¥'(x,) — X(z,) tende vers
zéro. Il en résulte que W (2 ) — X(x) tend vers zéro pour « infini.

1.4. Etablissons maintenant le théoréme suivant :

THEOREME 3. — Posons

3(x)= ifs(t) dt.

St, quel que soit k positif, on a pour x infini

(7) S(kx)— E2(x)=o0]1],

alors on a -

(8) fim | s(2) — 2(@) | Zw(1+ o)
x>+ o

et, plus généralement, quel que soitl’ensemble de nombres réels positifs E, supposé
non borné supérieurement,

(9) lim |s(z)— Z(z) | Zw(E, 1+ o).
X3+ o
x€E

St, de plus, s(t) est réelle, on a

(10) ' im |s(z) — (@) | ZLw(1+ o),

x>+
et, quel que soit I’ensemble de nombres positifs E, non borné supérieurement,

(1) — (B, 1+0)< lim [s(z) — X(2)] <L Tim [s(z) = 2(2)]| <o, (B, 14+0) (*).

Xy 4o Xy +w
x€E€E xEE

Partons de l’égélité
kx k
kx2(kz) — z Z(x) :f s(tydt =(k—1)xs(z) + xf [s(xt) —s(x)]dt.

On en tire
k

() — ch(k/a{c)__I () — f [s(zt) — s(a)] de,

d’ou
k

(12)  s(@)— S(x) = /-{_f__I[Z(kx)_Z(x))_ ﬁf [s(xt) — ()] dt.

(%) Ce théordme généralise, pour le cas oit A(¢) = ¢, les théorémes III et V donnés par Karamata
dans [7] (p. 28 et 36).
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Sik>1, comme, pour 1 ~¢t "k, |s(xt)—s(x)| W, k), on a

k
/ [s(xt) —s(x)]dt| = (k—1)Wi(x, k).

(12) donne donc :
k

| X (k) — 2(@) |+ W,(a, £).

(13) |s(@) — 2(@) | =

Si E est un ensemble de nombres réels positifs, non borné supérieurement,
. (13) donne, en tenant compte de (7),

(14) lim |s(z) — Z(2) | Zws(E, k).
lx—‘)él—Eoo

Sil'ona w,(E, 1)<+ pour A assez voisin de 1, en faisant tendre £ vers 1
dans (14), on obtient (9).
Sinon, w,(E, 14+ 0)=-+ o et 'on a encore (9).

~ (8) est simplement le cas particulier de (9) dans lequel I’ensemble E est
I'ensemble de tous les nombres réels positifs.

Supposons maintenant que s(2) soit réelle.

que
k

f [s(xt) —s(x)|dt >— (k—; )L (2, k).

1

(12) donne alors

$(@) — S(a) = 2 [3(ha) — 3(2)] + IL (2, ),
d’ou
(15) Iim [s(z) — 2(z)] <@, (E, k).

-+
Zew’

Sil'on a @ (E, 1) <-4 pour A assez voisin de 1, en faisant tendre £ vers 1
dans (15), on obtient

(16) lim [s(z) —Z(z)] Zw, (, 1+ o).

Sinon, @, (E, 14 0) =-+ et 'on a encore (16).

Si k<1, de ce que, pour k-Z¢tZ1, s(wt)—s(x)éﬂz <.:v, II{>, il résulte que

fk1[3(xt) —s(@)]dt Z (1 — k) (x, ;—()
d’ou

. ﬁ[k[s(wt)—s(x)]'dt:I%i{fki[s'(xt)—s(x)]éﬂg <x, ;{)

Ann. Ec. Norm., (3), LXVIL. — Fasc. 3. : 26
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(12) donne alors

I

5(#) = 3(x) 2 g | k) = ()| — I (= ),

d’ou
(17) lim [s(2) — 3(2)] = o (B, )
;I;?€+Euo

Si @ (E, %)<+ pour A assez voisin de 1, en faisant tendre £ vers 1

dans (17), on obtient ’
(18) lim [s(x) — 2(2)]>— o, (E, 1+ 0).

x>+ »
xE€E

Sinon, @, (E, 14+ 0)=--o et 1’on a encore (18).

(16) et (18) donnent (11).

(10) est le cas particulier de (11) dans lequel E est I'ensemble de tous les
nombres réels positifs.

1.5. En combinant les théorémes 2 et 3, on obtient le suivant :

TaeoriME 4. — Si s(¢) est bornée, et si, quel que sott k> o, on a pour  infini
(2) W(ke)—W(z)=o[1],
avec

W(x) :f-mq;(t, x) s(t)dt,

alors on a
(19) lim |s(z) — W(@)| = ws(1-+ o)

>+

et, plus généralement, quel que soit I'ensemble E de nombres réels supérieurs a a,
supposé non borné supérieurement,

(20) lim |s(z) — W (x)| = w;(E, 1+ 0).
&Z >+ o

x€E
St, de plus, s(t) et U(¢, ) sont suppbsées réelles, on a

(21) lim |s(z)— W(x)| Zw(1+0),
X+ »

et, plus généralement, E ayant la méme signification que ci-dessus, '

(22) — (B, 1+0)L lim [s(z) — W(2)] < lim [s(z) =W ()] Zw; (B, 140) ().

&X>+ o f x>+ w
x€E xE€E

(*) I faut noter que le fait que s(¢) est bornée entraine ws(L) < + =, do sorte que ws(1+ o),
ws(1+ o) et, quel que soit B, ws(E, 1+ 0), = (E, 1+ 0) et wi(E, 1+ 0) ont des valeurs finies.
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Le théoréeme 2 montre d’abord que I'on a pour @ infini
(5) 2(x)=W(x) -+ of1].

Mais, en tenant compte de (2), ceci entraine (), ce qui permet d’appliquer
le théoréme 3.

(5) permet de remplacer X(x) par W () dans les inégalités (8) et (¢), et
dans (10) et (11) si s(¢) est réelle.

1.5.1. Quel que soit Y(¢, ), il peut y avoir égalité dans (19) et dans (20)
avec des seconds membres non nuls; et, si 4(z, x) est réelle, avec s(¢) réelle,
il peut y avoir égalité dans (21) et ’on peut avoir

lim [s(z) —W(z)]=— o, (E, 1+ 0)
e
et
lim [s(z)— W(z)|—=w, (E, 1+ 0),

x>+
L:?GEQO

avec des seconds membres non nuls.
Prenons par exemple

(—1)" pour o2t—1Z¢<o2"+41 (n=1,2,3,...),
s(t) =

0 pour toutes les autres valeurs de ¢.

Onaw,(1+o0)=o,1+0)=1 et, pour E égal a 'ensemble des puissances
de 2 supérieures a a,

¢

ws(E,1+0) =, (E, 1+ 0) =w} (E, 1+ 0) =1.

L
Comme |s(xt)| =1 et f s(au)du tend vers zéro pour z infini, et comme
0

‘I"(x)_—:f_‘_wN(t)s(xt)dt—!—f_'_m[xu];(.xl, x)— N(t)]s(xt) dt,

on voit que W' () tend vers zéro pour z infini.

Alors on a
Im |s(z) —W(2)| =1=w;(1+ 0)
X+ o

et, pour E égal a 'ensemble indiqué ci-dessus,

lim |s(z) — W(2)| =1=w,(E, 1+ 0).
rer”

Si (1, x) est réelle, on a

F |s(@) —W(@)| =1=w(1+0)
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et, pour le méme E,

lim [s(z)—W¥(x)]=——1=—w, (E, 1+ 0)
l?EEw
et
hm [s(z)— W (z)]—1=o, (E, 1+ o).

x>+

x €KL

Le méme exemple montre que les bornes fournies par le théoréme 3 pour
les valeurs limites de |s(x) — X(2)| ou de s(x) — () peuvent étre atteintes
sans étre nulles. :

1.6. En combinant les théorémes A et 4, on obtient le suivant :

TukoriMe 5. — Supposons que, pour chaque x fixé ~>a, la fonction
2y (xt, x) logt soit sommable sur U'intervalle (1, + ), et que ’on ait pour x infini

[w|x¢(xt,x)[,logldt:0[1].
St lon a w, () <+, et si, en posant

Y () :f-mq)(t, x)s(t)dt,

on a pour x infini

(23) . ¥ (z)=0][1]
et, quel que soit k> o,
(2) Wikz]— W(x)=o[1],

alors on a (19), et, plus généralement, pour tout ensemble E de nombres réels
supérieurs a a, supposé non borné supérieurement, on a (20).
St, de plus, L(2, x) et s(t) sont réelles, on a (21) et (22).

Le théoréme A montre d’abord que s(¢) est bornée, on peut alors appliquer
le théoréme 4.

1.7. En combinant les théorémes B et 4, on obtient le suivant :

TnkoriME 6. — Supposons que la fonction (i, x) soit réelle positive ou nulle,
que, pour chaque x fixé > a, la fonction x{(xt, x)logt soit sommable sur
Uintervalle (1, + ), et que l'on ait pour x infini

f-wcxkp(xt, x)logtdt = O[1].

St s(2) est réelle et satisfait & w,(1)<~+ oo, st 'intégrale f mup(t, x)s(t)de
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est convergente pour x > a, et si, en désignant par W(x) la valeur de cette
intégrale, on a pour x infini
(23) W(x)=0[1],
et, quel que soit k > o,

(2) Wkz] — W(x)=—o[1],

alors on a (19) et (21) et, plus généralement, quel que soit I’ensemble E de
nombres réels supérieurs a a, supposé non borné supérieurement, on a (20) et (22).

Le théoréeme B montre d’abord que s(¢) est bornée, on applique ensuite
le théoreme 4.

1.8. Notons que (23) et (2) sont satisfaites en particulier si W'(«) tend vers
une limite finie S quand « tend vers + oo, et qu'alors (19) et (20) deviennent

lim |s(x) —S|=w;(1+0)

>+ w

et

lim |s(z)— S| =Zw,(E, 1+ o),
>4
xr&FE

et, s’il y a lieu, (21) et (22) deviennent

lim |s(z)—S|=Zw,(1+ 0)
2>~ w0

et
S—wi(E,1+0)<L lim s(x)<= lhm s(z) <SS+, (E, 1+o0).
A >4 o P>t
r€E rEE

1.8.1. Notons aussi que, lorsque w,(1 +0) =0, (19) donne
s(x)y=W(x)+ o[1] (x—>—+ ).
(21) donne la méme relation lorsque @,(1+0)=o.
1.9. Comme application du théoréme 5 nous donnerons I’énoncé suivant :

TakoriME 7. — Supposons que, pour chaque x fixé ~>a, la fonction
z Y (xt, x) logt soit sommable sur U'intervalle (1, 4 ), et que I’on ait pour x infini

+®
f laey(at, ) |logt dt = O[1].

Soit, d’autre part, une suite de nombres réels ho, Ay, ..., A,. ... satisfaisant a
0L < << .. < <. .. et lim },—=-+ o (%).

N>+

(%) Noter que nous ne supposons pas ici, comme aux paragraphes 3.5.1 et 3.6.1 de notre premier

o A . .
Mémoire, que ;*‘ tend vers 1 pour ~ infini.

n
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Quelle que soit la suite de nombres réels ou complexes u,, u,, ..., u,, ...
satisfaisant a ['une des conditions suivantes :

1

(24) unzo[%] (n—>+ )

ou
j=n
(25) 2[ ;[P (h— b )'?=0[N] (n—>-+w)  pourunp fixé>1,
j=1 . .
—+ - -+ n
les se’rz'esZcp(l,,, x)u, et2[cp(7\,l, x)— o(hpir, )]|8S,, ot Sn=2uj, sont
0 0

0
convergentes et é¢gales pour x > a.

-+ w
St leur somme tend vers une limite finie S quand x tend vers - », la série Z u,

0
est convergente avec pour somme S (°).

Nous définissons une fonction s(¢) pour ¢>> o par

) pour ¢ —o,
s(t) = 2 U, p‘our t> o,
ha<t

, ' . ’ \ ’ I ,
étant entendu que la somme Zu,, est prise égale a zéro s’il n’y a aucun A, au
ha<t

plus égal a ¢.

Le théoréme sera établi quand nous aurons montré que, si I'une des
conditions (24) ou (25) est satisfaite, on a w,(1)< + o et, pour K égal a
’ensemble des nombres A,, A,, ..., 4,, ..., 9w, (E, 14+0)=0o.

En effet, d’aprés ce qui a été rappelé au paragraphe 1.1.1, si l'on a
—+ o
wy(M) < -L=o, l'intégrale / U(t, z)s(t)dr est convergente pour x >a et,
0
comme s(t) est a variation bornée sur tout intervalle fini [o, L] et nulle

—+ %

pour t=o, l’intégralef o(t, x)ds(t) est aussi convergente et est égale a la
0

précédente.

4
(¢) Le cas particulier de ce théoréme correspondant a (¢, z) = I; e ¥ a été établi :
. . \ s C
10 pour la eondition (24) par Littlewood [8], avec I'hypothése quo )1_““ tend vers 1 pour n infini,
n

puis par Ananda-Rau [1] sans cette hypothése;

20 pour la condition (25) par O. Sasz ([9] et [11]) [Hardy ct Litltlewood avaient traité précédemment
le cas particulier ot 2, = n ([4], §8, p. 283)].
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Alors, comme on a

N

"N+1
Z[@(lm Z) — ¢ (Ansas x)]Sn:f P(t, x)s(t)dt

0

et
N

Z(p(}", x) u,,:fANcp(t, x) ds(t),

0

il sera établi tout d’abord que, si I'une des conditions (24) ou (25) est satisfaite,

+

2‘?()\)17 .’I}) Up et Z[CP()\IM $)“<P()‘n+17x)]slz

0

sont convergentes pour x > a et égales hf (e, x)s(t)de.
0

Si, de plus, la somme de ces séries tend vers une limite finie S quand « tend
vers ++x, on pourra appliquer le théoréme 5. En prenant pour E ’ensemble
des A, supérieurs & a, (20) donnera

Iim |S,— S|<Lo, d’ou lim S,—S.

n>+ » n >+

On pourrait remarquer que (24) entraine (25), mais nous donnerons des
démonstrations indépendantes pour le cas ou 'on suppose que I'on a (24) et
celui out I'on suppose que I'on a (25).

a. Supposons d’abord que ’on a (24).
On voit d’abord qu’il existe un nombre positif M tel que, pour n>- 1,

PR et
Iy
Ceci entraine _
ltal =M et |un|=Mlog 22 .

° A

La seconde inégalité montre que, si n, >n,,

ny

2|un|éleog§\\ig'

nyg 41

On voit alors que, quels que soient ¢ et ¢ satisfaisant 4 2,<t< ¢, ona
- !
|s(t’)——s(t)|éM[1—{—log%j-

En effet, s’il n’y a aucun %, satisfaisant & ¢ <_4,Z7, on as(?') —s(t)=o0;
s'il y en a un, soit A,, on a, puisque n, > 1,

|S(t,)—s(t)I:‘“/u|éM;
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et s’il y en a plusieurs, soit A,, A, .\, ..., A,, ON2
ls(¢) —s() | < u I+2Iu |4M+M10“}—"’-
== ny n| <= b)\n‘
" ny+1

Il résulte de la que, pour z™>72,,
W, (¢, 1) ZM(1+ logd),
donc que :
wWs(h) ZM (14 log2) <<+ 0.
De méme, si t>~%, >0, 0na

[5() = s(hg) < Mlog
car, si t< hypi, (1) —s(,)=0; et si 21 < hppy, avec 7>,

. e
s(8)—s(h) | < 2| < Mlog .
[5(0) = s(2) | £ | unl 85,

g+1

Ceci montre que W, (%, A)=_Mlogh, d’ou il résulte que, pour E égal a
I’ensemble des nombres A,, Xy, ..., 2y ...,

wi(E, 1) <M log?,

et par suite w,(E, 1+ 0)=o0.

b. Supposons maintenant que I'on ait (25).
On voit d’abord qu’il existe un nombre positif M tel que, pour n>>.1,

Bl P3 (= Ny )P Z MP D,

j=1

Ceci entraine en premier licu

N
=

1
1
tn P A2 (e ha )P = MP R, d'on ju,AéM(xLT)\_A";‘) »

D’autre part, en introduisant le nombre p’ défini par;—{—i,zl, on a
pour n, < n,,

n, 2 L
P\ (R, 4

Siwi=m(zE) (G2
ny+1 .
En effet, comme, pour j > 1,

1
(=2

y

]

v

’ 1
lwj| = uwj| hj(Xj— hjmy) 7'
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'inégalité de Holder donne

ng ny ; n
Z‘“/’é; Zlufi"%fﬂf—x,-_lyw% gz%€ .

ny4+1 ng+1 , ny+1

X |-

1

Le premier terme du second membre est au plus égal & M2/ . En remarquant
que dans le second terme tous les dénominateurs sont supérieurs a A%/, on voit
1
()\n - )\m)p,

que ce second terme est au plus égal & ~—~—=—. En définitive, le second

membre est au plus égal a

-

1 1

1 ot - i

> ()\n2 ;\n, )p )‘n, ’ ;\u, e
M 7‘/,”1s ——————}\"1 =M ——)\nl <—l,,1 — 1> .

Ceci étant, on voit, en raisonnant comme plus haut, que, quels que soient ¢
et ¢ satisfaisant & 4,<t<?, on a

(26) !Nﬂ%«ﬂnhéM[I+<§y<i_4Y}’
et, sit>>A,>o0,0na .
(27) ls(t)—‘s(lqﬂéM(‘xi)p(xi—‘>p‘
(26) montre que, pour ¢ > 2,,

Wi(¢, )\)él\l[l+)\}’(7\ — 1);1’;],

et par suite que
uﬂhéML+ﬁq_Qﬂ<+w‘

(27) montre que, pour A,> o,
W, ) M3 (17,
et par suite que, si E est ’ensemble des nombres &,, A,, ..., %,, ...
wi(E, 1) = M)}’(k — 1)%,
de sorte que w,(E, 1 +0)=o.
1. 10. Comme application du théoréme 6, nous donnerons 1'énoncé suivant :

TukoriME 8. — Supposons que la fonction U(t, x) soit réelle >~ o, que, pour
chaque x fixé > a, la fonction x{(xt, x)logt soit sommable sur U'intercalle
(1, + @), et que I’on ait pour x infint

/. z(xt, z)logt dt = O[1].
1

Ann. Fe. Norm., (3), LXVII. — Fasc. 3. 27
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Sott, d’autre part, une suite de nombres réels Lo, Ay, ..., A, ... sattsfaisant a
0L D<M << h<<...<h<<... et lim 2,——+ o0.
Soit encore une autre suite de nombres réels u,, u,, ..., u,, ... et posons

n
Ql
Max (o, — u,) = u), Z u;=S,.
0
St l'une des séries
+ 2

+
Ecp(k,l, z) uy, et Z[cp(k,,, ) — 0 (hyrr, )] Sn

0

est convergente pour x > a, st la somme de cette série tend vers une limite finie S
quand x tend vers ++ «, et st 'on a une des conditions suivantes :

(28) uj,:()[z\L_T)\"i] (n-%—+ ),

ou

(29) 2 wp W (d;—h V' P=0[L] (n—>-+w)  pourunp fixé>1,
1

on a

lim S,=S$S et lim S,—S — 9,

2t 5 >4
avec
0= Iim u, (7).
>t
a. La fonction s(z) étant toujours définie de la méme facon a partir de la
suite {u,}, nous montrerons d’abord que, si I'une ou I'autre des conditions (28)
et (29) est satisfaite, on a o,(A) <+ o et, pour E égal 2 I'ensemble des

nombres Ay, Agy ooy Ay oy

w, (E, 1+0)=0 et o, (E, 1+ 0) 0.

Comme pour le théoréme 7, nous pourrions remarquer que (28) entraine
(29), mais nous préférons donner des démonstrations indépendantes pour le cas
ou 'on suppose que I’on a (28) et celui ot 'on suppose que I'on a (29).

1. Supposons d’abord que I'on ait (28).

Alors il existe un nombre positif M tel que, pour n2>x1,

)\71 - }‘H-—-f

= M2,
n

(") Nous avons donné dans [3] (th. 7, p. 107) le cas particulier de ce théoréme correspondant
4

X | -
ad(e, x)= Ze *, avee la condition (28).
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d’out il résulte que u, ZM et que, si n, > n,,

Ny

_ .
2 w,~Mlog".
™
ng—+1
k k
En remarquant que, pour Ak, ¥ u,>.— 3 u,, et raisonnant comme au
h A ’

paragraphe précédent, on en déduit que, quels que soient ¢ et ¢ satisfaisant

A, <t t,

(30) s(t’)—s(t)é~M<1+log§>,
et que, si 1>, > o,
(31) s(t)—s(?\,,)é—Mlog{—-

7

(30) entraine que, pour £ > A,
I (2, 1) Z M (1 + logh),

et par suite que
@s (1) ZM(1+ logh) <+ .

(31) entraine que, pour ¢ >~ 1,
Im; (2,, ) <Mlog2,
et par suite que, pour E égal a I'’ensemble des nombres A, 4,, ..., A,, ...,
o, (I, 1) =M loga,
de sorte que &, (E, 1 +0)=o.
On voit d’autre part que, si A, > 2A,, on a
I (A, &) = upr+ Mloga,

ot ¢' est I’entier déterminé par A, , -~ L <y
En effet, quel que soit > A,, on a
s(1) —s(h)) =s(r) = s(2y),
ou r est 'entier déterminé par A, ¢ < N
Si%é;té)\.q, on aura
(=% et ¢ —1Zr=q.

Sir>~¢', (31) donne, en y remplacant ¢ par &, et 2, par A,

s(A;) —s(h) > — Mlog ;\T[I = — Mlogi,
d’ou
s() —s(ky) = Mlogh = Mlogh + u};
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Sir=g¢' —1, on peut écrire
s(hg) —s(A) =5(2y) — () + uy,

et, en utilisant (31) et I'inégalité u, > —u,,, on a

s(hy) —s(hr)>=—M log%{ — up>s — Mlogh — ul,
d’ou '
s(8) —s(h)) ZMlogd + uy.
Il résulte de la que, pour E égal a 'ensemble des nombres A, 4., ..., %, ...
w, (E, 1) =0 -+ Mloga,
et, par suite, & (E, 1+ 0)Z¢.

2. Supposons maintenant que I'on ait (29).
Alors il existe un nombre positif M tel que 'on ait, pour n>x1,
Y WP (d— dyy) = M,

1

d’ou 'on déduit, en raisonnant comme au paragraphe 1.9, que, pour n>x1,
u,~M, et que, si n,<n,,

ny 1 1

’ )\11, ’ )\n, »
Suen(Ge) ()

ny+1

p' étant le nombre réel défini parl—l) + i—, =1.

On voit alors que, quels que soient z et ¢’ satisfaisant 4 2,< ¢ <7,

(32) s(l’)—s(t)\:x—M[I—i—<l~;>%<l—;;—1>%:|,

et, que siz >2A, > o,

(33) s(t)—s()x(,)é—‘MI:<i>£<{;—I>%:|.

(32) entraine que, pour ¢z > A,

- 1 1

II; (¢, A)éM[1+7\7’(7\—1)17],

et, par suite, que

L i

ms(l)éM[l—b—N’(l—I)P']<—}—oo.
(33) entraine que, pour g1,
1 1
I (hg, ) MW (R — 1),
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et, par suite, que, pour E égal A I'ensemble des nombres A,, 2,, ..., %,, ..

1

1
@, (B, k) =MW () — 1),

de sorte que @, (E, 1+0)=o0.
On voit ensuite, en raisonnant comme plus haut, que, pour E égal a ce
meéme ensemble,

1 1
o/ (B, M) =0+ MW¥O3—1), doa !/ (E, 1-+0)—9

L
b. Pour AL <)y, 'intégrale [ (¢, x)s(t)dt est comprise entre la

somme des N premiers termes et la somme des N1 premiers termes de la

+
série Z[cp(?\,l, ) — @(Ansss @)]S,. Par suite, si cette série est convergente
0

+»
pour & >a et a pour somme S(x), 'intégrale f (e, x)s(t)dt est aussi
convergente et égale & S(x).

De méme, comme, pour Ay==L <Ay,

L N
f o(¢ x)ds(t) :Zcp(lm ) Un,

+ »

si la série Zcp()\,,, x)u, est convergente pour  >a et a pour somme S(x),
0

I'intégrale f o(t, x)ds(t) est convergente et égale a2 S(x). Alors, comme

U(s, @)>0, lintégrale f (e, x)s(t)dt est aussi convergente et égale
aS(x).
On voit que, de toute facon, les hypotheses du théoréeme impliquent que

'intégrale f map(t, x)s(t)dt est convergente pour & > a et tend vers S quand

x tend vers 4+ oo.

c. Puisque, d’aprés ce qui a été dit en a, m,(A)< -+ o, on peut appliquer
le théoréme 6.

En prenant E égal 4 I’ensemble des 7, supérieurs a a, et tenant compte de ce
que I'on a établien a, (22) donne
(34) Iim S,-=S et lim S$,>S—3.

n>—+4 o nﬁw
Si ¢ — o, ceci entraine bien

lim S,=S, lim S,=S—3.

n>—4»n N>+
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Supposons donc 5 >o0. Alors il existe une suite d’entiers croissants n,,
Ry, ...,y ... telle que ), tende vers c.
Pour £ assez grand, v, > o et u,, =—u,,, de sorte que

. ’
Sllk: Sn[;——l - "n;,-

De la il résulte que

lim S,,— lim S, _,— 9,
>+ o k>—+»

ce qui entraine

lim S,— fim S,— 0.
I —— n>+w

En combinant ceci avec (34), on obtient encore
lim S,=S$S et Iim S,—S —o.

n>+ W+

1.10.1. 1l est clair que, si dans le théoréme 8 on ajoute ‘l’hypothc‘)se que

—+ o

. . , . Ql
6 =0, la conclusion devient que la série }_‘ u, est convergenlte et a pour somme S.
- .

1 )\ ) . .
Y ) . 9 . n-+1 o .
Il en est de méme st I'on ajoute I’hypotheése que o tend vers 1 pour n infint (*),

car nous allons voir que, st l'on a (28), on a

0L (1—a)p, avec o= lim

)\ — 0
e et p= lim #u’m
>4 n ‘n—1

n >+

et, st 'on a (29), on a
K 3 R
0Z(1—a)'v",  avec o= lim i‘i et  v— lim — Z WP (= djg )17
n;—:ao n np+» )'~n

En effet, si I'on a (28), quel que soit ¢ >0, on a pour n assez grand

P 2
PN a—¢ et — U, S g

hn T Pp— Py

d’ou

-
iz (pe) (1= 2 ) 2 o) (1—a+e)

et par suite on a
0L (pr—+e)(1— o+ ).

(8) 0. Sasz [11] a établi le théoréme 8 sous cette forme particuliére, avec la condition (29), dans
4 .
le cas ou (¢, )= %e *. 1l avait traité précédemment [10] le cas particulier ou %, = n.
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Sil'on a (29), quel que soit ¢, on a pour » assez grand

n

Do I\
Stma—e et YOy ) Ty g
1L . n
1

d’ou v
llII/LJ )‘Z()\n‘—' )~n—1 )1*/)é (V -+ 6)).”,
d’ou
, P \P1
up < (v-te) <1 - ;'_1> Z(v+e)(1—a+e)yt,
‘\n
ou

1 1
Wy (v 4 o) (1— o o),

et par suite on a

1

1
S (v4eY(1—a—+e).

{.11. Nous avons établi le théoréeme 5 en combinant les théorémes A et 4,
¢’est-a-dire en définitive en combinant les théorémes A, 2 et 3 [ce qui est la
méthode suivie par Karamata pour établir le théoréme inverse relatif a la
condition de convergence w, x(1-+0)=o0].

Si 'on remplace dans le théoréme 5 I’hypothése que xd(xz, x)loget est
sommable sur (1, 4 ) et que I’on a pour « infini

+® :
f zy(xt, x)logt dt = O[1],
1

par 'hypothése, plus restrictive, que la fonction F(z)logts est sommable sur
(0, 4+ ), on peut donner une démonstration directe, indépendante des autres
théorémes établis ici.

1.11.1. Nous commencons par étudier la famille des fonctions G.(2)
définies par

G,l(t):ftgr(u)du, avec g.(l)=s(xt) —s(x).

a. Nous savons que I’hypothése w (%)< 4 o entraine que s(¢) satisfait
als(t)—s(2) éH.log%’j—i—K, de sorte que

| g=(0) | = |logt| + K.

Il en résulte que, quels que soient ¢ et ¢ satisfaisant 4 o =~ <7, et quel que
soit £ >0, on a

(35) |Gx(t’)—G,r(t)j'z:*f [H|logu|+ K] du.
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Ceci montre que les fonctions G.(¢) sont également continues, et bornées
dans leur ensemble sur tout intervalle fini | o, L]. Donc, de toute suite de valeurs
de x on peut extraire une suite {x,} telle que G, (t) tende vers une fonction
limite G(t). .

On a G(0)=o puisque G,(0)=o0 quel que soit x > o.

De plus, G(¢) est absolument continue puisque (35) donne a la limite

P
|G(t’)—G(t)[éf (Ilogu |+ K] du.
t

Il existe donc une fonction g(t), satisfaisant a |g(t)| —H|logt|+ K, telle
que G(t) :f g(u)du.
D’autre part, A étant un nombre réel positif quelconque, nous poserons

H, ()= %G(At) — G(2).

On voit que

H)\(t):%f‘g(u)du——f g(u)du:f [g(hu) — g(u)] du.

b. Si l'on est parti d’une suite de valeurs de x tendant vers 4 o, de sorte que
la suite {x,] tend aussi vers -+, quel que soit A ~1, on a presque partout
sur (0, ) :

ws( 1) si 2>,

(36) |g()~t)_5'(l)lé%%(%> si A<<1.
‘ \

En effet, on a
t
) (¢) = lim [1 G.r,.(“)—Gxn(t)] = lim f [s(huzy) — s(uz,)] du,
n>+4 o )\ n>+w»J,

puisque

N t
;\Gxn()t) — G, () :%f Ge (0) du —f &e(u) du
0 0
t
:f (8, (h 1) — g, (w)] du
0
t
:f [s(Auzxy,) — s(uz,) Jdu.
0
On a donc, quels que soient ¢ et ¢ satisfaisant 4 o < ¢ <7,

5 (¢) — Hy(¢) = lim f[s()\ux,,)——s(uxn)]du.

n>+ o
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Comme on a évidemment

if [s(huz) — s(ux)] du| = (' —t) W (uzx, 1) si A>1,

lft [s(huz) — s(ux)] du

é([’——l)Ws().ua’,;J si A<T1,

on en déduit que
(' — ) ws(2) si A>1,
(l’—l)w5<}1> si A<I,

|”)\(l')—”>\(1)1é3
c’est-a-dire

(¢ —t) ws(R) si A>1,
=

i‘/t‘t’[é”(lu)"‘g(u)Jdu 21 t)ﬁ)ﬁ(;\) G 9

223

c. St la suite de valeurs de x dont on est parti, non seulement tend vers + o,
mais est formée de nombres de I'ensemble E, de sorte qu’tl en est de méme de la

sutte { z,}, et st G(t) posséde une dérivée pour t =1, on voit que
(37) |G (1) [ =ws(E, 1+ 0),
et, st s(t) est réelle,

(38) L =@ (E, 14 0) ZG/(1) Z@(E, 14 0).

En effet, siz>1, on a

(1) — G,(1 ¢
G, (13_1 ()li:lil [ [s(zu) —s(x)| du| = W(z, t).
On en déduit
t—1 =T eh

et, en faisant tendre ¢ vers 1, on obtient (37).
Si s(¢) est réelle, on a pourz >1:

SO =2 = 2 [ stew) st duz— Wi, ),

d’ou
G(t) — G(1)

1 =—w(E, 7).

En faisant tendre ¢ vers 1, on obtient G'(1) > — @/ (E, 1+ o).
Pour <1, on a

G (t) — G 1
.(lg_l (I):Iit,[ [s(xu)—s(x)]duéﬂf\f(x,%»

Ann. Ee. Norm., (3), LXVIL. — Fasc. 3.
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t—1 =

G({)—G(])ém”o? 1>
s “y z :
Lin faisant tendre ¢ vers 1, on obtient G'(1) Z &, (E, 1+ 0).

f.11.2. Remarquons maintenant que, si x, tend vers +o et si G, (¢)tend

vers G(7) :f‘g(u)du, alors, quel que soit « > o,

+
w(%) = s tendvers [ aNGao) g0
0

En effet, la formule (1) donne

1F<§> — s(x) :f+wxgb <xt, if)g,,((t)rlt

o :f+motN(at)gr(t)dt+f+m[xu})(xl, UZ) MaN(a[)]gx(t)d[.

Le dernier terme tend vers zéro pour « infini, car la fonction sous le signef
’ . x N
tend vers zéro, puisque xap<xt, &) tend vers aN(at) et | g.(2)| = H|logt| + K,

et elle est de module au plus égal & 2aF(at) [H|logt|+ K], fonction qui est

sommable sur (o, + ).

t
D’autre part, de ce quef g..(u)du tend Versf g(u)du, et que, sur I'inter-
o
valle [s, E]’ ot o< z<1,

1
| g (8) | < M og - + K,

il résulte que

1

: 1
3 B
f aN(at) g, (¢)dt tend vers f aN(at)g(2)de.
€

€

1
: o
La convergence de f aN(at)g, (t)dtvers f aN(at)g, (t)dtquande tend
e 0 .
vers zéro étant uniforme par rapport a n, du fait que

la N(at) g, (1) | £ o F(at) [ 1] loge | + K],

un théoréme bien connu sur I'interversion des passages a la limite montre que

-+ w ’ +»
f aN(at) g, (t)dt tend vers f a N(at) g(e)de.
0 0
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1.11.3. Nous sommes maintenant en mesure d’établir (20), et (22) si s(#)
est réelle. v
En prenant E égal a ’ensemble de tous les nombres réels supérieurs a a,
(20) donnera (19) et (22) donnera (21).
D’aprés ce que I'on a vu, de toute suite de valeurs de x appartenant a
I'ensemble E et tendant vers +-o, on peut extraire une suite {z,} telle
t B
que G, (¢) tende vers la fonction limite G(?) =f g(u)du, g(1) et G(2)
; ,
possédant les propriétés que nous avons indiquées.
De plus, quel que soit « > o,
x + o
'{"<Z"> — s(a) tend vers f a N(at)g(t)dt.
‘ Comme, quel que soit £ >0, on a pour x infini
W(kz) —W(x)=o[1],
cette limite est indépendante de o.
Donc, quels que soient « et A positifs, on a

f+waN(at)g(t)dt:f+m;N<§t>5r(l)d;:f+wa N(at) g(ht) dt,

d’ou

f aN(at)[g(0t) — g(2)]dt =o.

Supposons A fixé >£1. La fonction g(t)— g(t) étant presque partout de
module au plus égal a w (1) si A >1, ou ws<%> si 4 <1, le fait que ceci ait
lieu quel que soit « > o entraine que Fon ait presque partout sur (o, + o) :

g(At) — g(¢)=o.

On a done

Al
Il;‘(t):/ [g(hu) — g(u)]du=o, ou %G(M)—G(t):o.

Ceci vaut évidemment encore si A =1.

En faisant £=1 et posant G(1) =/, on obtient G(A) =1{h.

On voit que G'(1) existe et est égale a /.

Par suite, (37) donue

[{| Zws(E, 1+ 0),

et, si s(¢) est réelle, (38) donne

(39) . — @(E, 140) £l Zw(E, 1+ o).
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Mais g(t)=1 presque partout etf N(t)g(t)dt=1{, donc W(x,)— s(x,)
tend vers /. 0

En définitive, on a démontré, dans le cas général, que, de toute suite de
valeurs de @ appartenant & E et tendant vers 4o, on peut extraire une
suite {, | telle que | W' (2,) — s(x,)| tende vers une limite finie || satisfaisant
all|Zw,(E, 1+ o). Ceci entraine (20).

Dans le cas ou s(z) est réelle, on a montré que, de toute suite de valeurs de
appartenant 2 E et tendant vers -0, on peut extraire une suite {x,} telle
que W(z,) — s(x,) tende vers une limite finie / satisfaisant 4 (3g). Ceci entraine

—w,(E, 140) £ lim [W(z) —s(2)] Zw](E, 1+ o),
I‘L}e—Q—an
ce qui est équivalent a (22).

L.11.4. Il faut noter que nous n’avons pas utilisé ici I’hypothése que
W(x)=0]1].

1.12. En perfectionnant an peu le raisonnement précédent, on arrive au
théoréme suivant :

TreoreME 9. — Supposons que F(t)logt soit sommable sur 'intervalle (o, + ).
Supposons, d’autre part, que sw,( 1) <+ o, et posons

W(z) if+wq)(t, x)s(t)de.

S, quel que soit k positif, on a pour x infini :

(40) ‘F(km_qf(mzo[ 1 ]

log ka logx logx

alors, en posant C = f N(?) log% dt, on a, quel que soit I’ensemble E de nombres

v o
réels supérieurs a a, supposé non borné supérieurement,

(41) lim
x>t w
xERE

s(x) —W(z) — C%)—‘éws(l@, 1+0),

et, st (¢, x) et s(t) sont réelles,

"R T \'p.(a’.)> ’ h
(42) — oy (E, 1+0)= lim | s(z) — ¥ (x)—C I Jéw;([n, 1+ 0).
P i ogx
x€E

St l’on prend pour E l'ensemble de tous les nombres réels supérieurs a a, (41)
devient
- (43) Tim

Xyt o

s(z) —W(z)—C

i
II (x)’é“)s(l+o)
logx
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et (42) devient

(44) T |s(a) — W(2)— G 2

<L (14 0).
> logz

On peut répéter sans modification ce qui a été dit aux paragraphes 1.11.1
etl.11.2.

Nous remarquons, de plus, que pour z infini W(x)=O0[logz], car
5(t) = O[loge] et, d’autre part, s(2) satisfaisant a | () — s(2)| —<H ‘ log " \ +K,
la formule (1), avec « =1, donne

|W(z) —s(z)| = F(2)[1|logt |+ K]dut.
: 0
Alors, de toute suite de valeurs de x appartenant i I’ensemble E et tendant
vers -+ oo, on peut extraire une suite { x, | telle non seulement que G, (¢) tende

4
vers une fonction limite G(?) :f g(u)du, [ou G(2) et g(u) possédent les

o, © g , - . . W(z,)
propriétés que nous avons indiquées| mais aussi que tende vers une
loga

limite finie o. o
Quels que soient « et A positifs,

+ w0
W<%> — s(x,) tend vers f aN(at)g(t)de
’ 0
et

“+ o i '
W(%’)—s(xn)' tend vers f %N<%t>g(l)dl:f aN(at)g(he)dt.

Par différence, on voit que

v <A:"> — W (%”) tend vers £+waN(at) [g(he) — g(8)] dt.

Mais, en tenant compte de (40), on voit que, quel que soit £ positif,
W(kx,)— W(x,) tend vers plogk.

En particulier W (%) — W(x,) tend vers plog;C et W(%f) — W (x,) tend
vers plogi, de sorte que ‘P’(%) —w <%’1> tend vers ¢ log.

On a donc, quels que soient « et A positifs,

f+waN(oc t)[g(ht) — g(t)] dt =plog),

ou

f)maN(oct) [g(At) — g(2) —plogh]dt=o.

Supposons A fixé =£1. La fonction g(kt)—~g(t)—plogk étant presque
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partout de module au plus égal a un nombre fixe, le fait que cette égalité ait
lieu quel que soit o positif entraine que I’on ait presque partout sur (o, +) :

g(ht) — g(t) —plogh—o, ou g(ht)— g(t) =plogh.
On a donc '
H, (¢) :f [g(Au) — g(u)|du=(plogh)t,

ou
%G(Xt)—G(t):(plogl)t.

Ceci vaut évidemment encore pour A =1.
En faisant =1 et posant G(1) =/—p, on obtient
G(2)=(—p)A+ pAlogh.

On voit que G'(1) existe et est égale 4 /, de sorte que (37) donne

) Zwy(E, 1+ 0)

et, si s(¢) est réelle, (38) donne
(39) —w(E, 1+ 0) 2l Zw (L, 1+ o).

D’autre part, on a presque partout

5(6) =G () =1+ plogt,
et par suite

A+ ©

/ N(¢)g(t)ydt=1— pC.

W (zn)
Donc W(x,)—s(x,) tend vers [—oC et W(x,)+ C—= Tog .
vers /.

En définitive, on voit que, de toute suite de valeurs de « appartenant a E et

tendant vers -+ oo, on peut extraire une suite {z, | telle que

—s(x,l) tend

— s(zn)

tende vers une limite finie | 2| au plus égale 4 w,(E, 14 0), ce qui entraine (41),
et, si $(¢, ) et s(¢) sont réelles, on peut dire que, de toute suite de valeurs de
x appartenant a K et tendant vers +4- o, on peut extraire une suite {x, | telle

que ¥ (x,)+ C 10:;") — s(,) tende vers une limite finie / satisfaisant 4 (39),
ce qui entraine
—w,(E, 1+ 0)~ lim I:‘I"(x) +C L - s(x):, —w/(E, 1+ 0),
>4 =
xrE€E

inégalités équivalentes a (42).
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1.13. Nous établirons encore le théoréme suivant :
Tutoréme 10. — Supposons que F(¢) logt soit sommable sur Uintervalle (o, «)
et que Y(t, x) soit réelle >~ 0. Supposons d'autre part que s(t) soit réelle, que
+w
(M) < + o, et que U'intégrale f b(¢, x) s(t) dt soit convergente pour x > a,

0
et désignons par W (x) la valeur de cette intégrale.
St l'on a pour x infini
W(z) = O[logz],
et, quel que soit k positif,

W (k) IIIJ'(:L“)_O[ I ],

logkaz loga logz

(40)

cette dernicre relation ayantlicu uniformément parrapport a k pouri k=1 h(*),
alors on a (44) et, quel que soit [’ensemble E de nombres réels supérieurs a a,
supposé non borné supérieurement, on a(42).

1° Les hypothéses faites sur W (x) entrainent, d’une part, qu’il existe un
nombre positif H et un nombre réel z, supérieur & a, et que I'on peut supposer

S .
supérieur a 1, tel que, pour x> x,, %%)’é H, d’autre part, qu’a tout ¢ positif
el

correspond un nombre réel X, (), que I'on peut supposer > Max(x,, 1+ h),
tel que, pour x>xX,(e) et 1=k 1+ 4,

W(kz) W(z)

log kx logz

€

= .
loga

Notons qu’en multipliant par logkx, qui est > o puisque z >1 et k>x1,
cette inégalité donne

log &

| W (ka) — W (2) — W (@) o | £ [1 + }Z;i] —2¢,
e}

d’ou

\
[‘F(kw)—‘l’"(wﬂé'% logk +2e ZHlogk + 2¢.
=]

2° Cecl étant, donnons-nous une suite de nombres réels croissants ¢,, ¢, ...,
l,, ... satisfaisant 2

. . lnin
> a, lim ¢,=—=+ o0, lim 22—,
n>—+w ny+w tn

puis définissons une fonction s,(2), pour t>> o, de la facon suivante :

pour o Zt < t,,

si(t)=o,

(9) Ceci veut dire que, quand x tend vers —+ o, le produit du premier membre par log z lend vers
zéro uniformément.
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pour t, Lt <ty (=1, 2, ...),
V()

lovt

si1() =W () +~ C+—=

Il est clair que s, (%) est mesurable et bornée sur tout intervalle fini [ o, L].
On va voir que l'on a pour t infini

(45) s1(t):‘If(t)—|—Cg|f6%—t[—) +ofr].

En effet, on a pour ¢,Zt<¢,,, :

¥ v (¢,
W(t)+CT(g-tt—>_ (t)~1F(t)—lF(tn)+Cllo(ott) loi;ttn) )
d’ou .
v W (s,
W)+ G — (1) [ 2 W)~ W(w) |+ | C) ,ch} e

Mais, quel que soit ¢ >o, il existe un entier N(¢) tel que I'on ait pour
n>>N(e):

€
L Xo(e) et t;“él\linll—h—h,e"].

Alors on a, pour 2> 1y,

W (¢) Gl
log¢ (t)]__/_s[i’)—i— log(1+/L)J

car, si £>x 1y, il existe un entier n>> N(¢) tel que t,=~¢t<¢,.,, et I'on a

&
t 1A
ta>x X, (g), 1= ——1+h et — Zel,
— _t’l_—_‘ tll
d’ou
t
|W(t)—W¥(s,)|<H logt— + 28 3¢
n

et

W) Wt 3 3
— - = .
log¢ logt, | —logt, = log(1+ h)

On a d’autre part
W“()O é H lOg)\.

Il suffit de le montrer pour 1 <A 1 A, puisque, quels que soient A réel > 1
et p entier >~.1,
Wst(lp)épwx‘(?\).

Posons

si(t):lP"(t)—t—Cl%;—t)—i—n(t) (t> a).

Quels que soient z et 7> a, on a

W) W

|8(0) =5 (O L1W(E) =W () | +1C| o — o5

+ (@) +4-1a(9)].
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On voit donc que, si ¢>x 1y, et 121t 20,

[s(2) —s1(2) | < [ ]logh + 2¢] + ];nl((f[—w +2¢ [3—!— l_——og(ll(j— h)J :

Autrement dit, pour > 2y,

log 31|
Wsj(t, X)é“ 100)\4—8[8 - l_()‘.;(—l—m]

3° Puisque w,(A)<+ o et que F(z)logt est supposée sommable sur
(0, + ), l’intégralef $(¢, x)s,(t)dt est convergente pour‘x >a.
On va voir que, si I'on désigne la valeur de cette intégrale par W,(x), la

différence W (x) — W, () tend vers zéro pour x infini.
On a d’abord

'1If1(x) — s (z) :f+wxq)(.z~t, z)[s(xt) — sy (x)] dt,

etla fonction sous le signef est de module au plus égal a la fonction sommable

F(¢)[H,|logt|+ K,], H, et K, étant deux constantes positives.
( ’1)

ST

(40) et (45) montrent que s, (x,t) —s,(x,) tend vers ¢ logt.

Alors x,{(@,t, z,)[s:(x,t) —s,(x,)] tend vers oN(t) logt et W', (x,)—s, (x,)
" tend vers — ¢ C.
Par suite W', (x,) + C
Comme, de toute suite de valeurs de x tendant vers + o, on peut extraire une
‘P( )

— su(@)

tend vers zéro pour x infini. En tenant compte de (45), on en dedu:t que
W, (x)— W(x) tend vers zéro.

Si une suite {x,} tend vers 4 =, et si l tend vers une limitefinie, soit g,

‘F(xn)

— s,(,) tend vers zéro.

suite satisfaisant a la condition indiquée, on voit que W', (@) + Cy-—

4° Posons maintenant

() =s(t) — 8, (¢).

On voit que I'intégrale [ q,f(z, x)s,(t)dt est convergente pour x > a et

égale d W'(z)— W, (). Elle tend donc vers zéro pour x infini.
On pourra lui appliquer le théoreme 6, car @, (A) <+ .
En effet, I’égalité

(46) $(1) — s () =[s(t') — s(6)] — [s:(¢') — 5:(¢)]

montre que, quels que soient t>o0et A >1,

I, (¢, 2) == T0; (¢, ) + W, (¢, 1).
Ann. Ec. Norm., (3), LXVIL. — Fasc. 3. 29
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Il en résulte que, quel que soit I'ensemble de nombres positifs E, non borné
supérieurement,

(47) &, (E, 1) = &, (E, 3) + w, (E, 1) Z o (E, 1) + H log).

En particulier, en prenant pour E I’ensemble de tous les nombres positifs,
on a

(48) w,,(h) Z@s(A) + Hlogh.
Le théoréme 6 donne

(49) ' lim |5, (2)| Z @, (1+0)
FOE e ] )

et, quel que soit I'ensemble E de nombres réels > @, supposé non borné supé-
rieurement,

(50) — w4 (E, 1+0) = lim s,(2) < lim s,(2z) Zw},(E, 1-+ o).
X+ o X >+ o
x €Lk xEE

Comme, pour « infini,

s(x)y=s(z) —si(z)=s(z) —¥(x)—

W (x)
logz

W(r).

loox

on peut remplacer dans (49) et (50) s,(«) par s(x) —11"(:8)
D’autre part, (48) donne @, (1+o0)Zw,(1+0),(47) donne

w,(E, 1+ 0) Zw;(E, 1+ 0).

De plus (46) montre aussi que
I, (¢, A) (¢, 1) + Sup W, (¢, &),

t
=<t
rA=bs

d’ou résulte
wi, (B, 1) Za (E, 1) + w,,(3) Z o (E, 1) + Hloga,
et par suite
o, (E, 14+0) Zw/(E, 1+ o).

On peut donc remplacer aussi dans (49) et (50) m, (14 0) par &,(1+ 0),
@, (E, 1+0) par &, (E, 1+ 0), et o (E, 1 + o) par & (E, 1+ o).

Ainsi, on obtient bien (44) et (42).

1.14. Remarquons que la relation (40) est vérifiée si, pour x infini,
(51) W(x)=p(x)logz + v+ o[1],

v étant une constante, et o(x) une fonction deﬁme pour x posmf assez grand et
satisfaisant, quel que soit £ > o, &

(52) | p(kw)—p(w>¥o[100x]-
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Si, de plus (52) est satisfaite uniformément par rapport a £ pour v k144,
il en est de méme de (40), et si p(x)=0][1], on a W (x)=0[logx].

Lorsque I’ona (51), on a pour 2 infini
¥(z)

logz

Y(x)+ C

—=p(x)[logz + C] + v + o[1]

et!’on peutremplacer W'(x)+ C llyo(—i) par o(x)[logx + C|+ v dans (41), (42),

(43) et (44).
Si, de plus, w,(1+0)=o0, (43) devient

s(x)=op(x)[logz + C] + v+ o[1] (x—> + ),

etil en est de méme de (44) si o,(1 +0)=o.

1.15. La démonstration du théoréme 10 se simplifie dans le cas particulier
ou ¢(¢, x) :iN <é>, en méme temps que les hypothéses sur le comportement

de W(z) peuvent étre un peu affaiblies, grace au théoréme suivant qui permet
de se ramener au théoréme 9 :

Tueoreme 11. — Supposons que (t, x) = %N (é) et que N(u) soit réel > o.

Supposons, de plus, que s(t) soit réelle et satisfasse d w,(h) <+ o, et que
Uintégrale f o L(t, 2)s(t)dt soit convergente pourx > o, et désignons par W (x)
la valeur a’e0 cette wntégrale.

St Lon sait qu’tl existe trois nombres positifs M, h et x, tels que, pour x>~ x, et
1ZkZ1+h,

¥ (kx)— W (x) =M,
on peut affirmer que w (L)< + o ('°).

Nous observons d’abord que II (¢, 1 + &) est bornée pour 2> o0 quelconque
par un nombre positif Q, puisqu’elle est manifestementbornée pour s L, avec
L > o quelconque, et que sa plus grande limite pour ¢ infini a une valeur finie.
Alors, quels que soient ¢ et ¢’ satisfaisant 40 < ¢=¢ (1 + h)t, ona

s()—s(t)>— Q.

D’autre part, on peut évidemment trouver deux nombres « et 3 satisfaisanta

; .B
o< a<f, §<1—i—h et / N(¢)dt>o [c'est-a-dire K(a) — K(f)>o0].
Y

(1°) Ce théoréme cst, a de légéres modifications prés, un lemma donné par Karamata dans | 5],
p- 182. Notre démonstration suit exactement celle de Karamata.
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Ceci étant, nous allons montrer que, si u> 3z, et u ~u'~Z(1+ h)gu,

M+ Q

K(a) —K(p) 2=W;

[s(u')—s(u)| <
c¢’est-a-dire que, pour 1> fx,, W[z, %( 1+ h)|=W, d’oli il résultera que

Ws[-g—(l -+ h)] =ZW.

D’apres ce que I’on vient de dire, on a

s(u') —s(u)>—Q;

il suffira donc de montrer que
M+ Q

K(a) —K(B) ~

(53) s(u)— s(u) =

En remarquant que
‘F(x):f N(¢)s(xt) de,

on peut écrire
(54) @"(%)—@”<g>+92[+mﬁ(t)~[s<%’t>——s(%t)—t—ﬂ]dt.
Comme;—;t< gzé(l—f—h)gz, on a

w' u
()5
et par suite la fonction sous le signe fau second membre de (54) est > o.

L’intégrale de 0 & + <o est donc au moins égale a I'intégrale de o a (3.
D’autre part, comme

:._}_xo et

()=
On peut donc écrire
5) Mo [N0[s(4e)—s(50) +2]

Remarquons maintenant que, pour ¢ ~¢-~03, I'on a

!
< %4(1.—4—/;)%,

oWl |
ESNRN

on a

]
/7~
SRS
N——

I

=

u’é%t<(1+h)u’ et Z‘é“<(‘+h)g"

ey
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de sorte que

u

s<g—’t>—s(u’)é—9 et s(u) —s<ﬁ

-9 :
d’ou
s<% t> —s<§t>—|—9§s(u’) —s(u) —Q.
(55) donne alors
M+ Q> [K(a) —K(B) | [s(u)) —s(u) — 2],

d’ou l'on tire (53).
1.15.1. En combinant les théorémes 9 et 11, on obtient ’énoncé suivant :

Tucorime 10a. — Supposons que Y(t, )= ~;N <£>, que N(u) soit réel > o et
que N(t)logt soit sommable sur U'intervalle (o, -+ ).

Supposons, d'autre part, que s(t) sout réelle et satisfasse a w,(A) <+ x, et que
lintégrale f+w U(t, x)s(t) dt soit convergente pour & > o. Désignons par W (x)
la valeur deocette intégrale.

St, quel que soit k> o, on a pour x infin

o) Wlle) W) _,[ 1]

log kx logz = | logx

et s'tl exciste trovs nombres positifs x,, het M tels que, pourx > x, et 1 k1A,
YV (kx)—W(x)LM, alors on a (44) et, quel que soit Uensemble de nombres
positifs B, non borné supérieurement, on a (42) ('*).

Il faut noter que les hypotheses faites ici sur W () sont satisfaites lorsque
celles faites dans le théoréeme 10 le sont, puisque nous avons montré que ces
derniéres entrainent que, pour #>>X,(e) et 1 <k 1+ A,

| W (kz) — W ()| =< Hlogk + 26 = Hlog(1+ h) + 2¢.
1.16. Remarquons que, dans tous les énoncés des théorémes de ce Chapitre ot
+®
figure Uintégrale f (¢, x)s(t)dt, on pourrait remplacer cette intégrale par
0

+ o
f o(t, ) ds(t), en ajoutant I'hypothése que s(t) est a variation bornée sur tout
0

intervalle fini [o, L] et nulle pour t=o.

(1) Nous avons énoncé ce théoréme dans notre Note [2].
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En effet, dans les théoremes 1, 2 et 4, on suppose s(¢) bornée; dans le théo-
réme ) on suppose que w,(A) <+ o et que F(¢) logt est sommable sur 'inter-
valle (04 ); dans le théoréme 5, on suppose que w,(h)<+ o et que
xy(xt, x)logt est sommable sur (1, 4 ). Nous savons que, dans chaque cas,
si, en plus de ces hypotheses, s(¢) est & variation bornée sur tout intervalle fini

[0, L] et nulle pour t=o, l’intégralef wcp(t, x)ds(t) est convergente pour

-+ =
x> a, comme f (e, x)s(t)de, et est égale a celle-ci.
0

Enofin, dans les théoremes 6, 10, 11 et 10a, on suppose &(¢, x) > 0. On sait
que, si s(¢) esta variation bornée sur tout intervalle fini[o, L] et nulle pourz=o,

-+ o

la convergence def »qo(t, x)ds(t) entraine celle def zY(t, x)s(t)dt avec

0 0

la méme valeur.

II. — Théoréme, des deux types, dans leur cas général.

2.1. Nous allons indiquer maintenant comment on peut, a partir des énoncés
de notre premier Mémoire et du Chapitre précédent, en obtenir de plus
généraux.

Soit $(t, x) une fonction réelle ou complexe définie pour ¢ réel >0 et x
appartenant & un certain ensemble de nombres réels &, et supposons que,
pour z fixé, L (¢, x) soit une fonction de z sommable sur I'intervalle (o, + ).

Soit, d’autre part, s(¢) une fonction réelle ou complexe définie pourzréel > o,
mesurable et bornée sur tout intervalle fini [o, L].

Soit alors V(<) une fonction réelle définie pour < réel > o0, continue et
possédant une dérivée continue pour ces valeurs, avec V'(<) > o, et qui croit
de 0 & + w quand 7 croit de o & + o, et soit A(¢) la fonction inverse de V(7),
qui possédera évidemment les mémes propriétés.

Soit encore 71(y) une fonction définie pour y réel supérieur a un certain
nombre @ positif ou nul, prenant ses valeurs sur I’ensemble & et tendant vers «,
quand y tend vers 4 o

Quel que soit y > a et quel que soit L>o0, ona

' L A (L)
[Hlnanlswde= [ @ e ds,
0 0
avec
(56) (7 ) =9V (=), n(0)] V()
et

(57) a(v)=s[ V(7).
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Donc, toutes les fois que l'une des intégrales f wq,:[t,n(y)] s(t) dt

ko )
et / ¢*(7, y)a(7)dx est convergente, I'autre I'est aussi et lui est égale.
0
Ceci étant, a chacun des théorémes donnés dans notre premier Mémoire ou

. ) + o
dans le Chapitre précédent reiativement a I'intégrale f b(z, 2)s(t)dt, on

0
fera correspondre un nouvel énoncé obtenu de la facon suivante :

Outre les hypothéses mentionnées plus haut sur Y(t,x)et s(t), on supposera qu'tl
existe deux fonctions V() et n(y), possédant les propriétés que nous avons indi-
quées, telles que la fonction {*(x, y) définic par (56) satisfasse aux conditions
tmposées a U(t, x) dans le théoréme considéré, puis, en supposant ces deux fonc-

—+
. . I3 3 - . ’ L -~ ) -~
tions fixées, on appliquera ce théoreme a l'tntégrale [ $*(7, y) a(v)dr, ot a(x)
. Y0
est donnée par (57), en traduisant les hypothéses a faire sur o(), et éventuel-
lement sur le comportement de cette intégrale, et la conclusion, au moyen de s(t)

et fuﬂw, @) s(t)dt.

2.1.1. Nous laissons au lecteur le soin de former ainsiles différents énoncés
correspondant a ceux de notre premier Mémoire et du Chapitre précédent.
~ Bornons-nous & donner quelques indications :

Le fait que la fonction {*(=, y) définie par (56) satisfait aux hypothéses (1),
(3), et (4) indiquées au paragraphe 3.1 de notre premier Mémoire et au para-
graphe 1.1 de celui-ci se traduit de la facon suivante :

«. Pour chaque y > a, .

[ wleaia=r (o,

f. Il existe une fonction positive ou nulle F(t) sommable sur (o, + o) et
telle que I'on ait quel que soity >a

e[V ) a) IV (¥ o) [ =F(7),

v. Quand y tend vers + o, yY[V(y7), n(»)] V(¥7) tend vers une fonc-
tion limite N( 7).
Pour simplifier, on pourra remplacer (&) par

(**) L’hypothese que ¢*(t, y) est une [onction de = sommable sur (o, + ) est automatiquement
satisfaite du fait que ¢(¢, x) est une fonction de ¢ sommable sur cet intervalle, .
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(a’). Pour chaque x de &,
‘/‘—Hctp(t, xz)dt=1 ().

De méme, s’il'y a lieu, 'hypothése que 4[¢, (y)] est réelle (ou bien
réelle > 0), qui exprimerait le fait que J*(<, y) est réelle (ou réelle > o),
pourra étre remplacée par celle que (¢, ) est réelle (ou réelle > 0).

L’hypothése que a(7) est mesurable et bornée sur tout intervalle fini [o, L]
est déja contenue dans celle qu’il en est ainsi de s(2).

Lorsque I’on a a faire ’hypothése que o(7) est réelle, elle se traduit par celle
que s(t) est réelle.

De méme pour ’hypothese que o(<) est bornée.

Pour traduire les autres hypothéses que I'on peut avoir & faire sur a(7), on se
rappellera que I'on a

W (h) = ws A(R)

et, si s(¢) est réelle,
w5 (1) =, A (),
et que
Os[ A(8)]=3d5a(2),
de sorte que
lim laa(t”:liiinw]ax,A(tH'

>+ >

Lorsque la conclusion du théoréme appliqué a l'intégrale f " $*(T, ¥)o(1)d

0

sera une inégalité portant sur les valeurs limites pour y tendant vers + o d’une
expression de la forme o(y)— G(y), on pourra remarquer que ces valeurs
limites sont les mémes que celles de s(¢2) — G[A(z)] pour ¢ tendant vers + o,
puisque

s(0) — G[A ()] =0o[A(£)] — G[A(0)].

Si 'on a une inégalité portant sur les valeurs limites de a(y)— G(y) pour y
tendant vers + oo en restant sur un certain ensemble de nombres réels > a,
il y aura intérét & Pappliquer a4 I'ensemble A(E), ou E sera supposé étre un
ensemble donné de nombres réelssupérieurs a V(a), nonbornésupérieurement.
Les valeurs limites de (y)— G(y) pour y tendant vers + o sur A(E) seront
les mémes que celles de s(¢) — G[A(¢)] pour ¢ tendant vers + o sur E.

On se rappellera, d’autre part, que I'on a

wo[ A(E), M]=w; A (E, 2)

(13) 1l est clair que hypothése (&) est plus restrictive que (=) si m(y) ne prend pas pour valeurs
ous les éléments de I'ensemble &.

Eey
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et, si s(¢) est réelle,
o[ A(E), ]| =w, A (E, }) et Be[AE), A= A(E, 2).

2.1.2. Les théorémes transformés des théoréemes 3 et 5 de notre premier
Mémoire fournissent les énoncés auxquels nous avons fait allusion dans son
introduction qui donnent comme corollaire le théoréme inverse relatif i la
condition de convergence (1) ou (2) (**).

Les théorémes transformés des théorémes 5 et 9 du présent Mémoire fournis-
sent des énoncés qui donnent comme corollaire le théoréme inverse relatif a la
condition de convergence (3) (**). ‘

Les théorémes transformés des théoremes 6 et 10 fournissent des énoncés
qui donnent comme corollaire le-théoréme inverse relatif 4 la condition de
convergence (4) (**).

2.1.3. Dans chacun des énoncés considérés ici, de méme que dans ceux

. +»
considérés précédemment, on pourrait remplacer I'intégrale f (e, 2)s(t)dt
0
t+» .
par / o(t, ) ds(t), ot ¢(t, x) est la fonction définie par .
’ . “+
ol 2= [ Y, 2) du,
t

en ajoutant I'hypothése que s(t) est a variation bornée sur tout intercalle fini| o, L]
et nulle pour t=o.

(**) Les conditions de convergence (1), (2), (3), (4) mentionnées dans ce paragraphe sont celles
indiquées dans l'introduction de notre premier Mémoire.

+ %
(15) En effet, les hypothéses sur s(¢) et sur le comportement de lintégrale [ (¢, x)s(t) dt
“ o

qui figurent dans ces théorémes sont satisfaites si 'on a la condition de convergence (3) el si I'inté-
grale tend vers S quand x tend vers x,, et la conclusion devient alors que s(¢) tend vers S quand ¢
tend vers —+ oo.

On peut noter, de plus, que nos hypotheses sur le noyau ¢ (¢, ) sont un peu moins restrictives
que celles données par Karamata dans [7] (th. B, p. 28), d’une part parce que nous ne supposons
pas ce noyau réel > o, d’autre part parce que nous supposons

-+
J G egrai= 0] (y ),
1
tandis que Karamata suppose

S v sl as=on)

[Au contraire, dans lcs théorémes transformés des théorémes 3 et 5 de notre premier Mémoire,
nos hypothéses sur ¢ (¢, x) sont un peu plus restrictives que celles de Karamata, du moins si I’on se
restreint au cas o ¢ (¢, x) est réel X o, car nous supposons F(z)logz sommable sur (o, + )].

(1¢) Ici encore, nos hypothéses sur le noyau ¢(z, z) sont un peu moins restrictives que.celles de
Karamata.

Ann. Ec. Norm., (3), LXVIL. — Fasc. 3. 30
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En effet, chaque fois que nous avons appliqué un théoréme de notre

premier Mémoire ou du Chapitre précédent a intégrale /H U* (7, y)o(7)dr,

nous aurions pu remplacer cette intégrale par / o*(7, y)da(=), avec
) *

qa*(fc,y‘)_:f *(u, y)du, en ajoutant I'hypothése que o(<) est a variation

T

bornée sur tout intervalle fini et nulle pour ==
Cette derniére hypothése se traduit par la méme hypothése sur s(z).
D’autre part, on voit que, si

At o

o (¢, x):] b(u, z) du,

on a
ot y)=¢[V(), ()]

de sorte que les intégrales /.qu*(:, y)da(=) et fﬂgo[t, 1n(y)]ds(t) sont

convergentes ou divergentes en méme temps et sont égales lorsqu’elles sont
convergentes.

2.2. On peut aussi faire correspondre i chacun des théorémes 4 et 6 de notre

+ o

premier Mémoire et 7 et 8 de celui-ci, ou figure la série 2 u,, un nouvel énoncé
. 0
obtenu de la facon suivante :

Outre les hypothéses sur U(t, x) mentionnées au début du paragraphe 2.1, on
suppose qu’tl existe deux fonctions V() et (y) possédant les propriétés indiquées
dans ce paragraphe, telles que la fonction {*(x, y) définie par (56) satisfasse
aux conditions imposées @ U(t, x) dans le théoréme considéré. Puis, ces deux
Sfonctions étant supposées fixées, et étant entendu que ¢(t, x) est la fonction

définie par
9 (¢, x):f+xnp(u, x) du,

on considére encore une suite de nombres réels hy, Aoy ..., Ay, ... satisfaisant a
0L < << ovo < My .. et Iim 2,—+ «
N>+ o
et une suite de nombres réels ou complexes u,, u,, ..., u,, ..., etl’ontranscrit

les hypothéses du théoréme considéré, autres que celles sur{(t, x), et les conclusions
de ce théoréme, en y remplacant ), par A,= A(%,) partout sauf dans o(h,, x)
et 9( Ay, @), et x parv(y) dans ces deux derniéres expressions et par y partout
atlleurs.
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La légitimité de cette facon de faire résulte de ce que, si I'on pose, comme
au paragraphe 2.1.3,
—+ =
o* (7, .)/):f ¢ (u, y) du,

on a :
¢ (An ) =9 [y n()) ]

Dans la conclusion des théorémes correspondant ainsi aux théorémes 4 et 6
de notre premier Mémoire, on peut évidemment remplacer

= |g(2
T [8(5) = Z -
i A,,i)‘
par
[ A
]3] o

In <t
D’autre part, dans le théoréme correspondant au théoreme 7 du présent
Mémoire, on peut remplacer I’hypothése que la somme commune des séries

-+ »

+»

Dolt n()]un et X {9l 0(3) | = 9[Puss, 1(3)]} Sa
0 0

tend vers S quand y tend vers + o par celle que la somme de I'une des séries

-+ =

tw .
ZCP()'IL) x)u, et 2[@()%, *17)”@()~n+11 -T)]Sm
0

0

supposée convergente pour & appartenant a ’ensemble &, tend vers S quand z
tend vers x,.

De méme, dansle théoréme correspondant au théoréme 8, on peut remplacer
I'’hypothése que I'une des séries

—+ % -+ %
X ol a0 un et X o[t 1(1)] =9 [T, 2(2) ]} S
0 0

converge pour y > a et que sa somme tend vers S quand y tend vers + oo par
celle que I'une des séries

\

E(P[}-m v'v]un et Z[C‘D()\m w)—cp()'fl+l}'x)JSlL
0 0

(17) 11 faut bien noter ici qne S(y) désigne la somme commune des séries
-+ » -+ w0

N\ ) 3
Dol a0 un et ¥ sl 2()] =5 [hss, 1)1} Sue

0 0
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converge pour x appartenant a2 & et que sa somme tend vers S quand x tend
vers &,.

Naturellement, les théoremes obtenus ainsi pourraient tout aussi bien étre
obtenus comme corollaires des théorémes correspondant comme il a été dit
plus haut aux théorémes 3 et 5 de notre premier Mémoire et 5 et 6 de celui-ci.
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