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SUR LES

THÉORÈMES INVERSES DES PROCÉDÉS DE SOMMATION
DES SÉRIES DIVERGENTES

(DEUXIÈME MÉMOIRE).

PAR M. HUBERT DELANGE.

Introduction.

Ce Mémoire fait suite à notre Mémoire de même titre paru dans les Annales
scientifiques de F École Normale Supérieure, tome 67.

Dans ce dernier Mémoire, nous avons étudié les thé.orèmes inverses que nous
avons appelés de type élémentaire, dans un cas spécial. Dans celui-ci, nous étu-
dierons d'abord, au Chapitre 1, les théorèmes de type non élémentaire, dans le
cas spécial correspondant au précédent; puis, au Chapitre II, nous indiquerons
comment on peut, à partir de chacun des énoncés de notre premier Mémoire et
du Chapitre 1 de celui-ci, former un énoncé plus général.

. Le lecteur devra avoir présent à l'esprit ce qui a été dit dans les préliminaires
de notre premier Mémoire, en particulier les remarques des paragraphes 1. i . 2
et 1.2 et les définitions des différentes fonctions associées, au Chapitre II, à
une fonction s ( t ) définie pour ^^o et bornée sur tout intervalle fini.

Rappelons en outre le théorème suivant énoncé par Karamata et qui résulte
des travaux de Wiener :

N (t) étant une fonction réelle ou complexe sommable sur l^intervalle (o, + oo),
les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

^+-0

( i ) On a ^ N ( t) t111 dt^ o pour tout u réel.
^0

n

(2) V ensemble des fonctions de la forme V a,N(P/^), où les a, sont des cons-
i

tantes réelles ou complexes et les ?y des constantes réellespositives', est partout dense
dans Fespace Li(o, + oo). ^—..

Ann. Éc. Norm., (3), LXV1I. — FASC. 3.. 20 ^^\^^^
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(3) Toute fonction /Çt) mesurable et bornée sur (o, + oo') et satisfaisant à

r^
f N (^ct)f(t) cit =o pour tout x positif

Jo

est nécessairement nulle presque partout ( ̂  ).

Notons que la propriété (3) est manifestement équivalente à

(3') Si f(t) est mesurable, s^il existe un nombre positif M tel que Von ait
presque partout sur (o, + oo ) |/(Q |̂ M, et si

r^
f N {xt)f{t) dt == o pour tout x positif^

Jo

f(t) est nécessairement nulle presque partout sur (o, + oo).

[Car on peut changer la valeur de/(^) sur un ensemble de mesure nulle sans
changer l'intégrale. ]

I. — Théorèmes de type non élémentaire, dans le cas canonique.

l . i . Il est entendu une fois pour toutes que dans tout ce Chapitre nous
faisons encore les hypothèses indiqées au pargraphe 3.i de notre premier
Mémoire, à savoir :

( 1 ) Pour chaque valeur de x réelle et supérieure à un certain nombre a positif
ou nul, ^(t, x), qui est réelle ou complexe, est une fonction de t sommable sur
l'intervalle (o, + oo ), et Von a

/t+30

< ^(t^)dt=i.
0

(2) <p(^, x) est la/onction définie pour x ^> a et t\o par

^
^(t,^)=z ^{u,x)du.

v t

(1) Cet énoncé se trouve dans Karamafca [6], p. 6-2 (les numéros entre crochets renvoient à la
bibliographie placée à la fin de cet article).

La démonstration repose sur le théorème suivant dû à N. Wiener :
F(^c) étant une fonction réelle ou complexe sommable sur l'intervalle (—oo, 4-oo), pour que

V ensemble des jonctions de la forme
^

^XyF(^-4-Ày) ,
1

où les Xy sont des constantes complexes et les h/ des constantes réelles, soit partout dense dans
I'1 espace Li(—oo, +00), il faut et il suffît que la transjormée de F ourler de F(;r) n'ait aucun zéro
réel (voir [12], th. 1 1 , p. 9).
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(3) // existe une fonction positive ou nulle F (t) sommable sur l'intervalle
(o, + oo ) et telle que Von ait, quel que soit x ^> a et quel que soit t\ o,

\x^(xt, x) I ^ F ( ^ ) .

(4) Quand x tend vers + oo, x^Çxt, x) tend vers une fonction limite N(^) .
(5) sÇt) est une fonction réelle ou complexe définie pour t^^o, mesurable et

bornée sur tout intervalle fini [o, L].

En outre, nous faisons l'hypothèse :
/.+°°

(4') On a îi (t) t1 u dt^o pour tout u réel.
^0

Ces différentes hypothèses resteront sous-entendues dans tous nos énoncés.

l . i . i . Nous pouvons répéter les remarques suivantes faites dans notre
premier Mémoire :

i° On a
^(t)dt==i.

2° L'intégrale / ^(^ x ' ) s Ç t ) d t est certainement convergente pour x^> a
Jo

s i ^ ( ^ ) est bornée. Elle l'est aussi sous la seule hypothèse que ^(X)<^4- oc
si F(^) logt est sommable sur (o, + oo), ou simplement si x^Çxt, x)\ogtest
sommable sur ( i , + oo).

3° Dans ces deux derniers cas, si s{t) non seulement satisfait à ̂ (À) <^+00
mais est à variation bornée sur tout intervalle fini et nulle pour t= o, Pinté-

^+00

grale ^ y(^, x)ds(t) est aussi convergente et est égale à la précédente.
- 0

r^
4° Lorsque l ' intégrale \ ^(t, x)s^t)dt est convergente pour x^>a, on a

^0

pour x ^> aa, avec a posi t i f quelconque,

(i) ( ^ ( t , ̂ s^dt-s^x)^ I œ ^ i œ t , x \ [s (œt) - s {x)} dt.
^0 \ " / ./o \ /

1 . T . 2 . Rappelons aussi les deux résultats suivants établis dans notre
premier Mémoire [et où l'hypothèse (4^ n'est pas nécessaire] :

THÉORÈME A. — Supposons que, pour chaque x ^> a, la fonction x^ Çxt^ x) logr
soit sommable sur l''intervalle ( i, + oo ), et que l'on ait

^+°°
/ œ^{xt,x) \o^tdt=0[i] (^-^4-cp).

^ \
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Alors, si ^(X) <^ 4- oo et si

Ç ^ ( £ ^ ) s ( t ) d t ^ 0 [ i ] (x-
•^o

on a
. ^)=0[i] (^+^).

-^),

THÉORÈME B. — Supposons que la fonction ̂ (^ a?) soit réelle positive ou nulle,
que, pour chaque x^>a, la fonction x^Çxt, x)logt soit sommable sur l^ inter-
valle (i, + oo ), et que F on ait

r^f x^ {xt^ x) \o^t dt == 0 [i] (^->+oo).
^ o r' 00

Alors, sisÇt) est réelle et satisfait à G^(À)<^+ oo , et si F intégrale ^(t,x)s(t)dt
•

est convergente pour x ^> a et reste bornée quand x tend vers + oo, on a

^(^)=:0[i] pour t tendant vers--}-oo.

1.2. Ceci étant, nous établirons d'abord le théorème suivant :

THÉORÈME 1. —Supposons que sÇt) soit bornée et posons
r^

W(x)= ^ ^ ( t , œ ) s { t ) d t .
*"0

Si, quel que soit k positif y on a pour x infini

(2) W(^)--y(^)=o[i] ,

alors, quelle que soit la fonction g Çt) sommable sur l'intervalle (o, + oo ), on a
pour x infini

(3) f -^(^^(^^^GT^+o^, avec G == f ^(t)dt.
j ^ x \x ] j ^

Nous supposerons que ^ ( Q I ^ M et nous poserons

y*^)^^ — ^ ( - ^ s ( t ) d t (x réel positif quelconque).
JQ x \x /

On voit d'abord que, pour x ^> a,

W(œ)-^\x)^f h(t, ^)- IN( /^|.(^)^
JQ L x \x / J

„+-
=: f [x^(xt, x) — ^ ( t ) ] s ( œ t ) dt.

•̂ 0

La fonction sous le signe f est de module au plus égal à 2 MF Çt) et tend vers
zéro quand x tend vers -{- oo .
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Par suite ^¥(x) — W^(œ) tend vers zéro pour x infini .
Il en résulte que, quel que soit k positif, W\kx)—W{x) tend vers zéro

pour ^ in f in i .
Ceci étant, soit c un nombre positif quelconque.
Il résulte de l'hypothèse (4') indiquée au paragraphe l . i que l'on peut

trouver un système de nombres réels ou complexes o^, 03, . . . , o^, et un
système de nombres 'réels positifs pi , ̂ , . . ., ^, tels que

/ ^yN(^)-^) dt^
J^ 1

Noos écrirons alors (en supposant x ^> a) :

(4) f ^f.I)^)^--0^^)^J X \X J ^"-^'Mî.
+^KS)-—']
\ \^
[1^

G lr(^)+G[^(^)-<F(^)] .

Mais

/ L ^ ( t r } s ( t ) d t = f g { t ) s { x t ) d t ,J X \X J

et

w*(^)==Jr+^N(^)'(o(//=(3//+°°N((37<)5(")^
donc

^(<)-^ayN(|3^) L(^)rf<,

d^où résulte que

w^-y,^ (a- k.M.1 / t
- s[ - \s^ x-\x)^^--^- ,̂

On a, d'autre part,

Va,N(i3,Q-^) \dt, d'où V^ ' -G^e,
•̂ " 1 -——— 0;'P /

et

iy \x)=:C ^{t)s(xt)dt, d'où \W(.x)\^M r \^(f)\dt.
1/0 Jo 1
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En définitive, (4) donne

^(^s(t)dt-GWW ^£M

+

r r^ \i+ / |N (^ ) dt\
L ^o J^;KB)-—>]

+|G[W*(^)-T(^)] | .

Comme le deuxième et le troisième terme du Second membre tendent vers
zéro pour x in f in i , ceci donne

lim
X ->- + 30

Ç " - ^ ( ^ s Ç ^ d t - G ^ Ç x ) ^sM i + f \ ^ ( t ) \ d t .
^0 ^ ^/ L ^O J

Comme le second membre peut être rendu aussi petit que l'on veut en
choisissant convenablement £, on a (3).

1.3. En prenant pour g-Çt) la fonction égale à i pour o^t^ï et à o
pour t^> i, le théorème 1 donne immédiatement comme corollaire le suivant :

THÉORÈME 2. — Supposons que sÇt) soit bornée et posons
„+-

W(œ}== ^{t, x)s{f)dt O rée l>a )
-'n

et
^

I(^)=- s(t)dt (^réel>o).
'x J^

Si, quel que soit k positif y on a pour x infini

( 2 ) ^(^--^(.^^Oflj,

on a aussi pour x infini

(5) i(^)=y(^)+o[i|.

1.3.1. Bien que le théorème 2 soit, comme nous Favons dit, un corollaire
immédiat du théorème 1, nous en donnerons une démonstration indépendante,
qui nous paraît intéressante en elle-même :

Posons
S..c{i)==f s{xu)du ^x >> o quelconque).

i/o •

Si, quel que soit t^> o, |^(^)[^M, on voit que chacune des fonctions S^(^)
satisfait à

1 S.y(^) | ̂  M t pour t >> o quelconque,
et

(6) S.r(^) — - S.r(^) ^ M ! ^ — ^ | pour ^ et ^^o quelconques.
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II en résulte que, de toute suite de valeurs de x, on peut extraire une
suite { ^ } ^ t e l l e que la suite des fonctions S^(?) converge sur l 'intervalle
(o, +00) vers une fonction limite S(^).

Comme, quel que soit x ^> o, S,c(o) = o, on a S(o) = o.
De même, (6) entraîne \SÇtf)—S(t)\^M\tf—t . P a r suite, il existe une

fonction cr(^), satisfaisant à [c7(^)[^M, telle que

S(t)== f cr(u)du (2).
^ o

/^ r.t

De ce que \sÇx,,t)\^M et j s{x^u)du tend, pour n infini, vers / a ( u ) d u ,
^0 JQ

il résulte, par un théorème bien connu, que, quelle que soit la fonction g(t)
^.+ »° ^.4-00

sommable sur(o,+oo), ^ g{t)s{xnt)dt tend vers / ffÇt)a(t)dt.
-o ^o

Si l'on suppose que la suite de valeurs de x dont on es tpar t i tendai tvers+oo,

il en est de même de la suite {x,,}, et l'on voit que, quel que soit a>o, w(^\
- /,-+- °0

tend vers ^ aN(a^)<7(?)A.
•^o

En effet,

| == f aN(a^(^)^+ f ^^^f^^ î ' 7 l)-aN(a^]5(^^)^.
^o ^o L \ a / J

^(^)=j ^^t)s{œnt)dt^- f \œn^œ^œn

\ / w (\ «yc\ \ \ "

^ + °0

Pour 7i infini la première intégrale tend vers ^ aN(a^)(r(^)^, d'après ce
^0

que l'on vient de dire, la seconde vers zéro parce que la fonction sous le

signe / tend vers zéro et est de module au plus égal à 2MaF(a^) .

De (2) il résulte que la limite de W^^ est indépendante de a. Soit / sa
valeur.

On a, quel que soit a ^> o,
^+- .,+"0

j oc^(oct)(7(t)dt==:l=l a ^ ( a t ) d £ ,
^0 JQ

c'est-à-dire
/l+co

^ a N ( a Q [ c r ( ^ ) ~ /] dt = o.
^o

Comme la fonction aÇt)—/ est bornée, ceci entraîne, par suite de l'hypo-
thèse (4') sur N(^) , que l'on a presque partout sur (o, +00) : o(^)—L-=o,
d'où résulte que SÇt) = lt.

( 2 ) On peut prendre par exemple c r ( ^ ) = = S\t) partout où S\t) existe et zéro aux autres points.
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Donc S(^), qui est égal à S^(i), tend vers / quand n tend vers +00,
et WÇ^Xn) — 2(^/i) tend vers zéro.

En définitive, on a établi que, de toute suite de valeurs de x tendant
vers + oo, on peut extraire une suite { x^} telle que V(^,i) — 2(^) tende vers
zéro. Il en résulte que V(^) — 2(.r) tend vers zéro pour x inf in i .

1.4. Établissons maintenant le théorème suivant :

THÉORÈME 3. — Posons

i(^)—— f s ( t )d t .
Jb JQ

Si, quel que soit k positif, on a pour x infini

(7) i(^)-i(^)==o[ij,

alors on a
(8) lim | s(œ) —I- (^) |^^( i+ o)

;r->-4- oo

et, plus généralement, quel que soit l'ensemble de nombres réels positif s E, supposé
non borné supérieurement,

(9) lïm \s{x)—1\x) |^^(E, i+ o).
X^--^- oo

XÇE

Si, de plus, sÇt) est réelle, on a

(10) ' lirn s{^) — I ( ^ ) |^^(i+ o),
;r->-4-ao

et, quel que soit {^ensemble de nombres positif s E, non borné supérieurement,

(n) -^(E, i4-o)^ lim [5(^)-i(^)]^ Hm [s(^) - 1^)}^^', (E, i + o ) (3) .
;r->-+ao x^-+»
.r€E ^€E

Partons de l'égalité
^kx ^

kx^{kx)—x^{x)-= ^ s ( t ) d t = = ( k — ï ) x s ( x ) ̂ x ^ \s{xf) — s ( x ) ] dt.
J x ^l

On en tire
^)=^^h^)_^^[,(^)-^)]^

d'où

(12) s(x)-î(x)=-^—^[î(.kx)-î(a;)]--^^J' [.s(.ct)-s(x}]dt.

( :») Ce théorème généralise, pour le cas où A(( ) = /, les théorèmes III et V donnés par Karamata
dans [7] (p. 28 et 36).
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SiZ:>i, comme, pour I^^Â-, \s{xt)—s{x)\^^f,{x, k\ on a
.k

^ [ s { x t ) — s { x ) } d l ^ ( k — ï ) W , ( x , k).

(12) donne donc
(13) |^)_i(^);^^J_^ l ( k x ) - î ( x ) +W.,(^).

Si E est an ensemble de nombres réels positifs, non borné supérieurement,
. (i3) donne, en tenant compte de (7),

i4) lim }s(x)-I(x)\^^(E, k).
.T^+oo
XÇE

Si l'on a ^.y(E, X)<^+oo pour X assez voisin de i, en faisant tendre k vers i
dans ( i4)» 011 obtient (9).

Sinon, ^,(E, i+o)==+oo et l'on a encore (9).
(8) est simplement le cas particulier de (9) dans lequel l'ensemble E est

l'ensemble de tous les nombres réels positifs.
Supposons maintenant que sÇt) soit réelle.
Si k^>i, de ce que, pour ï ^ t ^k , sÇxt)—sÇx)'^—IT^(.r, k\ il résulte

que
r'( [s(œt)— s{œ)\dt^— ( À - — i) III. (^ k).

^i

(12) donne alors
s(x) - ̂ {x) ̂  ^—^ [ I ( A ^ ) - I ( ^ ) ] + n:. (^ k)^

d'où
( i5) lïm [s{x) —i(^ ) ]^^ (E , k).

•r-^+ °xeE

Si l'on a ̂ (E, X)<+oo pourX assez voisin de i, en faisant tendre Z:vers i
dans (i5), on obtient

(16) lïm [ s ( x ) — î ( ^ ) ] ^ ^ (E, i+o) .
.r>+oo^ e E

Sinon, ̂  (E, i + o) -= + oo et l'on a encore ( 16).
S i^<i , de ce que, pour^^i, s(xt)—s{x)^ï\"(x, ̂ , il résulte que

f [s{xt)-s{œ)}dt^i-k)W,(^ I ) ,
^k \ K /

d'où

——— ( [s{xt)-s(x)}dt=——— f l s \ x t ) - s ( x ) ] ^ ^ ( ^ 1 } .
^l 1 "^Z- \ K //l - -^^

^/iTi. Éc. Norm., (3) , LXVII. — FASC. 3. 20
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(12) donne alors

.(^)-i(^)^^-[I(^)-i(^)J-^:( /^ I),
A- — I V h

d'où

( 1 7 ) lim [^)-:S(^)]^-<( /E-V
r^~'o \ A-/

Si ^(E, X)<^+oo pour X assez voisin de i, en faisant tendre k vers i
dans (17), on obtient
(18) lim [^)-:S(^)]^-<(E,i+o).

X ̂  -4- oc
.xGE

Sinon, ^(E, i + o)=+oo et l'on a encore (18).
( 16) et (18) donnent (n).
(10) est le cas part icul ier de (n) dans lequel E est l 'ensemble de tous les

nombres réels positifs.

1.5. En combinant les théorèmes 2 et 3, on obtient le suivant :

THÉORÈME 4. — Si sÇt) est bornée, et si, quel que soit k ^> o, on a pour x infini
( 2 ) ^ '(^)-W(^)=o[l],

avec

W(.x)=f ^ { t , x ) s { t ) d t ,
^0

alors on a

(19) lim \s(œ)-W(x) ^^(i-ho)
X •>- + oo

et, plus généralement, quel que soit f ensemble E de nombres réels supérieurs à a,
supposé non borné supérieurement,

(20) lim" \ s ( x ) — W ( ^ ) ^w, (E , i+o) .
.r>+oo

XÇE

Si, de plus, sÇt) et ^Çt, x) sont supposées réelles, on a

( 2 1 ) Tim \s(œ)—W(x)\^^(ï-^o),
^•>.+00

et, plus généralement, E ayant la même signification que ci-dessus,

( 2 2 ) -CT;(E, i + o ) ^ H m [s(x)-W(x)}^ lim [s{x) - T(^)] ̂ , (E, i + o) (^.
^•->-+oo . ^^.4-ao

x ç. E .x- e E

( 4 ) II faut noter que le fait que s ( t ) est bornée entraîne w,ç(X) < 4-oo, do sorte que 0^(1 -+- o),
^(i+o) et, quel que soit E, c^(E, i-4-o), ^-(E, i 4-0) et ^(E, i-+-o) ont des valeurs finies.
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Le théorème 2 montre d'abord qae Von a pour x infini
(5) I(^)=W(^)+o[i].

Mais, en tenant compte de (2), ceci entraîne (7), ce qui permet d 'appliquer
le théorème 3.

(5) permet de remplacer S(^) par ^V(x) dans les inégali tés (8) et (9), et
dans (10) et (i i) si s(f) est réelle.

1.5.1. Quel que soit ^Çt, x), il peut y avoir égalité dans (19) et dans (20)
avec des seconds membres non nuls; et, si '\>(t, x) est réelle, avec s(t) réelle,
il peut y avoir égalité dans (21 ) et l'on peut avoir

lim [s(.c) — W ( ^ ) ] = — 7 n ; ( E , 14-0)
•ï-7-4- 00

rt-GE

et
Tim [>(^)-T(^)j=^(E, 14 -0 ) ,

^•>+3

XÇE

avec des seconds membres non nuls.
Prenons par exemple

( (-1)71 P01111 ^—ï^t^ 2^4-1 ( ^ = = i , 2, 3, . . . ) ,
( o pour toutes les autres valeurs de t.

On a M^( i+o)=CT,( i + o)=i et, pour E égal a Pensemble des puissances
de 2 supérieures à a,

w,,(E, i -+- o) =:^ (E, 14- o) ==?nJ (E, i 4- o) ==i.

F 1
Comme s(^xt)\^\ et ^ sÇxu)du tend vers zéro pour .r infini , et comme

-'0

„+- ,,+oc

^F(^)= ^ N ( ^ ) ^ ( ^ ) ^ + < [^^(^, ^ ) — N ( ^ ) ] 5 ( ^ ) ^ ,
^O ^0

on voit que ^¥Çx) tend vers zéro pour x i n f in i .
Alors on a

lim \ s ( x ) — W ( ^ ) [ == i == (^5(1 + o)
.r^+°o

et, poar E égal à l^ensemble indiqué ci-dessus,

îïm' 5 ( ^ ) — W ( ^ ) [ = i . = : ^ ( E , i 4 - o ) .
X ->- -h oo
.r€E

Si ^(<, .r) est réelle, on a

lim ^(^) — W(œ) | r^i^^OT^i 4- o)
.r>+»
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et, pour le même E,
l im [ s ( x ) — W ( ^ ) ] = - ï = - ^ ( E , 14- o)

.r^+ooa-eE
et

TIrn \s{.c)—W(^)]=i=-^', (E, i + o ) .
.r>+.T e E

Le même exemple montre que les bornes fournies par le théorème 3 pour
les valeurs l imi tes de |.î(^) —^(^)[ ou de s(x) —^(^) peuvent être atteintes
sans être nulles.

1.6. En combinant les théorèmes A et 4, on obtient le suivant :

THÉORÈME 5. — Supposons que, pour chaque x fixé ^>a, la fonction
x^(xt, x) \ogt soit sommable sur V intervalle (i, +00), et que Von ait pour x infini

/ï+ao

f x^{œt, x) |.log^==0[i"].
^i

Si Ton a M^(X) <^ + oo , et si, en posant

W ( x ) = [ ï ^(t^)s(t)dt,
J ̂

on a pour x infini

(28) , ^(x)==0[ï]

et, quel que soit k^> o,

(2) W[/cx]—W(^)==o\i],

alors on a (19), et, plus généralement, pour tout ensemble E de nombres réels
supérieurs à a, supposé non borné supérieurement^ on a (20).

Si, de plus, '^(t, x) et sÇt) sont réelles, on a (21 ) ^(22).

Le théorème A montre d'abord que s(t) est bornée, on peut alors appliquer
le théorème 4.

1.7. En combinant les théorèmes B et 4, on obtient le suivant :

THÉORÈME 6. — Supposons que la fonction ^Çt, x) soit réelle positive ou nulle,
que, pour chaque x fixé ^>a, la fonction x^Çxt, x^logt soit sommable sur
r intervalle ( i, + ce ), et que Von ait pour x infini

r^^
1 x^>(xt, œ)\o^tdt= 0[ij.

^4-"o

Si s(t) est réelle et satisfait à CT,(X) <^ + oo, si l'intégrale \ ^Çt, x) s(t) dt
^0
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est convergente pour x^>a, et si, en désignant par "y (a?) la valeur de cette
intégrale, on a pour x infini

(28) W(^)=0[i], .

et, quel que soit k > o,
(2) W[/c.c]—W(^)=o[ï],

alors on a (19) et (21) et, plus généralement, quel que soit f ensemble E de
nombres réels supérieurs à a, supposé non borné supérieurement, on a (20) et (22).

Le théorème B montre cTabord que s{t) est bornée, on applique ensuite
le théorème 4.

1.8. Notons que (23) et (2) sont satisfaites en particulier si ^(.r) tend vers
une l imi te finie S quand x tend vers +00, et qu'alors (19) et (20) deviennent

lim \ s ( œ ) — S | ̂  Ws ( i 4- o )

et
lim \s(^c)—S[^^.(E, i + o ) ,

.T>-+-oo
.rGE

et, s'il y a lieu, (21 ) et (22) deviennent

lim \ s ( ^ c ) — S [ ^ z n . , . ( i + o )
.r>+°o

et
S — C T ^ ( E , i4-o)^ l im s{x) ̂  lim s(x) ̂  S + rs\ (E, i + o )

.r^4-°o .T>+^
:r € E .z- ç E

1.8.1. Notons aussi que, lorsque ^(i + o) == o, (19) donne
S(^)=W(.V)-\-O[ï] (^^4-00).

(21) donne la même relation lorsque ^(i + o) = o.

1.9. Comme application du théorème 5 nous donnerons renoncé suivant :

THÉORÈME 7. — Supposons que, pour chaque x fixé ^> a, la fonction
x^(xt, x) \ogt soit sommable sur l ) intervalle (i, +00), et que Von ait pour x infini

/,+„
^ \x^{xt, œ) | log^ dt=z0[ï].

i/i

Soit, d'autre part, une suite de nombres réels Ào, X ^ , . . ., À^, . . . satisfaisant à

o^^o< ^i<- . .< ̂ <. • . e^ lim À^=4-oo ( s) .
/î ̂  + 00

( 5 ) Noter que nous ne supposons pas ici, comme aux paragraphes 3.5.1 et 3.6.1 de notre premier
Mémoire, que —l±l tend vers i pour n infini.

^n
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Quelle que soit la suite de nombres réels ou complexes UQ, u^ . . ., ;/„,
satisfaisant à Vune des conditions suivantes :

^n— ^n—l

. ^
(24) ^oP-^l (^+00)

L /^ J
Ol/

7=^

(25) ^\u^)^^—\_^)l-P=0[^] (^-^4-oo) pour un p fixé •>ï,

les sénes^^{\^ x)un ^^[y(X,,, ^) — y(X,,+i, x)} S^, o^ S^=^î^, ^^
0 0 0

convergentes et égales pour x^> a.
•+- ao

5Ï leur somme tend vers une limite finie S quand x tend vers -;- a), /û .y^77'̂  V ^^
0

^^ convergente avec pour somme S (6 ).

Nous définissons une fonction sÇt) pour ^^o par

o pour t = o,

^)=-' ^ ^ pour <>o,
^^?

étant en tendu que la somme V ̂  est prise égale à zéro s'il n'y a aucun X^ au
\,,^t

plus égal à t,
Le théorème sera établi quand nous aurons montré que, si l 'une des

conditions (2^) ou (2^) est satisfaite, on a ^(A)<^+oo et, pour E égal à
l 'ensemble des nombres A i , À2 , . . . , X,,, . . . , ^,(E, i 4- o)== o.

En effet, d'après ce qui a été rappelé au paragraphe l . i . i , si l'on a
..+ ^

^(À)<^ 4-00, l ' intégrale ^ ^(?, x)sÇt)dt est convergente pour x^>a et,
' 0

comme s(t) est à variation bornée sur tout intervalle fini [o, L] et nulle
r^^

pour t= o, l 'intégrale ^ y(^, x)ds(t) est aussi convergente et est égale à la
^0

précédente.

i
( 6 ) Le cas particulier de ce théorème correspondant à ^(/ , x) == -1- e x a été établi :

i° pour la condition (24) par Littlewood [8], avec l'hypothèse que ^+1 tend vers i pour n inf ini ,n
puis par Ananda-Rau [1] sans cette hypothèse;

2° pour la condition (26) par 0. Sasz ([9] et [11]) [Hardy et Littlewood avaient traité précédemment
le cas particulier où X ^ = = n ([4 ]/§ 8, p. 288)].
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Alors, comme on a

v-i CÀN+1

^[9(^, x) — 9(^+1, œ)} Sn= ^ ^(f, x) s ( t ) d t
^o

et
À

V(p(/^, ^) ^== ^ <p(^ œ)ds(t),
«^o

i l sera établi tout d'abord que, si l 'une des condit ions (24) ou (25) est satisfaite,
-{- oc -4_ go

^(p(^,.r)^ et ^[9(^, x)— 9(^+1, ^)] S/,
0 0

.+-
sont convergentes pour x^> a et égales à ^ ^(^.r)^(^)â?^.

•^0

Si, de plus, la somme de ces séries tend vers une l imite finie S quand x tend
vers +^o, on pourra appliquer le théorème 5. En prenant pour E l 'ensemble
des \n supérieurs à a, (20) donnera

lim Sn—S |^o, (TOÙ lim Sn= S.
n-^--+-M Tî-^-^-oo

On pourrait remarquer que (24) entraine (2$), mais nous donnerons des
démonstrations indépendantes pour le cas où l'on suppose que l'on a (24) et
celui où l'on suppose que l'on a (a5).

a. Supposons d'abord que l'on a (24).
On voit d'abord qu'il existe un nombre positif M tel que, pour ^^i,

1 Un \ ̂  M
•^n— ^n—l

Ceci entraîne
Un ^M et ^|^Mlog——

Ân—i

La seconde inégalité montre que, si n^ ^> n^

.
^ un ^Miog^-2.

"1+1

On voit alors que, quels que soient t et t' satisfaisant à Xo <^ t <^ t ' , on a

|^)-^)|^MFi+lo^j.

En effet, s'il n'y a aucun \^ satisfaisant à t<^ A/,^^, on a ^ ( ^ ) — s ( t ) = = o ' ,
s'il y en a un, soit À^, on a, puisque ^i^ i,

\s(tf)-s(t)\=\u^^M',
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et s'il y en a plusieurs, soit X^, ^^_,_i, . . . , X^, on a

\ s ( t ' ) - s ( t ) -V |«» |^M+Mlog^ ' .
A™ ^/îi

II résulte de là que, pour t ^> Xo,

W,(^ À ) ^ M ( i 4 - logÀ),
donc que

w , ( À ) ^ M ( i + l o g À ) < + o o .

De même, si t^\y^> o, on a
^ ) - , a , ) i ^Miog-/'/

car, si t<^ \+^ s(t) —s(\)= o; et si A,.^^<^À^i, avecr^> y,
r

^(^-^(^)!^^ ^ ^M10^^-

Ceci montre que W,(X^, ?^)^MlogÀ, d^où il résulte que, pour E égal à
l'ensemble des nombres X i , ?^, . . . , X ^ , . . . ,

w,(E, À ) ^ M l o g À ,

et par suite ^',(E, i + o) = o.

b. Supposons maintenant que l'on ai t (a5).
On voit d'abord qu'i l existe un nombre positif M tel que, pour ̂ ^ i,

n

^ u, \p v.; ( ̂  - v.i Y-P^ M? À,.
y'=i

Ceci entraîne en premier lieu
\_

Un\P^(^-^-iY-^MP^ d'Où \Un ^Mf^——^V'^M.
\ A^ /

D'autre part, en introduisant le nombre p ' défini p a r ^ + ^ , = = i , on a
p o u r ^ < < ^ ^ 2 ,

vi^Mf^yY^A' v-"./ v">
"1+1

En effet, comme, pour/'^i,

M,| = ! u,\ Â,(Â,- ̂ )-^a/-À/-1)p', .
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'inégalité de Hôlder donne

2; ^ ̂ i; ̂ i^^^-^^fi^^

Le premier terme du second membre est au plus égal à MX^. En remarquant
que dans le second terme tous les dénominateurs sont supérieurs à X^', on voit

i
que ce second terme est au plus égal à ( na- ^p ' En définitive, le second
membre est au plus égal à

1 a/.-^ ,./^w^" ; £ £ - • -M').P

Ceci étant, on voit, en raisonnant comme plus haut, que, quels que soient t
et t' satisfaisant à Ào<^ t<^ t ' , on a

r i if t'\p f t' \p'
s ( t ' ) - s ( t ) \ ^M \ i+(- --i)(26)

et, si t^\^>o, on a
t \ P f t

(27) ^ ̂ ^ ^ —— ^/.y^ l ^^ XTX , y- , , .——-\s(t)-s(\) ^_M
\ A y / \ Â y /

(26) montre que, pour ^^Ap,

W,(t, À ) ̂ M[i 4-^(^-1^1,

et par suite que
r ' ^-iw,(À) ̂  M[i + ^(À — i^J <+ w.

(2^) montre que, pour \> o,

W,(^À)^M}J(À-i)^

et par suite que, si E est l 'ensemble des nombres Xi , X^ , . . ., À,,, . . .,
i i

w,(E, À ) ^ M À ^ ( À — i ) ^ ,

de sorte que ^(E, i + o) == o.

1. lo. Comme application du théorème 6, nous donnerons l 'énoncé suivant :

THÉORÈME 8. — Supposons que la fonction ^Çt, x) soit réelle ^o, que, pour
chaque x fixé > a, la fonction x^^xt^ x)\o^t soit sommable sur V intervalle
( i , + oo ), et que l'on ait pour x infini

..+00

< x^{xt, x)}ogtdt==0[i].

Ann. Ec. Norm., (3) , LXVII. — FASC. 3. 27
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Soit, d'autre part, une suite de nombres réels Xo, À^ . . ., \n, . . . satisfaisant à

o^Ào<?.i< 7.2<.. .< ̂ <... et lim À/,=+ oo.

Soit encore une autre suite de nombres réels UQ, u^ . . ., u^, ... et posons
n

Max(o, — Un) =Z U',,, V Uj= S,,.

0

AÏ l'une des séries

+00 -+- X

^?(^,^)^ et ^ [9(^z,-P)—^(^+1, ^)1S^
0 0

^ convergente pour œ^> a, si la somme de cette série tend vers une limite finie S
quand x tend vers + oo , et si l'on a une des conditions suivantes :

W ^OP-^I (/z-^+oo),
l. ^ J

ou
n

(29) ^M^(^—À;_l)l-^=0[V| ( ^—+oo ) pour unp fiœé>\,
i

o/i a
lim S^=r S et lim S/;=:S—ô,

7Z ->- + x> n •>- + a>

â^C

ô==: lim ^ ( 7 ) .
/(•>-+ OS

û. La fonction ^(^) étant toujours définie de la même façon à partir de la
suite {un}, nous montrerons d'abord que, si l 'une ou l'autre des conditions (28)
et (29) est satisfaite, on a CT,(X)<^+QO et, pour E égal à l'ensemble des
nombres )^, ^2, . . ., À^, . . .,

OT^ (E^ j+o )= :o et OTJ(E_, i + o) ̂  ̂ .

Comme pour le théorème 7, nous pourrions remarquer que (28) entraîne
(29), mais nous préférons donner des démonstrat ions indépendantes pour le cas
où l'on suppose que l'on a (28) et celui où l'on suppose que Fon a (29).

1. Supposons d'abord que l'on ait (28).
Alors il existe un nombre positif M tel quie, pour n^i,

j / ^ M n — •^~lu^ ̂ - M -——.———,
^n

( 7 ) Nous avons donné dans [3] (th. 7, p. 107) le cas particulier de ce théorème correspondant
i

à <L( / , ,r) = —e 'r, avec la condition (28).
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d'où il résulte que u^^M. et que, si n^> n^

•>
^<^Mlog^.

^1+1
k k

En remarquant que, pour h^k, ̂ u^—^u^ et raisonnant comme au
h h

paragraphe précédent, on en déduit que, quels que soient t et t satisfaisant
à X o < r < ^ ,

(30) ^)--^)^-M(i+lo^V

et que, si ^^X^^> o,

(31) <^)-^)^_Mlo^-.
^q

(3o) entraîne que, pour t^> Ào,
n:.(^ À ) ^ M ( i + i o g À ) ,

et par suite que
OT,-(^)^M(i + logÀ) <+ oo.

(3 r ) entraîne que, pour g^i,

n ^ ( À y , ^)^;M10g-À,

et par suite que, pour E égal à l 'ensemble des nombres X i , ^2, . . ., X^,
OT^(E, ^)^M]o^,

de sorte que .̂ (E, i + o) = o.
On voit d'autre part que, si X<y^> XXo, on a

n:(^, À ) ^ ^ + M i o g À ,

où ^ est rentier déterminé par \,_^^ -L <^ À ,.
En effet, quel que soit ^^Ào, on a

s(t)-s(\)=s(^.)-s(\),

où r est l'entier déterminé par À/.^ ^ <^ X,.+i.
Si y^^^Aç, on aura

^ ^ À o et ^ '—i^ r^y .

Si r^q^ (3i) donne, en y remplaçante par \q et X^ par X/.,

s(\) - s(^) ̂  - M log ̂  ̂  - M logÀ,
f\r

d'où
5 ( < ) — î ( À y ) ^ M l o g À ^ M l o g 7 + « y , ;
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Si r = q' — i, on peut écrire

S(\) —S(^)==S{\) —S(\') + Uq',

et, en utilisant (3i) et l'inégalité u^^— u'^, on a

\
^

s(\) -s(^) ̂  - M log -7 - <^ - M logA - ̂ ,
/\a'

d'où
s ( t ) — s(\) ̂ M logÀ + u^'.

Il résulte de là que, pour E égal à l 'ensemble des nombres Xi , Àa , ..., Xn, ...,
zn;(E, A ) ^ ô + M I o g - À ,

et, par suite, ^(E, i+o)^S.

2. Supposons maintenant que l'on ait (29).
Alors il existe un nombre positif M tel que l'on ait, pour ^^i,

n

^ U'P \r, ( \, - Ày_i y-P^ M" À,,,
1

d'où l'on déduit, en raisonnant comme au paragraphe 1.9, que, pour ^^i,
i^^M, et que, si n^ <^ n^,

v , ...f^yOn. Y2.^M(^Y(^— \A ' l l / \Afl^

pr étant le nombre réel défini par ï- + ï-, = i.
^ p . . .On voit alors que, quels que soient t et t' satisfaisant à Ao <^ t <^ t\

r 1 1 - 1
y f'\P f ï ' \P |

(82) ^)-. (^^-M i+(,) (,-i) ,
L \i / \c / J

et, que si t^> \^> o,
F 71 ^1(33) , ( , )_ , (^)^_M ( ' y Y ' - i y .
L V ^ / / V^ / J

(82) entraîne que, pour t ^> Ào,

n,(/, À)^M[ i+À^(À- i )^ ] ,
et, par suite, que

^ ( À ) ^ M [ l + À ^ ( À — i ) ^ J < 4 - o o .

(33) entraîne que, pour g^i,

n, (Ay, À ) ^ M ^ ( À - l ) ^ ,
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et, par suite, que, pour E égal à Pensemble des nombres X ^ , Aa , . . . , X^, . . . ,
-i 1

^(E, À ) ^ M ^ ( À — I ) / / ,

de sorte que .̂ (E, i + o) = o.
On voit ensuite, en raisonnant comme plus haut, que, pour E égal à ce

même ensemble,
i ï_

^;(E, À ) ^ + M ^ ( À — i ) / 7 ' , d'où <(E,i+o)^.

r1^6. Pour X;^L<^_^, l'intégrale ^ ^(^ x)s{t)dt est comprise entre la
•^o

somme des N premiers termes et la somme des N + i premiers termes de la

série ^fy(^i? ^ ) — y ( ^ n + i » ^)]S^. Par suite, si cette série est convergente
0

/,+^

pour x^>a et a pour somme S(^), l'intégrale ^ ^ ( t , x)s(t)dt est aussi
^0

convergente et égale à S(;r).
De même, comme, pour Ap^ L <^ ^N+i»

L N

^ 9(^ x)cls(t) =^çp(À^, jc)^,
170 0

-4- oo

si la série ^,ç(^, .2;)^,, est convergente pour x^> a et a pour somme S(^),
0

r + 00
l'intégrale ^ y(^ x)dsÇt) est convergente et égale à S(.r). Alors, comme

^u
^+=0

^(?, .r)^o, l'intégrale ^ ^(^, x)sÇt)dt est aussi convergente et égale
^0

à S(.r).
On voit que, de toute façon, les hypothèses du théorème impliquent que

r4"03
l ' intégrale ^ d^, x)s{t)dt est convergente pour .r^ a et tend vers S quand

^0

a? tend vers +00.

c. Puisque, diaprés ce qui a été dit en a, ^(X)<^+oo, on peut appliquer
le théorème 6.

En prenant E égal à l 'ensemble des X^ supérieurs à a, et tenant compte de ce
que l'on a établi en ^,(22) donne

f34) ÏÏm S^S et lim S^ S — ô.
n -^ -+- oc n •>- + oc

Si 8 == o, ceci entraîne bien

lim Sn= S^, lim S^== S — ô .
/?>+x> ^^-|-oo
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Supposons donc o^>o . Alors il existe une suite d'entiers croissants n^,
n^, . . ., n^ . . . telle que u',^ tende vers o.

Pour k assez grand, u\,^> o et u,^=— u^ de sorte que

^/^^^ ^/ti:—i— ^n^'

De là il résulte que
lim S,^== lim S^_i—ô,

À- ->- + 00 À: ->- + 00

ce qui entraîne
lim S^^ lim S/^— ô.

n •>• + oo /î ->- + oo

En combinant ceci avec (34)^ on obtient encore

lim Sn== S et lim S^= S — ô.
7l>+oo 7^>--(-QO

l . i o . i . Il est clair que, si dam le théorème 8 on ajoute Fhypothèse que
+ 00

S •== o, la conclusion devient que la série ^. u,, est convergente et a pour somme S.
0

7/ en est de même si l^on ajoute l } hypothèse que -!—^ tend vers i pour n infini (8),
^n

car nous allons voir que, si l'on a (28), on a

ô^(i—a)^., avec a == lim —p1- et p,== lim -.——r-——u^,
n ̂ To° n ^ >+ ao n ~ 7^~l .

et, si l^on a (29), on a

^ i . _
^(i_ot)^^ avec a== lim -1. et v == lim 1 V u'f^ftj— ^•-i)1-^.

^^7^ /^ /^+< ̂  --̂

En effet, si l'on a (28), quel que soit £ ^> o, on a pour /i assez grand

^n—l . . ^ra , .
- y — ^ a — s et ^———-——u^^^r-E,

•^n '^n— i-n—\.

d'où

«^(^+£)fl-^)^(^ +£)( ! -«+£),
\ ''•rt /

et par suite on a
ô ^ ( ^ + £ ) ( i - a + £ ) .

(8) 0. Sasz [11] a établi le théorème 8 sous cette forme particulière, avec la condition (29), dans
t

le cas où ^ ( t , x) == —e x. 11 avait traité précédemment [10] le cas particulier où X^== n.



THÉORÈMES INVERSES DES PROCÉDÉS DE SOMMATION.

Si l'on a (29), quel que soit £, on a pour n assez grand

—— ̂  a - £ et ' -V upJ^^- Ày_,.Y-P^V + £,
A/, A» ^——

d^où

d'où

ou

et par suite on a

/ /,/_-iV-1

^f^O -^- £) I — —— ^(v + £ ) ( i — a + £)^-1
\ AT, /

j ji_
^^(^ 4- ey^ i— a d- e)^,

-1 A
ô ^ ( i » + £ ) ^ ( i — a+s)^. .

l . i i . Nous avons établi le théorème 5 en combinant les théorèmes A et 4,
c'est-à-dire en définit ive en combinant les théorèmes A, 2 et 3 [ce qui est la
méthode suivie par Karamata pour établir le théorème inverse relatif à la
condition de convergence M^A(I 4- o) = o].

Si l'on remplace dans le théorème 5 l'hypothèse qae x^{xt, x)\Q^t est
sommable sur ( i , + oo) et que l'on a pour^ infini

.,+00

^ x^{xt, ̂ )lo^tdt=0[i],
J\

par Phypothèse, plus restrictive, que la fonction F(t)logt est sommable sur
(o, +00 ), on peut donner une démonstration directe, indépendante des autres
théorèmes établis ici.

l . i i . i . Nous commençons par étudier la famille des fonctions G^.(^)
définies par

G, (^^y ë-:c{u)du, avec g^{t) = s(xt) — s(^).
^ 0

a. Nous savons que Phypothèse ^(X)<^+oo entraîne que sÇt) satisfait
à ,y (^ )—<?(?) ! ̂  H log^ +K, de sorte que

^(t)\^H log^l+K.

Il en résulte que, quels que soient t et t ' satisfaisant à o^t<^ t ' y et quel que
soit x^> o, on a

r1'
(35) G^t')-G^t)\^ [H[ log^[+K]^ .

J t
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Ceci montre que les fonctions G,^) sont également continues, et bornées
dans leur ensemble sur tout intervalle fini [o, L]. Donc, de toute suite de valeurs
de x on peut extraire une suite [ x^ \ telle que G^(^) tende vers une fonction
limite G(^).

On a G(o) = o puisque G,z.(o) = o quel que soit x ^> o.
De plus, G(^) est absolument cont inue puisque (35) donne à la l imite

\G(tf)-G(t)\^ Ç [H | log^ |+K]^ .
^ t

II existe donc une fonction gÇt\ satisfaisant à \g(t) |^H | log^[ + K, telle
r 1

queGÇt)= g{u)du.

D'autre part, X étant un nombre réel positif quelconque, nous poserons

H),(O^G(^)-G(Q.

On voit que
i r^ c1 r1

H).(^==^( ^ ( u ) d u - j ^(u)du= ^ [s-(^u)-^(u)]du.

6. Si l'on est parti d^une suite de valews de x tendant vers + oo, de sorte que
la suite {x^} tend aussi vers +00, quel que soit A 7^1, on a presque partout
surÇo, +00) :

w,(À) si À > i ,
(36) ^)-^)\^ ^(^ , ,^

^ Â /

En effet, on a
t

II , (^)== lim [^G^(À^-G^(^)1= lim f [s^uXn) - s{uXn)}dun ] \ ^ ^ )
71^+ao \_ A J ^>•+;»t7o

puisque
i i r^ r'
^ G,J^) - G^(t) =^j ^(u) du - j ^{u) du

r 1

== [^rj^)—^(^)]^
JQ

== j [s(^UXn) — s(uXn) ]du.
^Q

On a donc, quels que soient t et t satisfaisant à o <^ t<^ t'\

r'-.t'
n>+°o J ^

ïl^t^-B^t)^ lim / [s(}.uxn)-s{uxn)}du.
n^+wj.
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Comme on a évidemment

r 1 'f [s(}.ux) — s(ux)] du ^ (t'— t) W,(ux^ À) si À> i ,
^ t

^t' /
/ [ s ( } . u x ) — s { u x ) } c î u ^ ( t ' — t ) ^ N , ( ^ u x 1 } si ^<i,

Jt ' \ A /

on en déduit que
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IH)^)- H)^)|^
{ t ' — t ) w ^ ) si À > i ,

(^ ' -^^f 1 ' ) si À < i ,

c'est-à-dire
<' (^-^(À) si À > i ,

/ [^(^)-éy(^)]^ ^ /,, - / i \ . .
J t ( t — ^)^ ^ sl / <'1-V A /

c. & /a \?iz^ de valeurs de x dont on est parti, non seulement tend vers + oo,
mais est formée de nombres de F ensemble E, de sorte quil en est de même de la
suite [ Xn }, et si G (^) possède une dérivée pour t = i, on voit que

(87) G'(i)|^^(E, i+o),

et, si s(t) est réelle,
(38) _^.(E, i-r-cQ^G^i^OT^E, i+o) .

En effet, si ^ ^> i, on a

G.,(^)-G.,(i)| {xu) — s{x)} du L^W,.(^ ^).^ — :

On en déduit
G(Q-G(i)

^ — i ^^,(E, ^.^^, ^ } j

et, en faisant tendre t vers i , on obtient (37).
Si sÇt) est réelle, on a pour t^> i :

.r(^)-G.x-(i)^__ r ^(^)_^^)]^^_n^(^, t),1 — I ^ — I j^
G.r(^)-G.x-(l)

^ — 1

d'où
G(^)-G(i)

^ — i ^-^(E, Q.

En faisant tendre ^vers i, on obtient G\i)^— ^(E, i +o).
Pour t<^ i, on a

Gr.z.(^)-G^(l) I= = = — — — f [s(xu)—s(x)~\ du ^L1 — t Jf^ — I s{xu)—s{x)}du^W,(x, - î

Ann. Éc. Norm., (3) , LXVII. — FASC. 3. 28
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d'où
G(t)-G(i) „ ( i\

•t-. ^\^î)'

En faisant tendre ^vers i, on obtient (^(^^^(E, i + o).

1.11.2. Remarquons maintenant que, si x^ tend vers +00 et si G^(^) tend
^t

yers GÇt) === j g'Çu)du, alors, quel que soit a ^> o,
• «^o

/y \ /'+so

^ ^ ( - ^ )—5(^ ) tend vers ^ aN(a^)^)^.
\ / «^o

En effet, la formule (i) donne

W^-sW=^\^(^t^Y^(t)dt

' =f aN(o^)^)^4-f \x^(œt,x\-^^t)\^(t)dt.
^o ^o L \ a / J

Le dernier terme tend vers zéro pour x infini , car la fonction sous le signe j

tend vers zéro, puisque x^(.xt, ^ ) t e n d vers aN(oa) et \gx(t)\^îl logt +K,
et elle est de module au plus égal à 2aF(a^) [H [ log^ + K], fonction qui est
sommable sur (o, + oo).

..t ..t
D'autre part, de ce que ^ g^u)du tend vers ^ g(u)du, et que, sur l'inter-

•^0 «^O

£, ^ - O Ù O < £ < I ,valle £, - I* où o <^ &

\^(t) ^ M I o g ^ + K ,

il résulte que

^ aN(a^)^.J^) dt tend vers f (y^(at) ̂ (t) dt.
^E ^£

1

(^ ^+00

La convergence de j aN(a^)^(^)^vers ^ aN(a^)^(^)^quand £ tend
^c . " ^0

vers zéro étant uniforme par rapport à n, du fait que

|aN(a^J^) ^ a F ( a ^ ) f H log^ | + K],

un théorème bien connu sur l 'interversion des passages à la l imite montre que
^^ ' .,+00

^ aN(a^ )^ J^ )^ tend vers ^ a N ( a ^ ) ^-(^) dt.
^0 J (\
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l .n.3. Nous sommes maintenant en mesure d'établir (20), et (22) si s ( t )
est réelle.

En prenant E égal à l 'ensemble de tous les nombres réels supérieurs à a,
(20) donnera (19) et (22) donnera (21).

D'après ce que l'on a vu, de toute suite de valeurs de x appartenant à
l'ensemble E et tendant vers +00, on peut extraire une suite [x^\ telle

^
que G.^(^) tende vers la fonction limite G(t)= g-Çu)du, g ' ( t ) et G\t)

0
possédant les propriétés que nous avons indiquées.

De plus, quel que soit a ^> o,

/' x \ /"+00

^ - /-! —- s{œn) tend vers ^ aN(a^ ) g{t) dt.
\ / J Q

Comme, quel que soit k ^> o, on a pour x infini
W(k.c)-W(£c)=o [ i ] ,

cette limite est indépendante de a.
Donc, quels que soient a et X positifs, on a

/•»+ °° ^ -4- °° / \ /•» ~^~00

< aN(at)ff(t)dt= aîî^at)ff(t)dt= aN(at)^t}dt,
J» J» A \ A / Jy

d'où
f ^(at)[ff(î.t}-ff(t)]df==o.

JQ

Supposons X fixé ^i. La fonction g'Ç~^t)—g-(t) étant presque partout de
module au plus égal à ^(X) si À ^ > I , ou ^ ( - ) si X < ^ i , le fait que ceci ait
l ieu quel que soit a^>o entraîne que l'on ait presque partout sur (o, +00) :

^Cht)-^(t)=o.
On a donc

r 1

^h(t)=f [^(^u)-^(u)]du^o, ou ^G(^)-G(^)==o.

Ceci vaut évidemment encore si À = i.
En faisant t= i et posant G(i) = /, on obtient G(X) = /X.
On voit que G'(i) existe et est égale à /.
Par suite, (87) donne

|/|^^(E, i+o),

et, si sÇt) est réelle, (38) donne
(89) . -^.(E, i+o)^^<(E, î + o ) .
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..+^

Mais g{t}=l presque partout et ^ îi(t)g-(t)d£= l, donc y(^)—^(^)
^ o

tend vers /.
En définitive, on a démontré, dans le cas général, qne, de toute suite de

valeurs de x appartenant à E et tendant vers +00, on peut extraire une
suite { x,,} telle que | W^Xn) — s{x,,) \ tende vers âne limite finie | / satisfaisant
à \l\^\\>s (E, i+ o). Ceci entraîne (20).

Dans le cas où sÇt) est réelle, on a montré que, de toute suite de valeurs de.r
appartenant à E et tendant vers +00, on peut extraire une suite [x^\ telle
que ^¥(x^ — s ( x ^ ) tende vers une l imite finie / satisfaisant à (3g). Ceci entraîne

— < ( E , i+o)^ hm [W(x)—s(x)]^^.(¥^ i+o) ,
X-^-+x,

XÇE

ce qui est équivalent à (22).

l .n .4. Il faut noter que nous n'avons pas utilisé ici l'hypothèse que
y(^)=0[l].

l.i2. En perfectionnant an peu le raisonnement précédent, on arrive au
théorème suivant :

THÉORÈME 9. — Supposons que F(?) \ogt soit sommable su?9 V intervalle (o, + oo).
Supposons, d^ autre part, que ^(X) <^+oo , et posons

.,+0°

W(œ)= ^ ^ ( t , x ) s { t ) d t .
^0

Si, quel que soit k positif, on a pour x infini :

^(kx) W(.c) _ F i "1
[o^kx \o^œ l^log^J9

/ , . ^(A-^) ^ [ x ) i(4o) ———•—-——=: o ,—
{o^kx \o^x L10^

/1-1-00 ialors, en posant C= N(^) log, dt, on a, quel que soit l'ensemble E de nombres
•/ 0

réels supérieurs à a, supposé non borné supérieurement^

WO)
•r-^+c

.rGE

(4 i ) lim 5 ( ^ ) — ^ ( ^ ) — C - P - ^ ^ ^ ( E , i 4 - o ) ,
.T"-^--)- oo 102 OC

et, si ^iÇt, x) et s(t) sont réelles,

_ F ^T^'Vl
(42) —<(E, i+o)^ lim s^—W^—C-^— ^:^(E, i+o) .

,c-^+^l. log.r J.r-^+.
a:eE

Si l'on prend pour E /'} ensemble de tous les nombres réels supérieurs à a, (41)
devient

_ nn ̂ \
(43) lim s{x)--W(x)-C-—-^- ^w, ( i+o)

x^+w lOg^
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et (42) devient

(44) înn ^(^^IF^-C11^ ^^(i+o).
.r^+o lOgcZ?

On peut répéter sans modification ce qui a été dit aux paragraphes 1.11. i
et 1 . i i . 2 .

Nous remarquons, de plus, que pour x inf ini ^F(^)== 0[log.r], car
t's(t)=0[[ogt] et, d'autre part, s(t) satisfaisant à \s(t')—s(t)\^}{ log , 4-K,

la formule (i), avec a = i, donne
..+00

1 W{œ) - s ( ^ ) | ̂  ^ F (^ ) [H | log< | 4- K] dt.
JQ

Alors, de toute suite de valeurs de x appartenant à l 'ensemble E et tendant
vers +00, on peut extraire une suite [ x ^ } telle non seulement que G^(^) tende

. . , . ' /^ ,vers une fonction limite G(^)== ^ g~Çu)du, [où G(^) et ff(u) possèdent les
. ,,, • J- ' -I • • ^V(^n) , lpropriétés que nous avons indiqueesj mais aussi que .——- tende vers une

limite finie p.
Quels que soient a et X positifs,

f x \ r4"30
^ -^ ) — s{xn) tend vers ^ a N ( a ^ ) g-{t) dt
\ a / ^0

et

W (j^\^s{xn) tend vers f ^(^^g^dt^Ç a^(^t)^t)dt.
\ a / • JQ / \ Â / Jo

Par différence, on voit que

^ . /^ \^ . /^ \ t^j^rs ^ ^(Œt)[^t)-^(t)]dt.

Mais, en tenant compte de (4o)» on voit que, quel que soit k positif ,
WÇkx,i) — WÇ^n) tend vers p logÀ'.

En particulier y(^)—y(^) tend vers p log^e t^^ )—^^^) tend
I / ~)\X \ f X \vers p log-î de sorte que ^F — n ) —W ( — ) tend vers o lo^X.' ^ a i v ^ ^ y v ^ ^ / k o

On a donc, quels que soient a et X positifs,

Ç aN(a^[^)-^)]^=plogÀ,
«^o

ou
r^'\ a N ( a Q [ ^ ( À ^ ) - ^ ( ^ ) - p l o g ^ ] ^ = o .

JQ

Supposons X fixé 7^1. La fonction ^ ' ( X ^ ) — ^ ( ^ ) — p logA étant presque
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partout de module au plus égal à un nombre fixe, le fait que cette égalité ait
lieu quel que soit a positif entraîne que Pon ait presque partout sur (o, +00) :

g-^t) - g- ( t ) - p logÀ == ô, ou g-^t) - g ( t ) = p logÀ.

On a donc

ïh{t)= f [^(^)-^)J^=(plogÀ)^
^0

OU

^G(^) -G(0==(p log^ .

Ceci vaut évidemment encore pour X = i.
En faisant t= i et posant G(i) = / — p , on obtient

G ( À ) = = ( / — p ) À + p À l o g L

On voit que G^i) existe et est égale à /, de sorte que (37) donne
|/ |^;w,(E, i + o )

et, si sÇt) est réelle, (38) donne

(89) . — ^ ( E , i+o)^ /^^ ; (E , i+o) .

D'autre part, on a presque partout

^)=G^)==/4-p log^
et par suite

F N(^(Q^=/ -pC.
«/»

Donc y(a-n)—.?(a-,,) tend vers / — p C et ^{x^+C^-^—s(x,,) tendlog^?^
vers l.

En définitive, on voit que, de toute suite de valeurs de x appartenant à E et
tendant vers + oo, on peut extraire une suite { Xn} telle que

^^C1^--^)
•"^ë *~/^

tende vers une l imite finie \t\ au plus égale à (P,(E, i+o), ce qui entraîne (4i),
et, si ̂ (t, x) e t s ( t ' ) sont réelles, on peut dire que, de toute suite de valeurs de
x appartenant à E et tendant vers +00, on peut extraire une suite [x^} telle

W(x ' )que ̂ (^) + C —— — s(^Xn) tende vers une limite finie / satisfaisant à (3p),
ce qui entraîne

-^(E, i+o)^hm ^W(^)+C1Î^-^(^)1^^.;/(E, i+o),
•Z• •>- + se L Ï5 JV •>- + 3C l

.r € E

inégalités équivalentes à (42)-
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1. i3. Nous établirons encore le théorème suivant :

THÉORÈME 10. — Supposons que ¥(f) log^ soit sommable sur F intervalle (o, +00)
et que ^(^ x) soit réelle ^o. Supposons cT autre part que s(t) soit réelfe, que

ÎTT,(X) < + oo, et que l'intégrale f ^Çt, x) s(t)dt soit convergente pour x^>a,

et désignons par W (x) la valeur de cette intégrale.
Si T on a pour x infini

^)==0[log^],
et, quel que soit k positif\

(4o) ^-^^of——l,-r—1\_\o^x \\o^kx ÏOQ.X

cette dernière relation ayantlieu uniformément par rapport à kpoun^k^i +À(9),
alors on a (44) < ;̂ ^uel que soit l''ensemble Ë de nombres réels supérieurs à a,
supposé non borné supérieurement, on a (42)-

i° Les hypothèses faites sur W(x) entraînent, d'une part, qu'il existe un
nombre positif H et un nombre réel x^ supérieur à a, et que l'on peut supposer

•\W(x"supérieur à i, tel que, poar.r^a;o> -j—— ^H, d'autre part, qu'à tout £ positif

correspond un nombre réel X^), que l'on peut supposer ^Max^o» 1 + h\
tel que, pour ^^Xo(£) et i^-k^.i-\- h,

W(kx) W{x)
[o^kx {osx

£
: \o^x

Notons qu'en multipliant par log/c^, qui est >o puisque x^>i et /i^i,
cette inégalité donne

ww-^w-ww10^ ^s^I+ l^^1^„,
' log^ — |_ log^J — ?

d'où
W(x)

W(kx)-W(x)\^ -^——/ l o g ^ + 2 £ ^ H l o g Â : + 2 £ .{o^x

2° Ceci étant, donnons-noas une su i t e de nombres réels croissants r , , t^, ...,
^, . .. satisfaisant à

ti^> a, lim ^==
^>4-°o

lim —
/;->--+- oo tn

puis définissons une fonction ^i(?), pour ^^o, de la façon suivante :

pour o^.t<^ tj,
S,(t)=z0,

( 9 ) Ceci veut dire qoe, quand x tend vers +00, le produit du premier membre par log^ tend vers
zéro uniformément.
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pOUr tn^t<^tn^ ( / Î==I , 2, . . .),

S^t)==W(tn)-^-C
^(^

log^

II est clair que ^ (?) est mesurable et bornée sur tout intervalle fim [o, L].
On va voir que Von a pour t infini

(45)
W( / \

^)=W^)+C-^+o[i].

En effet, on a pour t,^t<^t^^ :

^^c^-^^w-^^c^-^ ,
• logi; • i^gt logtn

d'où
^(t)+C^-^(t) ^.\W(t)-WW\+\C\ ̂ -l^

JOg^ logtn

Mais, quel que soit £^>o, il existe un entier N(£) tel que l'on ait pour
^N(e):

^^X»(s) et • ^-l^Min[I+/t,e^)^.
^n

Alors on a, pour t^t^,

^^^c^^-s^t) ^^3^ . ^ ' J ;log^ ^ — ^ l o g ( i + A ) J 5

car, si ^^(£P il existe un entier ^^N(&) tel que tn^t<^tn+i, et l'on a

^Xo(£), I^1^I+^ et ^^S
^ tn

d'où
| - i r (^ )_ iy (^ ) ]^Hiog- +2£^3s

^71

et
W(^ W(tn)

[O^t log^ [ — — [ O ^ t n — — l o g ( l 4 - h)

On a d autre part
^W^iï^g^.

Il suffît de le montrer pour i <;À^i+ h, puisque, quels que soient \ réel > i
etp entier ̂ i,

^(^)^^^(^)-
Posons

W( t}
^(<)=y(0+C-^ /+ïî(^) (t>a).

Quels que soient t et t'^> a, on a

\s,(tr)-s,(t)\^\W(tf)-W(t)\^\C
W(t') W(f)
\o^t' [ogt i Y î W ! 4 - | Y î ( ^ )
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On voit donc que, si t^ty^ et t ^ ' î! ^\t^

c i £ r. c
\ S , ( t f ) - S , ( t ) ^ [ H l o g À + 2 £ ] + l c l £ +2J3+ . c . | .

l o g ( i + / i ) L ^ ( i+^Qj

Autrement dit, pour '^^^(E)?

W,(,^ino^[8+^^].

3° Puisque ^(X)<^+oo et que F(r)log? est supposée sommable sur
/,+00

(o, + oo ), l'intégrale f ^(^ x ) s ^ ( t ) d t est convergente pour x^> a.
^0

On va voir que, si l'on désigne la valeur de cette intégrale par ^(.r), la
différence W(x) —W^(x) tend vers zéro pour x inf ini .

On a d'abord
/l+QO

W,(^)—s^(x)=z { x^(œt, x)[s,(œt)—s^x)\dt,
^o

et la fonction sous le signe ^ est de module au plus égal à la fonction sommable
F(^)[Hi [ log?| + KJ, Ri et K, étant deux constantes positives.

Si une suite [x,,\ tend vers +00, et si —i^i2 tend vers une l imitef inie , soit p,
W^Xn {

(4o) et (45) montrent que s^x^t)—^(^) tend vers p log^.
Alors x^{x,,t, x,,)[s^{xnt')—s,{xn)} tend vers pN(^) log^ et ̂ (^)-^(^)

tend vers — pC.
Par suite Vi(a?,,)+ C , ) —s^x,,) tend vers zéro.

10 g X^

Comme, de toute suite de valeurs de x tendant vers 4- oc?, on peut extraire une
suite satisfaisant à la condition indiquée, on voit que ̂ \{x) 4-C^-^—s^x)
tend vers zéro pour x infini. En tenant compte de (45), on en déduit que
Wt (a?) — ^¥Çx) tend vers zéro.

4° Posons maintenant
s,(t)=s(t)-s,(t).

^ + ^ .

On voit que l'intégrale j ^(t, x)s^t)dt est convergente pour x^>a et^icii^ » TV 1 ' ? ^^a
1 o

égale à ̂ F^)—^(.r). Elle tend donc vers zéro pour x in f in i .
On pourra lui appliquer le théorème 6, car ^(X) <^ + oo .
En effet, l 'égalité

(46) .^/) - s,(t) = [ s ^ ) - s ( £ ) ] - [ s ^ t ' ) - s , ( t ) ]

montre que, quels que soient ^>oet À ^ > i ,

îl'^t, ̂ ^îl'.Çt, ^ )4-W^(/ , À ) .
Ânn. Éc. Norm., (3) , LXVII. — FASC. .3. ' 29



232 HUBERT DELÀNGE.

Il en résulte que, quel que soit l'ensemble de nombres positifs E, non borné
supérieurement,

(47) <(E, ̂ ^(E, À)+^(E, À)^^(E, À ) + H l o g À .

En particulier, en prenant pour E l'ensemble de tous les nombres positifs,
on a
(48) ^(À)^OT,0)4-HlogÀ.

Le théorème 6 donne
(49) liiïi ^(^)!^^(i4-.o)

X^-}-»

et, quel que soit l'ensemble E de nombres réels ^> a, supposé non borné supé-
rieurement ,
(5o) _ ^ ( E , i + o ) ^ lim s.,(x)^ lïm' s^x) ̂ OT^(E, i+o) .

.r > + ao .r ̂  + oo
;r € E .r e E

Comme, pour x infini ,
W( T\

s,(œ)=s(^)-s,(.x)=s^)-W(^)-C-^+o[ï],
lO^X

on peut remplacer dans (4g) et (5o)^(;r) pa r^ (a? )—W^x)—C A^.
D'autre part, (48) donne ̂ (i +o)^CT,(i +o), (47) donne

^(E, i+o)^^(E, i+o ) .

De plus (46) montre aussi que

ni(^ ^)^n;(^, À ) + Supw,^, À),
{^

d'où résulte

et par suite
<(E, À)^CT; (E , ^ ) + W , , ( À ) ^ O T ; ( E , À ) + H I o g À ,

CT;JE, i + o ) ^CT;(E, i+o) .

On peut donc remplacer aussi dans (49) et (5o) CT^(i+o) par G7,(i-+-o),
^(E, i+o)parCT;(E, - i+o) , et <(E, i + o ) p a r < ( E , i+ o).

Ainsi, on obtient bien (44) et (42)-

1. i4. Remarquons que la relation (4o) est vérifiée si, pour x infini,
(51) ^( .^^p^log^+Y+oti ' l ,

y étant une constante, et p(^) une fonction définie pour x positif assez grand et
satisfaisant, quel que soit k > o, à

(52) p ( ^ ) - p ( ^ ) = o [ — — — — 1 .
log^c
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Si, de plus (52) est satisfaite uniformément par rapport à Z-pour T ̂ Z:^i 4-A,
il en est de même de (4o)? et si p(.r)=0[i], on a W(x)=0[\ogx].

Lorsque l'on a (5i ), on a pour x infini

^W+C^^p^n io^+CJ+Y+o^]

et l'on peut remplacer y (.r)+ G —^— par p(^)[log.r+ CJ 4-y dans (4i)? (42)?

(43)et(44).
Si, de plus, q^(i-)-o)= o, (43) devient

s(,-jr) == p(^)[log-^ 4- G] + y 4- o[i] ( .y-^+oo),

et il en est de même de (44) si CT,( i -+- o) = o.

1 . i5. La démonstration du théorème 10 se simplifie dans le cas par t icul ie r

où ^(t, x) = -N ( - ) » en même temps que les hypothèses sur le comportement
de ̂ Çx) peuvent être un peu affaiblies, grâce au théorème suivant qui permet
de se ramener au théorème 9 :

THÉORÈME 11. — Supposons que ^iÇt, x) = -N ( - ) et que N(^) soit réel ̂  o.

Supposons, de plus, que s(t) soit réelle et satisfasse à m,(X)<^+ °c, et que
y14"60

F intégrale j ^Çt, x^sÇt^dt soit convergente pour x^> o, et désignons par^V'(x)
^0

la valeur de cette intégrale.
Si Ton sait qu^il existe trois nombres positifs M, h et XQ tels que, pour x^Xo et

î^k^i + h,
W{kx)-W(x)^M,

on peut affirmer que ^(X)<^-{- oo (1 0) .

Nous observons d'abord que îl'sÇt, i + h) est bornée pour t ^> o quelconque
par un nombre positif û, puisqu'elle est manifestementbornée pour ^^L, avec
L ^>o quelconque, et que sa plus grande limite pour t infini a une valeur finie.
Alors, quels que soient t et t' satisfaisant à o <^ t^t!'^( i + h)t, on a

sÇt^—sÇt)^—^

D'autre part, on peut évidemment trouver deux nombres a et ? satisfaisant à

8 r^o < a < ( 3 , ' - < i 4 - A et ^ ^ ( t ) d £ > o [c'est-à-dire K ( a ) — K((3) > o].
a ^ a

(10) Ce théorème est, à de légères modifications près, un lemm.^ donné par Karamata dans [5],
p. 182. Notre démonstration suit exactement celle de Karamata.
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Ceci étant, nous allons montrer que, si u^^Xo et u^.u1 ̂ Çi-\- h)^-u,

s^-S^^K^FÏ^)+si:=w'

c'est-à-dire que, pour t^^Xo, Ws[t, o(i+À)]^W, cToù il résultera que

J^i+^I^W.1 a ,
Ws

D'après ce que l'on vient de dire, on a
sÇu^—sÇu)^—^;

il suffira donc de montrer que

(53) ^-^"^K^TO)^-

En remarquant que
„+-

W{^)=: ^ ^ { t ) s ( x t ) d t ,
^o

on peut écrire

(54, »-(";)-v(-;)+Q=jr"N(.)[.(^)-.(^)^..].,.
^ U ^ U' ./ y v tlComme ̂ t< —t^-Çï +h)^t, on ap " -a —v / p

)-(^-^/ U' \ / U
S { -^ t \ — S ( -^ t

et par suite la fonction sous le signe f au second membre de (54) est ^o.
L'intégrale de o à 4- oo est donc au moins égale à Pintégrale de a à ?.

D'autre part, comme
U U U' . , , U^. et ^<^(i+;i)p,

on a

^)-V(.Ï)^»•
On peut donc écrire

0

(55) M+^ F ^(t^sf^-A-sf'-t}-^^} dt.
J y, L \ ^ / \ P / J

Remarquons maintenant que, pour a^^^ ?, l'on a

u'^^K^-^h^u' et l-t^u<(l-^h)u£,
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de sorte que

/^)-^)^-^ et s^-s^t)^-^
\ / \r /

cToù
SÇ^t)-s(^')-^^s(uf)-s{u)-^.

(55) donne alors
M + ^ ^ r K ( a ) - K ( p ) J [ ^ ( ^ ) - 5 ( ^ ) - ^ | ,

d'où ron tire (53).

l . i5 . i. En combinant les théorèmes 9 et H, on obtient l'énoncé suivant :

THÉORÈME lûa. — Supposons que ^(t, x)=^(t-Y que îiÇu) soit réel ̂ o et
X \X j

que N(?) log^ soit sommable sur l'intervalle (o, -{- oo ).
Supposons, d'autre part, que sÇt) soit réelle et satisfasse à ̂ (X) << + oo, et que

,,+00

T intégrale l ^(t, x)s(t) dt soit convergente pour x^> o. Désignons parW{x)
^0

la valeur de cette intégrale.
Si, quel que soit k ^> o, on a pour x infini

(4o) ^F(^) ^ (^ r i 1
\o^kx \o^x L^^-^J

et s ' i l existe trois nombres positifs x^, h et M tels que, pourx'^ XQ et i ̂  k^ i + À,
W{kx)—^(^^M, alors on a (44) et, quel que soit l'ensemble de nombres
positifs E, non borné supérieurement, on a (42) (M) .

Il faut noter que les hypothèses faites ici sur WÇx) sont satisfaites lorsque
celles faites dans le théorème 10 le sont, puisque nous avons montré que ces
dernières entraînent que, poura^Xo(£) et I^^^I+A,

\ W(^) - W(X) 1 ̂  H logÂ- 4- 2£ ̂  H log( 1 + h) + 2£.

1. 16. Remarquons que, dans tous les énoncés des théorèmes de ce Chapitre où
/l+ao

figure l'intégrale ^ ^(t, x)s(t)dt, on pourrait remplacer cette intégrale par
^o

,,+00

f QÇt, a?) ds(t\ en ajoutant l'hypothèse que sÇt) est à variation bornée sur tout
^ o

intervalle fini [o, Lj et nulle pour t= o.

(u) Nous avons énoncé ce théorème dans notre Note [2].
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En effet, dans les théorèmes 1, 2 et 4, on suppose s(t) bornée; dans le théo-
rème 9 on suppose que ^,(X)<^+ oo et que F(?) logées! sommable sur l ' inter-
valle (o+oo); dans le théorème 5, on suppose que ^(À)<^4-oo et que
x^Çxt, x) logées! sommable sur ( i , +00). Nous savons que, dans chaque cas,
si, en plus de ces hypothèses, s(t) est à variation bornée sur tout intervalle fini

[o, LJ et nulle pour t=o, l 'intégrale f ç(^, x)dsÇt) est convergente pour
/,+^c

x^> a, comme ^ ^(?, x)s(t)dt, et est égale à celle-ci.
1 70

Enfin, dans les théorèmes 6, 10, 11 et 10û, on suppose ^(r, x)^o. On sait
que, si s(t) est à variation bornée sur tout intervalle fîni[o, L] et nul le pour t== o,

^»4-^ ^-+w

la convergence de ^ (fÇt. x)ds(t) entraîne celle de \ x^Çt, x)s(t\dt avec
^0 ^ O

la même valeur.

II. — Théorème, des deux types^ dans leur cas général.

2. r . Nous allons indiquer main tenant comment on peut, à par t i r des énoncés
de notre premier Mémoire et du Chapitre précédent, en obtenir de plus
généraux.

Soit ^Çt, x) une fonction réelle ou complexe définie pour t réel ^o et x
appartenant à un certain ensemble de nombres réels <ê, et supposons que,
pour x fixé, ^(?, x) soit une fonction de t sommable sur l'intervalle (o, + oo).

Soit, d'autre part, s(t) une fonction réelle ou complexe définie pour t réel ̂  o,
mesurable et bornée sur tout intervalle fini [o, L].

Soit alors V(r) une fonction réelle définie pour T réel ^o, cont inue et
possédant une dérivée cont inue pour ces valeurs, avec V^^^o, et qui croît
de o à -h oo quand T croit de o à + oo, et soit A(^) la fonction inverse de V(ï),
qui possédera évidemment les mêmes propriétés.

Soit encore ï](y) une fonction définie pour y réel supérieur à un certain
nombre a positif ou nu l , prenant ses valeurs sur l 'ensemble & e t tendantvers .To
quand y tend vers + oo .

Quel que soitj^> a et quel que soit L^>o, on a
..L ' ^ .A(L)

/ ^ t , - n ( y ) ] s { t ) d t = ^(T,J)Œ(T)^
•^0 "^O

avec
(56) ^(^^[V^),^)]^),

et

(57) Œ(T)=. [V(T)] .
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/^+ ̂
Donc, toutes les fois que l'une des intégrales ^ ^ [r, ï](j)j ̂ ) ̂

•A
.4-^

et ^ ^(Tt j) ̂ (^) d^ est convergente, l 'autre l'est aussi et lui est égale.
*-'o

Ceci étant, à chacun des théorèmes donnés dans notre premier Mémoire ou
/, +00

dans le Chapitre précédent relativement à l 'intégrale \ ^(t, x ) s ( t ' ) d t , on
•/)

fera correspondre un nouvel énoncé obtenu de la façon suivante :

Outre les hypothèses mentionnées plus haut sur ̂ (t,x)et sÇt), on supposera qu'il
existe deux fonctions V(r) et ^(y), possédant les propriétés que nous avons indi-
quées, telles que la fonction ^(ï, j) définie par (56) satisfasse aux conditions
imposées à ^p(r, x) dans le théorème considéré, puis, en supposant ces deux fonc-

„+ 00

tionsfixées, on appliquera ce théorème à l'intégrale \ ^("^.y) ̂ {^d^, où (j(^)
^o

est donnée par (S^), en traduisant les hypothèses à faire sur CT(r), et éventuel-
lement sur le comportement de cette intégrale, et la conclusion, au moyen de s ( t )

^,+°°
et f ^Çt, x)s(t')dt.

^o

2.1.1. Nous laissons au lecteur le soin de former ainsi les différents énoncés
correspondant à ceux de notre premier Mémoire et du Chapitre précédent.

Bornons-nous à donner quelques indications :

Le fait que la fonction ^/(r, y) définie par (56) satisfait aux hypothèses (i),
(3), et (4) indiquées au paragraphe 3. i de notre premier Mémoire et au para-
graphe 1. i de celui-ci se traduit de la façon suivante :

a. Pour chaque y ^> a,

( ^ [ t , r î ( y ) ] d t = i (^
i/o

P. Il existe une fonction positive ou nulle F(r) sommable sur (o, + oo ) et
telle que l'on ait quel que soity ^> a

Ij^V^T^YKjQmjT) ^.F(T),

Y. Quand y tend vers + oo, j^[V(jr), ï](j)] V'(jï) tend vers une fonc-
tion limite N(ï).

Pour simplifier, on pourra remplacer (a) par

(12) L'hypothèse que ^*(r, r) est une fonction de T sommable sur (o, -+- oo) est automatiquement
satisfaite du fait que ^(t, x) est une fonction de t sommable sur cet intervalle,.
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(a^). Pour chaque x de ê,
/-»+^
/ ^ ( £ , x) dt=i (").

i/o

De même, s'il y a l i eu , l'hypothèse que ^[^ ïj(j)] est réelle (ou bien
réelle ^o), qui exprimerait le fait que ^(^, j) est réelle (ou réelle ^o),
pourra être remplacée par celle que ^Çt, x) est réelle (ou réelle ̂ o).

L'hypothèse que o(T) est mesurable et bornée sur tout intervalle fini [o, Lj
est déjà contenue dans celle qu' i l en est ainsi de sÇt).

Lorsque l'on a à faire l'hypothèse que (7(ï) est réelle, elle se traduit par celle
que sÇt) est réelle.

De même pour l'hypothèse que a(r) est bornée.
Pour traduire les autres hypothèses que l'on peut avoir à faire sura(ï), on se

rappellera que l'on a
WG-(^) =w.î,AW

et, si s(t) est réelle,
^(Â)=^AW?

et que
^[A(^)1=^A(^

de sorte que
lim | ôff(t) == lim |^,A(^)| .

t^+w /^+oo

y-^
Lorsque la conclusion du théorème appliqué à l 'intégrale j ^*^» y) ̂ (^) d^JQ

sera une inégalité portant sur les valeurs limites poury tendan tve r s + oo d'une
expression de la forme ^(y)-—Gr(y), on pourra remarquer que ces valeurs
l imites sont les mêmes que celles de sÇt) — G [A(^)j pour t t endan t vers + oo ,
puisque

s ( t ) - G [ A ( t ) ] = ^ [ A ( i ) ] - G [ A ( t ) ] .

Si Fon a une inégal i té portant sur les valeurs limites de c7( j )—G(j)pour j
tendant vers + oo en restant sur un certain ensemble de nombres réels ̂ >a,
il y aura intérêt à l 'appliquer à l 'ensemble A(E), où E sera supposé être un
ensemble donné de nombres réels supérieurs à V(a), non borné supér ieurement .
Les valeurs l imites de o(j) — Gr(j) pour j tendant vers + oo sur A(E) seront
les mêmes que celles de s(t)— G[A(t)] pour t tendant vers + oo sur E.

On se rappellera, d'autre part, que l 'on a

^fA(E) , À ] = ^ A ( E , À )

(13) II est clair que l'hypothèse (a") est plus restrictive que (a) si f\(y) ne prend pas pour valeurs
ous les éléments de Pensemble ê.
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et, si sÇt) est réelle,
CTa[A(E) , À]==--<A(E, À ) et ^[A(E), À]=<A(IS ^).

2.1.2. Les théorèmes transformés des théorèmes 3 et 5 de notre premier
Mémoire fournissent les énoncés auxquels nous avons fait allusion dans son
introduction qui donnent comme corollaire le théorème inverse relatif à la
condition de convergence (i) ou (2) ( i4).

Les théorèmes transformés des théorèmes 5 et 9 du présent Mémoire fournis-
sent des énoncés qui donnent comme corollaire le théorème inverse relatif à la
condition de convergence (3) (15).

Les théorèmes transformés des théorèmes 6 et 10 fournissent des énoncés
qui donnent comme corollaire le théorème inverse relatif à la condition de
convergence (4) (16).

2 . 1 . 3 . Dans chacun des énoncés considérés ici^ de même que dans ceux
^+û0

considérés précédemment, on pourrait remplacer V intégrale ^ ^Çt,x)s(t)dt
^0

/-+xî

par ^ o(^, œ^dsÇt), où <p(^, x) est la fonction définie par
^ 0

..+00

q?(<, x) == j ^(u, x) du,
^ t

en ajoutant l^hypothèse que sÇt) est à variation bornée surtout intervalle fini[o, L]
et nulle pour t = o.

(14) Les conditions de convergence (i), (2), (3), (4 ) mentionnées dans ce paragraphe sont celles
indiquées dans Pintroduction de notre premier Mémoire.

^+^
( l â) En effet, les hypothèses sur s ( t ) et sur le comportement de Piniégrale I ^(^, x ) s { t ) d t

•- 0

qui figurent dans ces théorèmes sont satisfaites si Pon a la condition de convergence (3) et si Pinté-
grale tend vers S quand x tend vers .ro, et la conclusion devient alors que s ( t ) tend vers S quand t
tend vers -h oo.

On peut noter, do pîus, que nos hypothèses sur le noyau ' ^ ( t , x) sont un peu moins restrictives
que celles données par Karamata dans [7] (th. B, p. 28), d^une part parce que nous ne supposons
pas ce noyau réel ^ o, d^autre part parce que nous supposons

( 1 ^ ( ^ J ) 1 logT^==:0[i] (y -+oo),
J!

tandis que Karamata suppose

f ^(T.y)logT ^T=O[I].
^o

[Au contraire, dans les théorèmes transformés des théorèmes 3 et 5 de notre premier Mémoire,
nos hypothèses sur ^ ( t , ,r) sont un peu plus restrictives que celles de Karamata, du moins si Pon se
restreint au cas où ^(/, x) est réel ^ o, car nous supposons F ( ï ) l o g T sommable sur (o, -i-co}].

(16) Ici encore, nos hypothèses sur le noyau ^(^, x) sont un peu moins restrictives que celles de
Karamata.

Ann. Éc. Norm., (3 ) , LXVII. — FASC. 3. 3o
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En effet, chaque fois que nous avons appliqué un théorème de notre
/"+-»

premier Mémoire ou du Chapitre précédent à l 'intégrale ^ j /(T,r)Œ(T)rfT,
i/o

„+-

nous aurions pu remplacer cette intégrale par / ^(r, y) rfo-(ï), avec
Jo *

y^00

(p*(ï,y)== ^ ^*(^, y ) d u , en ajoutant l'hypothèse que (7(ï) est à variation
^ T

bornée sur tout intervalle fini et nulle pour T = o.
Cette dernière hypothèse se traduit par la même hypothèse sur sÇt).
D'autre part, on voi t que, si

.+OC

?(^ ^)==1 [ H^ x) du,
v i

on a
?^j)=?[V(T),7î(j)L

,.-+- 0= /-»+°0

de sorte que les intégrales ^ y*(T, y)rfo-(T) et ^ y[^ ^(j)]^(^) sont
••• 0 *-'0

convergentes ou divergentes en même temps et sont égales lorsqu'elles sont
convergentes.

2.2. On peut aussi faire correspondre à chacun des théorèmes 4 et 6 de notre
+ 00

premier Mémoire et 7 et 8 de celui-ci, où figure la série V u,^ un nouvel énoncé
0

obtenu de la façon suivante :

Outre les hypothèses sur ^Çt, x) mentionnées au début du paragraphe 2. i, on
suppose qu il existe deux fonctions V(ï) et ïj(y) possédant les propriétés indiquées
dans ce paragraphe, telles que la fonction ^*(ï, j) définie par (56) satisfasse
aux conditions imposées à ^Çt, x) dans le théorème considéré. Puis, ces deux
fonctions étant supposées fixées, et étant entendu que <f(t, x) est la fonction
définie par

r+x

cp(^, x) == f ^(Uî ^) du,^ t

on considère encore une suite de nombres réels Xi, Xs, . .., X^, . . . satisfaisant à

o ̂  Ào< ^i •<...< ̂ n< ... et lim À^==:+ oc
%>+oo

et une suite de nombres réels ou complexes Uo, Ui, . . . y u^ . . . ? et l'on transcrit
les hypothèses du théorème considéré, autres que celles sur ̂ (t, x\ et les conclusions
de ce théorème, en y remplaçant \n P^ ^n= A(À,;) partout sauf dans y(X^, x)
et y(X^_n, x'), et x par ïj(y) dans ces deux dernières expressions et par y partout
ailleurs.
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La légit imité de cette façon de faire résulte de ce que, si l'on pose, comme
au paragraphe 2. i .3,

P^J)^ f V(^ j) du,
*^T

on a
cp'(A,,j) =<p[^, Yî( j )J.

Dans la conclusion des théorèmes correspondant ainsi aux théorèmes 4 et 6
de notre premier Mémoire, on peut évidemment remplacer

^ <?) - 2 M»y>+^

par
f— (.r^n vlim Ï5 ——— — ^ Un̂  C7 ) .^+- L a .J M

D'autre part, dans le théorème correspondant au théorème 7 du présent
Mémoire, on peut remplacer l'hypothèse que la somme commune des séries

-+-X +00'

^?[^(J)]^ et ^J9[^, Tî(j)|-?[^-i^(j)1ïS,
0 0

tend vers S quand y tend vers + oo par celle que la somme de l'une des séries
+ X, • -)- ^

^cp(7,,, x)un et ^ [c?(^, ^)—cp(^+i, .a-)]S^

supposée convergente pour x appartenant à l 'ensemble ê, tend vers S quand x
tend vers x^.

De même, dans le théorème correspondant au théorème 8, on peut remplacer
l'hypothèse que l 'une des séries

+^ -t-^

S9^^^ et 2 ! ? [ 7 / ^ l Y i ( l 7 ) ]~^[À / ^ + l ? Y Î (^ )^ s / ^

0 0

converge pour y ^> a et que sa somme tend vers S quand y tend vers + oc par
celle que l 'une des séries

^ cp[^, x} Un et ^ [cp(^, ^) — 9(^1, .r)] S,,

(17) II faut bien noter ici qne S(j) désigne la somme commune des séries
+^ +30

^[^^(y)]^ et ^ fy[x. , •n(.r)]-?[^+i, •n(y)]}S,,.
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converge pour x appartenant à ê et que sa somme tend vers S quand x tend
vers XQ.

Naturellement, les théorèmes obtenus ainsi pourraient tout aussi bien être
obtenus comme corollaires des théorèmes correspondant comme il a été dit
plus haut aux théorèmes 3 et 5 de notre premier Mémoire et 5 et 6 de celui-ci.
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