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CLASSES DE SATURATION DES PROCÉDÉS DE SOMMATION

DES SÉRIES DE FOURIER
ET

APPLICATIONS -
AUX SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES

PAR M. MARC ZAMANSKY.

INTRODUCTION.

4 '
Dans un Mémoire antérieur [5] (1), nous avons indiqué les classes de satu-

ration pour quelques procédés de sommation des séries de Fourier des fonctions
continues. L'objet du présent travail est de donner une réponse plus générale
à ce problème en considérant les procédés de sommation définis par une
fonction sommatoire §Çu) telle que ^(o)=i, ^•(j)=o et qui consistent à
étudier Papproximation fournie d'une fonction continue

00

/(^) ~ -° 4-^ (a? cospx 4- bp sinjo^),
2 ^———

^=1
par les polynômes

7l — 1

pn(^f,^)=al•-}-^,§'(p)(apcospx^-bpsmp.c).2 '— \ n /
/?=!

Le premier résultat concernait le procédé défini par g-(u)=i—u

( 1 ) Ces chiffres renvoient à la bibliographie p. 198.



l62 MARC ZAMANSKY.

[procédé (C, i)j. Nous avons montré que la condition nécessaire et suffisante

pour q u e / f û t approchée à 0 ( ^ ) près par ses sommes de Fejer, était que la
fonction conjuguée /' de/satisfit à une condition de Lipschitz d'ordre i et
nous indiquions que cette condition était équivalente à

Çf^ +.)+ /(g- .)-./(..) ̂ Q^

uniformément en z et x.
Pour des procédés non réguliers, c'est-à-dire qui ne sont pas définis a priori

par une fonction sommatoire, nous montrions que l'étude était possible en
utilisant les propriétés des dérivées de polynômes trigonométriques P^(^ )
convergeant uniformément vers /(.3?) [procédés (C, k) pour k entier ^> o,
procédés de Jackson-de la Vallée-Poussin, procédés construits à partir, des
différences successives de /]. Les procédés non réguliers ne seront pas
envisagés ici.

Moyennant des conditions de dérivabilité assez larges imposées à^'(^), le
résultat général relatif aux procédés définis par g(u) de type p entier que nous
définirons, est le suivant :

La classe de Çaturation est définie pour? impair par /'^-1) eLipi , pour
p pair par/^^eLipi .

Au cours de ce travail, nous étudions l 'approximation de/(^) par des poly-
nômes provenant d'un procédé de type p lorsque/(.r) appartient à la classe
des fonctions dont la meilleure approximation trigonométrique d^ordre n

estO ( I } ouo f ^-K0 <^ r < ' P ) î complétant ainsi les résultats de M. deNa^y^l
\î^r ] ^ / î 7 / ^ ^ 2 7 r OJ L J

et nous obtenons une condition nécessaire et suffisante pour que/ (^ ou /^
satisfasse à une condition de Lipschitz d'ordre a (o<^a^i) , exprimée au
moyen de/.

A la fin de la première Partie, nous abordons le problème de la saturation
des procédés non nécessairement convergents, tels ceux qui sont définis
par i -+- ̂ .

La seconde Partie est réservée à des applications et à des précisions supplé-
mentaires. Nous donnons la relation existant en un point centre l'approximation
de/et / ' par leurs sommes de Fourier S,, et S,^, lorsque/est continue. Une
étude précise de l'approximation de /' par ses sommes de Fejer cr^ lorsque la

meilleure approximation E/,(/) = 0( ] L ) ou o( 1 •) nous a permis d^obtenirune
condition exprimée au moyen de f(^) et non au moyen de/(;r), ce qui faisait
l'objet d'un théorème antérieur. L'égalité obtenue donne des résultats concer-
nant les séries trigonométriques. En particulier nous généralisons un théorème
de Fatou et indiquons des critères de convergence concernant des séries de la
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P

forme Vâ^cos^a'4- b,^\\\n^x avec la condit ion V/z/,= 0(^,), plus générale
i

que -p-^- ^> y^ i et qui n'est pas incompatible avec la condition lim-^ == i.

RAPPEL DE RÉSULTATS ANTÉRIEURS ET NOTATIONS.

1. Soit

/(^) ~ --° 4-^ ̂  cospx -4- ̂  sin^w
i

une fonction sommable de période 271 et sa série de Fourier. Nous écrirons
n

( N. i ) Sn ( œ) == --° + ̂ . a? cospa- + bp ï\\\px
i

7T'

i r 1 /(^+ 2 ^ ) + / ( ^ — 2^) . , . . ,==: - ( t———————•/-:—————-sm(2^ 4- ï ) t d t ,
^J, smt . v

TC

(N.2) S»(^)-/(^)=-1 ^/^+^)+/^-^)-V(^,i,(,^,),^
'yo

La fonction conjuguée de /(^) sera désignée par/'(^) et lorsqu'elle existe
7l

(N .3 ) / '(a-)=-1 f [/(a '+2<)-/(a--a<)]cotg^/<.
•-'O

La série conjuguée sera

^ (bpco^f)œ—apS'mpœ),
i

7Ï

(N.4) S;,(x)=1- ( " f(3c +ît)- f(x ~ ï t ) [mst- cos(2« + i)t | dt.
^ ^0

Nous posons '
/ T\T C \ / \ ''0 + . . . + '5^—1( N . 5 ) o-,,(^)==—————————,

et lorsque l'égalité suivante a un sens

,,, ., . . . i r ^ " f { x ^ - t ) — f { x — t ) .
(N.6) f'-^n==— / ————————————^mntdt.

^o .
Ann. Ec. Norm., (3), LXVII. - FASC!. 2. , 2l



l64 MARC ZAMANSKY.

-2. Soient
( Ai(<)=Ai(/,d;, t) = /(.z- 4- t )-f(x-t),

( N • 7 ) . A^(<)=A,/,-,(<)-^-'A,/,_,f^,

( ^(i)=^,(f, X, <)=/(a---<)-2/(^)-+-/(^+/),

^•^ A^^A.^Q-^-A..^).
1 \ /

Soit E^(/) la meil leure approximation tr igonométrique de/(.r) d'ordre ^.

Nous rappelons que si/^ € Lipa(o <a^i), E,,(/)== 0( -^ay

Réciproquement si E,,(/)=0(^^) (o<a<i) , /^ existe et eLipa.
Si dans les hypothèses on remplace L ipa par lipa ou 0 par o on peut dans les

conclusions remplacer 0 par o ou Lipa par lipa, lorsque o<^a<^ i.

(N.9) Si E.(/)==0^) ou o(^ alors E,(/-)=0(^ ou oÇ1^

et la condi t ion nécessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est que

( T ^ . I O ) = 0(1)? uniformément borné en x et t,
t

OU

( [ V . i i ) >2 v ; =z o ( i ) ^ tend vers zéro avec < uniformément en .r.

3. Si l'on pose
0-1 — 2 (7., + . . . + n O-n

a", :—
i -4- 2 +. . . 4- rz

on a
( N . i 2 ) o-;; == (n + i) (^— cr/,) et <== (n + i) (cr;,— cr;-;-).

4. Soit cp(.r) une fonction continue, positive, non croissante. Si u n e suite
de polynômes trigonométriques P,î(^) est telle que

P4^)- /(^) i<^^ .
où k est entier positif , alors

r 1 1
( N . i 3 ) P^( .z ' )==0(^9(^) )+0( i ) / 9 ( < ) r / / 4 - 0 ( i )t/i
un i formément en .r.

En particulier si ¥^—f\=o(^\ o u o Q ^ on a

P^(^)=0( / i ) ou o(^) .
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Lorsque E,//) = 0 ( -I ) ou o ( -I- )? on a\n / \ n j

(N.i4) ^)-f(.r)=— F ^dt+of1-) on of1-},
fi •- J ^ t \'i / \ l i /

II

( N . i 5 ) ^ (^ - / )==2^(^- / )+0( i ) ou o( i ) .

Si f'\x) est continue pour o^x^ir^ :

( N . I Ô ) ^(^)-/(^)=^-^ +o( / I -y

CHAPITRE I.

CLASSES DE SAÏUKATION

Nous établissons quelques lemmes préliminaires.

LEMME I. — Pour que E^(/) •== 0 ( -1;. ) ûz^ o ( -1^ ) (/' ̂  o), il faut et il suffit que
A^i) = 0(i) ̂  o(î)pour 2p > r.

LEMME II. — SÏE,,(/)= 0 ( - I - ) o ^ o ( ^ ) î C 7 ^ = = 0(/z) ou o^n\

LÈMME III. — Soit \ ?„ } une suite de nombres positifs, tendant vers zéro pour n oc.
S'il existe une suite de polynômes trigonométriques P^(.r) d'ordre n, tels que
P,,—y=0(p,î) et que P^^Çx) = O^27'?,,), p étant entier ^> o, alors, q étant
un entier ^> i :

^jT"^81""'^0^' ^^A^)cos7^^=o(p")•/t /^
iSV dans les hypothèses on peut remplacer 0 par o, on peut aussi dans les

conclusions remplacer 0 par ô.

Démonstrations. — Lemme I. — Nous avons précédemment utilisé les
expressions ^^r'^^sm'/-/^,

^ O

différences entre une somme tr igonométrique d'ordre ^pn etfÇ.r) [5].

SiA^)=0(|^), <=0(^,).

Si -^/— -> o avec f, uniformément en x, posons —i—— == £(Y)pouro^f.^Ti.
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On a
n ^•K-A^ r+r+ra^1^-"^LA ^ A

^ ^£ . )<"=°(^)/ ̂ x^^o^-)/ l-^sinv+2^+o(^
^-^o^yr,\^ / V^/J i

car 2p ^> /',
„ r. \/n „ Tt /t

Si l'on écrit la dernière intégrale ^ + ^ on trouve, d'après la première

formule de la moyenne,
T T V ' r t

/-.7TV/M/^v" /-^" ^^ eu
j =0(1), J ^^J ^^=:0(I)-

^
•2/^-+

Réciproquement si P / ,—/=0 (- I7.) ou oi -I;,)î d'après (N. i3) on a

PS;2/')(•r)=:0(/^2/?-/') ou oÇn2/^) (27^ >r).
Écrivons

/(..)=^(P,...-P,.).

D'où, lorsque E ,=0(_^ :
os N 0 0

( i) A,/,(/, ̂  < ) =^A^(P,.^,- P,<-, .r, < ) ̂ S^S-
.1 1 N+l

OrA^(P , ,^ ,^ )= ^[^^(max P ^ l Y D o n c

A^(/,^^)=--0(|^^)^2.^-)+ ^ o(^)=0(!^|-2^) ^ ^1p-r

À-=l /:=N

en choisissant N de façon que

oN +-1 •^ ^ < - N -

SiE,=o(-1- ), on écrira ^\x)\ < ̂ n^-' 71im£,= o\ et l^on obtient
\n' / , \ n^ /

NA,/,(/, ̂ , <) = o(i < |^)V£i2*l2/'-^' + o (—y•̂ ^ \ -4 /
k=l

Or les hypothèses ^/,>o, £^==0(1) et^^ diverge, entraînent

/ N \N / N

^£^==o( ^^À

1 \ 1 /

^£^==o( ^^À )•
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Donc
A,;,(/, X, t) = 0([ t ^) 0(2^-)) + 0 ( ̂ ) == 0 ( | ^ i-),

en choisissant N comme précédemment.

Lemme II. — Dans un travail a n t é r i e u r ([5], th. 20), nous avons prouvé

que si E,,(/)= 0 ( ï- )? c^== O(^). Dans le cas où E,^(/)==o ( - ) . il suffit de
\ fl j \ Ti j

reprendre la démonst ra t ion en remplaçant l 'hypothèse ^^Çt)=OÇt) par
^Çt)=o{t').

Lemme III. — Nous avons vu ([5], p. 53) que si / possède une dérivée
d^ordre 2p bornée, alors pourZ:^2p :

A^)=i^0/max|/^)(^) \, ...,
\ ^ )

dk A\-lp- ^A^)=j^^-0(max fW(œ) ̂

Considérons par exemple
ï f^A,^) . . ,

^-n^y -^—^ntdt.r^-1 .̂  Vl

Si l'on remplace / par un polynôme P/,, tel que /—P/ ,==0(p^) , on commet
une erreur qui est O(p^) . Désignons par A^(^) ce qui devient ^pÇt) quand on
a remplacé/par P^ et intégrons par parties. Il vient

r ï ^n.(t)~}+x ï r+'[ ï ( d . \ q^.~}r ï A^)-F , ï r + w \ ^ ( ^ ^ n \ <î^p~}
tn- \~ ^ ~^~\ ^ ^ j , \^ \dï^) ~ ~~t^~\<

u— 1 -.. -i-\ +.. / h (^A- - ̂ 1 œsnt dt'
Or

1 -0 -L
. n ) \ T^P ,

^ , = 0 — (max | P^W i) =: 0(p.).

Donc
r\ / \ I /' 30 // d . „ \ cosnt , a /l4-ao /\"

«,=0(p,.)+^ ^^^dt--^f ^asntdt.

On intègre à nouveau par parties et l'on remarque que

[-^W~\ -o(^)n.ax|P^i=0[^W] -o(^)n.ax|P-i=o(^),

[M^-^] =0(^

A'L
i -' \ n
^ ——-^T=0(P»)•w'/4-1 / 1 y/4-

\ w /
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Après 2p opérations, on aboutit à des termes tels que

i r^' [ d^ . \snïnf , i r ^ " ^n(t) .
———— / - / — — ^ • p } — — d t , ————— / - / ; v ' ^\\\ntdt.
n'i-^pj^ \dx1^ - I ) Vi ^7-î+2/\^ t'l^'LP

n j i

La première quantité vaut

,^0(^|P^)l)^+ao$=:0(^)•
/(

La seconde vaut,
i ^^ tv'OÇn^'p,,)

,77-î-̂  J^ ——<,?.—— dt = ° ( P")-
/^

On constate :

i° que si Fon peut dans les hypothèses remplacer 0 par o, cette démons-
tration reste valable et dans la conclusion on peut remplacer 0 par o;

2° que si l'on suppose pour un entier / i^>o, P^.r) = O^'p») ou o^n'^,,),
le résultat précédent est valable, parce qu'en vertu du théorème de Bernstein,

pw^) == O^p/,)^-^ 0(^p/,) ou o(^p/,);

3° que, d'après (N. i3) , les hypothèses du lemme III sont satisfaites,

lorsque E^f)=o(^\ ou o^^^ ce qui entraîne E,(/')= °(-^) ou °(^)]-

COROLLAIRE DU LEMME III. — Si E,,(/) = 0 ( *, ) ou o ( -l^ ) î alors

i r^ ^W ^^^^of1^ o( ï - \ ( o < / ' ^ i ) ;
n J\ f1 \n'' ) \nr j —

//

1 f^^l^cos^^of1} o. o f - 1 ) (r>i).
^Jo t \n^ \ n ^

La première Partie résulte du lemme !..
Pour démontrer la seconde Partie, supposons d'abord que i < ^ r < ^ 2 et soit

i
i r^A^Q , i r i r4-'

IL^-==.——— I —————-COS2/^== ——— ( +——— (
2^7T^ . t'- 2^7:^ 2^7:^

/<

D'après le lemme I, la première de ces deux dernières intégrales vaut 0 ( -\

ou o ( F- } ; d'après le lemme III, la seconde vaut aussi 0 ( -'- } ou o ( -I- } '
\fif/ r \ n ï / \nr }

Si 2 ̂ /'<^ 4? on a

2^-^=2^-(7,-/==0(^.) OU o(^-\ [ ^ ] .
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En changeant t en -? on obtient

. . i r^00 A . ( 2 ^ ) , , i /•^A.^m^,^==—— f ———co^L\ntdt=^—— j ———cosïntat , .
2^7:^ ^ 2^7:^ ^

et d'après (N . 8) :
i r ^ ' ^ , ( 2 t )

^/( — 22 u.,n == —— y ——-—- cos 2 nt dt.
2 /î 7T J^ ^'2

La même démonstration que nous avons util isée dans le cas où i<^r<^,

prouve que cette dernière intégrale vaut 0 ( -^ ) ou o ( -^ )•\ n y • \ n J

On a donc

(2) Un-^U.n-^oÇ-^ OU 0^^

(3) ^ -2^=0( , 1 ) oa o ( , , V
\li .j \li j

On en conclut que Un= 0 ( -I^ ) ou o ( ̂  ) •

Si 4^ / '<^6, on forme
i r"^30 A/ ( t ^u^,—22^//^===.—— ( cos int dt.

2^7:^ f1

D'où

(4) ^-4^-2i[^-4^]=-^- ^ Ai^ocos2^^==0(/-I,.) ou o f - ^ V2 /î n" /̂ fc" \^ yi ^ '^ ̂  y

A partir de (2), on obtient
( 5 ) Mo,î— 2^^==0( - ) OU o( — )•

y n 7 - } \nrJ

De (3), (4)? (5), on conclut que Un~==- 0 ( -1,,) ou o ( -1;,)-
Ce procédé de démonstration est évidemment valable quel que soit r.
De ce corollaire, on déduit le résultat suivant :

THÉORÈME 1. —5ÏE,,(y) = 0 ( y. ) ou o ( y, ^ (^^> i), ûfo/^

^)-/(.)=q^+o(^) o. o(^).
En effet

^_^^_ fA^)^__ r-A.^) ^
• ' •" 2"7ÎJo <2 2/ ÎTT^ ^

Or on a vu([5], p. 78), que
f-'i \ l f^ 'A^an
•^^^ ^-^
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f ' {x\Le corollaire du lemme III appliqué à CT,,—/—v-—-—-, achève la démons-
tration.

On remarquera que les mêmes hypothèses entraînent que

/•(aQ-^)=^4-o(^) ou o(^).

I. — Procédés définis par g{u) =i — uf\ p entier ̂ i.

Rappelons en quoi consiste le phénomène et le problème de la saturation.
Soit (v) un procédé de sommation de la série de Fourier de / continue,

c'est-à-dire une suite de constantes y^ (k== i , 2, . . ., n\ n=-1, 2, 3, . . .) et
les polynômes trigonométriques

n

T,(Y, /, œ}= ̂  +^-^(^005^ + ^sin/^).
k=i

y\l existe une fonction Çv(^) croissante, telle que quel que soit n,
max[9^ (^ ) [T^—/ l ]^^» où a est une constante positive qui dépend de /, et

x

si de plus il existe des fonctions / pour lesquelles maxç./(^) [1\—/| <^ &,

où h est une autre constante dépendant de /, on dira que le procédé (y) se
sature. La classe de saturation attachée à (y) est l 'ensemble des fonctions
continues non constantes telles que

iT,,(r,/,^)-/(.)i=o(^).

Considérons le procédé Çg~) défini par la fonction sommatoire g ( u ' ) = i — u1'
l^=g-i ^\\. Désignons par T^ le polynôme ï\,(g; f, x\

THÉORÈME 2. — Le procédé Çg) défini par i — u1' est saturé; F ordre de V approxi-
mation de saturation est (p^(/î)= -^; pour que T ^ — / = ( ) ( — ^ il faut et il
suffit que

f'/?-1) € Lip i si p == 2 m + i,
y/?-i) ç ]^ip i si p == 2 m.

Démonstration. — Un calcul facile montre que
C(2m) Q..' Q.^ . ^•;2/n-l)

(6) T?,'»= S,,+ (- i)'»-1 -^ =^- -^ - ̂  +...+(- i)"^^'

C.(2W+1) -•/ - Q-(9/»)
/ ^ \ ^ 2 m + l _ - § _ ± _ ( _ _ i y ^ ^ _ _ _ _ _ — — o - - ^ — - " ^ - . .+(—1)^-!——.
\1) ^n ——^n-^-{ i ) ^,,^+1 — — ^ ^ /22 v / ^t2m

Si l'on suppose que pour une inf ini té de valeurs de n, soient /^,

T^-/==o(
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on aurait
1 Ç (T^-f^oskœdx^^-^-^k^a^ (k < n^
h J ̂  ' l p \ np /

donc û/,= o et de même &/,=== o. Ce résultat serait aussi obtenu si l'on supposait
que pour une infinité de n on avait

^T 2 m+1 f __ „ ( _1__ \

^ ~J'~ [^^J

Le procédé Çg) est donc saturé, <p^(7i)= I et la classe de saturation est à
/ T \

chercher dans la classe des fonctions telles que E^=0( ^ ) - Nous supposons

donc que E^(/)===0( ^ j e t nous cherchons l 'approximation en un point x
que fournissent de/les polynômes ï^.

Soit p = 2. Alors d'après (6) :

T^-/=:^-/-^.

D'après le théorème 1 :T.•-/-^-î^)^(«•,)•
et comme E,,(/'7) == 0( ^ ) î on peut utiliser le résultat relatif à la classe de

saturation attachée au procédé i — u , à savoir f " — ç j ' ^ ^ O f ^ ) - si et seule-r j n \n J
ment si /^GLip i ([5], p. 35).

Si p==3, /', f", /•', /•" existent et E,.(/')== 0 (^), E,.(/")=o(^)

lorsqu'on suppose que E,;(/) = 0 ( ^ )•
On a alors

T:) f^- f 0'"< 0"^1 '1 J - 9 ' 1 - } -TT -„'

^^+0^)-^-^,
/^ \ n ' / n n

— f'—^ ^ -i 0 ( ï \
-——n——~^+ 0^/

-{-;-°(A)-^°(,,>
-^-(^

/^— ^"n= 0 ( - ) si et seulement si y" €Lip ï .
Le théorème 2 s'établit de proche en proche par ce raisonnement.

Ann. Éc. Norm.^ (3), LXVII. — FASC. 2. 22
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THÉORÈME 3.-^E,(/)=o(^.)^o(^)(7->o),

.T/,(i — a i ' , f, œ) — /O) •=- 0 ( -̂. ) ou o ( -^. ) pour r <p.

Lorsque o</-<^ i, l'hypothèse E^== 0(-^ou o( ^ en traîne c^— /=0 ( ^)

ou o( ^ ) • Ce résultat classique résulte du lemme I.

SI i ̂ r< 2, soit T^ = Œ,- ̂  - ̂  +. . ..

Pour /•== i, on a obtenu ([5], p. 82) :

<==^r Al^)^+o(I) ou 0 (1 ) ,
/<

= ^ ( ( 7 / , — / ) + 0 ( l ) OU 0 (1 ) .

D'après le lemme II, o^=0(^), c^'^C^/i) ou o(^), donc ^l'!= 0(/^m-l)
ou o^1-1) et cr;^^ 0(7^m-l) ou o^"1) pour tout entier m^2. Par conséquent

T!-/^,,-/-^-';;.....0(,) »„ „(;,).

Si i <^ /•<^ 2, /v, /'/ existent, sont continues et leur meil leure approximation
d'ordre n est 0 ( — — ) ou o(——\ et d'après (N . i?) :\n'~1 ) \n' 1/ r \ /

(7;;/=0(/^'2-r) OU O(^^- r) , O^mO^2-7 ') OU 0(^-7 '),

Le théorème 1 montre que

^- /^^^Of- 1 ^ ou o(^\J n \n1 ) ^n'-)

Donc

^-f=f'f~^ 4-0^-) ou o f ^ - Vt/ ^ \^y v^'v
=0^) ou op-Vv ^ 7 / v ^ /

Cette méthode utilisée un nombre de fois suffisant démontre le théorème 3.

Remarque. — C étant une constante indépendante de x e tde n, e t7 'étant">o,
si l'on suppose que

^^f)-f\<G.

on a aussi

\^'n^f)-f'\<^'



SÉRIES DE FOURIER ET APPLICATIONS AUX SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES. 173

En effet !„(,§•, /)== Tn(§, f) et. d'après le théorème de Bernstein,
l^-Ï^K^.D'où

T'^-T^'\<^ i;l^--T;,^,l=o(^.), \r^.-f =o(^).
/;=o /

n étant un entier positif quelconque et p tel que 2/'-1^7^<^ a'', on a
^C-,-T„=o(^),doncT;-/'=o(^).DemêmesiT„(5•,/)-/=o(^,

ï;.^/)-/'-^")-

II. — Procédés définis par une fonction sommatoire g ' ( u ) de type entier/?.

Soit g'Çu) une fonct ion définie pour ^^o, continue, nulle pour u^> i.

DÉFINITION. — On dira que le procédé Çg) est de type p au moins, si g(u)
satisfait aux conditions suivantes : g(o) = i , ^(i) = o, g ' , g'\ . . . , ^•^+1)existenty
sont bornées pour o ̂  u ^-1, g^^) est à variation bornée^

^(o)=^(o)=. . .=^-D(o)=o.

Si de plus g^ (o) 7^ o, o/i rf^'ra ^^<? le procédé Çg ) ^y^ rf^ type p .

THÉORÈME 4. — Si le procédé (^') <?^ de type p au moins et si E^( /)= 0 ( \.)
ou ° Gi/-} ^0 <^ ''^^^ ̂ ^T/^ ^^ ""^^0 (^•)ou 0 ( ^/ )'

Ce théorème généralise le théorème 3. Nous le démontrons en usant du
théorème 3, des différences A^(/, x, t ) et des expressions de T,/^,/)— /
utilisées par M. B. de Nagy [3].

Soient

<=Tn(^f)-f= F A , ( / / )C(^ )^
JQ \ n }

1 /-'
C ( t ) == — f ^'(u) cos ut du.

i/o

Nous supposons E,,== 0 ( ^ )• Comme la démonstration est fondée sur l'emploi

des lemmes I, II, III et de l'inégalité (N . i3), elle sera valable si l'on remplace
partout 0 par o.

Par une transformation déjà employée, on obtient

u^u^-^uî^f AJ^)C(^)^,
Jo \ ^

^-^r^^-2-^^-2^2^^ ^(^C^dt-^n f ^,k(t)C(nt)cit.
^0 \ n / ^0
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Si ^==0(-^ ^"'^O^) aussi. Réciproquement , K étant une constante

indépendante de x et de n, si | u^' \ < ^ alors u/i~ci=o( l -\ • • , f /^of I \
• ' n ' ^ ^/' • /^ \ ̂ /' J n \ n'^ /

lorsque r ^> 2 Z: — 2.

En effet, par hypothèse u^' =o(,-1^' La série dont le terme général est

^^ 2^-^-1 [^^__ ^^-2)^2J

est absolument et uniformément convergente lorsque r^> 2À' — 2, car
Kg^^-2) __ K / i y

vp < iP1'^ ~ n7' [ ^-ik+i )

Donc, si l'on écrit
Uk-•î• ._ oïÂ-2 j,k-ï ^ ^
^n ' ^ u în <^ ".".î

1 ^/^~ï o'2Â-—2 / / ^—2 I ./--
1 l't•2^ —— 2 ^S2^ | <^

| ̂ -^n — 2'2^-2 ̂ f^2 | < ^ ' ' n '

en multipliant successivement par i , 22/l-2, .. ., 2/'(2/l-2), . . . , on obtient

'"-.-^••-"(^i^y-
i ^=i

Nous distinguons alors deux cas.

i° (g) est de type 2m au moins. En intégrant par parties, on trouve

/ o \ r- i ^ ^(^cosnt ^ " ( i ) s i n n t (— i)^(8) nC(nt)=^^—— - ^ ̂ ^ +.. .+ ̂ ^^^^nt

o.(2^+l)(o) (——l) 7 7^ />1

— ^——————2——L J-. v / I COSHUt </.o'(2//^+l)
^-m-^-l f2m+2 ' nîm^îfim+î / ^^rmiU^

^o

Soit ^ un entier tel que 2^: — 2<^/ '<^2^^2m.
D'après le lemme 1,

i

^ f A„(^)C(^)^=of- I-V
^o V ^ /

^.-t-»
D'après le lemme III, tous les termes de n ^/,Çt)C(nt\dt, où l'on a

• *A
n

remplacé CÇnt) par son développement obtenu en (8), valent 0 (-1,;)-

Le dernier terme est ̂ ^ f A!̂  \ f \dt. Si l'on y remplace / par P,,,
«A L o J
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on commet une erreur 0 (-L) et d'après ( N . i3) le terme obtenu vaut 0 ( J L ' }
\n / A v / \ ^ ' /

parce que 2/1^ 2m.

Si r= 2 / 1 — 2 , on remarque que pour une pr imi t ive d e / — ^ % soit F, on a

E,,(F)= O(^-r) et comme 2 ^ — 2 <^+i<2Z:,

T,^F)-F=0(^

d'où
T'^(^f)-f=o(^^ (th. 3, remarque).

2° (^) est de type 2m + i au moins.
Si 2 /c— 2^r<^2/c^2m, les raisonnements faits au i° restent valables.
Si 2m<^r<^ 2m+ i, il suffit d^utiliser ^^+2-

Si / '=2m, on a encore ^ : = 0 ( — ) ? mais on ne peut pas par les raisonne-

ments précédents, en déduire que u\= 0 ( ^ ) - Posons alors

(9) . ^)=€^^_^[^^^.

Comme ^(i)= o et g(o) = o, on a aussi ^1(1)== o et ^ ' i(o)== i.
On a encore

^=^^^^^^^^
Donc ̂ (o^o pour A- =i, 2, .. .,j9. Çg\ ) est donc un procédé de type (p + i)

au moins. D'après le i° et le théorème 3, on a encore T,,(^-,/)= 0 f-^.)
\^ n y

pour r-=- im et un procédé (^') de type 2m + i au moins.

THÉORÈME 5. — Classes de saturation : Pour que le procédé ( '̂) de type p donne

de fVapproximation 0( -^ )» il faut et il suffit que

y-^-DçLipi si j ? = = 2 m + i ,
y^-i) ç Lip i si p --= 2 w.

Écrivons d'après (9)
0-(/?)fo^ F cr'pYf f\\~\

( 10 ) T,,(^, /)-/.=-^U[T,,(i- ̂ , /)-/]+^+^2j[T»(^, /)-/].

Si l'on avait ï,,(^, /)—/=< )(^;) ' on aurait E, ,( /)==o(—), donc

T«(^ /) —/== o(^;) d'après le théorème 4. Mais T,,(i — ̂ , /) —f= of^V

Donc (,§•) est saturé et l 'approximation de saturation est 0 ( — , ) - (10) prouve
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alors que, si Pon cherche la classe de sa tura t ion dans la classe des fonctions f

telles que E,(/) = 0 ( - L on a

T.(^/)==o(^)-^^[T,(i-^ /)-/],

ce qui prouve le théorème 5.

Remarque. — On pourrait démontrer le même résultat , en imposant à^(^)
des conditions un peu moins restrictives, telles celles qu'a considérées M. B. de
Nagy[3].

III. — Procédés définis par une fonction sommatoire de type non entier.

Nous nous bornerons à étudier le cas de g ( ^ u ) = i —u^-Ço <^ a <^ i), lorsque
o^u^ï et gÇu)==o lorsque u ^> i.

On a ici

^n(^f)-f=^f A,f^ f (l-U^COSUtdu ^,

Si E,,= O ^ - ^ ) (r<^ a), la même méthode que nous avons utilisée, prouve

queT^^^-y^oC-V

Si E,,=0( — )? on aura encore

a r^A.^r /^"sinO /^sinô

^J, ^^[J. ^"t 9T-ït
T^,/)-/=0 ^ +^

sinO ,„ f^'sinô |
W-^-.i QT-Ï^J^

(") T^/)-/=0(^)+ ^,f
sin6

^^^Jo 9l-a "oj /j J i ^^
a r^'A^^f /^"sinÔ 1

-^J 7^[i .O-^6]^
A - 2 ( Q r r4"33 sin9

Or
/• sinQ^ ^y i

¥~^ ~ ( 0+7T)
— +... ^0 ^a+Tr)3 '— ^a.

Le dernier terme de (i i) est donc en valeur absolue moindre que

A, H
_^i[(<+^a_^J^f:
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et comme

/"^"^-oo),

l'hypothèse A^) = O(^) entra îne que

^( / )
^———^-[(^+7:)--^^^0'(^).

Donc

Lorsque /çLip a,^•--./'-/-«^^(ir'^"»);../:"^'".
/<

On peut généraliser à un procédé de la forme g{u)= i — u^hÇu), où h{u) est
cont inue et possède une dérivée première à variation bornée.

Remaj-que. — II est facile de construire des sommes tr igonométr iques cons-
t i tuant un procédé d 'approximat ion saturé et dont la classe de saturation est

par exemple L i p i . Ainsi les sommes T^(/, x) + OZL(^ répondent à la question.
Mais un tel procédé n'est pas défini par une fonction sommatoire g(ù) jouissant
des propriétés précédemment admises.

IV. — Condition pour que/'^ et/'^ e Lip i.

THÉORÈME 6. — 1° Pou?- que f^ e Lip i, // faut et il suffit que A/M•1(t/'?^ t ) soit
borné uniformément en x et t.

2° Pourquef'^eLipï, il faut et il suffit que f ^±1^5^^^^^^.

mément borné en x et £.

i° Si / ( ^eL ip i , A^(/, x, ^^rO^1). Réciproquement , supposons
que A^i(/, x^ ^)=Q(^4-1). Si p = 2 m + i , en u t i l i sant par exemple les
sommes trigonométriques déjà considérées ([5], p. 38), on voit que l'hypo-
thèse ̂ .n^{f\ x, t) = O^2^ ) en t r a îne E,(/) = 0 (^ri)- Sip == 2/72, comme
on peut supposer/ à valeur moyenne n u l l e (ûo=o) et comme

^A^^/):^^/^ x, / ) ,

F étant une primit ive de/, on a

^A,^(F, x, /)=:A^+i(/, x, t).



178 MARC ZAMANSKY.

D'où

A^,+2(F, X,t)== f ^m+l(f, a-, <) = O^2'"-^),
•^0

et par suite E,(F) = o(^), donc E,(/) = 0 (^).
Donc quel que soit p entier l'hypothèse A^+i(/, .r, ^)=0(^1) entraîne

E,(/)=0(^. Dans Fégalité T^A^/, ^ ^)=0(i ) , remplaçons /

parP,, tel que/—P/,=û(^-y L'erreur commise est 0(r). Or

.yp+i \ ( p ^ _1 ^ — ,,/y+i I p(/^l ) f Ï \ 1 .̂ _. 'c ] — 0 ( -I ^ •/^ ^ ,+ i i i / , , ^ , i—^ ^^_i^^ ^^ i^ > i — \ n }

Donc P;f+ l )(^)^=0(I). Mais

ip^i)(^_p^i)(^)i=0^)max P;^2^^) . •
\ n ] x

D^après (N. i3) : f^\x)=0(n\ donc P;̂ ,̂  0(i), ce qui entraîne
que/^eLipi .

2° Si l'on cherche la condition pour que / '^eLipi, il est nécessaire de
supposer que E,(/^)= o(^\ donc que E,(/)= oÇ-^)'

On peut encore supposer/*à valeur moyenne nulle.
Soitp^metsoitr^^^.

Prenons un procédé de type (2/72 + i), par exemple i — ^2m+l. La formule (8)
• donne dans l'hypothèse Ep= 0 ( ^^ )?

fyiîfn+i] ( r\\ r^^ A ( f\ / T \
T ( ï n^1 f\—f—-.-<i-———{0). / -m^-[ ) dt-}-0 j } 'l n[ l — U , J ) J ——— ^îm+ï j fîm —2 afc -T- ̂  l /^+1 )

n

Or la condition pour que T,(I—^rm + l , / )—/=0^^^^estque/•(2 m )eLipI

(th. 3). C'est aussi F'^^ ̂ =0(i). D'on résulte le résultat énoncé.
Js.

/ J \

Soi t jp==2m+i ; alors F étant une primitive de/, E,,(F)=0^ -^^ \' Or

^'""^•'^^"a'^-f. '))^.
^[^^^•^(.^a,^-^;^.')"'

=^^(,,^3,r^'^
^s.

en vertu du lemme I.
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,»+sc ̂  / F f}
Or la condition ^ ^L^'—â^=0(i) est équivalente, d'après le résultat

•^£

qui vient d'être obtenu pourjo = 2/72, à F'^4-^ e Lip i. Comme F'f2^-^ = /'•^m+i^

la condition C -^i°^==0(i) est équivalente à/'^^GLipi.

V. — Saturation de procédés non nécessairement convergents.

La démonstration qui suit est donnée pour le procédé g^u)== i -4- u, mais
s'applique aux procédés définis par i + ̂  (jo entier ^> o).

Soit
( 1 2 ) T^i+^/^^S^)-8^. •

Si/est une fonc t ioncon t inue quelconque, ces polynômes ne convergeront
pas nécessairement. Par contre, on voit encore que ce procédé se sature dans
la classe des fonctions dont la meilleure approximation est of-^V

\nj

Si l'on cherche la condition pour que l\(i + u,f)— /== O^Y on suppo-

( \
sera donc que E^(/)==0 ^ ) . Une condition nécessaire pour que

T,(i+^/)-/=0(^

est, d'après (N . i3 ) , que T:=0(/i), c^est-à-dire que S:(^)— ^ ' ( œ ) = Q(/z).
' / j \ 0*w

Or si E,,=0(^, (7'^==0(n) et comme ^=S[+-^-, on en déduit que

nécessairement S^(a-) = 0(n) et par suite que S,.—/= OJ'-1) [5]. En résumé,

si T,,(i+",/)-/=0(^), S,,-/=û(-^ et d'après (12), S;(a;)== 0(i).

Réciproquement si S^(a-)=0(i), on a S;,"=0(n), S:,= 0(ra), S,.-/=0(-^[5],

donc T»(i + y, /) —/= OQV
Ce résultat est général.
La condition nécessaire et suffisante pour que Tn(i + ur, f) —/== 0 ( -1- \ est

que
S^^O^), si p=^m+i, .
S;2'"' =0(i), si p=îm.

Il semble intéressant de noter, que cette condition est équivalente, dans le
casp=i par exemple, à S,—f==0(^\ et <j,—f=o(^\ simultanément, et
que pour les procédés tels que i — UP la classe de saturation pouvait également
être définie par cr;,12"1^^ 0(i) ou (^"^C^i).

Ann. Éc. Norm., (3), LXVII. — FASC. 2. a3
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Voici une autre différence entre les classes de saturation attachées aux pro-
cédés i — u et i + u.

Soit E^(/)= 0( - 1 ) et écrivons

/=^(Œ^-^)=^(Œ^-^).

D'après (N.12) ^=(c^—c^)(7i+i); comme

c r / , = ^ [ ( ^ 4 - i ) ^ — ( ^ — i ) ^ _ J , on a c r^—Œg^ J^ •

Donc la classe de saturation attachée au procédé i — u est obtenue quand
/ i \ . S*7

l ^ + i — ^ 1= ^ ( ^ p tandis que a^+, —c^=— ^ . ^ ' _ ^ prouve que la classe

de saturation attachée au procédé ï+u est obtenue quand a,^—- cr,J == of-1:;).

CHAPITRE II.

APPLICATIONS.

I. — Convergence de la série de Fourier et de la série conjuguée.

Le théorème suivant, qui fait intervenir le module de continuité co(À) de f(x\
est une variante du théorème 4.

THÉORÈME 7. — Si ^-(o) = i, ^-(i) = o et si g'\u) est à variation bornée, alors :
Sig\o) ̂ O,T,(^/)-/=-^(O)(Œ,-/)+O[^(^)];

^^(o)=o,T,(^/)-/=o[co(^].
Soit

-+- „!

T/z(^/,^)-/(^)=^ / A2(/ ̂  t)C(nt)dt, C(f)=- ^(u)œsutdu.
^o ^Jo

On a
i

/•»" i / \ -i
n f ^(t)C(nt)dt==0\ G)(^ ) .

^o \- \n/^
Donc

T.(,,/,-/=0[^)]-^-^

/;

i r ^ " ^,(t)\ ^"(i)sinnt g " ( o ) i r1 . 1
^-^J, ^ - [ - ^ ^ — — — ^ ^ ^ U sm^^'J^.
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V^i^^oLf^l [5].wj, ;'•• L wJ L J

D'où, d'après (N. i4) ,

T,.(^/,a')-/(a;)=-^(o)[(7,,(a;)-/(.r)]4-o|c»^')1.

7Z

THÉORÈME 8. — Ào^/if f^x')=^Ç [/(a;+2f)—/(.r—2î)]cotg^ et
K

co(A) le module de continuité de /(a*) continue. On a les égalités suivantes

do[(o(^)]p7•CT••

S;, (a-)(i3) S;,(a-)-/;,(^)=-^-2,

('4) ^-^Aj'S;,,^17'
4 \ n,

(15) =- IA,fs„,^+^,7rV
4 \ in n ]

(16) =S«^+^)-/(^),

C7) =-)"("-^)-^)]-

Considérons le procédé défini par g(u) == cos2 7 r M-
On a

COSÂ-(^;-+- a) 4- COSÂ-(^ — a) + 2 cosÂ-.r== [\ cos A-^ cos2 —a ,
2

sin Â-(.Z- 4-- a) -4- sin À (.r — a) + 2 sin Â-^ == 4 sin Â-.r cos2 -a .
2

Donc

^(^ï'^-i^^--:)4-5»^-!)-28"^]-
Lorsque E,,(/) == 0 (^. ) ou o(^-,) (o < 7- < 2),

(18) S,.(a-) -/(A.) = 0(E,,) - 'A./S,,, ̂ , "V
4 \ "/

Si l'on utilise a)( ^ \i on a
V"/

C9) S,,(.)-/(..)=o[o,(;)]-^.(s,;.,^.

23.
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Nous allons établir une égalité analogue pour S^(a;) — f'n(x'). De (N. i) on tire

^ ;A.(/^+^)+A.(/^-^) ^
A,(S^,^=^ -^———————^^———————^n^+i)^

r /i\i ^A,f/,.»+2<,^V
= 0 (d 1 - 1 + / —;—————————s'inîntdt,

L Wj J ,: <
' 2

car
sin(2/i + i ) < == sm^cos2/^ 4- costsm^nt, cotgt — - - == O(^) ,

6

A.(/,.±.^)=o[co(^)].

Soient A et B deux constantes absolues, finies, et s,,, £^ tels que
A , B
- <£/« £^< -)n n

n!•°"•"ft=o["œJ• r""=°[^^)]-Q
D'où

A•(s—:)=./:-^?+o["(.)}
S

Prenons s'^ ^- et changeons t en ^+ 7—- On obtient alorsn^ (\n u i\n

7l / 7: 7T\
/ y -^-^Aa /, . r + 2 ^ 4 - — — ? -. /„ 7r\ i f y 9.n n ]

A<) b^, ^, - == - { ——-——^————-————— cos 2 ̂  dt
\ n ) ^J_,_^ / ^ " \

2 4 7î \^ 4n /

^ î t . / . 7 r 7 r \
- 2 - 4 7 ï A 2 / , ^ - + - 2 ^ + ——— î - .- , ,-,i r \ 2/1 /i y , ..r / ï \\4- - ( ——-——:———;—:————-cos^nt dt-^- 0 c») - •

^J,_^ ^4-47^^ L V/ ÎÂJ
071 4^ \ n )

On peut à nouveau remplacer les bornes de ces intégrales par — -5 — £„, c^,,

-" et comme2
1 1 _ 7T 1

7T t (\n ( 7T \
^-+-7- 4 ^ ^4- .— )

4/1 \ 4^/

un calcul déjà fait maintes fois [5] donne
r\.

Ao ( S^, x. - } z= - I — cos ïnt dt -\- - \ —2 cos ̂ nt dt -{- 0\ w( - )\'
\ n ) n j ^ t nj^ t L \^ /J
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Enfin on remplace - par — et l'on prend £„== £^. Il vienti i- par —,
t t smt

i83

(20) A^S^ x, ̂ W^ J

W/^+ -^ +2^, 7rN) -A,f/, „+ ̂ - - 2^, ̂
V 2^ ^y V in n ]

sint
cos 2 /^ 0?^

•["a)i-+0 G3 -
\fZ .

(N.4)donne
S.(^)-/.(^)==oL^\1-^(^),

(21 )

, , i r^ f ( x ^ - i t ) — f ( x — i t ) , , ,
^(^)=- ( J^——————/. t / v — — — — — — ^ C O S ( 2 ^ 4 - l ) < ^ .

TT J Sin ^

D'où

, -£,.A,(/,a;+2<, ^) ^

(2Ia) ^(-^î)-0^^^/ u.'" ( - 1 1 + - ( —-——:—————- cos a nt dt + -
rt 7 1 ÎT ./ ^ sin t 7t.

Donc, diaprés (20),

^^)=0[^)]+A^
2 7t 7T \

2 1 ̂ -T'J-

Remarquons maintenant que

A. /•„, ̂ = 0 4 ^(A-^)=o[.(,)].

En effet

^(/••-.^^jf
ï A a ^ /, a'+ 2<, — J — Aal /, a; — • î t , -

smt
• cos t dt.

Sous le signe f , le numérateur vaut 0 (i)( ^ ) • On peut alors remplacer cotgï

par-1- et l'on obtient à 0 co( -^) près,

^4————î)- / (————-S)/ , -r.\ i r- •' \
î [ / n ' x ! n)= . j . ——

à,i f,,x,- )=- dt

J.Ï /( X -\- 2 t •
7T\ ,/
- ) — / [ X —
n ) J \

x — ît + -
n ,

dt

__ 2 ^/(^+9^)-/(^-2^)^

^J, ^
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Choisissons £,,^> —^> remplaçons dans la première intégrale tpoirt— -n-^ dans

la seconde t par ^+ —; un calcul facile donne
2 71

7Z

^(/^^^^O^^^+^^^+.Q-^-^^^,^)^

-o[M(^)j+^i„(sr/<^-^)-/^-^)] / / ^
\ " 4ii'7

^["œ}
En définitive, à partir de (21) on obtient à 0 < ' û ( - ) près,

(22) ^(S;,, x, ^ ) = : - - A 2 ( - ( . r ) , x, ^ ^ — A ^ S ^ , x— -^-î 7:).
\^ / \ ^ ] \ 2 7 1 / l y

Mais en utilisant le procédé cos—^? on obtient aussi

^K^^^-î^-.A^oK;)].
s•<"•-î;)-/W——[s•(•t+î;)-/w]+o["(;)•

En comparant à (19) et (22), il vient

s»(d;+^)-^=-iA2(s'^+^'!)+o ["(/;)]'
A / c 7^^ A /o 7T 7 T \ ..r / 1 \~1A^S;^,^=A^S»,^+^,^+0[co^^].

Il reste à prouver que
fn—^n^Zn{x)-=— , ^ ^ Z n f ^ , - ) î

à 0 ( o ( ^ ) l près, ou, ce qui revient au même,

^ ( ^\__ I A (\ .y 2 7r ^-(^)--4 ̂ ^ ^ÎTrTT/
Posons

71

/ ^ L r ' / ( ^ 4 - 2 ^ ) — / ( ^ — 2 ^ ,
^(^)==- / -———————^—————'cosntdt.TcJ^ sint

Changeons t en t— -; comme ci-dessus, on obtient
TÎ / 27T\ /./ • 27T \

,- / x - , - l f \ X - \ - < î t — — — \ — f \ X — { î t - \ - — —

î"(')=o["(^)] - U. -———^f7-^——n-l—dl•
sln[t n )
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Dans cette dernière intégrale, on remplace s i n ( ^ — 7r ) par sin?, on change t

en t-}- 7r» puis t en t— 7r et par combinaison linéaire, il vient

71 A / / • 27T\ A /-/• 27:\,A,(/^+^,^-A.(/,^-^,-^
Ç,,̂ )=- ̂  ——————————^-————————^os^+o[^)J.

D'où
il./', 27r \ A / <• 2 ÏT \

1 f^'""^'^. -^(/•"-^•ITm) ,^=--^j -^———————————^—————————————^cos(^+.)^<

^KO]-
D'après (21 a)

.„(.)= ̂  (S;,, ̂ )+o[co(^]=-^.(.,,,.^)+o[co(-^.

Ce dernier résultat achève de démontrer les égalités (i4), (i5,) (16), (17).
L'égalité (i3) a été obtenue dans un travail antérieur ([5], p. 78);

Conséquences. — 1. De i3), on conclut que a',,—fn=0 \^( î- ) ; cette éga-
lité précise la convergence de Œ/, quand/est continue.

S7 (T^\2. THÉORÈME 9. —Sipoury .^x^^ , -> o uni'formément enx pour nao,
la série de Fow'ier de f continue y converge uni fermement sur tout segment intérieur
à (a, P). Réciproquement^ si la série de Fourier de f continue, converge uni for-

^' ( œ} .
mément sur (a, P), -n-—- -> o uniformément sur tout segment intérieur à (a, P).

En comparant(i3) et (16), on voit que si pour a^.r^p, -> o unifor-

mément en ^ pour 7100, S„(.r+-7 r-)— f (œ)->o^ uniformément en x. Mais
\ 2 n i

s/t \x + ~ ) ~ s//(^) = ? s" (^ + 2^) (0 < 0 < 1 )•

Donc S^(^)—/(^) --> o uniformément en x sur tout segment intérieur à (a, p).
Réciproquement si S^(^) converge uniformément vers /, sur (a, ?), le

procédé i — u2 donne

^-/=-||+o[.(,)]
S"7 f x )et prouve que —— -> o uniformément pour ^ ^ x ^ ' ^.
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On a alors
S.(^) -/(..) = s^ - [s. (x + 7-) - S^)1/fc L \ ^^/ j

/ 7T\S^(^) 7T [., , , - , 67T\"|67^

2 /l [̂  " v / " v 2 /l ^

7T\S^) 6 7 T 2 , , / ÔO'TT'

= i-— - —''—— + — S^(^) — S,(^+ —
\ i n in L / l v ^/J

^ i__pLl_Z_ __s; ^+-— (o<0,0'<i).
\ 2 / n 4 ^ 2 " \ 2 / l / \ ^ ? ^ /

ç/ / \

D'où l'on conclut que sur tout segment intérieur à (a, p), ) ->o unifor-
mément.

3. THÉORÈME 10. — ./(-T) étant continue^ tout segment de longueur Î27r contient

au moins un point x tel que S^x) —f^x) <^ Aco( ^ ) î A étant une constante
absolue et (o(Â) le module de continuité de f(x).

En effet
c / T: \ ^ ^ ^(^)H^.)-^-—5

^s^^^} ̂ /w ̂ s^),
\ 2 n ) u ' ' n

^ ( ^ \ c l ^ 2S^(.r)S,, .r + — — S,, [x — — = —n—— 5
\ in ) \ ïn ) n

à 0 a) ( ^ ) près. Diaprés (i3) et (i5)

C / 7r \ C / 7r \ 1 l ' C / ^ C / 7r \ o / 7T M^•a'4- —— — ̂ n\X — —— }=— -\^n\^^- —— 4 - S ^ ^ - — —— — 2 S/, [ X -\- —— ,
\ 2^7 \ ï n ] a L \ 2/ î / n\ i n ) ^ a/^y j

D'où

et

ou

s./.+^^-s/.-^-y^oLf^i.
\ 2^ / \ 9 . n ] L V ^ / l

TT^ ..[' / l \~| 7T . STT^-S,,(^+^)=0[co(^^J, -^<,,,<^

S,(.+^+^-/(.)^0[.^)]

S«(^4-^)-/(.r)=o[(ù^)], ^a^^.S«(a; +«„)-/( 3-) = U | ( ù ( - ) | , 7-<g.n<——'
\.fv y _] n . n

-Ce résultat qui concerne les fonctions continues périodiques est à rapprocher
des théorèmes de Rogosinski [6]. Ceux-ci, pour une fonction continue, sont
presque triviaux. Le théorème 10 montre qu'à toot point x on peut associer
une suite { a ^ } , j < a / ^<— r ï telle que S,,(.r+ a,,)-^/(^) en fournissant de/

une approximation de l'ordre de C L ) ( - ) .
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II. — Étude de l'approximation de /' par o-^.

Nous décomposons ce paragraphe en deux parties. Dans la première nous
utilisons (jiï( ^ ) ? dans la seconde nous supposons que E^(/)=== û ( - ) ou o(-) '

1. On vient de voir que/^— (T^= o[ ̂ ( - ) | - Or en tout points où/' existe,
on a

7;

i r "
- f'(x)= ̂  \ [ / (^+2^)—/(^)—2^)]c0tg^^.

Donc
i

/•-<7;/=0 ^(-\ + ̂ j [/(^+2^)--/(.r-2^]cotg^.

Dans la dernière intégrale on peut remplacer cotg? par I? ï- par -L- et ne com-

mettre qu^une erreur 0 coi ^ ) - D ' o ù

/•--^^^^^-''^["a)}
Dans cette égalité, co(À) ^^ fc module de continuité de f(x\
Ce résultat contient des résultats connus : théorème de Privaloff(si /ç Lipa,

/' €Lipa aussi), théorème d'Alexits si /€Lipi , / '— a^0( ï ' ) | • Nous en
donnerons une application nouvelle. En termes volontairement imprécis, on
peut dire que l'égalité (23) permet de construire des fonctions « peu continues »
et dont la série de Fourier converge uniformément.

Soit/(a?) une fonction continue, nulle pour ,y==:o, impaire, qui au voisi-
nage de 0 est égale à co(a?) = ——^————~———^—^ (p entier fixe, a > o) et

log^log^...^^)

qui ailleurs possède par exemple une dérivée bornée. Un calcul facile montre
que

r f^_^=A^cit==——Jo t (l^^)
Donc

,. ._ i_ / i \
J ^——^lo^zT^^Ïoin)9

Ann. Éc. Norm., (3), LXVII. — FASC. 2. 2^
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La série de Fourier de/converge uniformément et/* est continue.
De l'identité

s' •
• ç" ^/t

0^= ^,1— -n
S7

on conclut que, -^ tendant uniformément vers zéro parce que S^ converge uni-
formément vers/(th. 9).

On peut aussi remarquer que

y-^^.^oLf1)]-.2 r^idt-1- r^idt.
L \»/J ^J., t -KJ, t

1

Comme Cn^(tldt=O^^Y
. J^ l L W

in

/'-^4-.;^oLf Iy14- Ir /(^-^-^(--^
L W.J TTJo ^

Or on sait [4] que
E^ (/• ) ̂  max [/• - 20-^ + cr;J ̂  4E^(/').

.Y

On peut donc pour de telles fonctions obtenir l'ordre de grandeur de la
meilleure approximation à partir de/(a?). Nous énoncerons :

THÉORÈME 11. — f ( x ) étant continue, nulle pour x = o, impaire, égale au voisi-
nage de 0, à ——-^———^——————^ Çp entier > o, a > o), admettant ailleurs

lo^log^...^^

un module de continuité (D ( h) tel que co ( -1 \ = o ( y-^- ) » la série conjuguée de f

converge uniformément et l'ordre de grandeur de la meilleure approximation
i

W ) est rnax ' F7("-^-t^- ̂  dt.
•v 7r J o ^

2. Dans la première partie de ce paragraphe nous avons donc donné
l'approximation de/' par a\ en fonction de f\x) 'alors que les résultats pré-
cédents la donnaient en fonction de /'. Cependant le module de continuité

de/(.r) est trop imprécis dans les cas où l'on suppose seulement E^(/)=of1)
/ \ \ n }

ou o( - ) • C'est l'étude que nous nous proposons de faire maintenant par une

méthode qui ne s'écarte pas sensiblement de celle dont nous avons déjà usé.
Un résultat plus général peut être obtenu en supposant qu'il existe une suite
{ p ^ } de nombres positifs tendant vers zéro, tels que P,,—/=0(p,,) et P^O^p/,),
mais le cas où 0,1= -I ou o( -1) est le plus intéressant.• fz \ n ) r
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THÉORÈME 12. — SiEn(f)= O^} ou o(^ :

a. Ç ^{x + /) ~"/'(tz?) dt ==/(^ + h) -f(x) + 0(h) ou o(/i);
' / 0

b. hr+^'(•v+t)+f'(•T-t)-îf'(•v}dt+f^+h)-fw=o(k) ou ow;
n ^h '

c. y(^)_^(^).-=:y(^+A)—y(^)+0(A) ou o(h),

où n = , ( partie entière de . ^> o. )
Ln i \ n )

Soit /•-'-^r'T""«'
et soit { £ „ 1 une suite de nombres positifs tels que - <^ £,,<^ -5 où A, B sont des/ï fi
constantes absolues, positives, finies.

Si E^=E«(/)=0^) ou o(;), on a E,.(/-)-o(^ ou o(;) ^-(•f'^t)=0^
ou 0(1) uniformétnent en a'. Soit Pn un polynôme trigonométrique d'ordre n
tel que P,,—/= 0(En). Alors P'n= 0(n^E„). Écrivons

f•-^=^r\-l-^^^^J HTtJ, mrj^ f2

Or
i / '^A,^) . , i /^"Ai^) rsinra< '| ,— / • ' sin/îi; clt= - 1 -—— — i + i \dt.nvj, r- nj, t t nt J

^ s'mnt ,.-./. o-, . i i r°"Ai(<) r'^in^^ 1 i i /•Comme —— — i =f0(/r), si dans - ( —— —— — i \dt on remplace /nt ' ' TT J^ t |̂  nt \ r J

par P,i, l'erreur commise est

0(E,,) f "<0(7^ 2)^=0(E„) .
i^O

D'ailleurs
P/,(^ + ̂  - P,/(^ - Q = 2^ P;/(.F) + t^OÇH^En).

D'où

^^••^)[^ _ ,̂  ̂ ••î^) [^ - ,],/̂  ̂ -̂ ?) ,,o(.,, „

-^r^-]-^.).
On a donc

i f^Ai^) . , ^_ . i / l£"Al(^ 2P,(^) r^rsinnt 1 ,—— ( -——sin/^^=zO(E^) 4-- / — — d t - ^ ———- I ————ï\dt.^J, t- ^J, l 7r Jo L nt \
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Etudions maintenant
i f^Ai^) .

Un = —— 1 —— sin nt dt.
nnj^ V-

Si l'on remplace/par P^, l'erreur commise est O(E^).
Intégrons par parties

Un== 0 (En) 4- [P.(^ 4- 5.) - Pn^ - S.)] cos^
7T/Î" £^

1 f+ S OP,(^-+.^-P„(^-^ ,
+^^ ———————^——————^osntdt

2 f^ 'P^^-Q-Pj^-^)
——^ l ————————-———————cosntdt.

TT/l2^ ^

En-intégrant par parties une fois de plus, on obtient pour Un la somme des
termes suivants :

(a ) rp^+^-p.^-s.)]^^
7T/2.'"£^

(P) . -r^^+^+p^-^)]^^
TT^Ê»

(ï) 2[P.(^ + £.) - P.(^ - £,)] ̂ ^p,

(ô) ^T f + o o j^^ p ^^ + ^+ p ^^-Q]-^[P^^+^)-Pn(^- ^)]}sm^^,.

(^ ï f + a o r p ^^+^~p^^-^)1 . ,
W ^^J^ [———————?-———————\smntdt.

Comme Pl= 0(71^^), le terme (ï]) vaut O(E^).
Puisque

P. (^ + £.) + P'//(^ - £,) = 2P»(^) + 0(/^() E, £,),

(p )vau t
2P'^)smn^

~——ï.^1——+0(L/0•

Dans les termes (a), (v) on peut à nouveau remplacer P^ par/et ne commettre
qu'une erreur O(E^).

Enfiale terme §, où Fon écrit P^^t)—P^—t)^2tP^x)+t20(7^ÏEn),
vaut

/•»4-90 /

î^J j^[p"(d ;+Q+P«(^-<)-2P'»(^)]-^P'»(^)+•^0(^E„)(sin^^;
SB '

et comme â,(P',, x, f)=0(f/^2E/.), ce terme se réduit à

0(E^)-4-^ f^dt.
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On obtient donc

r-Œ,=o(E,)+^ Ç^^dt
TTJo t

_^^M\ r^^^^n^--^^--^ f^^dA
nn \ J^ nt ^ ̂  n1 J^ t2 )

. , , f ïsmn £n~| ï
-+- Ai(£») COSnZn-^- ——————— ————,,

L n £/i J ̂ n £

(a4) y_-^0(E.)+1 f571^^
"•^o '
Ai(£^ ) r 2sin/i£,, |

+ —————— COS/Î £„ + ———————
TT^^L /l£^ J
2P^(.rr)r7T cos/^£^ 2sin/i£^~|

_^- ———— _ — ^ g — ——— — ———— .
/17T L2 nEn riî En J

Dans le troisième terme de (24) remplaçons /par P^; l'erreur commise est
0(E,) et P,(.r4-£.)—P.(^—£n)=2£,P,(a7)+0(/^2£^E,). Ce terme vaut
donc ^-"«^
D'où deux autres formes

/ „. ^ . ^ / T - ^ I ^^(^J Ai(£,,) 2P^(^ ) r7T COS/ î£^1
(25) / —7^==0(E^)+ "- / ——U^+ —————COS/Z£,,4- ———-——- - — nEn— —————- ,
v / J n ^Jy t TT^2^ ^TT l_ 2 , nSn J

I /^"Ai^) , 2P /„(^)r7T 1(26)/--^=o(E,)+^y -^-^4--7^F-[2-/^£nJ•

Or2(a^-/)-(^-/)=0(E,), donc
Pn— 2C72^4-0-/,=0(E^ et P^— 2(7^+0-^===0(^E^).

Or (N.12) et (N. i5) donnent a,= n(f — CT;,) + 0(/iE^). Donc

20^—0• ///==4^(/ ' —O-^) —^( / '—0- / î )+0( / îE^)

=:/l[2(/' — 2(7^4-0-;,)]+^(/'—^)4- 0(/îE,^

II en résulte que
P,(aQ = ̂ [/- (.x) - cr,(^)] 4- 0(^E»),

(26) donne alors

/>(^^).=— ^"Alp^+o(E,).
^ '<• ^n. JQ <•

Et en vertu de Ai(<) + Ai(— ()= 0(ï) ou o(f)

(260) f•^-^(x)=^-JS''f(œ+t\~f{x}dt+Q^n).

Si dans (24) on considère des termes en cosns,, et si l'on remplace Ai (en)
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par 2£^P^(*r), ces termes disparaissent et comme P^=nÇf—(J,*,)+O(E^,
il vient
/ x 2 / ^ - ^ / 2sin/î£,,\ i /^"AlC^) , Ai(£/Q /2sin/ î£,A - „ ,
( ^P) -(/ —°^) ^^+—^—— ^ - / ——-dt-^- , , ————" +0(E^).' / TT \ n ^n ) ^ J ^ t Trn2^ \ ne,, ) x nj

De même en groupant les termes en sin/ie^

/ o x 2 / ^ ' ^ / COS/2£/,\ 1 /^"Ai^) , A i (£^ )(28) -(/ —(7,,) ^s^4- ————/î = - ( ' dt-\- ——H cosnën.
^ v ft^ n nZn ] 7T^ t 7T/Î2^

Si dans (27) on prend Zn= —? on trouve2 fl
7l

,,. . , / l6\ ^,- , 32T,./ TT \ ,, ,'| 2 /^/(^^-n—/^)(/-^o(i+^}=o(E.)+^[/^+^)-/(.)j4-^^ ^——r——^
Et d'après (26 û )

/• - ̂ = ^ [/(^ + ̂ ) -/(^)] + 0(E,).

Enfin (N.4) donne '.-/ ĵ,"-^ '̂-*-0^)-
s/i

Dans le théorème 12, on obtient û et b en remarquant que le module de
continuité de / et/' est 0( Alog- ) et en considérant pour h donné, l'entier n

tel que ——— ^- h <; — •1 2 n + 2 — ' 2 ̂

Enfin lorsque E,,(/)=of-1') ouof-^,\ ̂  / \ / î /

/(^±2^LA5}_[/(^+ A) _ /(„)] ̂ O(h) ou o(7.) ([5], p. 53, th. 4).

On a donc avec X = -?
2

2 | y(^+ ̂  -/(^)1 =/f^+ ï-} -fW + 0 f-1-^ ou o( ï }
TrL'7^ 2^7 J \ n) \n) \n)

et parce que co(A)= 0( Alog^ ^ on peut remplacer ^ par /i, ce qui achève de
prouver c.

Conséquences, — Démontrons d'abord les théorèmes suivants :

THÉORÈME 13. — r étant ^> o, si S,,—f== o\ -7, ) ? o/i û û^/^ S/,—f = o( -^ )
\ ̂  / \ / l //

^^ la condition nécessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est que SW(a?)=oÇn/{~r)
pour au moins un entier k ^> r.

Nous avons prouvé ce résultat avec 0 au lieu de o ([5], p. 81,84). La
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démonstration est tout à fait semblable. Si r>i et si E,,(/)=of-1-^
/ i \ n

^{f'Y-=o[~^~[r Il suffît donc encore d'étudier le cas o</^i.

Si l'on cherche la condition pour que S,—f==o(^), il est nécessaire de

supposer que E,(/)=of^.

Si o</<i, en vertu de o,=S,+ ̂ , ̂ -f=o(^} si et seulement si

S;/=o(7^1-Q. D-après le théorème 4, S,-/+% = of^\ donc S.-^o^Vn- \n ] ./ \^rj /

si et seulement si, Sl=o(/i). Or S,'=o(/i1-7) entraîne S;/^^2-7-), donc
o • r ' l I Vs- •-f=° (./•)•

Si 7-=i,on a S,-/+ ̂  =^(^)^ donc S,-/=o(^^, si et seulement

si S:= oÇn\ Or Œ:= S;;- ̂  ; donc Œ:- S: = o( i ) et o;- S;= o(/î). Comme

(7;/'=o(^)(lemme II), S;//=o(/^), donc S;,—/' ==o(^V

Pour prouver que S;=o(^2-7) équivaut à S^=o(/^ / l- /)(^> 2), il suffit de
considérer le procédé i — u'-et de remarquer que S^^—^S;,)'^.

THÉORÈME 14. — 5o^ Up le terme de rang p d'une série telle que
n

^pup=0{n^) (a>o).
i

Si ? ̂ > a — i, fo ,ym^ V ̂  converge.
n

Posons A«=^pM/,, «„= ̂ ~^"-'. On a
1

n n
V u/) __ ^^ _ ^/7Z-1 ._ V1 •) / I I \
Z^p^ ~~ n^ m^ •~2^ ̂  [p^ - (^+i)i4-^
^ m

n

=0(m-P-)+0(^-P-.)+^o(^^(Q.
7̂1

7î

Si Up est une fonction continue de x et si ̂  ̂ p^(^) -> o pour n oo, uni-
i

fermement en x pour a^<r^ b, ̂  ̂  converge uniformément pour a^x^b.
En particulier soit

00

(T) ^Ap(x)î Ap(^)==apcosp.c-+- bp^mpx,
i

n

une série trigonométrique et soit S^) =V K p ( x ) .
i
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î lim8^} — n V ̂ wp,. ,. ;^(/y} ^ A ,,(.2?) . .S i l i m — — — = o , ^ -J—— converse au point x.
noc ^ -~ P ° l

t

Si sur un ensemble ê de mesure positive, -> o, V p ) converge
i

sur & et d'après le théorème de Cantor-Lebesgue : Op==o(p), bp=o{p).
S' f^') v^ A ' f ^ ' ^Si ——/ -> o uniformément en x, > -^—- converge uniformément.

i
Nous passons maintenant à quelques applications.

THÉORÈME 15. —Soit (T) une série trigonométrique
oo n

7 dp Wspx 4- bp siït?^, S/i^) == ̂ . cip Wspx + ̂ ^ sin^» .̂

i i

û. &— L v —^^OCi) o^ 0 ( 1 ) uniformément en x ( ^ î particulier si

\^P^f1^-^-- bp =Q{n)ouo(n)Y
i /

S^-ï^t^-^^OC,) o. <,(/.),

uniformément en x; n = I , F(^) === C — V p •
i

S7 fi2"')
Si ——'- ===o(i), 1^ ^^^ un ensemble & partout dense et sur ê, Sncowerge

vers F'.
c/

6. 5Ï (T) est la série de Fourier.de f sommable et si -n = oÇ i ) uniformément

en x, (T) converge vers f en tout point où f est la dérivée de son intégrale ( } ).

En effet s i— - -^=0(1) par exemple, C — ^ — ^ converge uniformément,
i

définit F et d'après le théorème 13,

C-V^-F =of^.
A 7? \n}

(1) D'après le théorème 13, on peut remplacer la condition n^ = 0(i)où 0(1) par sn-^ ===0(i)
n

ou 0(1), ce qui donne alors comme condition particulière ^/^C [ cip \ 4- \bp [ ) == 0(/^ / /^) ou o(^m)
ip

et pour le théorème 16 : V nf==. OÇnp).
i
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o/

Donc d'après le théorème 12 c où l'on écrit a^= S,,— -n et où S7,, est à rem-
n »

placer par V A/.r), on a
i

F(^+/ i ) -F (^ )S^) - —————^————/ == o( i ).

Si S:,(^)=0<^), S^^^OC/i1^) aussi; diaprés le théorème 14,^^
converge uniformément et d'après le théorème 13

C-V^-F^O^V
—* ^ \^/

Enfin, on sait [7] que si E,,(/)=o(1 ), la dérivée de/existe sur un ensemble
\n /

partout dense. Ce qui achève de prouver a. Quant à b, il suffît de remarquer
que la série de Fourier de l'intégrale de/, s^obtient en intégrant terme à terme
celle de/.

Ce théorème généralise le théorème de Fatou et celui de M. Zygmund [7].
o/ / \

On remarquera que l'hypothèse n { œ ) -> o uniformément, entraîne que

E, , (F)=o(-) îdonc que les coefficients de Fourier de F, qui sont an et b,
\n / ' n n

valent o( î- ) ? donc a^ et b^ coefficients de (T) tendent vers zéro pour ncc,

THÉORÈME 16. — a. Soit y.(<^ CQ^npX-\-bn sin^^), où an et bn tendent
îp

vers zéro pour poo. iSïV/^=0(/îp), cette série trigonométrique converge sur un
î

ensemble partout dense.

09 P

b. Sifr^^ (a^cosn^œ + 6^sin n^x) et si ̂  n/,= 0(np), la série de Fourier
î ' î

de f converge vers f en tout point où f est la dérivée de son intégrale.

p p
Démonstration. — a. Si ^/î/,=0(^), V o(/^)=o(/^); donc pour

î î
ç*/

^(a^cosn^x-}- b^sinn^), -n -> o uniformément en x. Il suffît alors de se
î

reporter au théorème 15.

b. La seconde partie découle du théorème 15 b.
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On remarquera que la condi t ion V/^.=0(/^) est plus générale que la
i

condition np±l ^> q^> i ; alors ^-i<^ ^? rip^<^ nr-1 <^ np^ - ' • ; donc
^u- ç ^7 y

-^-+ .+^ r-.nl±nl±-^±^=^î/^———z^y-o(i).
^ HP ^ q^ v /

/.=o
p

Cette condition V/^=0(^) permet de construire des sérieslacunaires,
i

qui convergeront sur un ensemble partout dense et où l'on aura cependant
.. /^-ilim -/— = i.
-̂ r n?

THÉORÈME 17. — Dans la classe des fonctions continues définies par E,,(y) = o ( —, )

[ A Y f •T /^ ~1
o// • / > ^ '—- = o( i ) uniformément en x h t existence en un point dune dérivée

seconde généralisée entraine Inexistence de la dérivée seconde ordinaire et les deux
dérivées sont égales.

En effet si E,,,(/)=o(^, ̂ ^f^=o(^\ et d'après le théorème 12 a et

AsCA ^, ^)=o(^), on a
f^^-h)-f(œ)^ i ^f'^+^-f'Çœ-t)^ ^

h i h j ^ t

Or
f(^.^t)_^^^t)=^(f(^^t)+f^-t)-2f(^)).

D'où en intégrant par parties
f'^+h)-f(x) ̂  i rA,(/,^A) ^ i r'^^t)^ ^_^^

^ . A^(/ , x, h) , , , f i x ^ r - h ) — f ( x ) ,. ., . , , ,. .,Donc si • / , , — - -^ / quand h -> o,t/-———-—;—— a une limite et cette limite
est /.

THÉORÈME 18. — a. Pour qu^ une fonction f{jx) admette une dérivée continue
/ 0\ •f r -1 /y f(x-}-h)—f(x) f ( x - { - k ) — f(x) . ,sur ((y., p), il faut et il suffit que'7———-—v——- — v————-—v-——-tende vers zéro,

uniformément en x, quand h et k tendent vers zéro de façon quelconque.

6. Pour que f'(x) admette une dérivée continue^ il faut et il suffit que

f „ ' dt tende vers zéro^ uniformément en Xy quand h et k tendent vers
«A '
zéro de façon quelconque.
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a. Il faut supposer d'abord que E,,(/) == o (^\ et la condition nécessaire et

suffisante pour que // existe et soit cont inue, est que o^— a',, tende vers zéro

uniformément en x quand m et n deviennent infinis. Mais, lorsque E/,(/)= o (ï- \
^=^(/ '—<)+0(1) et le théorème 12c donne

^-^^^"-^-^-^-^^-^^^z),

où/7^=[-^[^- /^==[^^]>

rOnppu^n^ipp.rirp^-^-^4-71)-/^-^ /^-^)-/(^-^) . x
L r /" " 2/t 2Â- "T~C '^ I^

parce que Aa(/; x, t) = o(^).1

6. On a

^^^(^-^^^(I)^^^^'2^^^^^!),

oa /l = [ /l1? ^q"6 ̂ (/') == ^ f ^ ) 5 donc aussi ^(7) = ̂ f1) •
D'où

i r//A.>(/,^, n ,^ / ^ - ^ = _ / —^——^4-0(1).•''•j/^ <•

On peut rattacher ce résultat à la question suivante : étant donnée une série
de Fourier, construite à partir d 'une fonction sommable ç(.c), reconnaître si
cette série de Fourier est aussi la série de Fourier d 'une fonct ion continue ̂ (œ\

II faut et il suffit évidemment que F(.r)= C y(^)^(en supposant éventuel-

lement y à va leur moyenne nulle), ai t une dérivée continue.
Le théorème 18 montre qu^ i l suffit de vérifier que

/-*7/ ^k

^ 1 ^^.,t)dt-^f A,((p,^)^

tende uniformément vers zéro en x, quand h et k tendent vers zéro.
On peut aussi poser le problème précédent du point de vue des coefficients

a,,, b^ c'est-à-dire chercher à quelle-condition doivent satisfaire les coefficients
a,^ b^ pour que la série de Fourier donnée soit celle d'une fonction continue.
A ce sujet nous ferons les remarques suivantes.

n

On a vu (th. 15 è), que la condit ion ̂ ( | a,, \ + ! b,, [ ) == o(/i) entraîne que
1

la série de Fourier de/converge presque partout vers /.



198 MARC ZAMRNSKY. — SÉRIES DE FOURIER ET APPLICATIONS AUX SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES.

n

Si au lieu de la condition Vp() â^| + 6^|)==o(/ i) , on impose aux coeffi-
i

cients la condition
^ /1 " ' \ •

(^ ^(^S^ ^!+ ^!))<+°^^" \ l i ^" /
n=l \ 1 /

alors la série tr igonométriqueVâ rpCOsp^+ bp^mpx, est uni formément
i

sommable (C, ï), car

o-/^i — (T,,= ^ ^ et S;/ ; ̂ ^P ( 1 ap 1 -+- 1 bp \ ).
i

/i
La condition (29) n'entraîne pas que ̂  pÇ \ cip + | bp \ ) = oÇn), mais seule-

i/i
ment que^Vjod^ +|^|) ^"d approximativement vers zéro, c'est-à-dire

i
n

que £ étant donné, l'inégalité ï- ̂ p{ \ cip + bp \ ) < £ est réalisée pour une suite
i

d'entiers n/, de fréquence ï (C/. Denjoy, Calcul des coefficients^ Ve Partie, p. 5i).

Supposons alors la condition (29) réalisée. ^ffpcosjo^+ bpSinpx est alors

S''la série de Fouricr d'une fonction continue f{oc) et comme c^=S/,+ -"- ?
à tout £ ^> o correspond une suite d'entiers de fréquence ï tels que

i ^/a-~/i < £ + £^»

où £^ tend vers zéro pour kao. On peut dire que la série de Fourier converge
approximativement^ de façon uniforme vers f ( ^x ' ) .
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