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CLASSES DE SATURATION DES PROCEDES DE SOMMATION
DES SERIES DE FOURIER

ET

APPLICATIONS
AUX SERIES TRIGONOMETRIQUES

-

Par M. Marc ZAMANSKY.

INTRODUCTION.

Dans un Mémoire antérieur [5] (*), nous avons indiqué les‘classes de satu-
ration pour quelques procédés de sommation des séries de Fourier des fonctions
continues. L’objet du présent travail est de donner une réponse plus générale
a ce probleme en considérant les procédés de sommation définis par une
fonction sommatoire g(u) telle que g(o) =1, g(1)=o0 et qui consistent a
étudier Papproximation fournie d’une fonction continue

f(@) ~ %3 +2(ap cos px + by sin px),
p=1

par les poiynémes

n—1

Pn(& f, )= %‘3 +2 g<£> (@p cos px + by sin px).

p=1

Le premier résultat concernait le procédé défini par g(u)=1—1u

(1) Ces chiffres renvoient & la bibliographie p. 198. '
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[procédé (C, 1)]. Nous avons montré que la condition nécessaire et suffisante
pour que f fat approchée a O <};> prés par ses sommes de Fejer, était que la

fonction conjuguée f° de f satisfit 2 une condition de Lipschitz d’ordre 1 et
nous indiquions que cette condition était équivalente a

,+@f(a;+t)+f(i—l)"2f(x)flt:0

(1),

&

uniformément en ¢ et .

Pour des procédés non réguliers, c¢’est-a-dire qui ne sont pas définis a priord
par une fonction sommatoire, nous montrions que I’étude était possible en
utilisant les propriétés des dérivées de polynomes trigonométriques P,(x)
convergeant uniformément vers f(x) [procédés (C, k) pour £ entier > o,
procédés de Jackson-de la Vallée-Poussin, procédés construits a partir. des
différences successives de f]. Les procédés non réguliers ne seront pas
envisagés ici.

Moyennant des conditions de dérivabilité assez larges imposées 4 g(u), le
résultat général relatif aux procédés définis par g(u) de type p entier que nous
définirons, est le suivant :

La classe de gaturation est définie pour p impair par /' €Lipr1, pour
p pair par /"Y' €Lipr. _

Au cours de ce travail, nous étudions ’approximation de /() par des poly-
nomes provenant d’un procédé de type p lorsque f(x) appartient a la classe
des fonctions dont la meilleure approximation trigonométrique d’ordre n

estO <Ii,> ouo (\:;) (o < r<p), complétant ainsi les résultats de M. de Nagy|[ 3]

et nous obtenons une condition nécessaire et suffisante pour que f* ou f*
satisfasse a4 une condition de Lipschitz d’ordre o (o< «-1), exprimée au
moyen de /.

A la fin de la premiére Partie, nous abordons le probléme de la saturation
des procédés non nécessairement convergents, tels ceux qui sont définis
par 1+ u”.

La seconde Partie est réservée a des applications et & des précisions supplé-
mentaires. Nous donnons larelation existant en un point z entre ’approximation
de f et f* par leurs sommes de Fourier S, et S, lorsque f est continue. Une
étude précise de 'approximation de /" par ses sommes de Fejer o, lorsque la

. . . - 1 1 . .
meilleure approximation E,( /) =0 <}i> ouo <h> nous a permis d’obtenir une
condition exprimée au moyen de f(x) et non au moyen de f*(x), ce qui faisait
I'objet d’un théoreme antérieur. L’égalité obtenue donne des résultats concer-
nant les séries trigonométriques. En particulier nous généralisons un théoréme

de Fatou et indiquons des critéres de convergence concernant des séries de la
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. P
forme Y a, cosn,x + b, sinn, avec la condition 2 n,=0(n,), plus générale
1

que n”l—/“ >>g>>1 et qui n’est pas incompatible avec la condition lim ”2= —1.

<=

po

RAPPEL DE RESULTATS ANTERIEURS ET NOTATIONS.

1. Soit

a .
Sflz)~ -»23 —1—2 a, cospx + by, sinpx
1

une fonction sommable de période 27 et sa série de Fourier. Nous écrirons

n

(N.1) S,l(x):fg —)—Za,,cospx—;—b,,sinpx
1

1a

o

_ 1 ([t + flez—21)

T.J, smtié .

sin(2n + 1)t dt,

2t) + flx—at)—af(x)

h sin(2n +1)¢dt.
s ( - )

(N.2) S,l(x)—f(x):q_lrf' J(x+

La fonction conjuguée de f(x) sera désignée par /() et lorsqu’elle existe

ela

(N.3) f’(x):%_f | f(@+ 2t) — f(x — 2t)] cotgt dt.

La série conjuguée sera

2 (bpcospx — a,sinpz),

1

sint

(N.4) Sy (z)= —71:] flztal) = flz—20) [cost — cos(2n +1)¢]|dt.

[

Nous posons

So+- ot Sn—l
n ’

(N.5) ou(x) =
et lorsque I'égalité suivante a un sens

-+ » . _ _
(N.6) feo= [ S+t - S= =0 G a.
thO . -

Ann. Ec. Norm., (3), LXVII. — Fasc. 2. . 21
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2. Soient

A=A (f, =z, )= f(x+t)— flxz—1), cee
A~2p+1(l) ~= A‘z/;~1 (t) — 2t A'.)p~1 (é)'

A2(l) :A‘Z(fv Z, t) :f(.l‘——l) - 2f(x) +f(x+ t)y

£\
Bep(8) = Dspa () — 22772 Dy s < 5).

(N.7) (
(N.8)

Soit E,( /) la meilleure approximation trigonométrique de f(x) d’ordre n.
Nous rappelons que si /€ Lipa(o <<a1), E,(f)=0 (#)
Réciproquement si E,(/)=0 <”p%) (o< a<1), [ existe et €Lipa.

Si dans les hypothéses on remplace Lip« par lipa ou O par o on peut dans les
conclusions remplacer O par o ou Lipa par lipa, lorsque o < a <1.

I 10

(N.g) Si En(f):O<,~l> ou o<,il), alors En(f'>:0<*) ou 0(%)

n

et la condition nécessaire et suffisante pour qu’il en soit ainsi est que

A, (2 . . .
(N.10) —Q—t(—) =0(1), uniformément borné en z et ¢,
ou
Al (¢ , . .
(N.11) -%—) —=o(1), tend vers zéro avec ¢ uniformément en .

3. Sil’on pose
s 01 20,4, ..+ noy,

n— )
1+2~4...+n

on a

(N.12) g =(n—+1)(es—0,) et o= (n—+1)(g,—ay).
4. Soit ¢(x) une fonction continue, pdsitive, non croissante. Si une suite
de polynomes trigonométriques P,(x) est telle que

Pule) — fay| < 2,

ou k est entier positif, alors

(N.13) Pﬁl’"(x):O(ncp(n))A—O(l)f @ () dt + O (1)
1

uniformément en .

En particulier si |P,— f|=0 <:—2> ouo (%), on a

P, (z)=0(n) ou o(n).
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I 1
Lorsque E,(f)=10 <}2> ou O<}i>’ on a

i oo [ o) w2

n

(N.135) n(o,— f)=o2n(g,— f)+ O(1) ou o(1).

>.

Si /() est continue pour o —~x 27 :

(N.16) )= Sy =L o]

S|

CHAPITRE .

CLASSES DE SATURATION

Nous établissons quelques lemmes préliminaires.

Lemve 1. — Pour que E,( /)= O< > ou o( >(l >0), il faut et il suffit que
A1) O(1) ou o(1) pour2p >r.

I

Lemue I1. —Sz'E,l(f)=O< >0u0< >,c =0(n)ouo(n).

Limme 11, — Soit { o, | une suite de nombres positifs, tendant vers 5€éro pour nec.
St existe une suite a’e polynémes trigonométriques P,(x) d’ordre n, tels que
P,— f=0(¢,) et que P}"(x)=0(n*"¢,), p étant entier "> o, alors, q étant

un entier >1:

/Zr/*l

o
_t A"’;(t)bmntdt__()(p”)’ _L_f A”l'( )u)sntdt__.O(O,,)
1
Si dans les hypothéses on peut remplacer O par o, on peut aussi dans les

conclusions remplacer O par o.

Démonstrations. — Lemme 1. — Nous avons précédemment utilisé les
expressions

A TEAL(28) . .
uh = L+t 2 )sm?I’“nt dt,

e+t 202

différences entre une somme trigonométrique d’ordre 27pn et f(x)[5].
Si 8 (0)=0( 01, =0 (1):
. A'l/l(t) . . A‘zp(t)
Si 2= -» oavecy, uniformément en z, posons ’ —— | =c(®)pouroLt_r.
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On a

1
n ks —+ o
A
p— p+t
Un= nep+t + -+
0 1 b
- n
[4
€| — |7

1
,_..O 1 A g " 2+ O i n i 2P+ O I
== W) E(t)l nir+=de + ;}-) FOEE si2P+2 ¢t 4 W
1 0 1 nm !
=o( - )+0(- s
n’ n' L
car 2p >,
mn

Tyn
Si I'on écrit la derniére intégralef + on trouve, d’aprés la premiere
1

T

formule de la moyenne,

wyn =n += ot
f = o(1), f :omf e —o(1).
: ~

ﬂ‘/ﬁ Ty n

Réciproquement si P,— /=0 <;7> ou o (Z[>’ d’aprés (N.13)on a
i P3P (2) =0O(n*-") ou o(n*7") (2p>r).
Ecrivons

@®

J(@) = (Puri— Pu).

1

D’ou, lorsque E,= O <~l,~.> :
n
@ N @
(1) Aoy (S, z, t):EAgP(ng“—ng, x,l):E—{—z.
.1 1 N—+1
OrA,, (P, x, )=t ‘-‘"O(max]Pﬁf’” > Donc
N @
Y I
Aop(fy 2, t) = O(IllgP)E okzp—r) 4 2 O<_)./7> =0,
k=1 k=N-+1
en choisissant N de facon que
1
Sva =<5

- 1) , . N on—p /1° \ .
SiE,=o <;Z~, )» on écrira | P (@) | < e, n* (llma,l—_— o) et 'on obtient
. 7 N n»

N
8o 2 =0 Bt o ()

k=1

\ ;o Q) . A
Or les hypothéses ¢, >0, ¢, =10(1) et Zv,.. diverge, entrainent

N N

Y eoi=o( X i ).
Yk <d />

1 o1
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Donc :
Q) (s @, ) =O([L[P) 0 (2YP7) + 0 <5%> =o(jeln),
en choisissant N comme précédemment.

Lemme II. — Dans un travail antérieur (|5], th. 20), nous avons prouvé
que si E,,(f)=O<;Z>, g,=0(n). Dans le cas ou E,(f)=0 <,%) il suffit de
reprendre la démonstration en remplacant I'hypothése A,(z)=0(z) par
A, (1) =0(2).

Lemme 11I. — Nous avons vu ([5], p. 53) que si f posséde une dérivée
d’ordre 2p bornée, alors pour £="2p :
A._,/,(t)::\’tP/'O(m'gx]f\"-’/’)(x)}), e

A ()= e O (max| /27)() ).

C
dx
Considérons par exemple

- »
1 A, () .
U, — f 2 )swnt dt.
1

ni=t 7

n

Si I'on remplace / par un polynome P,, tel que /' —P,= O(p,,), on commet

une erreur qui est O(p,). Désignons par A} () ce qui devient A,,(¢) quand on
aremplacé f par P, et intégrons par parties. Il vient

AL v T d q A?
R 2p . 1 /d ., B 1
= [ nt 144 1_1— nv ] Kz dz A’.’/: =y cosnt dt.
’ N

n n

Or
n Y — ! - P2 1y —
A%, <;l> =0 <n—,,> (max [P (@) [) = O (o).

Donc

ey v T d An \cosnt g AL L dr
Up— Prz) -+ n 1 Az =2 77 Y I —_Lt’/+1 cos nt di.
n

n
On intégre & nouveau par parties et I’'on remarque que

d I 4
n —0 m emi—0Q( L2
[dx A"’/’(Z)] . (n?/’ﬂ> 3x Rl < n >’

(= -
n

‘ I d n I i Jr—
‘_W<T’L‘A2/)>;;J 1———O(Prz)»

t= -

n

n !
1 A'l/' <;z>
= O(pn).

ni+1 1 \7+1
n
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Aprés 2p opérations, on aboutit & des termes tels que

+= 2 \ «1 +® An
1 dazr Ar ) Sn nt 1 AL (L) .
— T — A% lt, - smnidl.
ni=tee J dar = 17 niI—=1+2p 11
/ “1

n n

La premiére quantité vaut

I(2

+°°rlt
o4 1+,/}O(maX\P e )/ _‘O(P/l)

"

La seconde vaut

+2 gy
. f [IO(IL Pn) Z[AO(O”)
1

=2 10+2p
"
On constate :
1° que si I'on peut dans les hypothéses remplacer O par o, cette démons-
tration reste valable et dans la conclusion on peut remplacer O par o;
2° que si 'on suppose pour un entier k> o, P\”(2)=0(n"p,) ou o(n's,),
le résultat précédent est valable, parce qu’en vertu du théoreme de Bernstein,

PGP () = O (nfp,)nr—*=0(nrp,) ou o(n¥p,);

3° que, d’aprés (N.13), les hypothéses du lemme III sont satisfaites,

lorsque E,( /)= O< > ou 0< >[ce qui entraine E,( /)= <’I,> ou 0<—,£7,>]-
COROLI;AIRE pu LEMmE III. — STE,(f)=0 < ) ou o < >» alors

! 4. (2 )(JOS?H[(/[:_O<—]*> ou ()(~1—‘> (0 <r=1);

n n" Y

43!

% / A
/ 4. (2 ju()szntclt_()( l,> ou 0<'I;) (r>n1).
n A & U n

La premiére Partie résulte du lemme I..
Pour démontrer la seconde Partie, supposons d’abord que 1< r< 2 et soit

1 +°°A ( ) -+ =
Up=—= —— cosa2nl — —— .
2nT J, 2 2nTc

. L) - . , L
D’aprés le lemme I, la premiére de ces deux dernieres intégrales vaut O <n—,>

ou 0( " ), d’apres le lemme IlI, la seconde vaut aussi O< ) ou 0(’; >
Si éér<4, on a

1 1
Q2lopy— Up== 2T, — Gp— f: O </L'> ou o <;¢7> [,'|.],
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En changeant zen g, on obtient

2N 2 2NT t'-’

+ @ PR
1 A, (2t 1 TTEAL (¢
Usp— f 2(l ) coshnt dt = — ] 2:00) cosantdt,
0 0

et d’apres (N.8):

-+ %

. 1 A, (21

Uy — 22 Uy = 5 f 54, )cosz ntdt.
nm 2

<0
La méme démonstration que nous avons utilisée dans le cas ou 1< r<2,

I
n

prouve que cette derniére intégrale vaut O< ;> ou o <;;r>

On a donc

L Ik n
(2) Up— 22Usp,=— O <n"//> ou 0<n">’
/ I /1
(3) u,— thﬂll—okﬁr‘_> ou ()(/l,.>'
On en conclut que v, =0 <f;) ou o<if,>-
n 7
Si 4 =r<6, on forme

-+
1 A, (¢t
Usy— 22Uy = —— | E ) cosant dt.
ant ) I
0
D’ou .
Sank]
I A (2t 1 1
(4) wn— Gusy— 2 Usn— Guty] = —— —(—(‘,——)cosznt dt =0/ — ou 0(— )
’ anm,/, A n’ !

A partir de (2), on obtient

- \ I 1
(5) Usy— 22U, =0(-- ) ou o — )
n’ n’

De (3), (4), (5), on conclut que u,= O<,;,> ou o<—,;-,)-
Ce procédé de démonstration est évidemment valable quel que soit 7.
De ce corollaire, on déduit le résultat suivant :

-

Tneorime 1. — STE, (/)= O (',:,;> ou 0<-,:,,> (r>1), alors

) = o) = LED w0 (1) o of )

n’ n’

En effet
on(x) — f(z)= ! f Az(w)dz—;f Aei__,zl)cosmll(l{.
0 0

INT t? 2N

Oronavu ([5], p- 73), que
. o TP A (20)
S (z)= —ﬂ[ At

2
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Le corollaire du lemme III appliqué a o, — f — f—”é—x)’ achéve la démons-

tration.
On remarquera que les mémes hypothéses entrainent que

re—a@=r200( ) o of 1)

I. — Procédés définis par g(u) =1 — u”, p entier 1.

Rappelons en quoi consiste le phénoméne et le probleme de la saturation.

Soit (y) un procédé de sommation de la série de Fourier de f continue,
c’est-a-dire une suite de constantes y; (k=1,2,...,n;n=1,2,3,...) et
les polyndmes trigonométriques

n
o : .
T.(y, f, )= - —l—Ey’,ﬁ(ak coskx + by sinka).
)
k=1

Sl existe une fonction ¢.(n) croissante, telle que quel que soit n,
max|o.(n)|T,— f|] > a, ot a est une constante positive qui dépend de f/, et

si de plus il existe des fonctions f pour lesquelles maxo.(n)|T,— f|<b,

ou b est une autre constante dépendant de f, on dira que le procédé () se
sature. La classe de saturation attachée & (y) est ’ensemble des fonctions
continues non constantes telles que

L , N p ‘. 1 .
Tt ) S 1=0( )
Considérons le procédé (g) défini par la fonction sommatoire g(u)=1—u’
(y’;: g(i)) Désignons par 17 le polynome T,(g, f, x).
TueoriME 2. — Le procédé (8) défini par 1 — u? est saturé,; l’ordre de I’ approxi-

pour que T — f =0 (72]],)» il faut et 1l

1

mation de saturation est ¢.(n)= ;

suffit que
f7-veLip1 st p—=am-—+1,
f‘prl)eLipI sl p=2m.
Démonstration. — Un calcul facile montre que
6 T2m —S m—1 = (”?m) . a-;r,/ UZ ‘\m 2m—1)
( ) " 'l_l_('_l) W_g,l_;w—;ig+"'+<—l) n'-’m—1’
T2m+l —§ m ;EQmH) — — O';,/ O..Z 3 1)'" El‘.’m)
7 e R T e e

Si I'on suppose que pour une infinité de valeurs de n, soient n,,

1
mem —
l"p _-/—O< 2/1L>’

n

Y
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on aurait
: f “(sz Sf)coskx dx = (————-—I)m 1/{"’”51 —‘_0( ; > (k<<np)
_ n - v ) o0k ) U< Pl
TJs P n;™ \Il/,m

donc a,=o et de méme b, = o. Ce résultat serait aussi obtenu si I’on supposait
que pour une infinité de » on avait

I
2m-+1 —_
T, —f~0<—=m—|>'

n,

Le procédé (g) est donc saturé, o,(n)= }; et la classe de saturation est a
Lo
chercher dans la classe des fonctions telles que E,= O (n[]> Nous supposons

donc que E,,(f)=O<;lI—b>‘et nous cherchons I'approximation en un point

que fournissent de f'les polynomes T7.
Soit p =2. Alors d’apres (6) :

o

T:— f=on— f — I,
‘D’aprés le théoréme 1 :

PR A COR ) +0<i>,

n n n*

et comme E,,(f">:0<,ll—>a on peuat utiliser le résultat relatif a la classe de
saturation attachée au procédeé 1—u, a savoir /' — g =0 <,IL> si et seule-
ment si f'€Liprt (|[5], p. 35).
. o , " . oy . . 1 N I
Si p=3, f' f' [, " existent et B,(/)=0(,5 ). E,L(f>_o<h,>

lorsqu’on suppose que E,(/)=0 (;;;>
On a alors ‘

.
T,f—f:a,l—f—% — Oy

f.l 1 o_./ O_/I
= — 4+ O(*';;) — L — '%7

n n’ n n-

At AN
=L2%_%o(%)

n n®

S— 5:120(,» si et seulement si /" €Lip1.

Le théoreme 2 s’établit de proche en proche par ce raisonnement.
Ann. Ec. Norm., (3), LXVIL. — Fasc, 2. 22
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, N .. 1 I .
TukoriMe 3. — ST E,(f)=0 (»”;_> ou o <'}u"'> (r>o),

T,(1—wr, f, ) — f(£)=0 </z;> ou o (J/) pour < p.

\ /

Lorsque o < r< 1, 'hypothese E, = O<£—,—,> ou 0(;},.) entraines,— f=0 (”17>

ou 0()2"‘)' Ce résultat classique résulte du lemme I.

"

- . ag c
SttZra,s0it T =0,— % — 2 .. ..

n n*

Pour =1, on a obtenu ([5], p. 82):

+
a;l’:;!%f Az({:‘t)dt—t—()(l) ou o(1),

n

—=n(o,— f)+O0@) ou o(1).
D’apres le lemme I, ¢, = 0(n), 5,"=0(n) ou o(n), donc &, =0(n"")

n

ouo(nm)eta™=0(n"")ouo(n™ ") pour tout entier m>> 2. Par conséquent
o, o, 1 "/
T — f=g,— f— " — " ... =0 -} ou of )
e =t n nt - n n

Si1<r< 2, [, [ existent, sont continues et leur meilleure approximation
, N I 1 y . \ .
d’ordre n est O<T’—7> ou o <F) et d’aprés (N.13):

o, =0(n*") ou o(n*"), og,=0(n>") ou o(n*"),

Le théoréme 1 montre que

Done

v =L 0(n) o o)

Cette méthode utilisée un nombre de fois suffisant démontre le théoreme 3.

Remarque. — C étant une constante indépendante de x etde n, et rétant > o,
si I'on suppose que
G
1Tl ) = S1< 55

on a aussl

!

, C
1Tn(g7f)—f/}<”;
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En effet l"(b,f)__T(g Vi) et d’apres le théoréme de Bernstein,
IT/——ll <";’;'DOU

2n
’ ’ C/‘ e 1
]T“,p“—T.:p)—i|<W’ Z|T~>I’+‘_T7‘4KF‘|_ <2,;,> |F2"f‘_f/I:O<2_pfi—)r>'

k=0

n étant un entier positif quelconque et p tel que 2r'—n< 2", on a

T, l—l"_0< >d0ncT —f= ( >Demem951l,l(c,,f) S= <F)’
(g )= S =o(, ) |

II. — Procédés définis par une fonction sommatoire £ () de type entier p.

Soit g(u) une fonction définie pour z >~ o, continue, nulle pour u "> 1.

DeriNiTION. — On dira que le procédé (g) est de type p au moins, st g(u)
satis fait aux conditions suivantes : g(0) =1, g(1)=o0, g', 8", ..., g\’ " existent,
sont bornées pour o —~u =1, g\**') est 4 variation bornée,

§'(0)=g"(0)=...= g7 (o) =o.

St de plds g"¥(0) £ 0, on dira que le procédé (8) est de type p.
TuioriMe 4. — Si le procédé (g) est de type p au moins et st E,( f)= O(
ou 0< > (o rp),alorsT, (g, f)— f= ()< >0u o( >

Ce théoréme généralise le théoréme 3. Nous le démontrons en usant du
théoréme 3, des différences A,,(f, z, ¢) et des expressions de T,(g, f/)— /f
utilisées par M. B. de Nagy [3]. ‘

Soient

nr

wy="T.(& f *f A, ( C(L‘) dt,

1
C(t):%f &(u)cosut du.

0

Nous supposons E,= 0 <7z> Comme la démonstration est fondée sur ’emploi

des lemmes 1, II, 1II et de I'inégalité (N.13), elle sera valable si I'on remplace
partout O par o.
Par une transformation déja employée, on obtient

+» .
)= u)— ’ugn:f AP<£> C(¢) dt,
0
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. . 1 - I . ;o -y
Siu,= <*;>3 ul 1:O<—~,—,) aussi. Réciproquement, K étant une constante
n n" )
. . skt K —2 I 0 1
indépendante de x et de n, si [u, ' | < 2 alors u; :O<;ﬁ->’ csul=0 <;i’:>’

“lorsque r > 2k — 2. ’
En effet, par hypothése u) ' = O-<—¥;>— La série dont le terme général est
n /

= oi2k—2)p—1 [uﬁ‘,f_%n — o24k—2) ufp—”‘z]

est absolument et uniformément convergente lorsque r > 2k — 2, car

Kor24=2) K 1\
B

oPrp’ _;l—’ o——2k+2

Done, si l'on écrit

K
k—2 2h—2 k=21
lun —2 wyy” | << ;,7’
K
k—2 92 k=2 |
Py, 2 usy? | << Pl
........................ R
Kk
k—2 _ 9k—2,, k-2
| wip=i, — 22y, | < i

en multipliant successivement par 1, 2?2, ..., 2/®=2____ on obtient
o . 1 ww 1 »
Rz <Zv,,: 0 (;;-) Z <2—_T:> :
1 p=1
Nous distinguons alors deux cas.
1° (g) est de type 2m au moins. En intégrant par parties, on trouve

&'(1)cosnt  g"(1)sinnt (—1)m™
n2 e - n3 e . p2mA2 22

&+ cosnt

(8) nC(nt) =

o-(~2/n+1)(0> (___ I)m+1 1
5 9

— g (2m+1)
nAmeE2 p2m+2 + nmt gm+2 [ cosnul dg .

Soit £ un entier tel que 24 — 2 <r<2kZam.
D’apres le lemme |,

nfo%mkmcw) di=0 <,;>

D’aprés le lemme III, tous les termes de n/'HAM(t)C(nt)a’t, ou l'on a

n

remplacé C(nt) par son développement obtenu en (8), valent O <%>

2m—+1 t?’n-l—?

Le dernier terme est — . Bai(d) [fo ]a’t. Sil'on y remplace f par P, |
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on commet une erreur O <%> et d'aprés (N.13) le terme obtenu vaut O <%>
parce que 2k = 2m. '

. .. « P
Si r=2k— 2, on remarque que pour une primitive de f/'— 7297 soit I, on a

E,(F)=0 <ﬁ) et comme 24 — 2 < r—+1<2#,

Tu(g )= F=0(55);
d’ou '
T.(g f)-—-f=0 (%) (th. 3, remarque).
2° (g) est de type 2m -1 au moins.

St 2k —2Zr<2k-2m,les raisonnements faits au 1° restent valables.
Siam < r<a2m—1, il suffit d’utiliser A, ..

e I . .
St r=2m, on a encore ujﬁ‘:0<n~l,>, mais on ne peut pas par les raisonne-

s , . 1
ments précédents, en déduire que u, =0 (;) Posons alors
N\

g(/f)(o) g‘(l’)(o)

(9) - gt = ey | £ ),

Comme g(1)=o0et g(o)=o0, onaaussi g,(1)=oet g (0)=r1.
On a encore

g7 (o)

g P () =

o(p)
wp—k+1) [1 yo p(‘o) 1 & (u).

Donc g\”(0)=o0 pour k=1, 2, ..., p.(g,)estdonc un procédé de type (p +1)

. . . ‘ ) 1
au moins. D’aprés le 1° et le théoréme 3, on a encore T, (g, /)=0(-.
P o n’

pour 7 = 2m et un procédé (g) de type 2m -1 au moins.
TutoriMe 5. — Classes de saturation : Pour que le procédé (g) de type p donne
de f I'approzimation 0< ;:7)>, i faut et il suffit que
Srtelipt  si p=am+,
Jr~' eLip1 si p—=oam.
Ecrivons d’aprés (9) /

(Ts— w fy =11+ [ 14+ 22 g1 1) = 11

g7 (0)
p!

(10) Tn(g)f)_f:_

St l'on avait T,(g, f)——f:o(;ll—,)), on aurait E,,(f):o<;;—],>, done
T.(g, f)—[f= o<%> d’apres le théoréme 4. Mais T,(1 — u?, /) — f=0{ - >

\n?
Donc (g) est saturé et Uapproximation de saturation est O(;:;>- (10) prouve
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alors que, si 'on cherche la classe de saturation dans la classe des fonctions f
telles que E,(f)=0 <ni/’\) ona
Tn(g / < [ >_g;)(!O)[T"(I—”p’f)_f]’

npe

ce qui prouve le théoréme 5.

Remarque. — On pourrait démontrer le méme résultat, en imposant a g(u)
des conditions un peu moins restrictives, telles celles qu’a considérées M. B. de

Nagy [3].
I1I. — Procédés définis par une fonction sommatoire de type non entier.

Nous nous bornerons a étudier le cas de g(u)=1—u*(0o<a<1), lorsque
o~ur1etg(u)y=olorsque u>1.

On a ici
R0 IR

\n, [f s 15mutt[u] dt,
t ) 0 _
VA
Si E,l_0< )(7 < a), la méme méthode que nous avons utilisée, prouve
que T(g. /) —/=0( ;5. )

SiE,= 0< > on aura encore

" I o TEAO [ T sin0 **sin0
T.(g, f)—f= ()<”1> + — i [ mll() —f = di | dt,
1 A nt

0

I
R
5\;
+
8
P
/\
S
\/

n

o /1 @ 77 sin0 +°°L\¢,(t)
(r1) ln(g?f)_f:()<,ﬁ>+ [ﬁ"ﬂfo fi—a ZOJ[ e di

r
+°°sm0 I 2 2
/ = GL([O 0' 1—(W+ di| < (a—+m)*— a*.

Le dernier terme de (11) est donc en valeur absolue moindre que

A"(',ti \)

-+ » 2
f -—uﬂ—/[(t—l—'ﬁ)‘x—lz](ll,
1
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et comme

[+”(l—.¥—7r)°‘~— 1

/ dt =0(1),

“1

I'hypothese A(_,(;t) = 0(1*) entraine que

14
f.w’izggl[(ﬂrﬂ)“— ‘“]‘”:O(.’%)'

Donc
Lorsque f€Lipa,
3 - 1 o T sinf R W
T"(I—LL 7/‘)7 AO<}F>+<% [ 01_3‘([6>-)7&‘_/ m({[.

0 1
n

On peut généraliser  un procédé de la forme g(u)=1— u*h(u), o h(u) est
continue et posséde une dérivée premiére a variation bornée.

Remarque. — 1l est facile de construire des sommes trigonométriques cons-

“tituant un procédé d’approximation saturé et dont la classe de saturation est

. _— L o, (x) s .
par exemple Lip 1. Ainsi les sommes T/ ( f, #) + ~—— répondenta la question.
Mais un tel procédé n’est pas défini par une fonction sommatoire g(u) jouissant

des propriétés précédemment admises.

IV. — Condition pour que f/'*' et /*' € Lip 1.
A/!—H(f? x, 1)

TutoriMe 6. — 1° Pour que f €Lipu, il faut et il suffit que s sout

borné uniformément en x et 1.

2° Pour que [V €Lip1, il faut et il suffit quef M———Mdt, soit unifor-

[])—f»z

mément borné en x et <.

1° St fwelLipr, A, (f, x, t)=0(""). Réciproquement, supposons
que A, (f, x, t)=0(t+"). Si p=2m—1, en utilisant par exemple les"
sommes trigonomeétriques déja considérées ([5], p. 38), on voit que I'hypo-
thése Ay (f; 2, 8) = O(22+* ) entraine E,( /) = O<

_on peut supposer / & valeur moyenne nulle (a,=0) et comme

)- Sip=2m, comme

n 2/m+2

/ ,
;(l_l A2m+2(f) == A‘an»L(fy X, [)7

.

F étant une primitive de f, on a

d )
275A2’11+2(F’ &€, l): Aam+1(f; x, l)~
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D’ou
. 3
Aumea(F, 2, 1) = / Nomer (f, @, ) = O(2m2),
0

et par suite E,(F)=0 < )”H,) donc E,(f)=0 <%>
Donc quel que soit p entier 'hypothése A,.,(f, x, t)=0("") entraine

E,l(f)_ <,—,m> Dans l'égalité ne+! A1,+,< , @, 7ll> = 0(1), remplacons f
par P, tel que f—P,= O<’ p+1> L’erreur commise est O(r). Or

' /
I I 1
np+ 3 P P sy 77 Juat WA ])+1 | — I —
p+1< ny Ly n P (g) | n

Donc P7(2) == 0(1). Mais
PP = P ) = 0 ) Jmax | P (o) |

D’aprés (N.13) : ”*”(x)—()(n) denc PV (ax)=0(1), ce qui entraine
que /" eLipr. -

2° Si I'on cherche la condition pour que /" ” €Lipr, il est nécessaire de
supposer que E,( /)= O<£>, donc que E,( /)= O(n;+1>-

On peut encore supposer / a valeur moyenne nulle.

Soit p=2m et soit f Bana(V) gy

2m+2

Prenons un procédé de type (2m + 1), par exemple 1 — »*™**, La formule (8)

“donne dans 'hypothése E,= 0< )mH)

o (2m—+1) +» I
T, (1 — ugmﬂ?f)—f:i 2 o) AJTH (t)dt+0< ’m+1)

't2/1l+1 . tZﬂl“ 2

n

Orla condition pour que T, (1 —u*™*!, f)— f= 0( ,,”H>estquef'<2’"’eLipI
(th. 3). Cest aussif Bensll) gy O(1). D’ott résulte le résultat énoncé.
g

2m+2

N AN
Soit p=2m 15 alors I étant une primitive de /, E,(F)= 0(#) Or
+wA2nL ( ,.1’, t) e (l’ dt
_+1_f__(n:fs o Bans (Fy 0) s

[‘Zm—v-:i
::[A?hl+"¢(F! t)]+w+ (2]}l+ 3) f_'_” A?IIL+4(F’ t) dt
de Je

12m+3 2m—+i

: “+
2m—+4 F7 {
:0(1)+(2m‘+3)f a. ,;z(:mM

en vertu du lemme I.
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2m F ’ : ; s ) ’
Or la condition f A—;‘——j}&ﬁ—£dt O(1) est équivalente, d’apres le résultat

€
quivientd’étre obtenu pourp=2m, a F'*m» €Lip1. Comme 27+ —= fr2m+1)

la conditionf é°—”,’T“j_1@a’t_ O(1) est équivalente a /"> gLip1.

€

V. — Saturation de procédés non nécessairement convergents.

La démonstration qui suit est donnée pour le procédé g(u) =1+ u, mais
s’applique aux procédés définis par 1 4 u? (p entier >>o0).
Soit

(12) T,,(I—r—u,f,x):Sn(x)—*S—"—’(lﬂ-

Si f est une fonction continue quelconque, ces polyndmes ne convergeront
pas nécessairement. Par contre, on voit encore que ce procédé se sature dans

la classe des fonctions dont la meilleure approximation est O(i)
Si I'on cherche la condition pour que T,(1 + u, /) — f= O(i)» on suppo-

sera donc que E,( /)= O<7i> Une condition nécessaire pour que
T.(1 + u, f) —f—:O(i)

est, d’aprés (N.13), que T, =0(n), c’est-a-dire que S, (x) — _S_,,Tgx_)

=0(n).
Or si E.,L::O<~l>, g,=0(n) et comme _S';l—}— 5, on en déduit que

N

nécessairement S, (x) = 0(n) et par suite que S,— /= O< ) [5]. Enrésumé,
si To(14u, f) —/':()(_), S,l—f:()< ) et d'aprés (12), S (@)= 0(1).

Réciproquementsi S, ()=0(1),ona S, =0(n), S,= 0(n), S,—f=0 <l>[5],
donc T,(1+u, f)— f= O<}i>'

Ce résultat est général.

La condition nécessaire et suffisante pour que T,(1+ u?, f)— f= O<’~;—,> est
que

S;emrt — (O (1), si p=a2m-—+1,
Sizm - = 0(1), si p—=am.

Il semble intéressant de noter, que cette condition est équivalente, dans le
cas p=1 par exemple, 8 S,— f= O<;Il> et g,— [= O(}—Z) stmultanément, et

que pour les procédés tels que 1 — u” la classe de saturation pouvait également
étre définie par o;""""'=0(1) ou '™ = 0(1).

Ann. Ec. Norm., (3), LXVII. — Fasc. 2. 23
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Voici une autre différence entre les classes de saturation attachées aux pro-
cédés 1 —u et 1+ u.
. . 1 ’ .
Soit E,( /)= O(;) et écrivons

f:Z (Gner— an) :2 (Un+1

D’aprés (N.12) 5, = (g, —5,)(n-+1); comme

I 20;
op= Et(nw— 1o, — (n—1)o;_,], ona ¢} ,—0o2i= 711——”—1

Donc la classe de saturation attachée au procédé 1—u est obtenue quand

o7

2 2 1 . .
|G — 0, | = 0<7L.z>’ tandis que o,., —g,=— m prouve que la classe
. / ’ ) 1
de saturation attachée au procédé 1+ u est obtenue quand |s,,, —5,] =0 (;)

CHAPITRE II.

APPLICATIONS.

I. — Convergence de la série de Fourier et de la série conjuguée.
Le théoréme suivant, qui faitintervenir le module de continuité w (k) de f(x),
est une variante du théoréme 4.
TakorimMe 7. — St g(0)=1, g(1) = o et si g"(u) est a variation bornée, alors :
$i8'(0) 7 0, Tu( g /) — /==& (0)(5.— /) +0| (1) ]s

oot ot )]
Soit

T.(& f x)—f(x):n/ xAc_,(f, xz, 1) C(nt) dte, C() = ;f &(u)cosut du.
On a

lzjﬁAz(t)C(nt) dt :0[}»(5)].
Donc

ey =0 )| - A2 [T

1

n

“+ ” : " !
I A (t o'(1)sinnt g (0 1 :
! f -g ) g'(1) 48 ( )+ - sinnutg” | dt
nwr ) A ¢ 4 tJ, .

n
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()

n

Or

- D’ou, d’aprés (N.14), A
Tu(s f, @) = (@) == g (o)) — f(2)] + O] (1 )]

TuioriME 8. — Soient f‘n(:v)zéf_ [ /(x4 2t)— f(x—2at)]cotgtdt et

n

w(h) le module de continuité de f[(x) continue. On a les égalités suivantes

a0 i—(o<’—ll>] pres :

S,.(z)

(13) Su(z) = [fu(x) = = —
(14) ‘ :*%Asz(S;L, x,§>,
6) =S R
(16) =82+ ) = fta)
(17) | =—[s.(e= &)~ s},
Considérons le procédé défini par g(u) = cos?® 7525
Ona
cosk(x + o)+ cosk(x — a) + 2 coskx = 4 cos kx cos? %O-( )
sin k(& + o) + sin k(& — @) + 2 sin kx = 4 sin kzx cos? %Z
Donc

Tn<00527%’ j> = ;—l[sn(x—.i— g) -+ S,l(\x—— g) -+ 2S,,(x)].

Lorsque E,( /)= ()(;},) ou o<,;> (o r2),

(18) S.u(z) — f(2)=O(E,) — %A(Sx g)
Si 'on utilise w(;ll), on a
(19) Su(a) —f(af):()[m(;:)] _ %m(s,,, o Z)

23.
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Nous allons établir une égalité analogue pour S;,(x) — f;(x). De (N.1) on tire

§A2<‘f,x—|—2t,z>—|—A2<ﬁx—2t,7—T>

T I n n/ .

A3<Sn, x,—>: —f - sin(2n +1)¢ dt
- n T.J, sin’

ks

s Az(f,x—f—zt, g)

:O[m(l>]—|—f ~sin2nt dt,
n = l

. - ' . 1
sin(2n +1)¢=sin¢cos2nt -+ cost¢sinant, colgs — - =0(¢),

s )=o)

Soient A et B deux constantes absolues, finies, et ¢,, ¢/ tels que

car

A , _B
_ <Elu En< )
n n

fvn&sinzntdt:O[m(—l)J, f :O[flm<—l>]-
o ¢ n = n n
T 1 [T 1 1
s(snf)=tf e n e}
» n bis TJ, n

Prenons ¢, > Z:in et changeons zen ¢z [:Tn~ On obtient alors

el

iy

0

’
n

T W
Hx+ot+ —, —)
n

™ 1 _E"—%A2< an
A2<Sn, , 7>_—_ _f :
n T . ( T >

cosant dt

{4 —
—|—4n

b T T
-nA2<f, x4+ 2t+ i

+ = : n>coszr;tdt+0m—l -
[ g0

t+ —
n
) . 3 1.[ ’
On peut & nouveau remplacer les bornes de ces intégrales par — —» —¢,, ¢,
2 :

T
2 et comme

I
z+4in hn t<t+ i)

un calcul déja fait maintes fois [ 5] donne

ks

A2<S,1, x,E>:1f -%coszntdt—i— i»/‘-éi"coswzta’t—l—C)[co<1>J-
n s 14 TJ, 14 n

wly
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1 I .
Enfin on remplace ; par — et 'on prend ¢,=¢;. Il vient

= T T T i3
. sAl fyz+—+2t, - | — Al f,z+ — —2t, —
T 1 2n n an n
(20) As Syy x, = | == - cosant dt
n T.J, sini

n

(N.4) donne
Su() — fule)=0[ o )] = 2u(a)
e L
z"(x):}r f(x+2t)si:f(x_2t)005(zn+r)tdz,
D’ou |
b fiwan T z
o s o)1 a1

Donc, d’apres (20),
A2<Z,l, x, E) :O[m<l>] +A2(S", X — ZL) E>
n) n \ i3

Remarquons maintenant que

(e ) =0[ o )]

A%ﬁx+ﬂag>—A(ﬁw—nnE>

. T 1 n n

A, (f,l, x, ;) — %‘[ p —~ cost dt.
e - i

n

En effet

]

12

Sous le signef, le numérateur vaut O[w(iﬂ- On peut alors remplacer cotg?
n

par% et ’on obtient a O[w(rll)J prég,

A3</.mx7§> lf%jf('x*»%%—g)_f(x—zt_%)

n)  w) ¢
Cn

ki T
' =’f<x+2t——>——f<m—2t+£>
4+ L n n
nfa

12

dt

dt

~3fsﬂm+20—ﬂw—znm
€ t )
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.« o i .. . ,
Choisissons ¢, > Ik remplacons dans la premiére intégrale ¢ par 1 — 2i, dans
n

™ .
la seconde  par £+ —; un calcul facile donne

T
B

. ™\ [ 1\] e
A‘z(fmxy ;>—OLO)<7L>_ +7Z'[

[f(z+2t) — f(x— 2t)]A._,<%, L —27-—:1>dt,

n

=o[a(2) +a%fgff<w+-zz>—f<x—‘zt>J#ﬂ

o2
En définitive, a partir de (21) on obtient & O[ ( )] pres,

™ T T
(22) A <Sll’ &€, —>:—A‘Z<zn(tx), X, '—l>:'—A2<Sn, X — 2—’;, ;)-

. e 'Y L Tu . .
Mais en utilisant le procédé cos—-» on obtient aussi

(52 wsle =) | rm=o (3]
(o)== [sle e ) ] o (7).
En comparant i (19) et (22), il vient
e ) e ta(sies 23 o)
s{oanz)=a(oe 25 o)
Il reste a prouver que
fimSi= @) == (& (5 0, D),

\ 1 . . . .
a0 [(‘)<E>] prés, ou, ce quirevient au méme,

=

I o7
zn(x) = — ZAg <A’«n) x, m).
Posons
Cn(x) = = f(iﬂl_ﬂ)—f(,x—— cosntdt.
e, sin i

. T . : .
Changeons t en ¢ — —; comme ci-dessus, on obtient

i3 2T 2T
sfledot—=)—fleLat+ =
n n

cosnt dt.

K'L($):O[®<Tt>] _?lr . sin (t~7j>
n
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\,

. ., . T .
Dans cette derniére intégrale, on remplace sin <t——- ;) par sinz, on change ¢

T . T . . . g s . .
en f~ -~ puis Zen ¢— - et par combinaison linéaire, il vient

gAz(f,x+2t,2—7—T>~Ag<f,x—2t, 2—7T>
Cn () =— If - “ " cosntdt+0[w<'ll>]-

4m sin ¢
D’ou \
(a0 20 ) A(f, —a0 25
:,,(x):-—z%f 2rtt 7 2n+1 cos(2n —+1)tdt
g

D’aprés (21 a)

= (5§ 0o (1] o ()0 2

Ce dernier résultat achéve de démontrer les égalités (14), (15,) (16), (17).
L’égalité (13) a été obtenue dans un travail antérieur ([5], p. 78).

Conséquences. — 1. De 13), on conclut que o, — f, = 0[ ( )] cette éga-

lité précise la convergence de o, quand f est continue.

Sil Su(x)

2. TuEOREME 9. — Si pour o —~x —j3, —> 0 uniformément en x pour n ©,

la série de Fourier de f continue, converge uni formement surtout segment intérieur

a (o, B). Réciproquement, si la série de Fourier de f continue, converge uni for-
Sy (a?)

mément sur (a, B3), — 0 uniformément sur tout segment intérieur a (o, 3).

S'n,(x)

En comparant(13) et (16), on voit que si pour o~ — B, —» o unifor-

) /() - o, uniformément en x. Mais

mément en x pour no, Sn<x+ -

' T T, O
S,l<x—|—5—’z>—5,,(w):;sn<x+——) (o << <),

an

Donc S,(z) — f(x) - o uniformément en z sur tout segmentintérieura (a, B).
Réciproquement si S,(z) converge uniformément vers f, sur (o, (3), le

procédé 1 — u* donne
. S’,’l \
5n"“j‘—_—'— +O[ (,Il)]

( ), o uniformément pour « Zx 3.

et prouve que ——
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On a alors

Su(a) — flay = 2[5, (a4 F) - S,l<x>]

(g 2o )

:(I__>S(x) 0m2 S’,’,( 00n> (o< 0,0 <1). .

92 n bna

Sy (x)

D’ou I'on conclut que sur tout segment intérieur a (o, {3), — o unifor-

mément.
3. TueoriMe 10. — f(x) étant continue, tout segment de longueur 2= contzent

au moins un point x tel que |S,(x)— f(x)| < Aco<;>, A étant une constante
absolue et w(h) le module de continuité de f(x).

En effet

D’ou

sern=o[s(G)]  —f<a<
et

om0l ()
ou

sn<x+an>—f(x>=0[m<,‘—z)], T <am< T,

-Ce résultat qui concerne les fonctions continues périodiques esta rapprocher
des théorémes de Rogosinski [6]. Ceux-ci, pour une fonction continue, sont
presque trmaux Le théoréme 10 montre qu’a tout point  on peut associer

une suite {a,}, - T oc,,< T, telle que S,(x~+ a,) — f(x) en fourmssant de f

une approximation de I’ ordre de w<~> .
n
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II. — Etude de l'approximation de f pér One

Nous décomposons ce paragraphe en deux parties. Dans la premiére nous
oy I I 1
utilisons “’(Z)’ dans la seconde nous supposons que E,(f)= 0<E> ou o(;)-
1. On vient de voir que f, — ¢, = O[w(%)] Oren tout pointx ou f~ existe,

- ona ' ’ :

el f

[ (z)= 11?[ [flx+2t) — f(x) — 2¢)] cotgt dt.

Donc

1

f‘—o-;,:O[w(;)]—l—ifon[f(x—i—2t)——f(x—2t)]cotgtc_lt.

T
.y ., 11 1 )
Dans la derniére intégrale on peut remplacer cotgz par 7' 5, bar — et ne com-
I R
mettre qu'une erreur O [w<;>] D'ou

1

(33) f'w—a,l:%fozf(x+t):f(x_l)dt+0[&)(%)]-

Dans cette égalité, w(h) est le module de continuité de f(x).
Ce résultat contient des résultats connus : théoréeme de Privaloff (si f€Lip«,

S €Lipa aussi), théoréeme d’Alexits [si S€Lip1, [ —a,= O(,LL)] Nous en
donnerons une application nouvelle. En termes volontairement imprécis, on
peut dire que I’égalité (23) permet de construire des fonctions « peu continues »

et dont la série de Fourier converge uniformément.
Soit f(«) une fonction continue, nulle pour 2 =o, impaire, qui au voisi-

1
1 1 1 1+
log} logv2 e <logp5>
qui ailleurs posséde par exemple une dérivée bornée, Un calcul facile montre
que

nage de O est égale d w(z)=

(p entier fixe, « > o) et

1
/‘ f(m—l--t);—f(x-—tdt__ o

- (logpn)“'

Done

. . 1. 1
—_—, 4- 0 .
f " n(log,n)* + (logn)
Ann. Ec. Norm., (3), LXVIL. — Fasc. 2. ' \ 24
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La série de Fourier de / converge uniformément et /"~ est continue.
De I'identité
. .Sy
¢, =8S,— °
Sl
on conclut que, -~ * tendant uniformément vers zéro parce que S, converge uni-

formément versf‘(th. 9).

On peut aussi remarquer que
1

I —2ao,l+a,1_0[ < >] -—farA (&) g — ani(t)dt
Comm.e f"A‘(l)dt__O[ <%>,

2n

A —gaq,,—i—a',,,«O[ < >J f(x—l t)— f(x—1) dt.

¢

Or on sait [4] que
E‘zn(f‘)ém,a,x |f‘ - 26“-’.’1_'_ U;llé[lE"(f.)‘

On peut donc pour de telles fonctions obtenir I'ordre de grandeur de la
meilleure approximation a partir de f(«). Nous énoncerons :

TukoriME 11. — f( &) étant continue, nulle pour x = o, impaire, égale au voisi-
AN ’ 8
1

I I
log ~log,~ ... (log
08 1082~ ( ODP$>
.o I I . . ,
un module de continuité w(h) tel que w(;) = o<@>, la série conjuguée de [

converge uniformément et l'ordre de grandeur de la meilleure approximation

E.(f") est max%f"f(fr + t);_f(l@__ 0

nage de O, a — (p entier "> o0, 2 ~>0), admettant ailleurs

2. Dans la premieére partie de ce paragraphe nous avons donc donné
I'approximation de /" par o, en fonction de f() alors que les résultats pré-
cédents la donnaient en fonction de f*. Cependant le module de continuité

de f(z) est trop imprécis dans les cas ou 'on suppose seulement E,( /) :O<,l£>

I ) . .
ou o<;>- C’est I’étude que nous nous proposons de faire maintenant par une

méthode qui ne s’écarte pas sensiblement de celle dont nous avons déja usé.
Un résultat plus général peut étre obtenu en supposant qu’il existe une suite
{on}de nombresposmfs tendant vers zéro, tels que P, — /=0(p,) et P, =0(n"p,),

mais le cas ol p, = ;; ou 0<;> est le plus intéressant.

. -
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Tneoriue 12, — S7 E.())= O( > ou 0< )

(‘Z(_“’j”_f(‘”_ t:f<x+zl>~f<x)+o<h> ou o(h);

o R +”f(av+ )+ [ (z—1)—2f (z)

dt + flx + h)— f() =O(h) ou o(h);

tz
c. S (x)—o(x)y=flx+ h)—f(z)+O(h) ou o(h),
oun= [%J < partie entiére de /Ll > 0.,>
Soit
f'—a','l_ A ( )smntdt

nTt

et soit { ¢, | une suite de nombres positifs tels que % e, < g, ou A, B sont des

~constantes absolues, positives, finies.

Si E,=E,(/)=0(~ ) ou o 1), on a E(/)=0(") ou o 1) et 2L 0y
n—1n\ —_— \n) n ? n\, - n n ( )

ou o(1) uniformément en 2. Soit P, un polynome trigono'metrlque d’ordre n
tel que P,— f=O(E,). Alors P, = O(n*E,). Ecrivons

. .1 = I Ai(
f—o,=— + —= sinnt dt.
nwJ, nm t. &

CnA () 1 LA [sinnt .
L 1€ )smnta’t:—f 200 “““_I”“IJ[”‘
0

nw.j, A I ¢ nt

Or

Comme - m;w —1=200(n%), si dans f M[M —I]dt on remplace /

L nt
par P,, I'erreur commise est
O(E,,)fsnt()(m)dt:O(E,l).
D’ailleurs

P (z+t)—P(x— ) =2tP,(2) + 20 (n2E,).
D’ou

l/. M[M—I]dlzi‘[ M[Slllnt_l] 1/l+}—f'Mt'lO(n?)dt
./, 14 nt . iy 14 nt T™J, t

0
’ En L

:2P,,(x)f [bmnt—l]dt—f-O(E,,).
T N nt

On a donc

1‘”.&1( )SIIlnldl__.O(E,,) f‘nAi(t) [t n T)f [Slnnt I:I di.
n77.‘ 0 & o
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Etudions maintenant

‘ 4o
U, — n;n' f A;E” sinnt dt.

Si 'on remplace f par P,, I'’erreur commise est O(E,).

Intégrons par parties

COSnE,

TnRel
I TP (x4 t) — Pl (x— 1)

T n? . A

2 f—‘_an(x"‘f‘l)—‘Pn(x—t)

U,— O(En) -+ [Plt(x+ Ell) _ Pn(x"_‘ 5/1)]

cosnt dt

7 cosnt dt.

mn?

€n

En intégrant par parties une fois de plus, on obtient pour u, la somme des
termes suivants :

cosne,

((Z) [Pn(x'i_sn)—“Pll(x*E")]W’
, co sinne,
(B) . — [Pu(z 4 &) + Pi (2 — )] Tniel’
(Y) 2[P;1($+5)z)_l)n(m_€”)]§él;l_?::}n’
+ oo 4 6
G f ;F[P',L(x—k £) 4 Pz — )] = 5 [Pa(@ + ) — Po(a — 0)] {sinnt d,.

I +°°[P','I(.x+ t)y—Ph(xz—10)

(n) ~ ), 2

] sinnt dt.

Comme P, = 0(n*E,), le terme () vaut O(E,).

Puisque
' P, (2 -+ &)+ P(z—e)=2P,(x)+ O(n2E, ),
(p) vaut

2P, (x)sinne,
mndel

—+ O(E,).

Dans les termes («), () on peat & nouveau remplacer P, par / et ne commettre
qu’une erreur O(E,).

Enfin.le terme 8, ou 'on écrit P,(x +1)—P,(x — ) =2¢P, (2)+?0(n’E,),
vaut

At %
— 3-5; [Py(2 + ) + Pj(2 — t) — 2 Ph(2)] — %P’n(m) -+ LO(nEy) | sinne ar;
& ¢ )

et comme A,(P), z, ) =0(¢n*E,), ce terme se réduit &

o+

O(E,) — 4Fale) (" sinnt
€

%
n
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On obtient donc

A (2
A _Un——o f i )dt
2P (x Snsinnt sinne 2 [ sinnt
+ ( )\ dt-—na,l—-—;___.)"-__;[ B
f nt n*e? n* J. 2
asinn ¢ 1
+ Ay (en) [cosnsn+ "]__;_.9,
ne, |mn®e
. . i 1 A,
(24) I —-O,L:O(En)_'_,_ ___t__dt
A 3 2sinne,
1( n) cosn g, -+ ”J
min? E,l ne,
2P’n(-r)L7r COSN & 2sinns,,]
4+ 2 D e, — _2mREn
nm 2 ne, n*el

Dans le troisiéme terme de (24) remplacons f par P,; Ierreur commise est
O(E,) et P (x+¢,)—P,(x—¢,)=12¢P,(x)+0(n’cE,). Ce terme vaut
donc

2P, 2P, (z)
Tne,

+ O(E,).

D’ou deux autres formes

(25) Jf —e,=0@E,)+ = f Ai(t)dt :;(sg)cosns,,—}— 2P"(x)[E+-ns,,——cosnE"],

nm 2 ne,

4, (2) 2P} ()
(26) f'—O';::O(En)—f-Ef ——dt — [;—nEn]

Or 2(ay— f) — (5, — f) = O(E,), donc

P,—20y,+0,=O(E, et P, — a0y, + on_O(nE,.).

Or (N.12) et (N.15) donnent a,=n(/f —g,)+ O(nE,). Donc
27;71_0//1:4’2(,}("_'a'i:n)"n(f. -~<7,'1)+O(nEn) |
=n[2(f =20+ 0,)]+ n(f —ou)+ O(nE,).,
Il en résulte que
P (2)=n[f () —a,(x)]+ O(nE,),
(26) donne alors

f(@)—o(a) = — fb"é-l?-(t)dt—i—O(En).

2nesJ,
Et en vertu de A, (2) + A,(— )= 0(?) ou o(?)

(26 a) f (@) — mn(@) = — s"ﬁf”_:"_‘_)_f_(ﬁ) dt -+ O(Ey).

nenJ,

Si dans (24) on considére des termes en cosng, et si I'on remplace A,(¢,)
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par 2¢,P, (), ces termes disparaissent et comme P,l_—n<f g,)+ O(E,),
il vient
. (29) %(f o) <n - 2s1nne,l>_ f A1(t)d A‘(::,,Z <2sinnsn> 4+ O(Ey).

n® e mne;, ne,

De méme en groupant les termes en sinng,

2. cosne,\ I s"Ai(t) Ay (&)
(28) E(f 0'”)<n et >__ %fo y dt + e COST En.

ne, n

Si dans (27) on prend e, = %, on trouve
L 6\ 3 - = —
f —a,,)<1+ %) =O(E,) + ﬁ[f(w—l— %) —f(x)J w2 ﬁiﬂ_f_(_x_)dt‘
Et d’apres (26 a)
f—o=
Enfin (N.4) donne

[f(x + -j—n> —f@) | + O(E,).

Al

Y

Dans le théoréme 12, on obtient a et b6 en remarquant que le module de

continuité de f et /" est O<hlogzl\) et en considérant pour & donné, 'entier n
tel que —— 27 < —TE—-

Enfin lorsque E.(f)= O< > ou o( >

Slx+ 7\/;\) —f(z)

— [flz+h)— flz)]=O0(h) ou o(h) ([B], p- 53, th. 4).

n
On a donc avec A = 5

o )| ) 0 (3) o ol

et parce que w(h)= O<hlog%>, on peut remplacer ;Il par A, ce qui achéve de
prouver c.

Conséquences. — Démontrons d’abord les théorémes suivants :

TukoriMe 13. —— r étant ~>o, 51 S, — —o( ), on a aussi S, — f° _o<’I >

ll
et la condition nécessaire et suffisante pour qu’il en soit ainsi est que S\ (x)=o(n'~")
pour au moins un entier k> r.

Nous avons prouvé ce résultat avec O au lieu de o ([5], p. 81, 84). La
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démonstration est tout a fait semblable. Si r>1 et si E, (/) —o(nr>,
E.(f)= ( > 11 suffit donc encore d’étudier le cas o <r_r.

Si 'on cherche la condition pour que S,l——f=0<,—ll), il est nécessaire de
supposer que E,(f)= o(n, )

Si o< r<1, en vertu de 5,=S,+ -Sf, S, ——f=o<ni,,> si et seulement si
S,/=o(n'""). D'aprés le théoréme 4, S, — f+-- §~”= < > donc S,l—f_o(n,>
si et seulement si, S,=o(n). Or S, =o(n —’) entraine S,"=o0(n*-"), donc

. I\

S, ._..f _O<n’)
Sir=1,onalS,—f+ L =o(%>, done S,,—f:o(}iz), s1 et seulement

7 r
si8,=0(n). Or/=8—; doncs; — S = o(1) et s — "= o(n). Comme
o,'=o(n) (lemme II), S,l”———O(n), donc S — /= 0<%>'

Pour prouver que S,=o0(n*") équivaut a S¥=o0(n"~") (k> 2), il suffit de
considérer le procédé 1— u’ et de remarquer que S} = —(S,) .

TatoriME 14. — Soit u, le terme de rang p d'une série telle que
ZPup:O(n“) (o> o).
Si B> a—1, la série Z converge.
Posons A,,—_—Zpu,,, u, = AT"‘ On a
! .
— O(m>—B-1) 4 O (n>—B-1) +i.p“0 (Pzi{j) —o(1).

- .o . AR .
Si u, est une fonction continue de x et si - Zpu,,(w)» 0 pour n o, uni-
1

, ~ U . , .
formément en x pour a Zx b, Z‘I—J*g converge uniformément pour a 2 b.

En particulier soit

(T) EAp(x), A, (x) =a,cospx + bpsinpzx,

une série trigonométrique et soit S,(x) :2 A, (x).

1
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o S(@) s Ap(e) .
Silim == =o, > ~£,= converge au point z.
1

Sa(2)

n

. : .. < A
Si sur un ensemble & de mesure positive, - 0, E——”}fi) converge

sur & et d’apres le théoréme de Cantor-Lebesgue : a,=o(p), b,=o0(p).

A, (2)

.S (x . , . . ,
Si —"7(;—) — o uniformément en x, E converge uniformément.

1
Nous passons maintenant 4 quelques applications.
TreoreME 15. — Sout (1) une série trigonométrique

n

Z ty cospx + b, sinpx, Sn(x) :2 ap cospx + by, sinp.
1

a. Sz@:O( 1) ou o(1) uniformément en x (en particulier st
2 p(la,|+b,[=0(n) ou 0(n)>’

Sn(x)—F(x_}—hlzﬁF(x):O(l) ou o(h),

®©

uniformément en x; n = [%1, F(z)=C— 2 A;Jz(?x)'

S .
St _7(;—) =o(1), I’ existe un ensemble & partout dense et sur &, S, converge

vers F'.

’
n

y . - s, .
b. Si(T)est la série de Fourier.de f sommable et st ~* = o(1) uniformément

en z, (1) converge vers f en tout point ot f est la dérivée de son intégrale (*).

En effet si§7(lx—) =o(1) par exemple, C— Zépﬁ converge uniformément,
1

définit F et d’apres le théoréeme 13,

C— ‘é—/i———F :o(i)-
P n
1
’ (k)
(*) D’aprés le théoréme 13, on peut remplacer la condition S”"(f) = 0(1) ol o(1) par ———-S"nf_'r) =0(1)

n

ou o(1), ce qui donne alors comme condition particuliére 2 p(lap|+ 1bp | )=0(n") ou o(nm)

1
P

et pour le théoréme 16 : Z nit=0(np).
1
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n
L]

Donc d’apres le théoréeme 12 ¢ ou 'on écrit 6,—S,— " et ou S, est  rem-

placer par Y A (), on a

S, () — Flx -+ /le — F(2) —o(1).

Si §,(x)=0(n), S,(x)=0(n'") aussi; d’aprés le théoréme 14, ‘—A’;”

converge uniformément et d’apres le théoreme 13

C—

\

SVR
=

ap _F:Q(l>.
P n

Enfin, onsait[7 ] que si E,(f)= 0<;I;), la dérivée de fexiste sur un ensemble
partout dense. Ce qui achéve de prouver a. Quant a b, il suffit de remarquer
que la série de Fourier de I'intégrale de f, s’obtient en intégrant terme & terme
celle de /.
Ce théoréme généralise le théoreme de Fatou et celui de M. Zygmund [ 7].
Sh(x)
n

On remarquera que I’hypothése — o uniformément, entraine que

E,l(F):o<1>, donc que les coefficients de Fourier de F, qui sont ** et 6,
n . n

n

valent o<,—ll>, donc a, et b, coefficients de (T) tendent vers zéro pour n .

TakoriMe 16. — a. Sodt 2(‘% cosn,x + b, sinn,z), o a,, et b, tendent

1
P

, Lo Y , . . L.

vers zéro pour pw. St 2‘ n,=0(n,), cette série trigonométrique converge sur un
1
ensemble partout dense.

» P
b. Sz'fr\JZ (an,cosn,@ + b, sinn,x) et si E n.=0(n,), la série de Fourier
1 ' 1

de f converge vers f en tout point ot f est la dérivée de son intégrale.

P P
Démonstration. — a. Si 2 n.=0(n,), Z o(n,)=o0(n,); donc pour
1 1
. - S, .p .
Z(anp cosn,a -+ b, sinn,), -* — o uniformément en w. Il suffit alors de se

1
reporter au théoréme 15.

b. Laseconde partie découle du théoréme 15 b.
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P
On remarquera que la condition Zn, O(n,) est plus générale que la

1

. e n 14 n, n
condition ,';—A*‘ > ¢ >1;alors n,,_,< 7/”, n,_,< _;_' < q_/, ..-; donc

n, ny
n4-n,+...4+n et TG 1

9 PR ul
! = L —y+4 — = — =0(1).
p p —_ 0‘]

Y
.. O . , . .
Cette condition }_ n,=O0(n,) permet de construire des séries lacunaires,

qui convergeront sur un ensemble partout dense et ot I'on aura cependant

n
lim 2% =1

n r
—_ - . . L 1)
I'akoriME 1 7. — Dans la classe des fonctions continues définies par E,(f)=o ( }f')
\ "

AL, o, t N . . . . L.,
[ou —(f—z——’——) = o(1) uniformeément en w] s Lexcistence en un point d'une dérivée
seconde généralisée entraine l'existence de la dérivée seconde ordinaire et les deux
dérivées sont égales.
» . N 1 AN 1 ) . Lo
En effet si E,,,(f)__o<’—l,~z>, E.(f )_o<;> et d’apres le théoreme 12 a et
A, (f', x,t)=0(2), on a ‘

flash)—f(z) 1 ('flett)—f(z—20)
= - —Thf - dt +o(1).

Or
fz+t)—f(z—t)= %(f(x—k t) + flx —t) — 2 f(x)).
D’ou en intégrant par parties

Sl =) (z) 1 [é_(l’____x’h) + %f"A(_f;__a,t) dt] +o(1).

h 2 h
Donc si =22~ “\°(f’ NN {quand & — o, G h/:—f( aune limite et cette limite
est /.
TutoriME 18. — a. Pour qu’une fonction f(x) admette une dérivée continue

sur (a, B), il faut et il suffit que A h/z_f(x) _fe A'/){‘f(x) tende vers zéro,

uniformément en x, quand h ct k tendent vers zéro de fagon quelconque.

b. Pour que f(x) admette une dérivée continue, il faut et il suffit que

‘A, ¢ , . .
f (f’ % )dt tende vers séro, uniformément en x, quand h et k tendent vers
h

zéro de fapon quelconque.
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a. 1l faut supposer d’abord que E,l(f)=o<:—z> et la condition nécessaire et
suffisante pour que f” existe et soit continue, est que o/, — o, tende vers zéro

uniformément en x quand m et n deviennent infinis. Mais, lorsque E,l(f)_. o< )
¢, =n(f —a,)+o(1)etle théoréme 12¢ donne

) _J(z+h)—f(z) f(x+/f —f(@)

Tn— n I3 +0(I)y
am=| |, a=] 21
o m=| - | n=| - / / .
[On peut aussi écrire G:”__G,”:f(.r—l— l);lf(x_ ) _ Slex );{f(x_k) +o(1),
parce que A,(f, @, t)_—_o(t).]
b. On a
U;L’:Il(a,l—,f)+0(l):;£ w;;,—x—’t)dl—i—o(l),

Ou,n': [%], lorsque E, (/)= o<;~>, donc aussi E,l(f)-——o<;l>‘
D’ou
G — Oy = 77/,: Aq{f = D e+ o(1).

On peut rattacher ce résultat a la question suivante : étant donnée une série
de Fourier, construite a partir d’'une fonction sommable ¢(x), reconnaitre si
cette série de Fourier est aussi la série de Fourier d’une fonction continue ¢(x).

Il faut et il suffit évidemment que F(x)= f ¢(t)dt (en supposant éventuel-

lement ¢ a valeur moyenne nulle), ait une dérivée continue.
Le théoréme 18 montre qu'il suffit de vérifier que

h Ak )
I I
Eu{ A, (o, , t)dt—z‘jo As(o,x,t) dt

tende uniformément vers zéro en &, quand % et k tendent vers zéro.

On peut aussi poser le probléme précédent du point de vue des coefficients
a,, b,, c’est-a-dire chercher a quelle condition doivent satisfaire les coefficients
a,, b, pour que la série de Fourier donnée soit celle d’une fonction continue.
A ce sujet nous ferons les remarques suivantes.

On a vu (th. 156), que la condition Zp( la,|+1]b,])=o0(n) entraine que

la série de Fourier de f converge presque partout vers f.
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n

Si au lieu de la condition 2p(\a1,| ~+|b,])=o0(n), on impose aux coeffi-

" cients la condition
w"‘

a—

n=1

(29) X pUal+1b,)) ) <+,
1

@

alors la série trigonométriqueZapcospx—i—b,,sinpav, est uniformément
1
sommable (C, 1), car

n

et SV 1= X pUlap+10,0).

1

S '/Il

g — 0= —
n—+1 n n(ll—l—l)

La condition (29) n’entraine pas que Zp(lapl—k[b,,[‘):’o(n), mais seule-

1
n

I O . . , T
ment que Zp(la,,{—}—lb,,]) tend approximativement vers zéro, c’est-a-dire

1
n

que ¢ étant donné, I'inégalité % 2])( la,|+|0b,|) <e estréalisée pour une suite
d’entiers n, de fréquence 1 (Cf. Denjoy, Calcul des coefficients, I Partie, p. 51).

Supposons alors la condition (29) réalisée. Za,.c'ospx—f— b,sinpx est alors

. . s . . . S,/
la série de Fourier d’une fonction continue f(x) et comme g,=S,+

I
7”n
a tout € > o correspond une suite d’entiers de fréquence 1 tels que

i SI%‘fi < €+ 8nky

ou ¢, tend vers zéro pour koo. On peut dire que la série de Fourier converge
approximativement, de facon uniforme vers f(x).
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