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SUR LES

THÉORÈMES INVERSES DES PROCÉDÉS DE SOMMATION
DES SÉRIES DIVER&ENTES

(PREMIER MÉMOIRE.)

PAR M. HUBERT DELANGK

Introduction.

Les procédés usuels de sommation des séries divergentes peuvent être
ramenés à la forme générale suivante :

4-00

A' la série V,^, on associe une fonction sÇt) définie comme suit pour ^^o :
0

Î À , , } étant une suite de nombres réels satisfaisant à

on pose
o^Ào< ^i<. . .< ^n<- • • et lim À,,==+oo,

/;>•-+- 3=

/ o pour t == o,

^ s ( t ) = < ^Un pour ^ > o ,

/ l a somme V Un étant prise égale à zéro s'il n'y a aucun A,, au plus égal à t \ '
\ ^t ^ ^ )

On considère ensuite une intégrale de l 'une des formes

^+ao /l+so

( ^ ( t , ^ ) 6 / s ( t ) OU ^ ^ ( t , ^ ) s ( t ) 6 / t ,
t^O ^ 0

où 9 ou ^ est une certaine fonction de t et du paramètre x (la première forme
correspond à la méthode dite des « facteurs de convergence », la seconde à la
méthode dite des « moyennes »). , — ^ ^

Si l'intégrale est convergente pour x appartenant à un certain ensemble ê> et / . l
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tend vers une l imi te finie S quand x tend vers une certaine valeur XQ en restant
+ 00

sur ê, on attribue à la série V,^ la somme généralisée S.
0

Ainsi, le procédé de sommation est déterminé par la donné-e de la suite {\n},
de la fonction © ou f^, de l 'ensemble ê, et de XQ.

Tous les procédés sont assujettis à la « condition de permanence », à savoir
que toute série convergente soit sommable et que sa somme généralisée soit
égale à sa somme ordinaire.

Autrement d[{, si la fonction s (t) est supposée nulle pour t=o, etpouro<^t<^\o
si \o ̂ > o, et constante pour \n^-t <^ ^+1 (^ = 1 ? 2, . . . ), et pour o <^ t <^ \^
si7^==o ou pour\Q^t<^\^ si Ao^>o, toutes les fois que s(t) tend vers une
limite finie quand t tend vers +00, l'intégrale considérée est convergente
pour x appartenant à Tensemble & et tend vers la même limite quand x tend
.vers XQ en restant sur ê.

En fait, lorsque l'intégrale est de la première forme, cette propriété subsiste
toujours sous la seule hypothèse que sÇt) est n u l l e pour ^==0 et à variation
bornée sur tout intervalle fini [o, L]; lorsque l'intégrale est de la deuxième
forme, la propriété subsiste toujours sous la seule hypothèse que sÇt) est mesu-
rable et bornée sur tout intervalle fini [o, L].

Le fait que la condition de permanence est satisfaite, est donc, dans les
deux cas, une conséquence d^un théorème plus général relat i f à Fintégrale
considérée.

De même, les théorèmes inverses apparaissent comme corollaires de théo-
rèmes du type suivant :

/,+^c / +^ \

Si l ' intégrale ^ <p(r, x)dsÇt) ( o u ^ ^(/, x ) s ( t ) d t ) , où s(t) est nulle

pour r=o et à variat ion bornée sur tout intervalle fini [o, L] (ou mesurable et
bornée sur tout intervalle fini [o, LJ), est convergente pour x appartenant à
l'ensemble ê et tend vers une l imite finie S quand x tend vers XQ en restant
sur ê, et si la fonction s(t) satisfait à une hypothèse supplémentaire convenable,
s(t) tend vers S quand t tend vers +00.

Un tel théorème entra îne que, si une série est sommable par le procédé
considéré, et si la fonction sÇt) associée à cette série satisfait à la condition
mentionnée, que nous appellerons « condition de convergence », elle est aussi
convergente.

J. Karamata a publié [9] (1) une étude générale des théorèmes de ce genre,
avec des méthodes générales de démonstration.

(J) Les numéros entre crochels renvoient à la bibliographie placée à la fin de cet article (que nous
n'avons pas cherché à faire complète, étant donnée l'abondance de la littérature sur ces questions).
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Ces théorèmes se divisent en deux groupes suivant que leur démonstration
est, ou non, de caractère élémentaire.

Les condit ions de convergence sont déterminées par une fonction réelle A.(t)
dépendant du procédé de sommation considéré et qui est continue et croissante
pour ^^o et tend vers +00 avec t.

V(^) étant la fonction inverse de A(ï), on pose
T(t,l)=\[M(t)].

Dans les théorèmes élémentaires, la condition de convergence est
(1) lim ( Sup s Ç t ^ — s Ç t ) | j = o .

^4- oo ( t^t'^Ti [f,\) S

Lorsque t est supposée à variation bornée sur tout intervalle fini [o, L] et
nulle pour t=o, cette condition est équivalente à

(2) lim ——— f A(t)cls(t)=o.
.r>+^ ^{.L ) J^

Les théorèmes non élémentaires, dont la démonstration peut être basée sur
l'unicité de la solution d'une certaine équation intégrale, correspondent aux
conditions de convergence suivantes :
(3) lim \ Tim / Sup J s ( i ' ) — s(t)\\ l == o

A •>- 1 4- 0 ( t > -T- » \ l _11' ^_ T (/, A) / )

et
( ^ i ) lim ( lim / Inf [ s ( t ' ) — s(t)]\ ) == o.

^>1+0^^^ V^ /^T^À) 7 ^

Nous nous proposons de reprendre complètement, dans ce Mémoire et dans
un autre qui lui fera suite, l'étude de ces différents théorèmes.

D'une part, nous verrons que, pour chaque procédé de sommation, chacun
des théorèmes inverses correspondant aux conditions de convergence indiquées
plus haut est en fait un corollaire d'un théorème qui, avec une condition plus
générale, donne une limitation, pour t infiniment grand, de la différence
^[E^y]^—^(Q» °ù ^^X121) désigne la valeur de l 'intégrale qui sert à définir le
procédé de sommation considéré, et ^(r) une certaine fonction de t dont la
valeur appartient à Pensemble & et qui tend vers x^ quand t tend vers -4- oo (2).

En particulier, le théorème inverse relatif à la condition (i) est un corollaire
d'un théorème du type suivant :

/(2) Nous supposons, comme Karamata, que cp(o, x) = i ou f ^(t, x) dt ==i . Ceci ne restreint
^0

pas la généralité de nos résultats, car on peut toujours se ramener à ce cas-en divisant ç(7, x)
^^

par ®(o, x) ou ^(t, x) par f ^(7, x)dt^ ce qui ne modifie pas le procédé de sommation consi-
- o

déré (ou plus exactement, le remplace par un procédé équivalent).
Des généralisations d'un autre genre ont été données par H. R. Pitt ([10] et [14]).
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Il existe une constante T telle que, si Von a pour tout \ supérieur à t

Ïïm ^ Sup }s(tf)—s(t)\\^.w\o^
^4-00 ( ^^T(^Â) )

o^ a
lim | IF[^)"]_ 5 ( ^ ) 1 ̂ TG).

<>+00

Le théorème inverse relatif à la condition (2), qui résulte d'ailleurs de celui
relatif à la condition (i), est aussi un corollaire d'un théorème du type suivant :

// existe une constante ̂  telle que Von ait toujours

lim \ X S J ' [ ' ^ t ) ] — s { t ) \ ^ ^ lim ô(^) ,
^+90 ,r>4-3o

ou

Ô(^) =,(.»)-——— f s(t)dA(t),
^ { ^ Î J o

i y^'quantité qui est égale à T-;—r / A(t)ds(t) dans le cas où sÇt) est à variat ion
1\(X)J^

bornée sur tout intervalle fini [o, L] et nulle pour t=o ce qu'il faut obliga-
toirement supposer si l'on considère un procédé de sommation défini par

..+- -i
l 'intégrale y y(^ x ' ) d s ( t ) (3).

On pourrait établir les deux théorèmes cités en prenant exactement les
mêmes hypothèses que Karamata pour le théorème inverse relatif à la
condition (i). Nous utiliserons ici des hypothèses un peu plus restrictives (4),
mais qui sont satisfaites pour la plupart des procédés usuels, et cela nous
permettra de déterminer exactement les valeurs les plus petites possibles pour
T et T\

On verra que, tandis que, dans les théorèmes qui donnent comme corollaires
les théorèmes inverses relatifs aux conditions (i) et (2), on ne suppose rien
sur le comportement de V(^), ceux qui donnent comme corollaires les théo-
rèmes inverses relatifs aux conditions (3) et (4) contiennent une hypothèse
qui exprime une certaine régularité dans ce comportement, pour x tendant
vers XQ.

D'autre part, nous donnerons des énoncés qui comportent une condition
unilatérale correspondant à (i) de la même façon que (4) correspond à (3),
à savoir

lim | Inf [s(t')-s{t)}\=:o (^ ) .
l>+^ ( ^^T(<,À) \

(3) Des résultats de ce genre ont été établis pour le procédé d^Abel par Aurel Wintner [ lo] ,
H. Hadwiger [4], Philip Hartman [ 5 ], et R. P. Agnew [ 4 ].

(4) Du moins, nos hypothèses sont plus restrictives que celles de Karamata si Fon se limite, comme
lui, au cas où ç(7, x) est réelle et fonction non croissante de t, ou bien où ^ ( t , x) est-réelle ̂  o.
Mais nous supposons en général ®(7, x) ou ^(f, x) réelle ou complexe, ainsi que s(t).

(°) Ici le noyau cp(/, x) ou d^(7, x) est supposé réel ainsi que s(î). Des résultats du même genre ont
été donnés par Ramaswami ([ 12] et [13]).
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Nous réservons pour notre deuxième Mémoire les théorèmes dontia démons-
tration fait appel à la propriété d'unicité mentionnée plus haut pour la solution
d'une certaine équation intégrale, ou à une propriété liée à celle-là, théorèmes
que nous appellerons « de type non élémentaire >^.

Nous n'énoncerons en détail que les théorèmes correspondant au cas où
A(^)== t et ^(Q= t ou ? ê étant l'ensemble des nombres réels supérieurs à
un nombre a positif ou nul, et XQ étant égal à + oo, cas que nous appellerons
le « cas canonique ». Nous indiquerons simplement, à la fin du deuxième
Mémoire, comment les énoncés plus généraux s'en déduisent.

Par contre, nous donnerons, comme application de nos résultats, quelques

énoncés particuliers où figurera la série V,^ au lieu de la fonction sÇt).
0

Nous ne nous attacherons pas à obtenir les énoncés les plus généraux
possibles, mais plutôt à donner des méthodes de démonstration.

Quelques résultats de ce Mémoire ont été donnés, sous une forme un peu
plus générale, dans notre Note [3] (6), et quelques résultats de notre second
Mémoire ont été donnés, dans un cas particulier, dans notre Note [2].

I. — Préliminaires.

l . i . Pour éviter toute ambiguïté, nous précisons une fois pour toutes les
points suivants :

II est entendu que toutes les intégrales ordinaires (c'est-à-dire autres que
des intégrales de Stieltjes) que nous considérerons s 'entendent au sens de
Lebesgue.

a et b étant finis, avec a<^b, si/(/) est une fonction complexe définie sur

l'intervalle [a, 6], l'intégrale f f(t')dt est définie è l'aide des intégrales des

parties réelle et imaginaire de fÇt\ obtenues par le procédé de Lebesgue.
c 0 ' . r5

L'intégrale ^ fÇt)dt est définie comme égale à — ^ f(t)dt.
«A l ^a

On pose
f f(t)6/t=0.

^ a

/l+ao . . • • /'L

L'intégrale f fÇ^dt est définie comme limite pour L infini de ^ f(t)dt.

Quand cette limite existe, l'intégrale est dite convergente. La fonction f(t) est

(6) Signalons en passant que, dans cette Note, la formule donnée pour r*(a) au théorème 2 donne
en réalité la valeur de T*(a)— i.
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dite sommable sur l 'intervalle (û, -h oc) si elle est sommable sur tout intervalle
/-.+ v>

fini Ça, L) (de sorte que ]/(^)[ Fest aussi) et si l ' intégrale ^ \f{t)\dt est
- / ï

convergente. On sait que la sommabilité de f(t') sur l 'intervalle (û, +00)
^+^0

entraîne la convergence de Fintégrale ^ f(€)dt.

Pour les intégrales de Stieltjes, les définitions élémentaires suivantes nous
suffiront :

f{t) étant continue sur l'intervalle fermé [a, b] et gÇt) à variation bornée
sur cet intervalle, et ces deux fonctions pouvant être réelles ou complexes,

r 0
l 'intégrale j f(t)dg'Çt) se déf ini t comme limite pour Max(^—^_i) tendant

^ a

vers zéro de :
i=:n

^/(^•)[o(^)-<?(^-i)1,
;=:!

avec
a == XQ < ̂ i < . . . < Xn-i < ^n== b et ^_i ̂  £^ Xi.

^a ^ h

} /(Qrf^(^) se définit comme égale à — / fÇt)dg(t).
^ b J a

On pose

f f(t)d^(t)=:o.
J a

/(r) étant continue pour t^a et g{t) -à variation bornée sur tout inter-
valle fini [a, L], et ces deux fonctions pouvant être réelles ou complexes,

/^+3C /ÏL
l 'intégrale j f(t)dg(t) se définit comme limite pour L inf in i de / f(t)dgU\

J a Ja

Lorsque cette limite existé, l'intégrale est dite convergente.

1. i . i. Rappelons les faits bien connus suivants :
^b +x

a. Les intégrales \ f ( t ) d g ( C ) ou \ f^)dg(t) ne sont pas modifiées si
J a ^ a

l'on ajoute une constante à g{t\

b. Pour toute fonction g'Çt) à variation bornée sur [<?, 6], on a

r6
< dg(t)=§\b)-^a).

•ya

c. Si gÇt) est à variation bornée sur [a, b] et si 9(?/) est réelle et continue
sur [a, P] et croît de a à b quand t/ croît de a à (3, la fonction y(^) définie par
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T(^)=^[9(^)j est à variation bornée sur [a, ^] et l'on a, quelle que soit/(^)
continue sur [a, b\,

( f(t)d^(t)=r f[^u)\ch(u).
^ a «--a

rf. Comme conséquence de cela, si g-(t) est définie pour t^a et à variation
bornée sur tout intervalle fini [a, L], et si 6(«) est une fonction réelle continue
pour ^^a et qui croît de a à 4- oo quand u croît de a à +00, de sorte que la
fonction -^(u) définie par y(^)= g-[Q(u)] est à variation bornée sur tout
intervalle fini [a, A], alors, f(t) étant une fonction quelconque continue

• ^+=0

pour t^a, toutes les fois que l 'une des intégrales ^ f(t)dg^t) et
^a

/.+=0

/ /[^(^)j^ï(^) est convergente, l 'autre l'est aussi et lu i est égale.
Ja

<?. Si y(^) est sommable sur (a, 6), la fonction g^t) définie sur l ' intervalle
^t

fermé [a, 6] par g'Çt)= ^ -^(u)du est à variation bornée sur cet intervalle et,
Ja

qaelle que soit f(t) continue sur [a, b], on a

f f(t)c^-(t)= [ f ( t ) ^ ( t )d t .
^ a ^ a

r^De plus, la variation totale de g'Çt) sur [a, b] est égale à ^ ï(^) | ciu'
Ja

/. f{t) étant continue sur l 'intervalle fermé fa , b] et g(t) à variation bornée
r 1

sur cet intervalle, la fonction hÇt') définie sur [a, b] par hÇl) = ^ f ( u ) d g ' ( u )
^ a

est à variation bornée sur [a, b] et, si y(?) est une autre fonction continue
sur[a , b], on a

^ ^
< ^(t)dh(t)=-. o(t)f(t)^'[f).

^ a ^ a

g . Si o(^) est sommable sur (a, b) et si /(?) satisfait sur l ' intervalle
..t

fermé [a, b] à/(?)= ^ ^(u)du-+- const., [de sorte que/(^) est continue sur
^a

cet intervalle], quelle que soit gÇt) à variation bornée sur [a, b], on a la
formule d'intégration par parties :

^ A

/ f(t)d^(t)=f(b)^b)-f(a)^(a)- ^(t)^\t)dt.
J a J a

h. Les nombres x^, x^ . . ., x,^, x,, formant une suite croissante, si une
fonction gÇt) définie sur l ' intervalle fermé [x^ x^} garde une valeur cons-
tante g; dans chacun des intervalles ouverts ]^-i, Xi[ (de sorte qu'elle est à
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variation bornée sur [^o, x^\), on a, quelle que soit/(^) continue sur [x^ x^},
. i-=-n—l

f /(Q^)=[érl-^o)]/(^o)+ ̂  [^i-^]/(^)+[^(^)-^1/(^).
'/a

r1

l . i .2. /(^) satisfaisant pour t^a à /(^) = ^ y(i/)rfi/+ const., avec y(<î )
^ u

sommable sur tout intervalle fini (û, L), et g{t) étant à variation bornée sur
tout intervalle fini \a, L], Inégalité

(5) f f(t)d^t)=f(L)^L)-f(a)^a)-f ^{t)g\t)dt
^a J a

montre que, si le produit f(t) g (t) tendvers zéro pour t infini, la convergence de
/•»+<» ,^4-ac

l 'une des intégrales ^ /(^)^'(Q et / ?(Q^(^)^ entraîne celle de
•^a ^ a *

l'autre, avec

(6) r /(<)^-(Q=-/(^)^(^)- f 9(0^(0^
^^ ^ a

II faut noter que, si <?(^)^o, rf^ ^or^ y?/^ /(Q ^^ ^o^ croissante^ et si fÇt)
^+3°

tend vers zéro pour t infini, la convergence de l'intégrale \ /(^^(O suffit à
•^rt

entraîner que f{t)g(t) tende vers zéro pour t in f in i , de sorte que dans ce cas
^+=0 .,+00

la convergence de fÇ^dgÇt) entraîne celle de ^ ç(^) §'(t)dt, avec la
v a ' J a

formule ci-dessus.
Nous pouvons écarter de suite le cas où f(t) = o pour t supérieur ou égal à

un certain ^, auquel cas il n'y a rien à démontrer .
Supposons donc fÇt) ̂ > o quel que soit ^^o.
Si l'on pose

f f(u)d^(u)=h(t),
a

on a pour t^> a
^)-^-(a)= [ d^(u)= f ———dh(u).

^a Ja ^^ )

Comme on a, pour t^a,

(7) fb)=7k+{mSdu (7))

(7) En effet, si t > a, la fonction j-— est absolument continue sur l'intervalle f a, /] et a presque

partout sur cet intervalle une dérivée égale à r ^. • ' [Plus précisément, ceci a lieu partout oùf(u)
existe et est égale à ^(u).]
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on obtient par intégration par parties :
, , h ( t ) r ^ ( u ) h ( u ) ,

^-^^W^i-UW^
d'où

m s-(t) = f(t) ̂ a) + h(t) + fwf ^[y^y ^.(8)

107

^+ x

La convergence de l'intégrale ^ /(Q^CQ équivaut au fait que h(t) tend
^a

vers une limite finie 1 quand t tend vers +00. En tenant compte de (7),
(8) peut s'écrire

/(^.(^/(^^^^^^/^[^-^i+^^î^"^^^
Pour t infini, le premier terme du second membre tend vers zéro, le second

vers I, le troisième vers — 1. Il reste à montrer que le dernier tend vers zéro :
Posons pour simplifier :F<,,̂ œ .̂
Quel que soit te^a, on a pour ^^^o?

F(^)-F(^)|^Supl/^)-I|r -K——
^/o Jt, L/WJ

du

OU

d'où

F ( Q - F ( ^ o ) | ^ f — — - - — — |Sup|/^)-I|,
L/(^) /WJ^/o

/^)F(^[^fi-^1sup| /^)-I]+ f(t)¥W\.
L /^o)J u^fo

On a donc, quel que soit t^^a,

iTm / ( ^ ) F ( ^ ) | ^ S u p | A ( ^ ) — I | ,
t^-^-oo u'^io

et, comme le second membre tend vers zéro quand to tend vers+00, ceci donne
lim / ( < ) F ( ^ ) = = o .

t^+x

La continuité absolue sur [ a, t ] résulte de ce que, si a ̂  t ' <, t" ̂  t,

r ' "I | cp (u) \ du
- _ - ,/(0-/(0^-f(t") f(f)\ f(W) - [fwr-

Ann. Éc. Norm., (3), LXVII. — FASC. 2. i4
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1.2. Dans un autre ordre d'idées, nous aurons à util iser plusieurs fois les
remarques simples suivantes :

û. fÇx) étant une fonction réelle définie pour x réel supérieur à a, si de toute
suite de nombres réels supérieurs à a, appartenant à un certain ensemble E et
tendant vers +00,0/1 peut extraire une suite partielle [ x,,} telle que f{xn) tende
vers une limite l au plus égale à un nombre fixe M, on a

lim /(^)^ TTm /(^)^M.
.T ->- -+- so X •>- + =>o

.z € E .z e E

De même, si de toute suite ayant les propriétés indiquées on peut extraire une
suite [x^} telle que fÇx^) tende vers une limite supérieure ou égale à un nombre
fixe m, on a

lim /(^)^ lim f(^)^.m.
,r->--+-x> ,TC >- 4- x i

:CÇE .rçE

Ceci résulte simplement de ce qu'il existe toujours deux suites { E ^ j et { E 7 ,
tendant vers +00, formées de nombres de E, et telles que /(^) tende
vers lim fÇx) et/(^) vers lun fÇx\ et que toute suite extraite de l 'une des

.z->+^ .r>-+^
•ï- € E x € E

suites [fÇ^n)} ou {/(^)} tend vers la même limite que celle-ci.

6. f{x) étant une fonction réelle ou complexe définie pour x réel ^> a, si de
toute suite de nombres réels supérieurs à a, appartenant à un certain ensemble E,
et tendant vers +00, on peut extraire une suite [Xn} telle que f{x^ tende vers
une certaine limite L, alors f{x) tend vers L quand x tend vers +00 sur
V ensemble E.

On le voit en appliquant la première partie de la remarque a à la fonction
[/(a?)— L|, avec M positif quelconque.

1.3. Nous aurons aussi à uti l iser les lemmes suivants :

LEMME 1. — Soit /i(ï), /^(O, . . ., fn{t\ . . . une suite de fonctions réelles
sommables sur un même intervalle Ça, b\ fini ou non.

S'il existe une fonction positive ou nulle GÇt) sommable sur Ça, b) et telle que
Von ait, quel que soit n et quel que soit t appartenant à (a, b), \ f^(t) [ ̂  G(^), on a

___ ^ ^b __
lim / fnWdt^\ \ lim fn{t)~\dt.

n>+^J^ J^ |_/î>+oo J

LEMME 2. — Soit fxÇt) une fonction réelle sommable sur l'intervalle Ça, b), fini
ou non, et dépendant du paramètre x qui parcourt l'ensemble des nombres réels
supérieurs à un certain nombre A.
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S^il existe une fonction positive ou nulle G(t) sommable sur Ça, 6) et telle que
l'on ait, quel que soit x supérieur à A et quel que soit t appartenant à (a, b)
I .A(0 I ̂ =. GKQ? alors, quelle que soit la fonction réelle g^t) sommable su?' (a, b)
et satisfaisant à g'Çt)^ lim /^(^), on a

X ->--+- oo

lim F f.^t)dt^ [ g\t)dt ( 8 ) .
.v^+^Ja J^

Plus généralement, E étant un ensemble de nombres réels supérieurs à A. non
borné supérieurement, quelle que soit la fonction gÇt) sommable sur (a, 6) et

satisfaisant à g.Çt)^ lim f^(t), on a
.T-^+X)

.x e E
_ r l ) r5
liai < Mt)dt^ §-{t)dt.

X^-^-^J^ J^
.r€E

Pour établir le lemme 1, il suffit de remarquer que l'on a

lim fn{t)-=z lim (p,^), avec ^ n ( t ) =: Sup/,^(<).
n^+x 7^4-ac n'^n

ç/,(^) est mesurable sur (a, 6) comme borne supérieure d'une famille dénom-
brable de fonctions mesurables, et elle est sommable parce que [ (fn(t) | ̂  G(^).

Comme f^t}^(f^(t), on a
.b U

< Mt)dt^ ^t)dt.
^a ^ a

D'après le théorème de Lebesgue sur le passage à la limite sous le signe \ 5
b c_ J

le second membre tend pour n infini vers \ \ lim fnÇt)} dt, et l'on obtient
^a Ui>+^ J

ainsi l'inégalité indiquée.
Pour le lemme 2, il suffît d'établir la deuxième partie, puisque la première

n'est qu'un cas particulier de celle-ci, obtenu en prenant E égal à l'ensemble
de tous les nombres réels supérieurs à A.

On remarque que, quelle que soit la suite [x,,\ formée de nombres de E et
tendant vers + oo, on a

lÏm f^(t)^^t),
»>+ w

de sorte que le lemme 1 donne

lim ( f.^(f) dt^ [ ë\t)dt.
n^+^J^ J^

__ ..b b __
(8) Nous ne pouvons pas écrire lim / f.^(t) dt ̂  [ lim fr(t)\ dt parce que rien ne prouve

__ x>^Jn ^a L^-^- J

que lim fx(f) soit une fonction mesurable.
.f>+°0
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r6
Or on peut choisir la suite [x,,\ de façon que ^ f^(t)dt tende vers

v n
_ ^
lim f f^(t)d£.

3C^--^^J
.x-€E a

II est clair qae l'on peut remplacer dans les énoncés ci-dessus les [im par
des lim, en changeant le sens des inégalités.

1.4. Indiquons également deux autres lemmes que nous aurons aussi à
utiliser plusieurs fois :

LEMME 3. — /(<) étant une fonction réelle ou complexe sommable sur V inter-
/-»-h00

valle (i, +00), définissons une fonction g(t)pourt^ï par g(f)= \ f(u)du.
*A

Si f(t)\ogt est sommable sur (i, +00), le produit g(t)ïogt tend vers zéro

pour t infinie ^—) est sommable sur (i, +00), et l'on a

^)c ^{t^ r
\ ^dt^ f{t)\o^tdL

J^ v J^

LEMME 4. — fÇt) étant une fonction réelle ou complexe sommable sur V ijiter-
( ï t

valle (o, i), définissons une fonction g (t) pour o ̂  t^ i par g-Çt) = ^ f(u) du.
•^u

sl /(^) l0? ~t est sommable sur (o, i), le produit g-(t) log ï- tend vers zéro avec t,
^ ( t }
—— est sommable sur (o, i), et F on a

f ^dt=f'f{t)\o^_dt.
^o l JQ t

Les deux lemmes se démontrent de façon semblable, nous donnerons la
démonstration seulement pour le premier.

Il faut noter tout d'abord que la fonction 8W- est continue pour ?^ i.

a. Ceci étant, traitons pour commencer le cas où/(^)^o, de sorte qu'il en
est de même de g(t\

En premier lieu, on peut écrire

^+- ,,+00

^(t)\ost= f(u)lo^tdu^ f(u)\ogudu,
^ t J t

et l'on voit ainsi que g(t) log^ tend vers zéro pour t infini.
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^
D'autre part, comme g-Çt)= —f(u)du+ const., on a par intégration

J^
par parties :

C ^}^^(L)logL+J1 /(^)log^.

/%+00

Quand L tend vers +00, le second membre tend vers ^ fÇt)lo^tdt.
J \

La fonction ^ / étant .positive ou nulle, ceci montre qu'elle est sommable

sur (i, +00) et que
/ï+30 o./ / \ /ï+so

^ ^,ldt^=. \ f{t)\o^tdt.
Ji t Ji -

6. Pour le cas général, posons

F f(u) du==G(i).
^ t

D'après ce que l'on vient de démontrer, G(t) \ogt tend vers zéro pour t infini

et ——) est sommable sur (i, +00).
L'inégalité \g(t)\^G(t) montre alors que gÇt)logt tend vers zéro pour

nnfini et que ë—-)- est sommable sur (i, +00).
Le calcul fait plus haut montre encore que

^+ao ^(f\ r^^
\ ^clt= f(t):Lclt= l f(t)\ostc/t.

t/1 i J \

II. — Préliminaires {suite).

2. i. A chaque fonction réelle ou complexe sÇt) définie pour t réel ^o et
bornée sur tout intervalle fini [o, L |, nous associerons un certain nombre de
fonctions définies comme nous al lons l ' indiquer.

Il est entendu que X désignera toujours une variable réelle supérieure à i
et E un ensemble variable de nombres réels positifs, supposé non borné
supérieurement.

2.2. Nous posons d'abord
W.̂ , ^)= Sup \ s ( t f ) - s ( t ) \ ,

t^t'-^hf.

W,(^)==Tim -W,(t, À),
i^+^

w,(E, À)= lim W,(^ À).
i^+^ -/ € E
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Il est clair que W^(?, X), ^(X) et M^(E, X) sont essentiellement positives ou
nulles. Mais, tandis que W,(^, X) a une valeur finie, ^/X) et w/E, A) peuven t
prendre la valeur + oo.

Dans tous les cas, on a quel que soit E : M^(E, X)^^(X).
D'autre part, W,(^, X), ^,(X) et ^,(E, À) ne peuvent décroître quand À croît.
Par suite, chacune des fonctions ^(X) et ^(E, À), si elle n'est pas cons-

tamment égale à +00, a une valeur finie pour X voisin de i et tend vers une
limite finie positive ou nulle quand X tend vers i. Si elle est constamment
égale à 4-00, on peut dire qu'elle f end vers +00 quand X tend vers i. Dans
tous les cas, nous désignerons par ^(i+o) et ^(E, i+o) les limites
de ^v(X) et ^.(E, À) pour À tendant vers i.

2.2 .1 . On voit aisément que F on a^ quels que soient X j et \^ ̂ > r,

(9) ^(^i^)^^(^)4-^(L).

Cette inégalité n'a besoin d'être démontrée que si w,(A,)<^+oo et
^•(^X+oo.

Soit £ un nombre positif quelconque. [I existe un nombre pos i t i f^ tel que,
pour î^^o ,

W,(^i)^^(ÀO+£ et W,(^ ^)^w,(^)+ £ .
2 2

Quel que soit t positif, si t^i^À,^ on a
\ s ( t ' ) - s ( t ) \ ^ ' W , ( t , \)^W,(t, À.i)+W.,(À^, À,) ,

et, si X^<^ t ' ̂ ^\ A^, on a
1 s ( t ' ) - s( t ) ^ .ç(^/) - s ( t ) i + [ ̂ /) - ,(À^) | ̂ ;W.(/, ?, ) + W,(^/, ^).

On a donc
w,(^ ^^)^w,(^, ̂ i)4-w,(U À,).

Si t^to, le second membre est au plus égal à ^,(Xi)+ w/À2)+ s.
Par conséquent

W.ç(^i^2)^^(^i) + ^(^2) + £.

Comme £ est arbitrairement peti t , on a bien l ' inégalité annoncée.

2.2.2. — II résulte de là que l'une des deux circonstances suivantes se présente
nécessairement :

ou bien ̂ (X) = + oo quel que soit \ ;
ou bien (^(X) <^ + oo quel que soit X.

Il suffît d'observer que, si ^,(^o)<^+°o, on a quel que soit X : ̂ (Â)<^+oo.
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En effet, il résulte de l 'inégalité (9) que Von a pour? entier ̂ i

(10) ^W)^/w.ao).
Quel que soit À, il existe un entier? tel que À^^Â, et l'on a

iF, ( À ) ̂  (^ ( ̂ o ) ^pWs ( \ ) < + 00.

2.2.3. — Notons que, dans le cas où ̂ (X) <^ + oo , ?7 existe deux constantes
positives A ̂  B ^//^y y?/^ /'o/î û^ ̂ (/^ que soit À

(n) w,(^ . )^AlogÀ4-B.

En effet, si dans le raisonnement qui précède on prend pour? le plus petit
entier satisfaisant à rinégaiité indiquée, on obtient

,m ,̂,,,..)[,̂ ]...•,(»)^"..o..)]_.+i^j.

2.2.4. — D'autre part, on voit facilement que, lorsque ^(A)<^+oo, il
existe deux nombres positifs H et K tels que l^on ait quels que soient t et t' positifs

( 1 2 ) \s{t')-s{t)\^\ log^ +K.

Il est clair que l'on peut supposer sans inconvénient t<^ t ' .
9 On voit d'abord que, pour X fixé, W/^, À) est borné indépendamment de t.
En effet W,y(^, X) est manifestement borné sur tout intervalle fini tel que [o, a]
et sa plus grande l imi te pour t in f in i a une valeur finie.

Si l'on pose
SupW,(^, À ) = = W , ( À ) ,
?>0

on voit que l'on a quels que soient )^ et À2 ^> i

w.(u,)^w,ai)-+-w.a,),
car, quel que soit t positif, si t^t'^\^t, on a •

\ s ( t ' ) - s ( t ) ^w,ao^w,s.ai)4-w,a,),
et, si X i ^ < ^ t'^\^t, on a

s^t^-s^) ^ s ( ^ t ) - s ( t ) 4-i^(^)-.ç(À^)|^W,(^)-.-W,(^).

Il résulte de là que, quels que soient X et ?^i,

w,(À/Q^w,a),
Choisissons une valeur \o pour X. Alors, t et t' étant deux nombres positifs
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quelconques satisfaisant à t<^t'', si p est le plus petit entier tel que X^^^,
on a

ï0^
I,(^)_,(^[^W.(^)^^W.(ÀO)<W.(^) -r-r+i • -

L ^ë7^ J

Notons que, si l'on fait ^= i dans (12), on obtient
^) -^ ( i ) | ^H | lo^ |4 -K,

d'où
\ s ( t ) ^ H j l o g ^ -4-]^, avec K'= K + | s ( i ) ;.

Vhypothèse ^(X) <^ + oo entraîne donc

s (t) == 0 [log^] joo^r ^ tendant vers +00.

2.2.5. Remarquons enfin que, si l'on a pour une valeur de X : q^(X)=o, il
en est de même pour toutes les autres valeurs de X.

En effet, si W y ( Â o ) = o , (10) montre que pour p entier ̂ i q^.(X^)=o.
Comme on l'a d i t plus haut, quel que soit X, il existe un entier p tel que A^^À
et l'on voit que <^(X) ==- o.

Il résulte de là que F on a ou bien ^(X) .̂ > o quel que soit \ ou bien M^(X)== o
quel que soit À.

2.3. Dans le cas où sÇt) est supposée réelle, nous posons encore

- I I ; (^À)== Inf [,(^)-,(^,
t^t'^,\t

n;(^, À ) = Sup [ 5 ( < / ) — 5 ( ^ ) - | ,
^,-

OT;(E, À ) = = Fïm n;(^ À ) ,
t^^-w
tçE

OT;(E, À ) = = ïïm II;^ À) .
<->-+00^eE

II est clair que H^, X), IIJ(^ X), ^(E, À), ^J(E, X) sont essentiellement
positifs ou nuls et ne peuvent décroître quand À croît. IT.(ï, À) et îl.Çt, X) ont
une valeur finie, mais CT^ (E, X) et ^J(E, X) peuvent avoir une valeur finie ou la
valeur +00.

On voit immédiatement que, X étant fixé, si l'on a n^ (t, X)^.k pour r^rp,
l'on a IIJ(^, \)^k pour t^\to, et, si Fon a IIJ(^ A)^A pour t^to,
on a aussi Tl',(t, X)^Z:pour ^^?o- II en résulte que, lorsque E est Pensemble
de tous les nombres positifs, ^(E, A) et CTJ(E, À) ont la même valeur. Nous
désignerons cette valeur commune par î^,(X).

Puisque ^(X) est la valeur de ^(E, X) pour un E particulier, CT,(X) est
^o et ne peut décroître quand X croît.
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D'autre part, comme îl.Çt, X)^W,(^, X), on a toujours ^(E, A)^^(E,X)
et par suite CT,.(A)^^(A).

De plus, il est clair que, quel que soitE, ̂ (E, A)^t^.(A)etînJ(E, X)^^,(X).
Chacune des fonctions G^(X), .̂ (E, A), CTJ(E, X), si elle n'est pas constam-

ment égale à + oo, a une valeur finie pour A voisin de i et tend vers une l imite
finie ̂ o quand X tend vers i. Si elle est constamment égale à +00, on peut
dire qu'elle tend vers +00 quand X tend vers i. Dans tous les cas, nous dési-
gnerons par CT,.(I + o), CT', (E, i + o) et CT^(E^ i+o) les l imites de CT,.(A),
^,(E, A) et ^J(E, X) pour A tendant vers i.

2.3.1. On voit, par des raisonnements tout à fait semblables à ceux des
paragraphes 2 .2 .1 à 2.2.5, que Von a nécessairement ou bien CT,(X) =+oo
quel que soit A, ou bien vs,Ç^) <^ + oo quel que soit X, et aussi que l'on a néces-
sairement ou bien t^(X)^>o quelque soit X ou bien î^(X)= o quelque soit A.

On voit également que, lorsque CT^(X) <^ + oo, il existe deux constantes posi-
tives H et K telles que Von ait, quels que soient t et t ' satisfaisant à o <^ t <^ t ' ^

t'
(i3) s Ç t ' ) — s ( t ) ^ — Hlog- — K.

2.4. On peut aussi associer à chaque fonction réelle ou complexée) définie
pour t réel ̂ o et bornée sur tout intervalle fini [o, L], des fonctions analogues
aux précédentes et qui dépendent en outre d'une fonction réfelle A(^) continue
et dérivable pour ^^o e-t qui croît de o à +00 quand t croît de o à +00.

On définit d'abord, à partir de A (^), une fonction T des deux variables réelles
'positives t et a par T(r, a) = V[aA(^)], où V est la fonction inverse de A. On
pose ensuite

W,,A(^À)= Sup i^)-^)!,
<^'^T(^'X)

^AW='ïim W,,A(^ ^),
t>-\

^\(E, À ) = lim W.,A(^ A) ,
^>4-oo^ e K

et, si sÇt) est réelle,
— n , \ ( ^ ? i ) = = Inf [ s d 1 ) — s ( t ) } ,

t^t'^T^,^)

n;,A(^, ^)== Sup [ s Ç t ^ - s Ç t ) ] ,
^^

<A(E, À ) = = l i m n^A(^ ^ ) <
<->+x>^ G E

<A(E,À)=: l im n;,A(^ ^) .
Z->-4-ao^eE

On voit de suite que, si l'on pose a(^)==^[V(^)] , on a

W.s,A(^)=W^A.(^U],
Ann. Éc. Norm., (3), LXVII. — FASC. 2, l5
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et, si sÇt) est réelle,

n;,A(^ ^=I^[A(<) , A I et II;,A(^ ^)=IK[A(^ À].
Par suite, on a

w.,AW==^(7), • ^,A(E, À)==: (^ [A(E) , ^1,

et, si s(t) est réelle,

<A(E, A)=:^[A(E), À ] et , <A(E, À):=OT;[A(E) , À]

[A (E) désignant l'ensemble des valeurs de A Çt) pour t appartenant à El.
Dans le cas où s{t) est réelle, on voit que, si E est l'ensemble de tous les

nombres réels positifs, de sorte qu'il en est de même de A(E), CT^A(E, X) et
Œ^A(E, X) ont la même valeur ^(^)-

Par une convention analogue à celle faite plus haut pour ^ (E, X) et
î^J(E, X), nous désignerons par CT^A(X) la valeur commune de CT^(E, A) et
CT^v(E, A) pour E égal à Pensemble de tous les nombres réels positifs.

On a encore
^AW^^CT^)-

Ces différentes relations montrent que les fonctions définies dans ce para-
graphe possèdent les mêmes propriétés que celles définies précédemment. En
particulier, elles sont liées entre elles par les inégalités correspondant à celles
écrites plus haut, on a nécessairement ou bien Ws ,A(X)==4- oo quel que soit X,
ou bien W,,A(X)<^+ oo quel que soit X, et, de même, ou bien ^,,A(X)^>O quel
que soit X, ou bien ^ ,A(X)==O quel que soit X; lorsque s{t) est réelle, on a
nécessairement ou bien CT^A(X)==+ oo quelque soit X, ou bien ^A(X)<^+OO
quel que soit X, et aussi ou bi'en ^ ,A(X)^>O quel que soit X, ou bien
CT, ,A(X) = o quel que soit X.

Les fonctions définies dans ce paragraphe se réduisent d'ailleurs à celles
définies précédemment si A (t) =t.

Les conditions de convergence (i), (3) et (4) indiquées dans l 'Introduction
peuvent s'écrire respectivement: ^,,A(^ )= o, ̂ ,A(i+o)=o 01^,^(14-o)==o.
La condition uni latérale que nous avons indiquée comme correspondant à ( i )
de la même manière que (4) correspond à (3) peut s'écrire CT^A(X) == o.

2.5. Si la fonction s Ç t ) est non seulement bornée sur tout intervalle fini
[o, L], mais mesurable, on peut encore lui associer la fonction S,(^) définie
pour t^>o par

i r 1

à,(t)=s(t)- - \ s(u)du.
1 ^0

Lorsque s(t) est à variation bornée sur tout intervalle fini [o, L], on voit, par
une intégration par parties, que

à,(t)=^C uch{it).
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Nous allons voir que l'hypothèse ^(X)<;+ oo équivaut à S,(t)= 0 [ï]poin t
infini, et V hypothèse w,. ( À ) = o équivaut à o, ( t) = o [ i ] (9 ).

Ceci est une conséquence immédiate des résultats suivants :

i° Si ^(^)<^+°o» on a

( 1 4 ) lim ô,(t)\^ [ w^^du.
^+- Jo W

2° Sio,Çt)^=0[ï]pourt->-{-ao,ona

(15) w , (À)^ [2+]ogÀ] lïm \^(t)\.
^4-«

Pour établir le premier, nous remarquons que l'on a

S,(t)= f [ s ( t ) - s ^ t ) ] ^ .
^o

D'après ce qui a été dit au paragraphe 2 . 2 . 4 ? on a quel que soit t^> oet quel
que soit v compris entre o et i :

| s { t ) — s ( v t ) ^Hlog-1 + K.

D'autre part, comme \sÇt) —^(^)|^W^(^ I - ) ? on a

lim s ( t ) — s ( v t ) \ ^ ^ , ( l \
t>+^ \^ /

La fonction ^ ( ^ ) est sommable sur (o, i) puisque, d'après le para-
graphe 2.2.3,

^M ^-I^Alo^-1 +B.• \ v / — ° P

Le lemme 2 du paragraphe 1.3 donne alors ( i4).
Pour établir le second résultat, nous remarquons d'abord que, si l'on pose

S(t)= ( s^du,
^o

quels que soient t et t ' positifs, on a par intégration par parties :

r /\^^^s(p_s^ r-s^
J, u r t ^ u2

(9) Ces deux faits ont été établis par Karamata ( [7] et [8]), le second dans le cas où s(t) est à
variation bornée sur tout intervalle fini [o, L], le premier dans le cas où elle est la fonction associée
à une série comme il a été dit dans l'introduction. Le second avait déjà été établi dans ce dernier
cas par M. Kiesz ([i-4], §3, p. 307).
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En tenant compte de ce que S(r)= t[s(t)— âç(^)], ceci donne

(16) ^)-^)=^)-^)+ f ^^du GO).
^i. u

Supposons alors S.s(^) = 0[i] et posons

îim j ô,(<)| =ûû.
/^+ao

Quel que soit £ ^>o, il existe un nombre positif ^0(2) tel que, pour t'^t^(e\

i0^)|^+£.

(16) montre alors que, pour t^.to(s.} et t^-t' ^l\t,

\S^) — S ( t ) | ^ ( û û + £ ) 2 4-log^- ^ ( C . J + £ ) ( 2 +logÀ).

Autrement dit, pour ^^^0(2)? on a

W,(^ À) ̂  ( € < ) + £ ) ( 2 4 - l o g À ) .

On a donc, quel que soit £ ^> o,

^ , ( À ) ^ ( G 3 4 - S ) ( 2 + l o g À ) (n) .

2.5.1. ,?(^) étant encore mesurable, et A Çt) étant, comme au paragraphe 2.4,
une fonction réelle continue et dérivable pour ï^o, et qui croît de o à 4- oo
quand t croît de o à + oo, nous définirons une nouvelle fonction 8.^(0? pour
t^> o, par

^(^^(^-——y f s(u')i^{iL)du.

Lorsque s(t) est à variation bornée sur tout intervalle f ini fo, L] on voit, par
une intégration par parties, que

i r '
^A^^-r-TïT ( A(u)ds(u).

yv ^ t ) ^o

(10) Nous aurons encore à utiliser celle formule au.paragraphe 3.6.
(11) Notons que le facteur ('2 4- logX) dans (i5) ne peut être remplacé par un plus petit. On le voit

en considérant la fonction s(t) définie par

l o pour t < i
s ( t ) = ' i4- log^ — 2 l o g [ i . 3 . . . . . ( 2 ^ — 1 ) ] pour ( 2 ^ 2 — i ) ! ̂ t< (in)!

f —(l+10g0 4-2log(2. 4. . . . . 2 ^ ) pOUr (2/ î )! ^<(2M-4- l ) î

Pour cette fonction, | ô^.(/) ! == i pour t ̂  i et w^(X) == 2 + logÀ.
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On voit immédiatement que l'on a toujours

<W^==^[A(^)1,

où cr(^) est définie comme au paragraphe 2.4.
Il en résulte que ^hypothèse ^,,A(^) <^+ oo équivaut à o,^(t)= 0 [ï]pour t

infini, et ^,A(^) == o équivaut à §s,A.(t) = o [i].

III. — Théorèmes de type élémentaire, dans le cas canonique.

3.i . Pour abréger les énoncés des théorèmes, nous convenons une fois pour
toutes que, dans tout ce Chapitre, nous faisons les hypothèses suivantes, qui
resteront sous-entendues :

i° Pour chaque valeur de x réelle et supérieure à un certain nombre a positif ou
nul, ̂  Çt, x\ qui est réelle ou complexe, est une fonction de t sommable sur l^ inter-
valle (o, + oo ), et Von a

, ^+»0

(17) \ ^ ( t , œ) clt=ï.
€/()

2° y ( t, x) est la fonction définie pour x ^> a et t ̂  o par

^
(18) c p ( ^ x)=z < ^(u, œ)du.

^ L

3° // existe une fonction positive ou nulle F(^) sommable sur r intervalle
(o, + oo ) et telle que Von ait, quel que soit x^> a et quel que soit t ̂ > o,

(19) i^(^ ^ ) i ^ F ( ^ ) .

4° Quand x tend vers -\- oo, x^ (^, x) tend vers une fonction limite N (^).

5° s(t) est une fonction réelle ou complexe, définie pour t^^o, mesurable et
bornée sur tout intervalle fini [o, L], [de sorte que, pour x^> a, l'intégrale

r''
l ^ ( f ; ^ ) s ( t ) d t

»/o

existe toujours quel que soit L^> o] (12).

( l2) Notons que les hypothèses indiquées pour <^(7, x) sont satisfaites en particulier si l'on
T / / \ /"• -*-00

prend ^(t^ x) == - - N ( - ) 5 avec N(/) sommable sur (o, 4- oo) et / N(^) dt=-\. [On peut prendrex \'K / JQ
a = o, F(t) = | N(Q |j. On a dans ce cas

?(^.r )=K(^) , avec K(t) = f ^(u)du.
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3.1.1 On voit immédiatement que :

i° ç(o, x)= i et, pour x fixé, <f(t, x) est une fonction de t continue pour
t ̂  o et qui tend vers zéro pour t infini.

2° N(^) est sommable sur F intervalle (o, + oo ) et Von a

(20) Ç ^(t)dt=l,

^o

car, en remplaçant ^par xt dans (17), on obtient

r^
f x^ (xt, x) dt=\.

^o »

3° Quand x tend vers 4- oc , y(^, x) tend vers la fonction K(^) définie par

. ^
K(t)=^ ^(u)du,

car on a
y14-30 y4-96

9 {xt, x) == f ^ (u, x) du== I x^ (use, x) du.
v xi l/\

K ( o ) == i et K ( t) est continue pour t ̂  o et tend vers zéro pour t infini.

4° Quel que soit a^>o, on a x^^xt, t r) ^aF(a^) et x^^xt,^ tend\ a / \ a y
vers a N ( a ^ ) quand x tend vers + °o? car on peut écrire

, / x\ x , f x x\
x ̂  xt, — =: a — û  -a^, — •

\ a / ' a ' V a a /

( ^\
ç ^ - ) tend vers K(a^), cara y

/ ^ \ / x x\
^'J^a^'a •

^+30

3.1.2. Il faut noter d'autre part que l'intégrale ^ ^(t,x)sÇt)dtest certai-
^0

nement convergente pour x ^> a si s ( t) est bornée.
D'après ce qui a été dit au paragraphe 1. i .2, si s(t) est en outre à variation

r~^^
bornée surtout intervalle /îni[o, L] et nulle pour t=o y Vintégrale f y ( t , x')ds(t)

^0

est aussi convergente pour x ^> a et égale à la précédente, puisque

' ^ ( t , ^ ) = = : f —^(u,x)du-^-ï
*- o

et le produit y(^ x)s(t) tend vers zéro pour t infini.
,»4-oo

Si sÇt) tend vers une limite finie S quand t tend vers + oc, / ^ ( t , x)s(t)dt
^0

tend vers S quand x tend vers + oo.
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En effet, pour x^> a,
^-+-^ /-»-+-» /-»4-oo

^ ^(t, œ)s(t)dt—S== ^(t, œ ) [ s ( t ) — S ] d £ = z ^ x^{œt,x)[s{xt)—^\dt.
^0 '-0 •^O

Ona
;^^(^, ^ ) [5 (^ )— S] ^ F ( ^ ) S u p [ 5 ( ^ ) — S; ,

et, quand x tend vers +00, ^(^, x)[s(xt)—S] tend vers zéro pour
touU^>o.

On peut donc définir un procédé de sommation au moyen de l'une des inté-
^-^ /.+x

grales ^ ^(^ ^)s{t)dt ou j y (^ , x)ds(t), avec ê égal à l'ensemble des
•^0 •-'O

nombres réels ^> ^ et ^o===+°c (13).

3.2. Dans plusieurs paragraphes nous supposerons que V(t)\ogt est som-
mable sur l'intervalle (o, +00). Indiquons dès maintenant quelques consé-
quences de cette hypothèse :

a. Pour x^>a, ^(t, x)logt est une fonction de t sommable sur l'inter-
valle (o, +00).

En effet, en remplaçant t par - dans ( 19), on obtient

l^a•)li=ïF(;0'
d'où

^(^)log<^F^) ]o^ +^log.iF(^

et chacun des termes du second membre est une fonction de t sommable sur
(o, + oo ) puisque F(^ ) | l og^[ e t F ( ^ ) l e sont.

&. D'après les lemmes 3 et 4 (§ 1.4), ceci entraîne que, pour x fixe
^> a, o (t, x)\o^t tend vers zéro quand t tend vers + oo et [i — y (t, x)} log I tend
vers zéro quand t tend vers zéro.

r r' 1On a i — ^ Ç t , x ) = ^(u.x)du .
L ^o J

^-t-»
c. Il résulte de a que l'intégrale ^ ^(t, x)s{t)dt est certainement conver-

^o

gente pour x > a toutes les fois que s (t) = 0 [logt] pour t infini, en particulier
^,(X)<+oo (c/.§2.2.4).

(13) II faut noter que nous n'avons pas utilisé, pour établir ce fait, l'hypothèse (4).
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Il résulte de b que, si, en plus de cette condition, s(t) est à variation bornée sur
/^4-^

tout intervalle fini [o, L] et nulle pour t=o, l'intégrale \ cp(^ x}ds(t)est
^0

aussi convergente pour x ^> a et égale à la précédente.

d. N ( ^ ) l o g r est sommable sur (o, + oo ) puisque N(^)|^F(?). Par suite,
quelque soit y.^> o, N(a^ ) log^ est sommable surÇo, 4-00).

e. D'après les lemmes 3 et 4, il résulte de là que, quel que soit a>o,

[ i—K(a?)]log^ tend vers zéro avec t, K(ar)log^ tend vers zéro pour t infini,
i -K(a^) z-7 / \ , K ( a ^ ) , , /——,—— est sommable sur (o, i ) et —-—- est sommable sur ( i + oo ).

En effet, on a
Py•i /^t /^+30 ^+30

i — K ( a ^ ) = y ^(u)d(z= ^{^u)duet K((xt)=z f ^(u)du=: a^^u)du.
^u ^o ^ a t J t

f. Quel que soit a ^> o, pour x fixé ^> au, le produit i — o ( ̂ , ̂ ) | log I- tend

vers zéro avec t, le produit y ̂ xt, x- ) log-^ tend vers zéro pour t infini, la fonction
/ x ^ [ ^ x

• ? ^,
———— est sommable sur (o, i) et la fonction —-1———j- est sommable

sur(i, + oc).
En effet,

^\ r , / x\ r ( x\
^) =j ^ [ l^ y ) du =j ^^[^u,, ̂  \ du,i — 9 [ x t

? ^ ,1= \ d; ( u, — } du. = I x^\ xx^ [ XLI, — \ du.
J.rt \ a / J, \\ , a

xD'autre part, x^ ( xt, - j log t est sommable sur (o, +00), car, comme

œ^ [ x t , ^aF(aQ,

on a
x 'x^ ( xt, - log'/ ^ a F ( a ^ ) i loga^| + log- F ( a ^ ) .

Les lemmes 3 et 4 donnent alors les résultats annoncés.

3.3. Donnons encore des formules qui joueront un rôle important dans la
suite :

..+^
Supposons l'intégrale \ ^{t, x ' ) s Ç t ) d t convergente pour.r>û.

^0
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D'abord, il est clair que, quel que soit a^>o, on a pour x ^> y.a

/l+QC / x\ /^+ao / x\•(21) . ^ ^ ^, - ) s ( t ) d t = œ^i^xt, - ) s ( x t ) d t .
^o \ a / i/o \ a /

^+x ( x\De même, en remplaçant t par xt, dans ^ ^ ( ^, - ) dt = i, on a
*^n \ a / '

123

OC \^+os /
/ ^(

«/o \
x ̂  ( œt. — } dt == i.

a /

En retranchant membre à membre de (21) cette égalité multipliée par^(.r),
on a

(22) Ç ^ ( t^^s^dt—s(œ)= f x ^ ( . x t , x ^ [ s ( x t ) — s { œ } \ d t ,
J Q \ a / J\ \ a /

3.4. Ces préliminaires terminés, nous établirons en premier lieu le théorème
suivant :

THÉORÈME 1. — Supposons F(^) log t sommable sur V intervalle (o, + oo ), et soit
a un nombre positif quelconque. Si l'on a ^(X) <^+ oo [ou S,Çt) == 0 [ï]pour t

/"+00

infini], de sorte que l'intégrale f ^Çt, x)s{t)dt est convergente pour.r^> a,
JQ

alors, E étant un ensemble quelconque de nombres réels ^> a a, supposé non borné
supérieurement^ quelle que soit la fonction réelle positive g'(^) telleque^Çoiu)g'(u)
soit sommable sur (o, + 00) <^ ç^ /^o^î ait pour tout u ̂ > o

(23) lim I ^ ( M ^ ) — « î ^ ^ ) ^=^'(.u),
t^+w
tçE

O/l à

(24) Ïim | F^
^fct'00 1 ^o^-E'

^^,^^(^)^-^(^) a 1 N (a^) i ̂ (M) du.

Nous poserons, pour simplifier,
.,+00

^ ^, ^)5(o^== lI r(^) .
Jo

La formule (22) donne alors

(20) Wi ^\ /"+oc / ^\- ) — s (^) ^ / .yd; ( xt, - } \s {xt) — s {x) \ dt.
a / ^0 \ a /

En tenant compte de (12), on voit que la fonction sous le signe f au secona

membre de (26) est au plus égale à aF(a^) [H[ log?[ + K], qui est une fonction
sommable sur l'intervalle (o, +00).

Afin. Ec. Norm., (3), LXVII. — FASC. 2. l6
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D'autre part, comme œ^(.xt, ̂ \ tend vers a N ( a ^ ) quand x tend vers + oo,
(23) donne

_ ( ] / ^\ \
^ . ^ r ^ V ^ a ) \ s (a ; t ) - s ( ^ ) ^aiN(o^)j^).

Le lemme 2 du paragraphe 1.3 donne alors (^24).

3.4. ï . Comme cas particulier, le théorème 1 donne le suivant :

THÉORÈME 1 a. — V(t)logt étant supposée sommable sur l'intervalle (o, + oo ),
si Von a ^,(A) <^ + oo , on a quel que soit a ^> o

(26) lim f ^ . ( t ^ - ) s ( t ) d £ - s ( . c ) ^ f a [ N ( a ^ ) ^,('-\du
^•>+- Ju \ a / 'J(, v^/

^4-30

— ^ a N ( a ̂  ) j (^ ( M ) du.
1/1

On obtient immédiatement ce théorème à partir du théorème 1 en prenant
pour E l'ensemble de tous les nombres réels supérieurs à a^ et pour g ' ( u ' ) la
fonction définie par

t^ pour u << r ,
^W= o pour u== [ ,

Ws{u) pour u, > i .

Ceci est légitime car, d'une part, cette fonction es tévidemment mesurable sur
tout intervalle fini fo, L] et, comme ^(À)est^o et satisfait à (n), on a

o^é> ' (^)^A| log^l 4- B,

de sorte que ^(^)N(a?/ ) est sommable sur(o , + oo); d'autre payt, les inéga-
lités

et
\ s ( u f ) — s ( t ) \ ^ W s ( t , u ) pour u>ï

\ s ( u t ) — s ( t ) \^Ws (ut, î- ) pour ^ < i ,

montrent que
lim s (ut) — s{u)\^g{u).

t^-}-w

3.4.2. Ce théorème entraîne à son tour comme corollaire le théorème
suivant :

THÉORÈME 2. — F Çt) \ogt étant supposée sommable sur l'intervalle (o, +00), si
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Von a ̂ (X) = o, ou, ce qui est équivalente Sy(?) =- o [i] pour t infinie on a quel
que soit a ^> o

Hm r r
•r>+»o |_ J^

^( t, - ) s ( t ) d t —s(£c) h==o.

3.5. Un autre corollaire immédiat est le suivant :

F(^)log^ étant supposée sommable sur(o, +0°)? si'Von a ^(X)^CL) logX, on
a, quel que soit a ^> o,

lim
;r^+ao [ JQf;^\t, - } s ( t ) d t — s ( x ) ^c..) \ a N ( a ^ ) l o g M du.

Nous allons voir que l'on peut, par un raisonnement plus subtil, obtenir avec
les mêmes hypothèses une inégalité meilleure.

Nous établirons en effet le résultat suivant :

THÉORÈME 3. — F(^)log^ étant supposée sommable sur (o, 4-00), si l'on a
^(A)^cologX, on a pour chaque a ^> o

(27)
im \^^ï)sw
lim

X >- + IX)

? ~ } s ( t ) d t — s ( œ ) f^c»jï(a),
>+^ \Jn \ a /

où ï(a) est la constante dé finie par

(28) ï(a):-f^«^o

•K(^u)\
dit -f't/i

K ( a ^ ) |
du.

Notons d'abord que, d'après ce qui a été dit au paragraphe 3.^, les inté-
grales qui figurent dans l'expression de ^(a) ont bien un sens.

D'autre part, on a toujours

(29)
/>+%

T(a)^ / a|N(a^) log u du
v i \

l'égalité n'ayant lieu que si N(?) garde presque partout un argument constant

sur chacun des intervalles ( o, - ) et ( - ? +00) .

En effet, l'égalité

entraîne

^t ^
ï—K(^t)= ^(u)du=: aN(a^)^

JQ J Q

\ï—K(^t)\^fft^(t), avec <^a(Q= f a N(a(^)| du.
J i )
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Mais, d'après le lemme 4 du paragraphe 1.4, -̂̂ -) est sommable sur (o, i)
et

On a donc

(3o)

Ç^b^dt^Ç ^ N(^) | log 1^.
^0 i JQ t

r1^^^^.-1^^^^^,^
^o «^o i

De même, l'égalité
^-t— ^^

K(a^)==/ ^(u)^u= ^(au)(/u
^ y.t ^ i

entraîne
..+X

K(a^) |^^î(^) , avec yci(t)=== a [ N ( a ^ ) l ^
ly/

et, comme, d'après le lemme 3, <9M^ est sommable sur (i, +00) et

/-•-l-0'5 oy* / ^ \ /-.-t-^
/ —^•dt=l a\^(at)\\ogt(ft,

on a
(3i) r^ K(^)| ^^f^^^^^i iog^^

^i •A
(3o) et(3i) donnent (29) et l'on voit qu'il ne peut y avoir égalité dans (29) que
s'il y a égalité dans (3o) e t (3i ) .

En raison de la continuité de I ~ K ( a t ) pouro<r^i etde^^ pour ̂ i,
ceci n'est possible que si l'on a

r 1 r 1
, ; i—K(ctt)\==^(t), c'est-à-dire 1 ^(^u)duz= \^(v.u)\du,

•^0 ^0 .

pour tout t satisfaisant à o <^ t^ i, et
^»+^s /»4-"c

| K(at)\=zffti(t), c'est-à-dire ^ o^N(om)du= a N ( a ^ ) [ ^ / ,

pour tout t supérieur ou égal à i.
Ceci a lieu si N(a^) a presque partout un argument constant sur chacun des

intervalles (o, i) e t ( i , +00), et seulement dans ce cas(14).

(14) Gela résulte du lemme suivant : •

f(t) étant une fonction réelle ou complexe sommable sur I ' 1 intervalle (a, b) fini ou non, pour que
/^nn rnfl^on ait

.6r r\ f{t)dt = \f(t) dt,
^ a ^ n

il faut et il suffit qu'il existe un 0 tel que e^f(t) soit réel et ^ o presque partout sur (a, b)
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Passons maintenant à la démonstration du théorème 3.
127

a. Étudions d'abord la famille des fonctions g'^Çt) définies pour ^^o par
§'.,(t)=s{xt)—s(x\

Nous observons en premier lieu que, comme '̂,( A) <^ 4-oo^(?) satisfait à (12)
et l'on a, quels que soient x et t positifs,
(32) !^)|^H l o g ^ j + K .

D'autre part, on a, pour t et t ' positifs quelconques et x positif quelconque,

et par suite
g.^t')-^{t)=s(,xt')-s{œt),

. [ W.̂ ., tf

\^W-^t)\^{ ;
w, ,̂

W/.:r^,

si f<t,

si / > / /.

La condition est suffisante car, si elle est satisfaite, on a presque partout sur (a, b)\
\fW\==\e^f(t)\=e^f(t) ou /(0=e-^ !/(/)!,

et par suite
.6 .b.
\ f(t)dt=:e-^ / \f(t)\dt.

^a ^a
^h

Pour montrer qu'elle est nécessaire, remarquons cTabord que, si / \j (l) | dt = o, elle est satis-
"faite avec 0 arbitraire car/(/) = o presque partout.

..b

Si maintenant ^ [/(/) | dt > o, on voit que, si Pon a

1 r 5 ^b

/ f(t)dt = \ \f{t)\dt, ^
| J a ^a

r t •le point j f(u) du .du plan complexe est situé, quel que soit / satisfaisant à a < / < b, sur le se°-
^a

r 1 'ment de droite joignant Porigine au point 1 f{t) dt. En effet, si pour t^ satisfaisant à a < ^ < b le
•^a

r 1
point f f(u) du notait pas sur ce segment de droite, on aurait

* - n

r1' r1'
\ fWdt < { \f(t)\

.-/ /, J„
f(t)dt < \ r°f(u)du + ( f(u)du ,

1 ̂  ^t,
d'où

On voit de même que, quels que soient t et t ' satisfaisant à a < ^< ^< b, le point / /(^)
^a

u} du

r 1 r ^doit se trouver sur le segment joignant le point f f(u) du au point ^ f(u) du.
^ a " ^ a

^b
Au total, on voit que, si Pon appelle — 0 Pan des arguments du nombre complexe f f(t) dt, la

t • "
fonction e'9 j f.(u) du est réelle ̂  o et non décroissante pour a < t < b. Il en résulte que, partout

*- a

où sa dérivée existe, elle ne peut être que réelle ̂  o. Or, on sait que presque partout cette dérivée
existe et est égale à eQif(t).
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Ceci entraîne que, quelle que soit la suite de nombres positifs x^ tendant
vers + °° ? on a pour t et t' positifs avec t^t'

Wc si t < ^ / ,
lim ^(^)-^^)|^

n^+x
^>^.w,

Comme ^.(X)^cologX, on peut écrire simplement

(33) lim \^(tf)-^(t)\^^\\os,
7Z>-

Les inégalités (3a) et (33) vont nous permettre de montrer que, de toute
suite de nombres réels positifs tendant vers +00, on peut extraire une suite [x,^
telle que la suite des fonctions g^Çt) converge pour t ^> o vers une certaine fonc-
tion continue ^Çt).

(32) montre d'abord que l'on peut extraire de la suite donnée une suite par-
t iel le [x^} telle que, pour une valeur positive donnée de t, g.^(f) tende vers une
limite f inie.

Par un raisonnement bien connu, on en déduit que l'on peut trouver une
suite partielle [xn] telle que g^Çt) converge pour chaque valeur rationnelle posi-
tive de ^vers une limite finie cr(r).

La fonction o-(r) ainsi définie pour t rationnel positif est uniformément
continue pour ^^£, avec £ positif quelconque, car (33) montre que pour t et^
rationnels positifs quelconques

(34) iŒ(^)-Œ(^)|^ log^

On peut donc prolonger cette fonction sur l'ensemble de tous les nombres
positifs de façon à obtenir une fonction continue sur cet ensemble.

On voit alors que S'^(t) converge vers la fonction o(?) ainsi obtenue, non
seulement pour les valeurs rationnelles positives de t, mais pour toutes les
valeurs positives.

En effet, considérons un t irrationnel positif quelconque.
Quel que soit ^ rationnel positif, on a

,^;(Q--^(^)|^!^(^)-^(^1+1^(^)-^(QI-+- ^)-^)|,

d'où en tenant compte de (33)
lïm ié^(<)-(7(01f^ log^ + ] c ^ ( < / ) - c ^ ( ^ ) | .

n-^+x i

Si l'on fait tendre t ' vers t, le second membre tend vers zéro.
Ajoutons les remarques suivantes :
On a a(i)= o, car; quel que soit x^ ^(i)== o.
(33) montre que Von a (34) pour t et Ï positifs quelconques,
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En faisant t ' = i, (34) montre que Von a quel que soit t positif
!o-(^)|^ûû \0^t .

b. Ceci étant, nous poserons encore
/,+oc

t ^(t, a!)s(t)dt==W(^)
*^n

1'29

et nous montrerons que, de toute suite de nombres réels supérieurs à (xa et

( /Y« \

tendant vers +00, on peut extraire une suite [x^\ telle que W - " )— s ( x ^ )
tende vers une limite au plus égale à (jOT(a). (27) en résultera grâce à la pre-
mière remarque du paragraphe 1.2.

Notons d'abord que (22) donne

( rp '

ip x,
a .

-,(^)=J4"30 / x\x^ [xt.-\^t)cît.
\

 a
 /

De toute suite de nombres réels supérieurs à aa et tendant vers + oo, on peut
extraire une suite {^} telle que g\^(t) tende pour t^> o vers une fonction <jÇt)
ayant les propriétés indiquées plus haut.

x,^[x^t, ̂ n}g^(t) ̂ "d alors vers aN(a^)( j(r) .

Comme, d'après (32), x^^xt, x- ).^'.r(^) est, pour x^xy.a^ de module au
plus égal à aF(a^) [H | log^ +KJ, qui est une fonction sommable sur l'inter-

/' œ \ r^30
valle (o, +00), on voit que V (-")---.y(^) tend vers \ aN(a?)(7(r)^

et ^(^A—sÇx,) tend vers f^ aN(a.^)(7(^^.
\ a / Jo

II ne reste qu'à montrer que
^

(35) ^ a N ( a / ) c r ( / ) ^ ^ûor(a) .
*• °

Pour cela, nous remarquons d'abord que (34) entraîne que o-(^) est absolu-
ment continue po-ur t^>o. Elle possède donc une dérivée presque partout
sur (o, +00).

De plus, on a j a'(t)\^ ̂  de sorte que [i — K(a?)j ^ ( t ) est sommable surt
(o, i ) et I^a?)^) l'est sur ( i , +oo)(c/. §3 .2<? ) .

^ 'Comme i — K(a^)= j aN(a?/)rf?/, quel que soit s positif et inférieur à i, on
^0

peut écrire par intégration par parties

Ç aN(a/)(7( / )^=-[ i -K(a£)|<7(£)- Ç [i - K(a^) ] ̂ (t) c i t .
Je J ç
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Le premier terme du second membre tend vers zéro avec £ puisque
CT(£)]^CO log-1- (c/. § 3.2^); donc, quand £ tend vers zéro, cette égalité donne

à la limite

f aN(a^)o- (^ )^=— F [ i — K ( o i t ) ] c r ' ( t ) ^ .
<A) «^O

r'De même, comme K(a^)== ^ — aN(a^)rf^ 4-1, on a quel que soit L ^> i
*-o

,L ,,L

f a N ( a ^ ) o - ( ^ ) ^ = K ( a L ) ( 7 ( L ) 4 - Ç K ( ^ t ) Œ ' ( t ) c / t .
J \ »A

Quand L tend vers + oo , le premier terme du second membre tend vers zéro
puisque |Œ(L)[^CO logL (c/. § 3.2^); on a donc à la limite

,,+30 ^»4-î0

^ ^(at)(7(t)6lt=z K(a^o• / ( / )^ .
t/i *^i

En définitive, on a
/,+=€ /^l .^+^

^ ^(oit)a(t)c/t=:— [i—K(at)\^(t)c/t-^- K(at) ̂  (t)c/f,
J^ i/o ^i

d'où
,,+» . /,! ^+îc

^ a N ( a ^ ) < 7 ( ^ ) ^ ^^ | [ I — K ( a / ) ] c ^ / ( ^ ! ^ 4 - ^ | I^aQcr^)] ̂ ,
i/y tVo s v \

et, comme Icr^^)!^^ ceci donne (35).

3 .5 . i . Le théorème 3 donne comme conséquence le théorème suivant :

THÉORÈME 4. — Supposons F(^)log^ sommable sur l'intervalle (o, +°° ) ^ solt
une suite de nombres réels Xo, Ai , . . ., A^, . . . satisfaisant à

o^^o< ^i<- • •< ^n<- - ' , lini ^==4-oo, lim —^•==1.
/î->-+os n^+w ^n

Quelle que soit la suite de nombres réels ou complexes u^, u^ . . ., Uny . . . satis-
faisant à

^^oP^^I (pour n infini),

+x +xi n '

les séries ^y(X^, x)un et ^[ç(^, ^)—y(^4-i» ^)]S,,, o?i S/,=^^, .yo^
0 0 0

convergentes pour x^> a et ont la même somme,
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Si l'on désigne celle-ci par S(.r), on a pour chaque a ^> o

i3i

(36) ^,-:— ^ / x \ '̂ n , / ,, T'— "n i i
lim S — — ^ Un ̂  T ( a ) lim .——.— | Un\,
.-^-4-OC \ ^ / -ÀJ 7Z> -+00^———^/ î——1/Z^.+oo A/î —— ^/î—1

o?/ ï(a) est la constante définie par (28).

Considérons la fonction s(t) définie pour ^^o par
/ o pour t •==. o,

) S^ P01111 ^ > 0

la somme V^ étant prise égale à o s'il n'y a aucun \n au plus égal à n.
\n<.t /

On voit que, si l'on pose

//->>+;» l^n— ^/z—1

on à
n^(À)^ûû logÀ.

En effet, soit £ positif quelconque. Il existe un en t i e r n^ tel que, pour n^np,

^
^n—l
——^e^ et
^n—l

]^((,+e)^__^=l<(^4-£)log^.
f\n ^n—l

On en conclut que, pour ^^A^_^ et ^^> t,

\s(tf)-s(t)\<^-{-£)\}o^-^£^'

En effet, s'il n'y a aucun À^ satisfaisant à K^^^t^ on a
,(^)-^^)]=0.

S^il y en a un, soit X^, on a, puisque n^^Uo,

^
/l/^—!

\s(tf)—s(t)\-== U^ < ( c o 4 - £ ) l o g — — ^ ^ ( c » ) + £ ) £ ;
^ A/^l—l

s'il y en a plusieurs, X^, X^^i, . . . , ?.^, on a

(t'}-s(t)\^^\un <^(o)+£)log^^(a)+£)[£+log-^2 '].

On a donc

et par suite

W,(^ ? i )<(co-h£) [ log^4-£] pour ^^À^-i,

^(À)^(ci) + £) [log^ + £].

En faisant tendre £ vers zéro, on trouve ^(À)^(jL)logÀ.
Afin. Éc. Norm., (3), LXVII. — FASC. 2.
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D'après ce qu i a été dit au paragraphe 3.2e, comme ¥(t)\ogt est supposée
sommable sur (o, +00), le fait que ^,(^)<^+°o entraîne la convergence

^+^
ponr.r^>a de l'intégrale ^ ^(t, x ) s Ç t ' ) d t , et, s(t) étant de plus à variation

Jo
bornée sur tout intervalle fini [o, L] et nulle pour t=o, l 'intégrale

^+»
^ (fÇt, x) dsÇt) est aussi convergente et égale à la précédente.

^0

Comme
/ ^ ^ N + l

^[9(^, œ)— 9(^4-1, ^')]S,,= ^ ^(^ ^
«^u

et
.A,

V(p(À/^)^== ^ <?(/, ^)^(^),
1/0

les deux séries indiquées dans l'énoncé du théorème sont convergentes et égales
^4-=o

à ^ ^(r, x)s{t}dt.
•A
Le théorème 3 donne alors le résultat annoncé.

3.5.2. Il faut noter que, dans le théorème 4, quelle que soit la suite [ À,^ possé-
dant les propriétés indiquées^ la constante ^(a) ne peut être remplacée par une plus
petite et le signe ^dans (36) ne peutêtre remplacée par <^ ( 1 5 )? car, a étantfixé,
on peut former une suite [u^} telle que

lim r——}-—— M/J==I et lim S (- ) — V Un = ï(a).
/ /^+-^ A /<—A/ ,_ i ,r>4-x \a / ^^^

On voit de suite que, pour prouver qu 'une suite {iin\ possède ces propriétés,
il suffit de montrer que

^/zlim y———— | ̂ I f^ i ,
/;-^-+3c •^it '^n—1

et qu'il existe une suite de nombres x^, x^, . . ., x^ . . . supérieurs à au et ten-

dant vers+00, telle que S ( ^ ) — V ^ tende vers r(a).
À^^.Tp

Nous déterminerons la suite {Un} comme suit :

Définissons d'abord la fonction s g ( z ' ) pour^ complexe quelconque par

^(.c.)== —— si z y^ o et o si .s == o,

_^
( l u ) Pour ^(/,-*z')= —e tr, À ^ = = / Î , Inexistence d^une constante ï(a) telle que Fon ait (36) a été

établie pour a == i par A. Wintner [ l^j , la valeur la plus petite possible pour ï(i) a été déterminée
par II. Hadwiger [4J et Ph. IIartman [5], et R. P. Agnew [1] a traité le cas de a quelconque.
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de sorte que l'on a toujours
zs^(z)=\z\.

•

Puis définissons une fonction p(^) pour t réel ̂ o de la façon suivante :
Pour o ̂ lt^\,

p(^)=^[K(a/)- i1,p(^)=^[K(a/)-ï

p^)=:^[K(a^):|.
et pour t^> i,

Il est clair que cette fonction est mesurable. D'autre part, [ p ( r ) | est toujours
al à o ou i.égal à o ou i.
Choisissons, d'autre part, une suite croissante d'entiers positifs n,, n^

^—l tende vers + oo .n^ . . . telle que ^^> ^a et que —£—1 tende vers +00 .
A/,

Puis définissons une fonction [JL(^) pour ^^o par
^(t)=o pour o^T/<^

^^^^À^) pour ^-^^<^. (^=1 ,2 , 3, . . .) .

et

Ceci étant, prenons u^= o et, pour ^^i,

...^"^-/'-
D'abord, comme [j.(^)[^;i, on a pour 7^2,

i ^/J^logr"^-^/t—i
Par suite

iim ^———^——— Un\^l.
n-^-\-3a ^•n— •^n—l

D'autre part, nous allons montrer que, si l'on pose À,^ ==x^ on aiim r8^)-^^^^^.f~o/^\ V 1P^-J-S""
L An.a^ J

p >4-^

a. Pour cela, montrons en premier lieu que, s{t) étant la fonction définie à
partir de la suite {«„} comme il a été dit au paragraphe précédent, quand? tend
vers +so, s(x,,t)—s{x^ converge, pour <>o, vers la fonction a,(t) définie par

^(Q^'P^.)=f^
J, U

Considérons à cet effet une certaine valeur positive de t et appelons n\ l'entier
déterminé par /

/^=o si ^ ^ < À o ,

^/^^^^^<^+i si ^^Ào.



l34 HUBERT DELANGE.

On a
c / / y . / \ cf^ \— o / " ) . \ <.n v_ / p ^-(^)5(^^)—5(^)=:5(^)—5(^)=: ^ p ^"^Ll du.

^^n unîp

Mais, puisque —£±^ tend vers +00 avec p, on a pour p assez grand^

^-i^^^7^)! et par suite

^^(^ , f^ fu\du /^(M), ^ . . ^f ^ ^ ( ^ ) , f "/' ( U \du r ^ W . ^ . ./ ^Ldu= p — ———— < L^^^^(O^), avec 0^=
•A ^ ^À_ V^./ u J. u, s——-du= P T - — ^ / ^——^==o-o(0^), avec 0^=—.-du= p ( ^ - ) _ ^ ^ ^_Z^^(0,),

^ - JÀ^,
^ ^ .A, ^V^/ ^ ^ " " ^ ^

Pourp infini, 9p tend vers t, puisque les inégalités qui définissent /^donnent
/ À / \Y^ }t<^^p^t9 e^ Pa^ snite Œo(O^) tend vers cro(^).
< ^lln+\ , 1

b. Ceci étant, on voit, en ra isonnant comme au paragraphe 3.5, en b, que,

pour? infini , ^ ^ (^^ / ? )^ (^ )^—^(^) , qui est égal à S (—^--Y^, tend
^ o \ // \ ^ , ,

À

"^

vers f aN(a^)(7o(^)ûf^ , et que ceci est égal à
^o

r 1 - r4'30
— ^ [ i— K(at)]a\)(t)dt-^- ^ K(Œt) ̂ (t) dt.

JQ J\

Comme on a presque partout o^t)= ' — ^ ^ on voit en se reportant à la défini-

tion de p(^)? que ceci est égal à r(a).

3.5.3. Remarquons que ce que nous venons d'établir prouve en même
temps que dans le théorème 3 la constante ^(oc) ne peut être remplacée par une
plus petite et le signe ̂  dans (2^) ne peut être remplacé par <^.

3.5.4. La formule qui donne r(a)peut s'écrire, en remplaçant u p a r ^ ?

i-K(^| , . r^ K(u. . r \i-K(u)\ , r
ï (a )==/ ———— '——du-\- f

J f) u J y.

(a)=/ ^-——-^-11 du-}- 1_1_1_ du.

On voit que r(a) possède une dérivée par rapport à a égale à
|i-K(a)|- K(a) l

Cette dérivé est du signe de 1- — Jl[K(a)], où (îi[ ] désigne la partie réelle
de la quantité entre crochets.

Il en résulte que, dans le cas où (ÎI[N(^)]^O, de sorte que cR-[K(^)] est non
croissante^ ï(a) prend la valeur la plus petite possible pour c?l[K(a)]== ^ •
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Remarquons d'autre part que, lorsque K(^) est réelet satisfait à o^K(t)^i,
on peut écrire

r^ï (a )== f a N ( a ^ ) | log^| dt.
- °

En effet, on a dans ce cas

| i - K ( a ^ ) [ = = i — K ( a ^ ) et | K(o^) | =1 K ( a ^ ) ,

et les lemmes 3 et 4 du paragraphe 1.4 donnent

et

puisque

et

[ ï—-K(^dt=[\N^t)\ogïdt
17 o l JQ l

r K^)^^/'4-00^^^^^^^
j\ t ^ \

r.^ t
i—K(Œt)= ^(u)du= aN(a^)^

^o - o

..+00 +00

K(^t)==: N(u)du= ^(au)du.
^ 01. t tj t

3.6. Nous avons donné le théorème 2 comme corollaire du théorème la.
Il est aussi un corollaire du théorème suivant :

THÉORÈME 5. — F Çt)\ogt étant supposée sommable sur F intervalle (o, +00), si
l^on a o,.Çt)= 0[ï]pour t tendant vers 4-00 [ce qui équivaut à M^,(^)<^ +°o], on
a pour chaque a réel positif

(37) lïm [ /lim / ^ [ t , - ) s ( t ) d t - s ( ^ ) ^T*(a) lim \^(t)\
•>+30 K/n \ a / /--^-4-y..X->-+^ 1 Jy

où T*(a) est la constante définie par la formule

(38) ^ ( a ) = = i + / a N ( a ^ + K ( ^ ) — —
^0 ^

dt -f: a N ( a ^ ) +
K ( a ^ )

^ (1 G) .

Nous poserons, comme précédemment,
r^-

^ ^(t, œ)s(t)dt=:^(.c).

(16) L'existence (Pune constante T*(a) telle que l'on ait (87) résulte de l'inégalité (i5) du para-
graphe 2.5 et du théorème ta. Ma-is la valeur que l'on obtient ainsi pour r*(a) est en général plus

grande que celle donnée ici. Il y a égalité si Pon a N(^) réel ̂  o presque partout et N(Q = o

presque partout sur l'intervalle ( o , ^ ) •
\ ' a/ J
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a. Nous allons montrer d'abord que l'on a pour x ^> aa

/"*1 r / -y. \ -i
/ 1 / tx' \ 1/ / \ ? ( -^ ~ —

 I 1
(39) ^(-^)-,(^)=-ô,(^)+ / ^(^^)+--^——Œ-—— \^(xt)dt

\(•x• / t./n L \ oc / ^ J

( _y> \

/ ^ •r/5 ~

^ (^, 'r ) + ———a-^ ô,(^) ̂ .

En remplaçant dans ( 16) t par ̂  et t' par ̂ , on obtient

s{œt)— s(^)= ^.(^<)— ^(^)+ A,.(^ ^),

avec
-••'̂  ^ / , . \ /^ ^ /. , r à ( u ) , r ô(.vu) ,

Aç(.r, ^)== / ——.du= -^——'-du.
Jx Li / l̂ ^

La fonction sous le signe ^ au second membre de (22) peut donc s'écrire

x^[xt, ̂ ) [ô,(^)—^(^)4-À,(^, t)].
\ a /

Puisque o,(^) est manifestement bornée sur tout intervalle fini [o, L], l'hypo-
thèse o,(^)=0[i] pour nnfini entraîne qu'il existe un nombre positif M tel que,
pour t positif quelconque, o//)|^M.

Ceci entraîne que, quels que soient x et t positifs,

A,(^, t)\^M log^| .

On voit alors que, pour x fixé ^>a<7, x^^xt, ^)o^(a;^), x^(.xt, ̂ )o,(\r) et
/ T \x^ [ xt, - ) A/^, t) sont des fonctions de t sommables sur l ' interval le (o, +00),
\ a / /

car les deux premières sont de module au plus égal à MaF(a^) et la troisième
de module au plus égal à MaF(a^ ) | log^ | .

On peut donc écrire (22) sous la forme

W(^}-s(^)= 1 x^^xt^^o^x^dt- f x^ ix t , ^\ô,(x)d£
\v• / J^ \ a / t/o \ a /

r4"^ / x\
4- / x^ [ x t , " A,(^, t ) d t .

Ju \ a /

La seconde intégrale est égale à o,(^). Pour obtenir (89), il suffira de
montrer que

r^ ( x\
r1 / x\ / r'\xt^)~l

(4o) / x^> [ x t , - A,(^, f)dt== I ———————^(xt)dt,
J, \ a / ^o {
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et

(4i) C > ( ^\ x^[xt,-
J, \ ^

x^[xt, -) ^{x,f)clt-== -o,(.ct)dt.
9 [x t ,

^Xt ^ -I

Nous pouvons observer de suite que, comme â,(^)|^M,

cp ^

o.(^)

estsommable surl ' intervalle(o, i) et
(C/.3.2/).^

-Oy(^) estsommable su r ( i , +00 )

Pour établir (4o), nous observons d'abord que, comme
/ ^\ /•<l"(' , ^,\ /lfc / ^\

i — ( p ^ , = T ^ «, - )c/u== x^. [xu, - )du et A,(^,i)==o,
\ ^ / J Q \ a / Jy \ a /

quel que soit £ positif et inférieur a i , on a par intégration par parties

(42) f X^^Xt, ̂ \^(X, t)dt==.—\l—^(x^, ̂ IA,(^ £)

/ 1 • / X\
1-9 ^-

- ———^——-L^^t)dt.
' - l

Comme A,(^, £ ) | ^Mlog^» le premier terme du second membre tend vers
f / X \ 1 1zéro avec £, puisque i — < ? ( ^ £ , - ) log- tend vers zéro. Donc, quand £ tend

vers zéro, (4a) donne à la l imi te (4o).
De même, comme

^ ^ t ^ } = l ^(u^y/u^ f x^(xu/-\du,
\ a / ./^ \ a / J\ \ a /

on a pour tout L ^> i
/"L / x\

/ÏL / \ / \ / ^\xt^ ~ )
(43) \ xMxt^^^x, t)dt=.-^[x\.^-\^x, L)+ / -^——^ô,^)^.

J\ V - " / \ ^ / i^'^ ^

Comme ]A,.(.r, L)]^MlogL, le premier terme du second membre tend vers
zéro pour L inf in i puisque y(^L, ^ ) logL tend vers zéro. Donc, quand L tend
vers +oo? (43) donne à la l imite (4i) .

&. La formule (3Q) donne
r' r / ^\ i

/ \ / / ^ •

r /

? - — 1

^(-)-^) ^i^-(^)!+ / ^^(^^+ -^—^— b,(^) ./,

x ^ [ x t , \ô,^t) \dt.
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Pour obtenir (37),-il suffira de montrer que, si l'on pose

lim ôs(t) ==: ûû,
<>+30

on a

x^( xt, — ) 4-
' V a 7 t

x\xt. — — ia /
à,(xt) \dt^w ^ a N ( a ^ ) K ( a ^ ) — i

^

et

x^[ xt, — 4-

/ ^\) ^,-
\ a /
/ x^

Q [ X t , —
x\ . • \, a

^w f a N (
^ 1

ô,(^) ^^ûû \ aN(a^)+
K ( a / )

.̂

Ces deux inégalités résultent du lemme 2 du paragraphe 1 .3.
En effet, puisque

I — CO X t , ~)= ^^u,-^du=j x^^xu^^du et .c^[^, ̂  U ̂  aF(a^),

on a

, / x\ ^^a)-1
.^^^+^_^——— ô,(^) ^M a F ( a ^ ) + I / aF(a^ )^ .

L ^ ^o J

Le second membre est sommable sur (o, i) d'après le lemme 4 du para-
graphe 1.4.

\ ? ( xt'! ~ } ——— I

De plus, comme, pour x inf ini , x^^xt, ^)+—^——a——— tend vers
^ T / \ , K ( a ^ ) — i „aN(a^)+ ——/——, on a

L , 9 [ xt, - — i
iim x^xt^}^- v a 7

^+00 ' V a / . ^
^(^) ==cx) a N ( a ^ ) + K ( a Q — i

Ceci est une fonction sommable sur (o, i), d'après ce qui a été dit au para-
graphe 3.2^.

<p ( xt, —
l [ a / 1 ^De même, x^^xt, ^ j + \ a ^(^) est de module au plus égal à

[ i r4'00 1M aF (a^ )+ . j aF(a^)6/t/ , qui est une fonction sommable sur ( i , +00 )
^t \

d'après le lemme 3, on a

.r>+"
lim | x L? ( xt, - ) 4-

cp xt, -
x\ • \ ' a

^(xt) =o) a N ( a ^ ) 4 - K ( a ^ )
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et ceci est une fonction sommablesur( r ,+00 ), d'après ce qui a été dit au para-
graphe 3.2^.

3.6.1. Comme corollaire du théorème 5, on a le suivant :

THÉORÈME 6. — Supposons ̂ (f)\Q^tsommable sur l'intervalle (o, +00) et soit^o,
X^, . . ., X^, . . . une suite de nombres réels satisfaisant à

o^Ào<^<. . .<^< . . . , lim ^==4-00 et l i m ^ ± l = i .
n^+so rt->--+-ao ^n

Si la suite de nombres réels ou complexes ^ 0 , ^ 1 , . . . , Un, . .. satisfait à
n

^7vMv=== 0[A/î] {pour n infini),

les séries ^ç(^, x)i^ et ^[?(^, ^)—y(A^, ^)]S^, o^ S,=^ ,̂, Uj, sont

convergentes pour x ^> a et ont la même somme.
Si l'on désigne celle-ci par S (a?), on a pour chaque ^positif

(44)
/l

sf-^-S""^^)"'» ^ I>lim
•r>+oo | \ a ,' (Z / ^^ //^-l-ao An ^——t

o^ T*(a) ^^ la constante définie par (38).

On définit ^(^) comme au paragraphe 3.5. i. On voit alors que, pour t ^> o,

tW= f [s(t)-s(u)]du=: f uds{u)=y7^u^
0 Jo ^

(le ̂  étant pris nul s'il n'y a aucun X^ au plus égal à t\.
On a donc pour \,^t<^ \^, (avec TI^I si X o = = o )

w ^- ̂
et l'égalité a lieu pour t = X^.

Donc

lim \8,(t)\=z lim I V À^ ̂lim --
/;•>-+<» A/î<->--4-oo /;^_i-(» An .̂ "

-^ + 00

Ceci étant fini, on a ^(X)<^+oo et les intégrales \ ^(t,x)s(t)dt et
•^o

.,+°o

^ y(^ .r) ûf^(^) sont convergentes et égales pour x ^> a.
•^o

^/i/2. £'c. Abrw., (3), LXVII. — FASC. 2. l8
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On en conclut, comme au paragraphe 3.5. i, que les séries
+30 4-30

^9(À^,^)^ et ^[^.(^,-P)—9(^+1, ^)]S,,
0 0

/.+0

sont convergentes pour x^> a et égales à f ^(r, x ' ) s Ç t ) d t .
t/U

Le théorème 5 donne alors (44)-

3.6.2. Nous allons montrer que, dans le théorème 6, quelle que soit la
suite { X , , } possédant les propriétés indiquées, la constante T^(a) ne peut être
remplacée par une plus petite et le signe ^ dans (44) ne peut être remplacé
par<(").

En effet, la suite {\n} étant donnée, et a étant fixé, on peut former une
suite { U n } satisfaisant à

ÏÏm ' ,̂.
^4-00 i^n A™/<->-4-oo i^

et telle que

nm, S^)-2.,,=.*(a).

Pour prouver qu'une suite {u^ } possède ces propriétés, il suffit de montrer que

lim -- ^ ^^v ^i,
,I^-L,X An ^"

et qu'il existe une suite de nombres réels x^ supérieurs à <y.a tendant vers 4- oo
et telle que

ImJsf^V .J^T-

^1 v a / A J

(a).

Nous poserons

ç^== Y- ^, ̂ u^ (pour ^^i si '}.o-==:o).
\^

II est clair que l'on peut déterminer les //„ de manière à faire prendre à tous
les §„ des valeurs arbitraires.

(r7) Pour ^(t, x) == - e •r, \n= n, a = i, Inexistence d^une constante T* telle que Pon a i t ( 4 4 ) ax
été établie par A. Winfcner [i5], et la valeur la plus petite possible pour cette constante a été déter-
minée par H. Hadwiger [4] et Ph. Hartrnan[o].
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Nous choisirons les o,, de la façon suivante :
Nous formons d'abord une suite dentiers positifs croissants n^ ^2, . . . ,

n.,. . . . telle que -^±î tende vers + oo .
' ^n^

D'autre part, nous définissons une fonction Ga(^) pour t^>o, par

( 1\ ( n t\ ——
a N ( a ^ ) + — v — — - — — pour t^\,t

Ga(Q==. K ( a ^ )
a N ( a ^ ) + pour ^ > i .

Cette fonction est sommable sur l ' intervalle (o, + oc ), puisque les intégrales
qui f igurent dans la formule donnant ^(a) existent.

Nous définissons ensuite la fonction Ha(^), pour t ^> o, par

Ha(^== 1 G^(u)du.
^o

Ceci étant, etsgÇz) étant défini comme au paragraphe 3.5.2, nous prenons

(^ ==: o pour n << n^

^ =w[H;/, = s^\ Ha (-Y-^) — Ha ( —— }\ pour n^^n < ̂ +1 et n ̂  n^,
L \ ^p ) \ ̂ hp / J

et
^=—^ (^^^ ^ 3^ • • • ) •

II est clair que l'on a 8,J ̂  i quel que soit n^ d'où

Jini | ô/J ^_ i.
^>+30

Nous allons montrer que, si l'on pose ^==À,^, S( ̂ ) — V ?^ tend pourp
\ " / .s>-._.^

infini vers T^(a).
^(^) étant définie comme il a été dit plus haut, on a

^-^^^^ ^(^^}s(t)cU-s(^).S p\ a

La formule (3g) donne ensuite
^+°0 / , \ y<*+ xi

^ d; (^ / - /^5(^^-^(^)==^+^ ^(^ ,^,)ô,(^)^,
Jf) \ 0(' / ^ Q

avec

€>a(^ ^)=

\

^•^

.r^F

/ œ\
(-^)-

f^ "^i^fc, i
\ a /

?
4- —

4-

(...,
t

?(^

.X

a

^

)-
i)

pour ^ ̂  ]

pour t > i.
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^+°°
Nous devons montrer que ^ $a(^ ^^)S,Çxpt)dt tend vers T*(a)—i

^0

quand? tend vers-(-oo .

a. Introduisons la fonction S*(^) définie pour t ^> o par

c^)=J ° pour ' <^1'
( ^ pour À/,^<^+i (^^^i).

On voit que
o pour t << ̂ ,

^)-^)==, ^-^ . . . , . ^—,—on pour À/^^<^+i O^^i)-

Comme |o,, ^i, on a
[ ô * ( ^ ) — ô , ( ^ ) ! ^ i quel que soit t^> o

et
ô*(0-ô,(^)]^^-i pour \n^t<\^ (n^n,).

^n

Cette dernière inégalité montre que â*(^) — ây(^) tend vers zéro quand t tend
vers +ûo.

On peut écrire

F ^a(^^)^(^^)^== f G^t)^\Xpt)dt
^o v Q

+ f G^(t) [è,(^t) - à\^t)] dt
^0^

4- f [^^(t^p)-G^(t)]à,(^t)dt.
^ 0

Le second terme du premier membre tend vers zéro pour p infini, car la
fonction sous le signe / est de module au plus égal à | Ga(^) |, qui est une fonc-
tion sommable sur (o, +00), et elle tend vers zéro pour? infini.

Il en est de même du troisième terme, car son module est au plus égal à
/'+do

f $a(^ ^p)—G^t)\dt, qui tend vers zéro puisque la fonction sous le
JQ
signe ( tend vers zéro et est majorée en module par la fonction sommable qui
vaut

et

r i r 1 ~\sa F ( a ^ ) + - ^ ¥ ( ( x u ) d u \ pour t^i
L tj^ J

r i r^ i2a F ( a ^ ) 4 - - ^ ' ¥ ( o i u ) c l u ^ pour ^ > i .
^ t J t J
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Nous sommes donc ramenés à montrer que, lorsque p tend vers +00,

f G^t)S\^t)dttend\ers^^)—ï=^w G^t)\dt.
JQ ^0

b. En vertu d'un théorème bien connu sur le changement d'ordre des
passages à la limite, il nous suffira de montrer que, quel que soient b et c posi-

tifs, avec &<c, f G^t)^{x^)dt tend pour p infini vers f G^t)\dt,
^b J\

^ c ^ -t- 30

puisque y G^t)o\Xpt}dt tend vers / G^t)^(x^t)dt uniformément par
«- /b JQ

rapport àp quand b tend vers zéro et c vers +00.
Posons

T{P-)__ Ân __ /"
^ —— ^ —— ^——'

^p ^n,p

On voit que, pour^^^^, o*(^^)=S,, de sorte que
^P) ^

f + G,{t) ̂ (^t) dt = ̂  { H4^, ] - H,[^] j .
*>'&(/')

Par suite, pour n^p_^^n<^ ̂  et pour n^p<^ n <^ n^^^

f "^(^^(^Q^^iHat^l -Hat^]! ,
v ï'.p}

tandis que
y

f 2 / '1 Ga(^^(^^)^=-{H,[^i]-H4%1J.
^ï'.P'l^^p

& et c étant fixés, soient n^ et ̂  les entiers déterminés, pour chaque p, par

\z^ ̂ /^< ̂ +1 e1 ^< c^^ ̂ +i?
c'est-à-dire

' ^ p } ̂  h <^ ^^ Pt ^ ^ r ^ ^ ' ^^n'p -= u <. c,/^ +1 e l ^ < c ̂ : C,^ +1 •

C<omme, pour p infini, —-^ tend vers +00, on a pour p assez grand

^p-i^^+i <^ ^<^ ^2/^-1» et Pon peut alors écrire
n'p —1

./ ^(^ Ô*(^<) ̂ =| Ha[^] - Ha(&) | + ̂  H,[^. ] - H»[^] ]

ç"','
Ha (c) - H^ [ ̂ '] [ + f ' Ga (<) ô* (^ f)d(+ F G^ (t) ô* (,r/, <) A

^ f r ^e^ )

"?
- i Ha[^i] - ÎW^ i} - Ha[^] - H»[^

-|Ha[,;^]-Ha(6) - Ha(c)-Ha[^] | . '
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Quand p tend vers +00, la somme des trois premiers termes du second
membre tend vers la variation totale de la fonction Ha(^) sur ^intervalle [b, c],

soit / Ga(^) | dt, puisque Ha(^) est continue et la longueur maxima des inter-

vallesprtiels[&, ̂ } |:̂ \ ^](^=<+i. ^+2, .., ^;-i),et [^,c]
tend vers zéro. Chacun des six derniers termes tend vers zéro.

3.6.3. Remarquons que, ce que nous venons d'établir prouve en même
temps que dans le théorème 5 la constante ^(a) ne peut être remplacée par
une plus petite et le signe ̂  dans (87) ne peut être remplacé par <^.

3.6.4. Dans le cas particulier où ]N (^) est réelle positive ou nulle et non crois-
sante^ on a

T*(a)=ï(a)+2K.(a) .

Poar le voir, nous remarquons d'abord que, du fait que l'on a pour o <^ t <^ //
o ^ N ( < ) — N ( ^ ) ^ N ( ^ ) ,

il résulte que
^u ^

o^ I [ N ( / ) — ̂ {ii)}dt^ I ^ ( t ) d t ^ ï , c'est-à-dire o^; i— K(u) — ^N(?/-)^i .
^'0 ^O

On en déduit que, pour a et t positifs quelconques,
„, K ( a ^ ) — i ,-, K ( a / )a N ( a ^ ) 4 - — — - — — ^ o et a N ( a / ) + — — — ^ ^ o .

La formule (38) donne alors

T-(a)=i- [\W)cît-^-[vl-^l)cît+ ^scaN(^)^+ ̂ ^11^
JQ Jo t J^ J^ t

/,+°o

d^où, en tenant compte de ce que i = f aN(a^) r f^ ,
^o

, . r ' ï — K i Œ t ) , r+ O CK(an , r^^ „,
T*(a)=^————-—— ' -dt-^- ———'-dt^-ï^ aN(a^)^.

J\ i J\ i J\

La somme des deux premiers termes du second membre est égale à T(a),
puisque i — K(a<?) et K(a?) sont positifs ou nuls.

D'autre part
,,+ 3C ^+00

^ ^^(at)dt= 'N(t)dt=K(a).
J^ Jy_

3.7. Nous allons maintenant établir le théorème suivant :

THÉORÈME 7. — Supposons que ^Çt, x) soit réelle [de sorte qu'il en sera de
même de N ( ^ ) et K(ï)].
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Si s^t) est réelle et satisfait à s(t)==0[ï] pour t tendant vers 4-00, et
CT^(X)=O, alors^ en posant

s= lim s ( t ) , S == lim s ( t ) ,
/>+^ /^+^

/'+30 __ /-•+ao

^= lim ^ ^(^^)5(^)^, ^== lim ^ ^,^).<?(^)^,
.-y^r^Jo .x->^Jo

K i = = — T n f K ( ^ ) , K 2 = S u p [ K ( ^ ) — i ] ,

Çde soî'te queKi^o etK^^o\ on a

(/i5) 5 — Kl[S--.ç-]^^^.<?^S^- l^^:S+ K ^ f S — ^ l ,

rf^^/

1^^^^+^^[^-^]

J ^/(46) ^

^ — —K— [W — ^1 ̂  S ̂  W.
14- K2 —— —— :

Dam le cas particulier ou o ̂  K( [ t ) ̂  i, ce qui a lieu par exemple si^Çt, x) ̂  o,
on a

(•47) , ^=^ S=IF-

Nous poserons comme précédemment
/1+GO

W(^)= ^ ^{t, œ ) s { t ) d t .
^(\

a. Indiquons d'abord comment, une fois (45) établi, on en déduit (46).
D'abord, si ,y==S, on obtient ^ =W==s= S et Fon a bien (46). Supposons
maintenant s<^ S.

La fonction homographique ——^ étant décroissante pour x <^ S, on a

d'où

s-^ ^ s - [ s - K , ( S - s ) ] ^ K,
S — ^ — S — [ 5 — K i ( S — ^ ) ] 14- K/

s - ̂  ̂  -K— [s - 4.] ̂  -K— [w - <nT — l 4-KI L T J — 1 4 - K i 1 - T l

d'où

s^^-{- K^ [W-^].— • l 4- KI L "

On a donc bien la première ligne de (46).
^,_ §

De même, la fonct ion homographique lr—— étant croissante pour x ^> s, on
ce — s

ïp-_S [ S + K a ( S - ^ 1 - S _ K,
^F—s — [ S 4 - K 2 < S — s ) ] — î — i+K. /
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d'où

^-^-^[^-^-^^--H
d'où

s^^-T-^r^-^].
On a donc bien la seconde ligne de (46).
Ajoutons qu'il est évident que, si o^K(^)^i, on a Ki==K:2=o et (45)

donne(47)-
D'autre part, ceci a manifestement lieu si ^(^, ̂ )^o, car alors N(^)^o et

K(?) est non croissante.

6. Pour obtenir (45)? nous montrerons d'une part que

(48) s-K,(S-s)^^^W^S-}-K,(S-s),

et d'autre part que
(49) ^^s^S^W.

D'après la remarque a du paragraphe 1.2, pour établir (48) il suffit de
montrer que, de toute suite de nombres réels supérieurs à a tendant vers 4- oo,
on peut extraire une suite [x,,\ telle que ^F(^) tende vers une limite /satis-
fa isantà
(50) s-K^S-s)^l^S-^-K,(S-s),

De même, pour établir (49) il suffit de montrer que, de toute suite de
nombres réels positifs tendant vers +00, on peut extraire une suite [x,,\ telle
que s^Xn) tende vers une limite // satisfaisant à

^^l'^W.

c. Commençons par étudier la famille des fonctions s^œt).
En premier lieu, on voit qu'il existe un nombre positif M tel que l'on ait,

quels que soient x et t positifs,

(51) \s{xt) ^M.

D'autre part, comme on a, pour x ^> o et o <^ t <^ t ' ,

s { x t ! ) — s { x t ) ^ — ' Q . ' ( x t , ̂ ),
\ ^ /

on voit que, quelle que soit la suite de nombres positifs Xn tendant vers 4-00,
on a pour t et t' positifs quelconques, avec t<^ t\

(52) lim [sÇ^t^—s^f^^o,
n-^+w
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puisque
lim \\',[xnt, - ) ^CT, . ( .

«>+^ \ t ) \t,

(5i) et (62) vont nous permettre de montrer que, de toute suite de nombres
positifs tendant vers + 0^ ? on peut extraire une suite [ x^} telle que la suite des
fonctions sÇx^t) converge vers une fonction bornée non décroissante o'(^).

(5i) montre d'abord que l'on peut extraire de la suite donnée une suite par-
tielle {x^} telle que, pour une valeur positive donnée de t, sÇx'^t) tende vers
une limite finie. Par le raisonnement bien connu auquel nous avons déjà fait
allusion au paragraphe 3.5, on en déduit que l'on peut trouver une suite
partielle {x'^\ telle que sÇx'^t) converge pour chaque valeur rat ionnelle positive
de ?vers une limite CT*(?).

(5a) montre que la fonction a"*(^), ainsi définie pour t rationnel positif, est
non décroissante.

Par suite, quelque soit to positif, Œ*(^) tend vers des limites finies o*(^o— o)
et c^(^o+ o) quand t, en restant rationnel, tend vers ^ par valeurs inférieures
ou par valeurs supérieures, et Fon a

cr*(^o— o)^o-'\/o+ o).

De plus, l 'ensemble E des valeurs de to pour lesquelles il n'y a pas égalité
est vide, fini ou dénombrable.

On voit que la suite des fonctions s^x'^t) est en fait convergente non
seulement pour t rationnel positif, mais pour toutes les valeurs positives de t
n'appartenant pas à E, la limite étant la valeur commune de a*(t—o) et
cr*(^+"o). Cela résulte immédiatement de ce que, si t1 et f sont deux nombres
rationnels satisfaisant à o <^<^ t<^ ̂ , (5^) donne

(7*(^)^'lim s{œ",,t)^ \\m s(x",,t)^(j\t"Y
n^T^ n^+»

Si E est vide, nous prendrons x,^=x"^ Sinon, on peut extraire de la
suite [x"^\ une suite [x,,\ telle que sÇx^t) converge sur l 'ensemble E.

Dans les deux cas, la suite des fonctions s(^x^t) convergera pour toutes les
valeurs positives de t. Désignons par aÇt) la fonction limite, évidemment égale
à ^(t) pour t rationnel. (5i) et (62) montrent que o-(^) est bornée et non
décroissante.

d. D'après ce que nous avons dit en b, la démonstration de (45) sera achevée
lorsque nous aurons montré que, si la suite [x,^\^ tend vers +00 et est telle
que s^x^t) converge vers la fonction bornée non décroissante ^Çt\ d'une
part ^F(^) tend vers une limite / satisfaisant à (5o), d'autre part on a
(53) ^(T(I)^W

[car sÇx,,) tend vers cr(i)].
Ann. Éc. Norm., (3), LXVII. — FASC. 2. 19
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Reprenons la formule (21) donnée au paragraphe 3.3. Elle s'écrit

^^=f'^^t^\^)dt

(a est un nombre positif quelconque et x est supposé ^> au).
La fonction sous le signe ^ est majorée en module par Ma F(oa).

De plus, quand x tend vers 4- oo, x^xt, -\ tend vers aN(a^) .
Donc, si sÇx^t) tend vers oÇt), on a

(54) l imyf^^r^ aN^^Q^^r^N^)^^^.
^>-+-°° \ a / Jo Jo \a /

En particulier, prenons a==i :
/-»+ao ^+00

W(^) tend vers /== ^ ^(f) a(t) dt ==:—1 <7(t)dK(t).
v 0 •- 0

Désignons par cr(+ o) et a( + oo) les limites de a(^) pour t tendant vers zéro
ou vers +00.

On a par intégration par parties
,,+00

/=o-(-+-o)4-^ K ( t ) d Œ ( t ) .
^o

Comme — Ki^K(^)^i + Ka, on a
/l+ao

-K,[<7(+oo)-cr(4-o)]^/ K(^^(^)^( i+K2)[ (7(+oo)-Œ(4-o) ] .
•^0

Par suite

(55) o-(+o) — Ki[o-(4-oo)—o-(+ o)]^7^o-(+co)4- K2[( r ( -h-oo)—o-(4-o) ] .

Mais/comme a-(^) = lim s^x^t), on a quel que soit t "> o
/l>-+-ao

5^(7(^)^S,

et par suite
s ̂  a- ( + o ) ̂  cr ( 4- oo ) ̂  S.

En tenant compte de ces inégalités, (55) donne (5o).
Revenons maintenant à (54) : II en résulte que, quel que soit a "> o,

r4'00 / 1 \
^ / N(^)cr( -) dt^W.

^o V^^ /
/»4-00 / t\

Mais ^ N(^)o( - ) d t tend vers (i(o) si a tend vers +00 et vers (r(+oo)
*^o \ •/

si a tend vers zéro.
On a donc ̂ o(+ o)^o(+oo )^T, d'où résulte (53).
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3.7.1. Ajoutons la remarque suivante sur le théorème 7 :

D'après ce théorème, avec les hypothèses indiquées, si l'on connaît s et S, on
sait que ^ et ^F doivent satisfaire aux inégalités (45). Nous allons voir que l'on
ne peut remplacer ces inégalités par de plus serrées.

En effet, étant donnés deux nombres réels A et B, avec A<^B, nous
pouvons former deux fonctions bornées satisfaisant à ̂ (^) = o? s == A, S = B,
l'une telle que ^=s et ^[J'=S, l'autre telle que ^=s—Ki(S—s) et
y ^ S + K ^ S — s ) (18). Nous pouvons même former ces deux fonctions
indépendamment du noyau ^(^, x).

Prenons d^abord
A -h B 13 — A . , , , , - ,

s ( t ) = —^— -4- —^— sm { n Iog[log(2 + t)] }.

s ( t ) est bornée et l'on a bien ^v(X) = o, s === A. S === B. De plus, la différence
WÇx) — sÇx) tend vers zéro pour x infini, car

/l+ao

W(x) —s(.c)== j x^{xt, œ)[s(xt) —s(^c)] dt
^o

et la fonction sous le signe f tend vers zéro pour x infini et reste de module au
plus égal à [B — A] F(^). Par suite ̂  = s, V = S.

Définissons maintenant sÇt) de la façon suivante :

Donnons-nous une suite de nombres réels positifs x^ x.^ . . ., x,^ . . . satis-
faisant à

^i< ^'2<- • . < ^n<.- - . » lim ^^==+00^ lim n^1 rrr-t-oo.
7î->-4-oc ^-^.4-os SCn

Puis prenons

( A pour t << œ^

1 o L
s{t)~~ B - ( B - A ) '' xn pour Xn^t<x^ . (^ =: r , 2, .. . ).

l0^

^(<) est bornée, on a
^(À)==o, s== A, S == B.

Nous allons voir que l'on a
^=s--K^S—s) et T ^ S + K ^ S — ^ ) .

(18) Au contraire, lorsque ^ et W sont donnés, la borne supérieure donnée pour s et la borne
inférieure donnée pour S, dans (46), ne sont pas en général les meilleures possibles. Les meilleures
bornes possibles ne semblent pas pouvoir être déterminées simplement.
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Il suffit d'observer que, pour n infini, sÇx^t) tend vers la fonction cr(^) égale
à A pour t<^ i et à B pour ^^i, de sorte que (54) donne

lim y f ^ ) = = A + ( B - A ) K ( a ) = 5 + ( S - ^ ) K ( a ) ,
n>+oo \ a /

ce qui entraîne
^^54- (S—5)K(a )^T .

En faisant varier a, on en déduit
^^s—K,(S -s)^S+K._(S—s)^W,

ce qui, avec (4°)» donne le résultat annoncé.

3.8. Nous allons voir que, moyennant des hypothèses convenables sur le
noyau ^Çt, x), on peut remplacer par d'autres Phypothèse s(t)== 0[i] du
théorème 7.

Pour cela nous établirons d'abord le théorème suivant :

THÉORÈME 8. — Supposons que, pour chaque x fixé supérieur à a, la fonction
x^Çxt, x) log? soit sommable sur F intervalle ( i, + °o ), et que Von ait

^.+-
(56) f \ x ^ ( x t , x)'\lo^t c/t=0[i] (^—4-00) .

-1

Alors, si ^,(À) <^ 4- oo [ou Oy(^).==: 0[ i ]pour t infini] et si

/-»+00

j ^(t, x)s(t)dt=:0[i] (^—+00),
^0

on a
^)=0[i| (t->+^) (ly).

^. Observons d'abord que la sommabilité de x^Çxt^ x)\o^t sur l 'inter-
valle (i , +^) entraîne celle de ^(t, x)\o^t sur tout intervalle (A, 4-00),
avec A ^> o.

(19) II est clair que l'hypothèse faite ici sur ^(t, x) est satisfaite en particulier si F ( / ) l o g < est

sommable sur (i, +00). Si <L( / , x} = — N ( - ) 5 elle se traduit par le fait que N ( ^ ) l o g ^ est som-
mable sur (i, + oo).

Lorsque F(iQlog/ est sommable sur (o, +00) le résultat est immédiat car, compte tenu de ce
que s ( t ) satisfait à (12), la formule (22) donne

F ^(/, x ) s ( t ) d t — s { x ) ^ Ç F( / ) [H| log^|+K]^.
1 ̂ u ^o

Le cas particulier où ^( /? x) =. - N ( - ) ? avec N(^) log/ sommable sur (i ,-+-oo}, et dex \x J
plus N(^) ̂  o et s ( t ) à variation bornée sur tout intervalle fini [o, L], est contenu dans un théorème
établi par Karamata [6].



THÉORÈMES INVERSES DES PROCÉDÉS DE SOMMATION. ï5l

+=c

Alors, si ^,.(À)<^+oo, l'intégrale ^ ^(?, x)s(t)dt est convergente,
^o

puisque ^(X)<^ +ûo entraîne ^(^)== 0[log^].

&. Le principe de notre démonstration sera le suivant :

Nous poserons
M(^)=Sup 5(^) | .

t'_L

On a évidemment | .y(^)[^M(^). D'autre part, M(^) est non décroissante et,
par suite, ne peut que tendre vers 4-00 ou rester bornée quand ttend vers+00.

Nous montrerons que l'on ne peut supposer que M(<) tend vers +00 avec t
sans aboutir à une contradiction.

i° II résulte de la définition de M(r) que, si M(?) tend vers + oo avec t, on a

limi-^-:.^+00 M(t)

En effet, d^une part on a toujours N / ^ i, d'autre part, si £ est un nombre
positif quelconque inférieur à i, il existe quel que soit to positif un t^ ^>to et

^q"6^^1-8-

On peut supposer M(^o)^> o. Il existe d'abord ^^> to tel que M(^)^> — - — • ;
J — £

puis il existe un t^^n tel que | ' y ( ^ i ) j ^ M ( ^ 2 ) ( i — 2 ) ; ceci entraîne
1^(^)1 ̂ ^(^o) et par suite ^ ^>^o; d'autre part, on a

l^i) . l^(^i) ^
-—^ '—, « — — ~ ~ " .̂ I '—' £ •

M(^) — M(^) —

2° Nous allons voir que, si l'on suppose que M(^) tend vers +00 avec ^ les
hypothèses du théorème permettent d'en déduire que

îim-^i^o,
/>+. M(<Q

d'où la contradiction annoncée.
Remarquons d'abord que, si l'on pose

r^' t
T(a, x) === f œ^{xt,œ) \oo;—6/f, (a > o, x^> a),

^a a

on a, quel que soit a ^> o,
T[a, cr] == 0[i] pour x tendant vers 4- oo.

En effet, si a^i,
.,4-00

T ( a , x ) ^ x ^ ( œ t , x ) \o^tdt,
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et, si a <^ ï ,
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^ /t-f-°0 ^-t-X

T ( a , ^ ) ^ l o g - ^ ¥ ( t ) d t ^ \ x ^ ( x t , x ) lo^t dt.
a ^a ^i

D'autre part, puisque K(^) tend vers i quand t tend vers zéro, il existe un ao
positif tel que K(a) ̂  o pour tout a positif au plus égal à ao.

Choisissons donc un a positif au plus égal à ao.
Si Pon pose

/l+w
W(x)== • ^ ( t , x ) s ( t ) d f ,

t/n

on pourra écrire

(57)

^x „+- ,.+00

^\x) „- / ^(^ x) s(t) dt-r-s^x) ï ^(t, x) dt + / ^(<, x) [s(t)-s(Œx)] dt,
~ Q ^a.ï- ^a.z-

/ ïa ^+°°
== ^ x^(xt,x)s(xt)dt^^x,x)s^x)-^ ^ x^{xt,x)[s{xt)—s{y.x)\dt.

^o • • Jy,

On sait que, quand x tend vers + oo, y(a.r, ^) tend vers K(a). Donc pour x
assez grand, <f{y.x, x) ne sera pas nul.

On aura alors

\s(ocx) \^
(.a^, x) \

( /'a^1F(^)|+ y ^^(^^, x ) s { x t ) d t
{ ^0

/l+ao

1 a7^(^^ ^ ) [5 (^<)—5(a^) j^
«^a

Mais, en tenant compte de (19) et de la définition de M(t\ on a

/"<a /ïa
^ ^^(^^ x ) s { x t ) d t ^M(a^) / ¥ ( t ) d t .

"O ^0

D'autre part, comme ^(^) satisfait à (12), on a
y"^"30 -i- oo

/ ^^(^^ ^ ) [ . ç (^^ )—^(a^ ) ]^ ^ f ^^(^^ .^ ) f H l o g ^ + K l ^
l^a ^a L a J

;HT(a, ^ ) 4 - K f F(^)^.
•^a

[ ^+- ,.a -ï

i ^ ( ^ ) i + H T ( a ^ ) 4 - K ^ F(^)^+M(a^) y ¥ ( t ) d t \ .
^a ^o J

En définitive, on a
\s(otx) ï
M ( a ̂  ) cp (a .r) j M (a x)

Si l'on suppose que M(?) tend vers +00 avec t, ceci entraînera
^
/ F ( ^ ) .

- ^o
)^

T— s\y.x)lim -..-——i-
^+^ M(a.z-) K ( a ) !
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On voit donc que^ si M(r) tendait vers +00 avec t, les hypothèses du
théorème entraîneraient que, pour tout a positif au plus égal à ao,

( F ( Q ^
^nÏÏ^W^±. ^^ M ( ^ ) — [ K ( a ) |

En faisant tendre a vers zéro, ceci donnerait

ï— \s(t)\lim .-, == o.
^+00 M ( < )

3.9. Nous allons établir maintenant le théorème suivant :

THÉORÈME 9. — Supposons que la fonction ^(t, x) soit réelle positive ou nulle,
que^ pour chaque x fixé supérieur à a, la fonction x^Çxt, x) log? soit sommable
sur l'intervalle (ï, +00), et que l'on ait

.,+00

f x^^œt, œ) \o^tdt=: 0[i] pour x tendant
* y \

vers -\- oo.

Alors^ si s(t) est réelle et satisfait à m^(À)<^+oo, et si l } intégrale
^ •+- 30

f ^(t,x)s(t)dt est convergente pour x^> a et reste bornée, quand x tend
0

vers + oo , on a
\ ç ( ^ ) = = 0 [ i ] pour t tendant vers -4- oo.

Le principe de notre démonstration sera le suivant :

Nous poserons
i o si s(t)^
{ — s ( t ) si s(t)<o,

puis
M*(^)=Sup^(^) .

i ' ^_ t

M*(^)est évidemment non décroissante et par suite ne peut que tendre vers+00
ou rester bornée quand t tend vers + oo. D'autre part, on a évidemment

s(t)^—s'(t)^—M\t).

Nous verrons par ailleurs qne, quel que soit T] positif, il existe un nombre
positif A(T)) tel que l'on ait, pour tout t positif,

^)^A(T?)+YîM*(^) .

Par suite, si nous montrons que M*(^) reste bornée pour t inf ini , il en
résultera qu'il en est de même de s ( t ' ) .

Or, nous montrerons que l'on ne peut supposer que M*(^) tend vers +00
avec t sans aboutir à une contradiction.
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a. Montrons d'abord que, quel que soit TJ>O, il existe un nombre
positif A(Y]) tel que, quel que soit ?^>o,
(58) 5 ( ^ ) ^ A ( Y 3 ) + r î M * ( ^ ) .

Le nombre positif T] étant donné, choisissons d'abord un nombre positif m
inférieur à i, puis un nombre positif a tel que

/.a
K(a)>m et f ¥(t)dt^mn.

Jo

En tenant compte de (19) et de ce que x^Çxt, ̂ )^p et <y(<Q^—M*(^),
on a

y,a ^
^ x^(xt, x)s{œt)dt^—^ ¥(t)M\^t)dt^—mrîM\a^).

^0 ^0

D'autre part, comme sÇt) satisfait à (i3) pour o<^t<^ t ' , on a
^+00 ,,+<0 ^ ^

1 ^(^, x) [s{xt) — ^(a^)] dt^— f œ^>{xt^ œ) H log - + K dt
J y. J y. L a J

..+00

^--HT(a, . z O — K ^ ¥ { t ) d t ,
"a

T(a, x) ayant la même signification qu'au paragraphe 3.8 et satisfaisant
encore à T(a, x) === 0[i] pour x tendant vers 4- OD .

Si l'on pose encore

W(^)=f ^ ( t , œ ) s ( t ) d t ,
~ o

l'égalité (67) donne
^+-

(59) W(x)^— myîM*(a^) +-cp(a^, x) s{y.x) — HT (a, œ)—K ¥ ( t ) d t .
J y.

Comme, quand x tend vers + oo, y(a.r, x) tend vers K(a) tandis que W(x)
et ï(a, x) restent bornés, on peut trouver deux nombres positifs M et N et un
nombre réel Xo supérieura a tels que Fon ait pour x^x^

T(^)^M, T(a,.r)^:N et ^(a^ œ)^m,

L'inégalité (ÔQ) montre que pour x^x^

^ ( ^ ) ^ ^ | M - 4 - H N 4 - K f F(0^1+rîM*(a^);
L ^a J

autrement dit, pour t^o^Xo,

i r /'+30 1s ( £ ) ^ - M + H N + K ^ F(^)^ + ï îM*( / ) .
m L ^ a j
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II suffît de prendre A(ï]) égal au pliis grand des deux nombres

T r r ^ ' ' 1- M + I Ï N + K / ¥ ( t ) € ! t \ et Sup s ( t )
^ [ Ja J ^ar»

pour que l'on ait (58) pour tout t ^> o.

6. De ce que sÇt) satisfait à (i3), il résulte que pour o <^ t <^ t '

(60) M*(^)—IVr(^^I I log-^ -+K.

En effet, t et t' étant fixés, on a pour o^t"^t
s(t")^-W(t")^-W(t),

. et pour t<^t"^t'

5 ( ^ ) - ^ ) ^ - H l o g ^ K ^ - - H l o g ^ -K,
6 t

d'où

5(^)^^)--Hlog^ -K^-M*(^ ) -Hlog^ -K.

On a donc pour o ̂  t" ̂  t'

5(^)^-M*(^) -Hlog^-K,

d'où
^ (Z^^M^^+Hlog^ +K.

Par suite,

M*(^)^M*(^+Hlog-^+K.

Remarquons que (60) entraîne que, p o u r ? infini, M*(^) =0[logî], d'où
résulte que x^Çxt^ x)W{xt) est sommable sur (o, +00).

c. Choisissons deux nombres positifs [3 et y tels que P<^Y et K(?)—K(v)^>o,
ce qui est possible puisque K(?) tend vers i quand t tend vers zéro et vers zéro
quand t tend vers + oo. Nous supposerons maintenant ^ et y fixés.

Nous pouvons écrire

r13 /ïï /l+ao
(61) W(^) == / x ^ ( x t , x ) s ( x t ) d t - ^ - f x ^ ( x t , x ) s { x t ) d t - ^ - f x^(œt, x) s(xt) dt.

J , J^ J^

Y] étant un nombre positif quelconque, on a pour o <^ t <^ 8
5(^) ̂  A(ï î) + nM\xt) ̂  A (Yî) 4- YiM*(y^).

^/i/i. £'c. A^o/'w., (3), LXVII. — FASC. 2. 20
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Par suite,
.?

(62) f x^(xt, ^ )5 (^ )6 /^ [A(Yî )+YîM*(Y. r ) ] [ i— 9(P'^, .c)].
^0

De même, (58) donne
..+<€ +X

^ ;y^(y^ ^) •î(^) dt^K{r\) 9(Y^, ^) +YÎ / x^(xt, £c)M*(.t't) dt,
i/ v *-' Y

ce qui peut s'écrire
/,4-oc

/ ^^(^, .f)5(^) ^^[A(Yî)4- ï îM*(Y^)] îP(Y^, .2?)

"ï
„+-

+ r\ f x^^xt., x) [W{xf) — M*(y^)] dt,
»/v

d'où l'on déduit, en tenant compte de (60),
,,+00

(63) \ x^{xt, ^ )^(^)^^[A(Yî)4-YîM*(Y^)4-Y3KJ ̂ (^x,x)-\- YîHT(y.^).
"ï

Enfin, .v(^) satisfaisant à (i3), on a pour P^^^y

^(y^) - s{xt) ̂ - H log^ - K^- H log- - K,

d'où

^(^)^5(y^)4-Hlog- 4- K,

et l'on voit que

(64) ^ x^(xt, x ) s ( x t ) d t ^ _ [ ^ { ^ x , x ) - ^ ^ x , ^ ) ] r5(y^)4-Hlog-4-KT.

En définitive, en tenant compte de (62), (63) et (64), l'égalité (61) donne
une égalité de la forme

(65) ^)^[?(^^)-?(ï^^)Mï^)
. + Y î [ i — 9 ( P ^ , ^ ) + c p ( Y ^ , .r)]M*(Y^)+ ©(YÎ, x\

où ©(TI, ^) est une fonction qui, pour ^ fixé, reste bornée quand x tend
vers -4- oo.

Comme, quand x tend vers + oo, y(P<r, a?)— 9(^.2?, a?) tend vers K(p)—K(v),
que nous avons supposé positif, on aura pour x assez grand

<p((3^, .a?) — 9(y^,^) > o,

et (65) donnera alors

^(y^) _ i — 9(P^, ^) + 9(y^? ^) ____T(^) — 6(Yj, ^)___
M*(Y.^) — 9((3^, a?) — 9(Y.^ .r) ' [cp((S^, ^) -. cp(YA-, ^) )M*(y^) '
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Si l'on suppose que M(^) tend vers + oo avec t, ceci entraînera que

lim ^) - Hn, ^) ^ .. i ~ K . ( p ) + K ( y )
^M^-^M^^-^ K ( p ) - K ( y ) •

Comme Y] est un nombre positif arbitraire, on voit que l'hypothèse que M*(t)
tend vers -+- oo avec t entraînerait

lim-^^o.^T-.M^)-

Or, en utilisant la définition de M*(<), la même hypothèse entraînerait, par
un raisonnement analogue à celui fait au paragraphe 3.8, i°,

.. s ( t )
^^T)——

d'où contradiction.
M*(^) reste donc bornée pour t inf ini , et il en est de même de s(t) puisque,

avec Y] positif quelconque,

—Mi'(t)^s(t)^A.(n)-}--nM\t) (20).

3.10 En combinant les théorèmes 7 et 8, on obtient le suivant :

THÉORÈME 10. — Supposons que ^Çt, x) soit réelle, que, pour chaque x fixé
supérieur à a, la fonction x^(xt^ x) log^ soit sommable sur l'intervalle (i, +00),
et que Von ait

^^
f œ^(xt, œ) log(^=0[i] (.r-^+oo).

J\

Si sÇt) est réelle et si Von a
. -+-

^(^)<+oo, ^(À)=o, et ^ ^(t, .v)s(t)dt=:0[i] (^-^+00),
^0

alors, avec les notations du théorème 7, on a (45) et (46).
Dans le cas particulier où o^K(^)^i, on a (4?)-

3.1l. En combinant les théorèmes 7 et 9, on obtient le suivant :

THÉORÈME 11. — Supposons que la fonction ̂ (t, x) soit réelle positive ou nulle,

(20) Cette démonstration est inspirée de Ramaswami [13] (th. I, 1, p. 410).

Dans le cas où ^(/ , .r) = — N ( — ) » on pourrait utiliser le théorème 11 de notre second Mémoirex \ x /
et le théorème 8 ci-dessus. L^hypothèse faite ici sur ^(t, x) [en plus de celle que ^(t, x) esf
réelle ^o] se traduit dans ce cas par le fait que N(t)\ogt est sommable sur (i,-4-oo). Mais si
N(Qlog^ est sommable sur (o, 4-oo), on obtient une simplification notable en utilisant les théorèmes
indiqués, du fait que le théorème 8 est alors immédiat [Cf. note (19), p. i5o].
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que, pou?- chaque x fixé supérieur à a, la fonction x^Çxt, x) los^t soit sommable
sur V intervalle (i, 4- °c)? et que l'on ait

y»4-"
/ ^>(xt, ^)log^/^=0[i] (.c-^+oo).

*'!

Afo/\y, si s(t) est réelle et si Von a
^4-^

OT,(À)=O et j ^(t, ^ ) s ( t ) ( r / t =0 [ ï } (^-^4-- oo),
17 0

<W 0

^+00 .__ '__ ^+°°
11111^(0= II m t ^ ( t , x ) s ( t ) c î t et lim s(f) = lim / ^,^)5(^)^ (21).

04-oc .r^+oo^ ^+ao .z->+-Jo

3.12. Les théorèmes 10 et 11 donnent comme cas particuliers les théorèmes
inverses suivants :

THÉORÈME 10û. — Avec les hypothèses du théorème 10 sur ^(^ x\ si s(t) est
^+ °°

réelle et satisfait à (P,(X) < 4- oo et CT,(X) = o, ̂ '̂ ^ 4(^ .r) ̂ (^) ̂  ̂ W vers
^0

f//i^ ^m^ /?/î  S quand x tend vers + oo, alors sÇt) tend vers S quand t tend
vers 4- oo.

THÉORÈME lia. — Avec les hypothèses du théorème 11 sur ^(^ x\ si s(t) est
r*+ 00

réelle et satisfait à ̂ ( X) •= o, et si l'intégrale ^ ^ ( t, x) s{t) dt est convergente
^0 .

pour x^> a et tend vers une limite finie S quand x tend vers + oo, alors s(t)
tend vers S quand t tend vers +00.

3. i3. Remarquons que, dans tous les énoncés des théorèmes de ce chapitre où
.,4-00

figure l'intégrale ^ ^(?, x')sÇt)dt, on pourrait remplacer celle-ci par
^Q

r^00
^ <p(^ x)dsÇt\ en ajoutant l'hypothèse que s(t) est à variation bornée sur tout

^0

intervalle fini [ o, L] et nulle pour t = o. '

En effet, dans les théorèmes 1 à 3 et le théorème 5 figure l'hypothèse
que î\t) logt est sommable sur (o, + oo) et celle que (r,(À) < + oo [ou celle
que^<Y):=0[i] quand t->-{- oo, qui lui est équivalente]-

(21) Dans le cas particulier où ^(^ x ' } = ^-N ( t-^ ce théorème est contenu dans un théorèmex \x I
de Ramaswami [13] ( th . 1, 2, p. 414). (Un cas particulier de ce dernier théorème se trouve delà
dans [12]). J

Au contraire, nos théorèmes 7 et 10, où <^(/ , x) n^est pas supposé ̂  o, sont entièrement nouveaux.
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Or, d'après ce qui a été dit au paragraphe 3.2e, on sai.t que, lorsque V(t) logt
est sommable sur (o, -+- oo ), si ^(X)<^+ ûo et si s(t) est à variation bornée sur
tout intervalle fini [o, L] et nulle pour t=o, non seulement l'intégrale

C^^ . . /"+00
j ^(t, x)s(t)dt est convergente pour x^>a^ mais l'intégrale f ^(t,x)ds(f)

^0 * "0

l'est aussi et lui est égale (2 2) .
Comme ceci résulte de ce que la sommabilité de VÇt)\ogt sur (o, +00)

entraîne celle de ^(t, x)\ogt et que la sommabilité de ^(t, <r) log^ sur (i, +00)
entraîne elle-même que <?(?, rr)log^tend vers zéro pour t inf in i , on voit qu'il
en est de même lorsque Fon suppose simplement que ' ^ { x t , x)ïogt est
sommable sur (i, +00).

Dans les théorèmes 8, 10 et IGû, nous avons précisément les hypothèses
que x^^xt, x)\ogt est sommable sur (i, + oo) et ^',(X) <^ + oo.

Dans le théorème 7, on suppose que sÇt) est bornée. D'après ce qui a été dit
au paragraphe 3. i . 2, si sÇt) est en outre à variation bornée sur tout intervalle

/,4-oc

fini [o, L] et nulle pour <=o, l'intégrale ^ ç(^, x ) d s ( t ) est convergente
^'0

..+^

pour x^> a, comme \ ^{t, x ) s ( t ' ) d t , et est égale à celle-ci.
^0

Enfin, dans les théorèmes 9, 11 et 11 a figure l'hypothèse que ̂ (t, x)^o.
D'après ce qui a été dit au paragraphe 1.1.2, si ^(r, ^)^o, si s(t) est
à variation bornée sur tout intervalle fini fo , L] et nulle pour ^=o, et si

/,+^ „+»€

l'intégrale ^ y ( < , x)dsÇt) est convergente, f ^(t, x)s(t)dt l^est aussi et
•^U ^ 0

lui est égale.
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