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SUR LES

TH’EOREMES INVERSES DES PROCEDES DE SOMMATION
DES SERIES DIVERGENTES

(PREMIER MEMOIRE. )

Par M. Huserr DELANGE.

Introduction.

Les procédés usuels de sommation des séries divergentes peuvent étre
ramenés A la forme générale suivante :

~+ o

A la série Eun, on associe une fonction s(¢) définie comme suit pour >0 :
-
{ .} étant une suite de nombres réels satisfaisant a

oL, < h<<...<h<... et lim 2,=—+ oo,
N>+ =

on pose
pour t—o,

0
2 u, pour ¢>o,

W<t

’

W<t
On considére ensuite une intégrale de 'une des formes

f—mcp(t, x)ds(l) ou ‘/‘—ML];(t, x)s(e)dt,

ol ¢ ou Y est une certaine fonction de ¢ et du paramétre « (la premiére forme
correspond a la méthode dite des « facteurs de convergence », la seconde a la
méthode dite des « moyennes »). ‘ '

'Si I'intégrale est convergente pour @ appartenant 4 un certain ensemble & et
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(la somme 2 u, étant prise égale a zéro s’il n’y a aucun %, au plus égal & t>- '
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tend vers une limite finie S quand x tend vers une certaine valeur x, en restant

o
sur &, on attribue a la série Eu,, la somme généralisée S.
0

Ainsi, le procédé de sommation est déterminé par la donnée de la suite {2, },
de la fonction o ou ¢, de 'ensemble &, et de ,.

Tous les procédés sont assujettis i la « condition de permanence », i savoir
(ue toute série convergente soit sommable et que sa somme généralisée soit
égale & sa somme ordinaire.

Autrementdit, si la fonction s(t) est supposée nulle pourt = o, et pouro <t<_h,
s kg > o0, et constante pour h,=t< I,y (=1, 2, ...), et pour o< t<_),
st hg=0 ou pour h,=t<_h, si 1, > o0, toutes les fois que s(z) tend vers une
limite finie quand ¢ tend vers - oo, l'intégrale considérée est convergente
pour @ appartenant 4 I'’ensemble & et tend vers la méme limite quand @ tend
vers x, en restant sur &.

En fait, lorsque I'intégrale est de la premiere forme, cette propriété subsiste
toujours sous la seule hypothése que s(z) est nulle pour z=o0 et a variation
bornée sur tout intervalle fini [0, L]; lorsque 'intégrale est de la deuxiéme
forme, la propriété subsiste toujours sous la seule hypothése que s(z) est mesu-
rable et bornée sur tout intervalle fini [o, L].

Le fait que la condition de permanence est satisfaite, est donc, dans les
deux cas, une conséquence d’un théoreme plus général relatif a I'intégrale
considérée.

De méme, les théorémes inverses apparaissent comme corollaires de théo-
rémes du type suivant :

+ = / ] \
Si Uintégrale o(t, )ds(t) { ou (t, 2)s(t)dt ), ou s(t) est nulle
o) , T A \ /

pour ¢ =o et & variation bornée sur tout intervalle fini [0, L] (ou mesurable et
bornée sur tout intervalle fini [o, L]), est convergente pour x appartenant a
I'ensemble & et tend vers une limite finie S quand @ tend vers @, en restant

sur &, et st la fonction s(t) satisfait a une hypothése supplémentaire convenable,
s(t) tend vers S quand ¢ tend vers + .

Un tel théoréme entraine que, si une série est sommable par le procédé
considéré, et si la fonction s(¢) associée & cette série satisfait a la condition
mentionnée, que nous appellerons « condition de convergence », elle est aussi
convergente.

J. Karamata a publié [g] (*) une étude générale des théorémes de ce genre,
avec des méthodes générales de démonstration.

(') Les numéros entre crochels renvoient a la bibliographie placée a la fin de cet article (que nous
n'avons pas cherché A faire compléte, étant donnée 'abondance de la littérature sur ces questions).
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Ces théorémes se divisent en deux groupes suivant que leur démonstration
est, ou non, de caractére élémentaire.

Les conditions de convergence sont déterminées par une fonction réelle A(7)
dépendant du procédé de sommation considéré et qui est continue et croissante
pour ¢t > 0 et tend vers + o avec .

V(t) étant la fonction inverse de A(¢), on pose

T(t, 1) = V[2A(2)].
Dans les théoremes élémentaires, la condition de convergence est

(1) lim {  Sup |s(l’)—s(t)|g:0.
(>4 | L<U<T)) {
Lorsque ¢ est supposée & variation bornée sur tout intervalle fini [o, L] et
nulle pour ¢ =o, cette condition est équivalente &

s
I
2 lim ——— A(t)ds(t)y=o.
(2) .1->+wA<x>f0 ) dsth)
Les théorémes non élémentaires, dont la démonstration peut étre basée sur
I'unicité de la solution d’une certaine équation intégrale, correspondent aux
conditions de convergence suivantes :

(3) lim % Tim ( Sup _ ]S(l’)———s([)|>2:o
140> +2 \LZU<T(L 1)

et

(1) lim ; lim( Inf [.s‘(t’)—s(t)])gzo.
)~>1+0‘tm t<UST(L )

Nous nous proposons de reprendre complétement, dans ce Mémoire et dans
un autre qui lui fera suite, I’étude de ces différents théorémes.

D’une part, nous verrons que, pour chaque procédé de sommation, chacun
des théoremes inverses correspondant aux conditions de convergence indiquées
plus haut est en fait un corollaire d’un théoréme qui, avec une condition plus
générale, donne une limitation, pour ¢ infiniment grand, de la différence
WE(2)]—s(2), o W () désigne la valeur de 'intégrale qui sert a définir le
procédé de sommation considéré, et £(¢) une certaine fonction de ¢ dont la
valeur appartient & I’ensemble & et qui tend vers «, quand ¢ tend vers + o (2).

En particulier, le théoréme inverse relatif a la condition (1) est un corollaire
d’un théoréme du type suivant :

kel

(2) Nous supposons, comme Karamata, que ¢(o, ) =1 ou j 4 (¢, x) dt =1. Ceci ne restreint
0

pas la généralité de nos résullats, car on peut toujours se ramener a ce cas-en divisant ¢ (¢, z)

+ %
par o(o, x) ou ¥ (¢, x) par f U(¢t, x) dt, ce qui ne modifie pas le procédé de sommation consi-
0

déré (ou plus exactement, le remplace par un procédé équivalent).
Des généralisations d’un autre genre ont été données par H. R. Pitt ([10] et [11]).
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Il existe une constante  telle que, si I’on a pour tout ). supérieur a 1

Lim § Sup |s(#)—s(¢)|l=wlogl,
(>4 L E<ELT(t, ) §
ona

Jim [ W[E()] = s(0) | <o,

Le théoréme inverse relatif a la condition (2), qui résulte d’ailleurs de celui
relatif & la condition (1), est aussi un corollaire d’un théoreme du type suivant :

[l existe une constante <* telle que I’on ait toujours

im |W[E(2)]— s(2)| <7 Tim |8(2)],
. (>+=» T tw
ol '

3(z)=s(a)— ﬁf s(2) dA(2),

AT

. . , N 1 . Py . e
quantité qui est égale a el A(2)ds(t) dans le cas ou s(¢) est a variation

bornée sur tout intervalle fini [o, L] et nulle pour =0 | ce qu’il faut obliga-

toirement supposer si 'on considére un procédé de sommation défini par
Ouakl

Vintegrale [ (1, x)ds(t)] ).
0

On pourrait établir les deux théorémes cités en prenant exactement les
mémes hypothéses que Karamata pour le théoréme inverse relatif a la
condition (1). Nous utiliserons ici des hypotheses un peu plus restrictives (*),
mais qui sont satisfaites pour la plupart des procédés usuels, et cela nous
permettra de déterminer exactement les valeurs les plus petites possibles pour
T et 7.

On verra que, tandis que, dans les théoremes qui donnent comme corollaires
les théorémes inverses relatifs aux conditions (1) et (2), on ne suppose rien
sur le comportement de W (), ceux qui donnent comme corollaires les théo-
rémes inverses relatifs aux conditions (3) et (4) contiennent une hypothése
qui exprime une certaine régularité dans ce comportement, pour z tendant
Vers a,.

D’autre part, nous donnerons des énoncés qui comportent une condition
unilatérale correspondant a (1) de la méme facon que (4) correspond a (3),
a savoir

) lim Inf [s(t’)—s(t)]i:o ).

(>+w ((SUST(LA)

(3) Des résullats de ce genre ont 616 établis pour le procédé d’Abel par Aurel Wintner [15 ],
H. Hadwiger [ 4], Philip Hartman [ 3], et R. P. Agnew [1].

(+*) Du moins, nos hypothéses sont plus restrictives que celles de Karamata si 'on se limite, comme
lui, au cas ou ¢(¢, z) est réelle et fonction non croissante de ¢, ou bien ou ¢(¢, x) est-réelle X o.
Mais nous supposons en général o(z, z) ou (¢, z) réelle ou complexe, ainsi que (7).

(3) Ici le noyau ¢ (¢, x) ou § (¢, x) est supposé réel ainsi que s(¢). Des résultats du méme genre onl
été donnés par Ramaswami ([ 12] et [13 ]).
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Nous réservons pour notre deuxiéme Mémoire les théorémes dontla démons-
tration fait appel a la propriété d’unicité mentionnée plus haut pour Iasolution
d’une certaine équation intégrale, ou & une propriété liée a celle-la, théorémes
que nous appellerons « de type non élémentaire ».

Nous n’énoncerons en détail que les théoremes correspondant au cas ou

t , ) | , o .
A(t)y=tet(t)=t ou 2 & étant 'ensemble des nombres réels supérieurs a
un nombre a positif ou nul, et z, étant égal a 4 oo, cas que nous appellerons
le «cas canonique ». Nous indiquerons simplement, & la fin du deuxi¢me

Mémoire, comment les énoncés plus généraux s’en déduisent.
Par contre, nous donnerons, comme application de nos résultats, quelques

+ o
énonceés particuliers ou figurera la série Eu,, au lieu de la fonction s(¢).
0
Nous ne nous attacherons pas a obtenir les énoncés les plus généraux
possibles, mais plutot a donner des méthodes de démonstration.
Quelques résultats de ce Mémoire ont été donnés, sous une forme un peu

plus générale, dans notre Note [3] (*), et quelques résultats de notre second
Mémoire ont été donnés, dans un cas particulier, dans notre Note [2].

I. — Préliminaires.
I.1. Pour éviter toute ambiguité, nous précisons une fois pour toutes les
points suivants :

Il est entendu que toutes les intégrales ordinaires (c’est-a-dire autres que
des intégrales de Stieltjes) que nous considérerons s’entendent au sens de
Lebesgue.

a et b étant finis, avec a < b, si f(t) est une fonction complexe définie sur

b
I'intervalle [a, 6], l’intégralef f(t)dt est définie @ I'aide des intégrales des
parties réelle et imaginaire de f(¢), obtenues par le procédé de Lebesgue.

a b
L’intégralcf JS(t)dt est définie comme égale a ——f f(t)dt.
b a

On pose
f J(t)dt=o.

e L
L’intégralef S (t)dt est définie comme limite pour L infini da] S (t)du.

Quand cette limite existe, I'intégrale est dite convergente. La fonction f(¢) est

(%) Signalons en passant que, dans cette Note, la formule donnée pour t*(«) au théoréme 2 donne
en réalité la valeur de t* () — 1.
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dite sommable sur I'intervalle (a, + o) si elle est sommable sur tout inter?alle
fini (a, L) (de sorte que | f(z)| I'est aussi) et si I'intégrale /'H | f(2)|dt est
convergente. On sait que la sommabilité de f(¢) sur l’iniearvalle (a, +x)
entraine la convergence de l’intégralef”f(t) de.

Pour les intégrales de Stieltjes, les définitions élémentaires suivantes nous
suffiront :

f(¢) étant continue sur I'intervalle fermé [a, b] et g(¢) a variation bornée
sur cet intervalle, et ces deux fonctions pouvant étre réelles ou complexes,

b
l’intégralef f(2)dg(t) se définit comme limite pour Max(@x;— @;_,) tendant

vers zéro de

i=n

N s Lg(@) — gla)l,

i=1
avec
0=z, 21<.. .<x,1_1<xn:b et Xy L Ei Ly

a b
f J(2)dg(2) se définit comme égale a —f S(2)dg(e).
b a
On pose
f J(8) dg(t) = o.

S () étant continue pour ¢t>>a et g(z)-a variation bornée sur tout inter-
valle fini [a, L], et ces deux fonctions pouvant étre réelles ou complexes,

b L
l’_intégralef f(t)dg(¢) se définit comme limite pour L infini def S(&)dg(v).

Lorsque cette limite existe, I'intégrale est dite convergente.

1.1.1. Rappelons les faits bien connus suivants :

12 + %
a. Les intégralesf f(t)dg(t) ouf S (t)dg(t) ne sont pas modifiées si
'on ajoute une constante a g(2).

b. Pour toute fonction g(¢) & variation bornée sur [ a, b], on g
b
[ dstoy=s6) = s(a).

c. Si g(t) est a variation bornée sur [a, b] et si 6(u) est réelle et continue
sur [, B] et croit de @ & b quand u croit de o & B3, la fonction y(u) définie par
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v(uw)=g[0(u)] est a variation bornée sur | «, 3] et I'on a, quelle que soit /(¢)
continue sur [a; b,

b i3 A
[ rerasto = [ ot e,

d. Comme conséquence de cela, si g(¢) est définie pour z> a et & variation
bornée sur tout intervalle fini [a, L], et si 6(«) est une fonction réelle continue
pour u>>a et qui eroit de @ & + oo quand u croit de o & + o, de sorte que la
fonction y(u) définie par y(u)=g[0(u)] est a variation bornée sur tout
intervalle fini [a, A], alors, f(¢) étant une fonction quelconque continue

pour t>~a, toutes les fois que I'une des intégralesf S(t)dg(t) et
f S10(w)]dy(u) est convergente, I'autre I'est aussi et lui est égale.

e. Si y(¢) est sommable sur (a, 9), la fonction g(¢) définie sur 'intervalle
t v
fermé [a, b] par g(?) —_—f v(u)du est a variation bornée sur cet intervalle et,

quelle que soit f(¢) continue sur [a, b], on a'
b b
[ s aso=[ sy a.

b
De plus, la variation totale de g(¢) sur[a, b] est égale df |v(uw)ldu.

f. f(2) étant continue sur I'intervalle fermé [a, b] et g(¢) a variation bornée
sur cet intervalle, la fonction A(¢) définie sur [a, b] par A(2) :/ S(u)dg(u)

est & variation bornée sur [a, 6] et, si ¢(¢) est une autre fonction continue
sur[a, b], ona

b b
[ etano = [ g5 dsto.

g. Si o(¢) est sommable sur (a, b) et si f(¢) satisfait sur I'intervalle
At
fermé [a, b] & f(2) :/ o(u)du—const., [de sorte que f(¢) est continue sur
cet intervalle], quelle que soit g(z) a variation bornée sur [a, b], on a la
formule d’intégration par parties : |

b b
f S8y dg () = f(b) g(b) — f(a) g(a) —f o (6) g(t) dt.

h. Les nombres z,, «,, ..., x,_,, x, formant une suite croissante, si une
fonction g(z) définie sur U'intervalle fermé [x,, x,| garde une valeur cons-
tante g; dans chacun des intervalles ouverts |x;_,, ;[ (de sorte qu’elle est &
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variation bornée sur [z,, x,]), on a, quelle que soit /(¢) continue sur [z, x,],
i=n—1 '

A b
[ rrdsr=1a—st@)) (=) + 3, [gen— &) + Lelan) = gl /).

i=1

1.1.2. f(¢) satisfaisant pour 1>~ a & f(?) :f ¢(u)du—+ const., avec o(t)

sommable sur tout intervalle fini (a, L), et g(t) étant a variation bornée sur
tout intervalle fini [ a, L], I'égalité

(5) ff(t)dg(t)zf(L)g(L)—f(a)g(a)—f 9 (1) g(0) dt

montre que, st le produit f(t) g(t) tend vers zéro pour t infini, la convergence de
+ o + o

I'une des intégrales f f(t)dg(t) et f o(t) g(t)dt entraine celle de

'autre, avec ’

(6) f F(8) dg(t) =— f(a) g(a) —f o () g (0) d.

Il faut noter que, sz ¢(2)="o0, de sorte que f(t) est non croissante, et si f(t)
+»

tend vers zéro pour t infini, la convergence de l’intégralef f(2)dg(t) suffit &

entrainer que f(¢)g(t) tende vers zéro pour ¢ infini, de sorte que dans ce cas

la convergence de f ‘” f(t)dg(t) entraine celle de f wrp(t) g(t)ds, avec la

formule ci-dessus.

Nous pouvons écarter de suite le cas ou f(¢) = o pour ¢ supérieur ou égal a
un certain ¢,, auquel cas il n’y a rien 4 démontrer.

Supposons donc f(z) > o quel que soit t>> 0.

Si I'on pose

[ s s =n,
onapourt >a

s — gty = [ dgtwy= [ Ty ().

Comme on a, pour t>>a,

LR B S A0 :
(7) 7O = 7la) +fa Fap @ O

(7) En effet, si ¢t > a, la fonction}%u) est absolument continue sur I'intervalle [ a, ¢] et a presque

partout sur cet intervalle une dérivée égale a [;:;;l]? [ Plus précisément, ceci a lieu partout ou f' ()

existe et est égale a ¢ (u).]
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on obtient par intégration par parties :

(1) — G "o (u) h(u)
g(t)—gla)y= o | FwE du,
d’ou
o ¢(u)h(u)
(8) S0 &)= (1) g (a)—i-h(t)—i—f(t)f__}w_)-—d

La convergence de I’ mtegralef f(2)dg(t) équivaut au fait que ~(2) tend

vers une limite finie I quand ¢ tend vers +o. En tenant compte de (7),
(8) peut s’écrire

h(u)—1]

7080 = 1) st 5 140+ 10 715 =g |10 [ W)ﬂu)] e

Pour ¢ infini, le premier terme du second membre tend vers zéro, le second
vers I, le troisiéme vers — 1. Il reste & montrer que le dernier tend vers zéro :
Posons pour simplifier :

_ (e [h(u)—1] '
F(t)= ) ——Wt)]‘*—du'

Quel que soit z,>> a, on a pour > ¢,,

Icp(u)l
|F(t)—F(t0)145up]h u)—l| 7 du
ou
P = F@)l | 7155 — 7 O)Jggpm(u)— 1,
d’ou

[f(t)F(t)|4|:1—7f((72)]§1>1?|h(u)—1!+ | f(&)F (L)

On a donc, quel que soit z,>> a,

Tm | f(O)F(0)| < Sup | h(u) —1|,
>+ U=ty

et, comme le second membre tend vers zéro quand ¢, tend vers + oo, ceci donne

lim f(¢)F(z)=o.
>+

La continuité absolue sur [ a, ¢ ] résulte de ce que, sia Zt'<<t"<L ¢,

di
|—’——-—|=f<z'>—f<ﬂ>4[ sl
7@ 7@ |~ fnfe < T T

Ann. Ec. Norm., (3), LXVIL. — Fasc. 2. 14
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1.2. Dans un autre ordre d’idées, nous aurons a utiliser plusieurs fois les
remarques simples suivantes :

a. f(z) étant une fonction réelle définie pour x réel supérieur a a, si de toute
suite de- nombres réels supérieurs a a, appartenant @ un certain ensemble E et
tendant vers 4w, on peut extraire une suite partielle { x, | telle que f(x,) tende
vers une limite | au plus égale a un nombre fixe M, on a

lim f(z) lim f(x)<M.
.’1.’—_}-_4:w > 4w
x€E xEE

De méme, si de toute suite ayant les propriétés indiquées on peut extraire une
sutte { x, | telle que f(x,) tende vers une limite supérieure ou égale a un nombre
Jixe m, on a

lim f(z)> lim f(z)>m.
B e .1:->_+x '
TEE xrEE

Ceci résulte simplement de ce qu'il existe toujours deux suites {£,] et {Z |

tendant vers -+ o, formées de nombres de E, et telles que f(&,) tende

vers lim f(z)et f(E,) vers Jim f(2), et que toute suite extraite de I'une des

X4 Xt 0
xrE€E xE€E

suites { /(E,)} ou{f(E,)} tend vers la méme limite que celle-ci.

b. f(z) étant une fonction réelle ou complexe définie pour x réel > a, si de
toute suite de nombres réels supérieurs @ a, appartenant a un certain ensemble E,
et tendant vers + o, on peut extraire une suite {x, | telle que f(x,) tende vers
une certaine limite L, alors f(x) tend vers L quand x tend vers —+ oo sur
U’ensemble E.

On le voit en appliquant la premiére partie de la remarque a i la fonction
| f(x)—L|, avec M positif quelconque.

1.3. Nous aurons aussi a utiliser les lemmes suivants :

LemMe 1. — Soit fi(t), f.(t), ..., fu(2), ... une suite de fonctions réelles
sommables sur un méme intervalle (a, b), fini ou non.

S'tl existe une fonction positive ou nulle G(t) sommable sur (a, b) et telle que
l'on ait, quel que soit n et quel que soit t appartenant a (a, b), | f,(t)| < G(t),ona

b b
lim Ja(t) dzéf [ lim fn(t)] dt.
ny—+wdJ, N n>—+w
Lemme 2. — Soit f..(2) une fonction réelle sommable sur I'intervalle (a, b), fini
ou non, et dépendant du paramétre x qui parcourt I’ensemble des nombres réels
supérieurs G un certain nombre A.
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S'il existe une fonction positive ou nulle G(t) sommable sur (a, b) et telle que
Uon ait, quel que soit x supérieur a A et quel que soit t appartenant & (a, b),
| [(8) | £ G(¢), alors, quelle que soit la fonction réelle g(t) sommable sur (a, b)
et satisfaisant @ g() > lim f,(¢), ona

> +w

b b
Tim f fl.(t)zltéf sy di (V).
ey a
Plus généralement, E étant un ensemble de nombres réels supérieurs a A, non
borné supérieurement, quelle que soit la fonction g(t) sommable sur (a,b) et
satisfaisant a g(t) > lim f,.(t), on a
X+ »

xrEE

b b
o [ gt dez [ s
X>+» a a

rx€E
Pour établir le lemme 1, il suffit de remarquer que ’on a

Tim Su(t) = lim o,(2), avec ©,(¢) = Sup f.(¢).

n>—+= >t n'zn

0,(t) est mesurable sur (@, b) comme borne supérieure d’une famille dénom-

brable de fonctions mesurables, et elle est sommable parce que | 9,(2)| =< G(2).
Comme f,(2) = 0,(¢), on a

fbf,l(t) dtéfbcpn(t) dt.

D’aprés le théoreme de Lebesgue sur le passage a la limite sous le signe f,

b —
le second membre tend pour 7 infini versf [lim f,t(t)] dt, et 'on obtient

Nyt
ainsi 'inégalité indiquée.

Pour le lemme 2, il suffit d’établir la deuxiéme partie, puisque la premiére
n’est qu'un cas particulier de celle-ci, obtenu en prenant E égal 4 'ensemble
de tous les nombres réels supérieurs a A.

On remarque que, quelle que soit la suite {x,} formée de nombres de E et
tendant vers +o, on a _

him 7, (¢) = g(¢),

>+ »

de sorte que le lemme 1 donne

b b
lim j Jn () d[éf 2(¢t) de.
ny+wd, a

b )
(8) Nous ne pouvons pas éerire  lim f S () dt éf lim f(¢) | dt parce que rien ne prouve
Xpt»J, a X >

que 1lim f.(#) soit uné fonction mesurable.
> 4o
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b
Or on peut choisir la suite {z, | de facon que f J..(¢)dt tende vers

Il est clair que I'on peut remplacer dans les énoncés ci-dessus les lim par
des lim, en changeant le sens des inégalités.

1.4. Indiquons également deux autres lemmes que nous aurons aussi a
utiliser plusieurs fois :
Lemme 3. — f(¢) étant une fonction réelle ou complexe sommable sur I'inter-
o
valle (1, + o), définissons une fonction g(t) pour t>-1 par g(t) .—_f S () du.
t

S¢ f(t)logt est sommable sur (1, 4+ ), le produit g(t)logt tend vers zéro

£(2)
t

est sommable sur (1, +®), et ’'on a
+w +=»
f "‘(wtt—)dt:f Sf(t)logedt.
1 1

LEMME 4. — f(¢) étant une fonction réelle ou complexe sommable sur I'inter-

valle (o, 1), définissons une fonction g(t) pour o —t1 par g(t) :f S (u)du.

pour t infini,

St f(t) log%r est sommable sur (o, 1), le produit g(t) log% tend vers zéro avec t,

o t p
”—(t-) est sommable sur (o,1), et 'on a

1 o 1
j ”—(t—Q(lt:f /() log - de.
0 0

Les deux lemmes se démontrent de facon semblable, nous donnerons la
démonstration seulement pour le premier.

Il faut noter tout d’abord que la fonction ”—(lQ est continue pour ¢>>1.

a. Ceci étant, traitons pour commencer le cas ot /(¢)>> 0, de sorte qu’il en
est de méme de g(¢).
En premier lieu, on peut écrire

-+ +
g(t)logt:f f(u)logtduéf flu)logudu,
t 4

et 'on voit ainsi que g(¢)log? tend vers zéro pour ¢ infini.

\
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t
D’autre part, comme g(¢) :f — f(u)du—+ const., on a par intégration

par parties :

L L
f1@dt:g(L)logL—l—f1 J(t)logtdt.

Quand L tend vers + o, le second membre tend versf °°f(t)logtdt.

g()

La fonction étant positive ou nulle, ceci montre qu’elle est sommable

fH ”mdt-—f f(t)locrtdl

6. Pour le cas général, posons

sur (1, +) et que

f | ()] due=G(1).

D’aprés ce que 'on vient de démontrer, G(¢)log? tend vers zéro pour ¢ infini

G()

et —— est sommable sur (1, +o0).

L’ megallte |8(t)| £ G(t) montre alors que g(t)logt tend vers zéro pour

a()

¢ infini et que = est sommable sur (1, + ).

Le calcul fait plus haut montre encore que
-+ »
f 8 ‘) dt f F(2) logt dt.

II. — Préliminaires (suite).

2.1. A chaque fonction réelle ou complexe s(¢) définie pour ¢ réel > o et
bornée sur tout intervalle fini [0, L], nous associerons un certain nombre de
tonctions définies comme nous allons I'indiquer.

Il est entendu que A désignera toujours une variable réelle supérieure a 1
et E un ensemble variable de nombres réels positifs, supposé non borné
supérieurement.

2.2. Nous posons d’abord
W,(¢, ))__ Sup s(U) —s()

ws(h) = lim Wi(e, 1),
[>+w
wo(E, 2y = lim W (¢, 1).
/?E—l‘w .



112 HUBERT DELANGE.

Il est clair que W,(z, ), w,(1) et w,(E, 1) sont essentiellement positives ou
nulles. Mais, tandis que W,(z, 1) a une valeur finie, w,(%) et w,(E, %) peuven t
prendre la valeur 4-oo.

Dans tous les cas, on a quel que soit E : w,(E, 1) = (}).

D’autre part, W,(z, 1), w,(2) et w,(E, A) ne peuvent décroitre quand % croit.

Par suite, chacune des fonctions w (%) et w,(E, 1), si elle n’est pas cons-
tamment égale & + o0, a une valeur finie pour 4 voisin de 1 et tend vers une
limite finie positive ou nulle quand % tend vers 1. Si elle est constamment
égale 4 + oo, on peut dire qu’elle tend vers + o quand % tend vers 1. Dans
tous les cas, nous désignerons par w(1-+o0) et w,(E, 14 0) les limites
de wy(1) et w,(E, 1) pour A tendant vers 1.

2.2.1. Onwvoit atsément que I’on a, quels que sotent ), et hy>1,
(9) W (A de) =0 () 4 we(2y).

Cette inégalité n’a besoin d’étre démontrée que si w,(4,)<+= et
wi(hy) <+ . .

Soit ¢ un nombre positif quelconque. Il existe un nombre positif ¢, tel que,
pour t>>1,, '

W (¢t A) = ws(hy) + § et Wi, 2,) Zwe(hy) + 8;

Quel que soit ¢ positif, si tZ¢%,¢, on a
[s(2)—s(8)| Z Wity M) Z W2, M) + Wi(hit, D),
et, si At < ¢ = h 7yt on a
[S(E) = s(O) | £ s(ut) —s(t) [+ [s(l') = s(Mt) | Z Wi, 1) + W(hit, D).

On a done
Wty M) =Wty b)) + Wi(hit, 1)

Sit>1,, le second membre est au plus égal & w,(A,) 4+ w,(,)+ <.
Par conséquent
Wi (A hs) Zws(h) + we(hs) + e.

Comme ¢ est arbitrairement petit, on a bien I'inégalité annoncée.

2.2.2. — Il résulte de la que ['une des deux circonstances suivantes se présente
nécessairement :

ou bien w,(\) = o quel que soit 1;

ou bien w, () <+ o quel que soit ).

Il suffit d"observer que, si w,(%,) <+ %, on a quel que soit % : (1) <4 0.
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En effet, il résulte de 'inégalité (9) que I'on a pour p entiyer |
(10) W (M) < pws(Do).
Quel que soit 2, il existe un entier p tel que 2/>>7%, et I'on a

e (M) L0 (M) Z pivs(Re) <<+ 0.

2.2.3. — Notons que, dans le cas ot w,(1) <+, il existe deux constantes
positives A et B telles que U'on ait quel que soit )

(11) ws(h) Z Alogh + B.

En effet, si dans le raisonnement qui précéde on prend pour p le plus petit
entier satisfaisant a I'inégalité indiquée, on obtient

wi(A) éﬁ’s()\o)Ll -+ M]

log 4,

2.2.4. — D’autre part, on voit facilement que, lorsque w, (1)<~ o, i
existe deux nombres positifs H et K tels que I'on ait quels que soient t et t' positifs

/

12 s(¢) —s(6) | <M |logh | K.
(12) 5"

Il est clair que I’on peut supposer sans inconvénient z< 7.

¢ On voit d’abord que, pour A fixé, W(z, 1) est borné indépendamment de z.
En effet W,(z, 1) est manifestement borné sur tout intervalle fini tel que o, @]
et sa plus grande limite pour ¢ infini a une valeur finie.

Si 'on pose

§;gj W. (¢, 1) =W,(2),

on voit que I'on a quels que soient 2, et 2, >1
| W (hk) = Wa(h) + W),
car, quel que soit ¢ positif, si t-Z¢2%,t, on a
() = s () [Z Wa(2) Z Wi(h) + Wi(Ry),
et, st ¢<¥'~Z\, Ayt,0na
Is(¢) —s ()=l (Mt) = s () [+ 15 () — s (Mt) | Z Wi (k) + Wi(Ry).
- Il résulte de la que, quels que soient 2 et p>~1,
W (7)) Zp W ().

Choisissons une valeur A, pour %. Alors, ¢ et ¢ étant deux nombres positifs
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quelconques satisfaisant & ¢< 7, si p est le plus petit entier tel que A2s> 7',
ona

log -
[5(¢) — s (2) | Z Wa(35) Zp W () < W, () [ Togne +1] .

Notons que, sil’on fait ¢/ =1 dans (12), on obtient
[s(t)y—s(1)] /H|lo°"l|+K
d’ou
[s(t)| <H|logt| + K, avec K'=K - |s(1)!.

L’hypothése w, (1) < + o entraine donc

s(2)=0/]logt] pour t tendant vers + .

2.2.5. Remarquons enfin que, si 'on a pour une valeur de 2 : w,(1)=o0, il
en est de méme pour toutes les autres valeurs de 2.

En effet, si w,(%,)=o0, (10) montre que pour p entier >>1 w,(A})=o.
Comme on I’a dit plus haut, quel que soit A, il existe un entier p tel que 27 > %
et I'on voit que w (1) =o.

Il résulte de la que l'on a ou bien w(1).>o0 quel que soit ) ou bien w(A)=o
quel que soit .

2.3. Dans le cas ou s(7) est supposée réelle, nous posons encore

—1II (¢, M) = Inf [s(t')—s(t)],

<<
I (¢, 2) = Su P[S(l')—s(t)],—
Lcrc
o, (E, 7\)% llm I (¢, 2),
7
m,{f(E, 1) = lim II] (¢, ).

>+
tEE

Il est clair que I (2, ), II! (¢, 1), @, (E, 1), o, (E, 1) sont essentiellement
positifs ou nuls et ne peuvent décroitre quand A croit. IL, (z, 1) et II; (¢, 1) ont
une valeur finie, mais @, (E, 1) et =, (E, A) peuvent avoir une valeur finie ou la
valeur + . .

On voit immédiatement que, A étant fixé, sil’on a I, (¢, A) =k pour 1>x.1,,
Pon a I[(z, \)Zk pour t>xAt, et, si 'on a I (z, A\)Zk pour 11,
on a aussi II, (¢, A) <k pour t>x1,. Il en résulte que, lorsque E est I'’ensemble
de tous les nombres positifs, cS;(E, 1) et @, (E, 1) ont la méme valeur. Nous
désignerons cette valeur commune par @, ().

Puisque @,() est la valeur de @, (E, %) pour un E particulier, @, (7\) est
> o et ne peut décroitre quand A croit.
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D’autre part, comme II, (z, 1) == W(z, 1), on a toujours &,(E, ) Zw,(E, %)
et par suite @,(% ) =Zw,(1).

De plus, il est clair que, quel que soit E, o (E, 1) Z () et &, (E, 1) Z&,(A).

Chacune des fonctions &,(1), @, (E, 1), @, (E, 1), si elle n’est pas constam-
ment égale & + o, a une valeur finie pour A voisin de 1 et tend vers une limite
finie >0 quand A tend vers 1. Si elle est constamment égale & 4+, on peut
dire qu’elle tend vers + o quand 4 tend vers 1. Dans tous les cas, nous dési-
gnerons par @,(1+0), @ (E, 1+0) et m (E, 14 0) les limites de @,(7),
o, (E, #) et o, (E, 1) pour A tendant vers 1.

2.3.1. On voit, par des raisonnements tout a fait semblables i ceux des
paragraphes 2.2.1 4 2.2.5, que l'on a nécessairement ou bien &,(1) =+
quel que soit A, ou bien w,(1) <+ o quel que soit L, et aussi que ’on a néces-
satrement ou bien (1) > o0 quel que soit ) ou bien (1) = o quel que soit ..

On voit également que, lorsque w,()) <+ o, il existe deux constantes posi-
tives H et K telles que U'on ait, quels que sotent t et t' satisfaisant a o < t < ¥,

(13) s(t’)——s(t)é—-Hlog%l—KA

2.4. On peut aussi associer a chaque fonction réelle ou complexes(¢) définie
pour z réel > o et bornée sur tout intervalle fini [0, L], des fonctions analogues
aux précédentes et qui dépendent en outre d’une fonction réelle A (¢) continue
et dérivable pour £>> o et qui croit de o & + o quand ¢ croit de 0 & + .

On définit d’abord, a partir de A(¢), une fonction T des deux variables réelles
‘positives ¢ et a par T(z, a)=V[aA(?)], ou V est la fonction inverse de A. On
pose ensuite

Woa(s, B)=Sup s (&) —s (&),

L<U<T(¢t, A

“’s,x\(;\) : llm WS,A(t; )\)1

we A (E, 1) = lim W, A (¢, 1),

et, si s(t) est réelle,
—IGA(L, 2)=  Inf [s(&)—s(8)],

tSULT(L )N
Iia(e, )= Sup [s(¢)—s(2)],

1\,
T(t,7\>§t_t

wiA(E, 2) = Frﬁ I A (2, 1),

EIL

+

wc \(Ey ):

L

AL 1),

o
=B s

On voit de suite que, si I'on pose o(z)=1s|V(2)], ona

WA (L, 1) = Wg[A(2), 4],
Ann. Ec. Norm., (3), LXVIL, — Fasc. 2. 15
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et, si s(t) est réelle, | ‘
WAL N =TG[A (1), 2] et Ta(e, 2)=I4[A(¢), 1]
Par suite, on a .
W A(D) =wg(R), - weA(E, b)) =ws| A (E), 1],
et, si s(2) est réelle,
T A (B, 1) =w6[A(E), 1] et . wiA(E, }) =ws[A(E), 1]

[A(E) désignant I'’ensemble des valeurs de A (¢) pour ¢ appartenant a E].

Dans le cas ou s(t) est réelle, on voit que, si E est ’ensemble de tous les
nombres réels positifs, de sorte qu’il en est de méme de A(E), o, ,(E, 1) et
@, A(E, 1) ont la méme valeur ().

Par une convention analogue a celle faite plus haut pour & (E, %) et
@, (E, ), nous désignerons par @, 2 (1) la valeur commune de &, (E, ) et
@, A(E, 2.) pour E égal 4 'ensemble de tous les nombres réels positifs.

On a encore
ws,A()L) - wd()‘)’

Ces différentes relations montrent que les fonctions définies dans ce para-
graphe possédent les mémes propriétés que celles définies précédemment. En
particulier, elles sont liées entre elles par les inégulités correspondant a celles
écrites plus haut, on a nécessairement ou bien wy A(A) =+ o quel que soit 2,
ou bien w A (1) <4 o quel que soit 7, et, de méme, ou bien w, A(1) > o quel
que soit A, ou bien w, A(A)=o0 quel que soit ; lorsque s (¢) est réelle, on a
nécessairement ou bien @, 5 (1) =-  quel que soit %, ou bien @, 5 (1) <+ o
quel que soitA, et aussi ou bien @, s(A) >0 quel que soit %, ou bien
@, A(A) = o quel que soit ..

Les fonctions définies dans ce paragraphe se réduisent d’ailleurs a celles
définies précédemment si A (2) =1.

Les conditions de convergence (1), (3) et (4) indiquées dans 'Introduction
peuvent s’écrire respectivement : w; A(A)=0,w, x(14-0)=o0 et &, A(1+0)=o.
La condition unilatérale que nous avons indiquée comme correspondant a (1)
de la méme maniére que (4) correspond a (3) peut s’écrire w, A(A)=o.

2.5. Si la fonction s(¢) est non seulement bornée sur tout intervalle fini
[0, L], mais mesurable, on peut encore lui associer la fonction ¢,(¢) définie

pour > o par
0:(t)y=s(t)— %/ s(u)du.

Lorsque s(¢) est & variation bornée sur tout intervalle fini [0, L], on voit, par
une intégration par parties, que

0,(¢) = ;—f‘tuzls(u).
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Nous allons voir que I’hypothése w (1) <+ o équivaut a 8,(¢) = O[1] pour ¢
infini, et I'hypothése w,(\) = o équivaut a o,(t)y=o[1](*).

Ceci est une conséquence immeédiate des résultats suivants :

1° St (M) <+, ona

’ t
(14) fim 163(t):éf ws<i> du.
> 40 Jo 172

2° 8i0,(t)=0[1] pourt—+ o, 0ona

(15) we() = [2 + logd] lim |d,(¢) .
L34
Pour établir le premier, nous remarquons que I’'on a
1
0, (¢ :f [s(¢)—s(vt)]dp.

D’aprés ce qui a été dit au paragraphe 2.2.4, on a quel que soit 2> o et quel
que soit ¢ compris entre o et 1 :

\s.(l) —s(vt)] =ZH Iog%} + K.

D’autre part, comme |s(?) —s(rt)|éws<,vt, é)a on a
fim 1s<t>—s<vt>wém<i>-
(>+» ¢

. I . > \
La fonction «v_\.<-‘—;> est sommable sur (o, 1) puisque, d’aprés le para-
graphe 2.2.3,
1 1 >
wsl — =< Alog - + B.
19 Y

Le lemme 2 du paragraphe 1.3 donne alors (14).
Pour établir le second résultat, nous remarquons d’abord que, si 'on pose

S([):f s (u) du,

quels que soient ¢ et ' positifs, on a par intégration par parties :

p . =
f s(u,)du___s(/l')_s(” +f M([u.
, u 4 ¢ “

1A 2

(%) Ces deux faits ont 6té établis par Karamata ([ 7] et [8]), le second dans le cas ol s(¢) est &
variation bornée sur tout intervalle fini [0, L], le premier dans le cas ot elle est la fonction associée
A une série comme il a été dit dans I'introduction. Le second avail déja été établi dans ce dernier
cas par M. Riesz ([14], §3, p. 357).
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En tenant compte de ce que S(z) =1¢[s (¢) — ,(¢)], ceci donne
(16) | s()y — s(8) = 05(¢") — 05(¢) +f 8i5:@(lu (19).

Supposons alors 5,(¢) = O[1] et posons

Im | 9,(4)| = .
t>+»

Quel que soit ¢ > o, il existe un nombre positif 7,(<) tel que, pour 1> ¢,(¢),
10:(8) [ Z o+

(16) montre alors que, pour t>>¢,(¢) et t ¢ =,

!

s s Z (oo | 2 log}

]é(w -+¢) (2 + logh).
Autrement dit, pour t>x¢,(e), on a
Wty 1) Z (o +¢) (2 + logd).
On a donc, quel que soit ¢ > o,
wi(R) = (@ + ey (2 +logh) (*).
2.5.1. s(¢)étant encore mesurable, et A (z) étant, comme au paragraphe 2.4,

une fonction réelle continue et dérivable pour ¢>> 0, et qui croit de o & + o
quand ¢ croit de o & + o, nous définirons une nouvelle fonction 3.,,A(z), pour

t>o, par
O A (L) =s(t)— A*(Il—)f s(u) A (u) du.

Lorsque s(¢) est 4 variation bornée sur tout intervalle fini[o, L] on voit, par
une intégration par parties, que

05 A (8) = A—E—i—)f A (u)ds (u).

(19) Nous aurons encore & utiliser cetle formule au,paragraphe 3.6.

(1) Notons que le facteur (2 - log)) dans (15) ne peut étre remplacé par un plus petit. On le voit
en considérant la fonction s() définie par '

s 0 pour <1
$(t) = ¢ 1+logt —2log[1. 3. ....(2n—1)] pour (2n—1)! Lt (2n)!
[ — (1+log?) + 2log(2. 4. .... 2n) pour (2n)! Zt<(2n+1)!

Pour cetle fonction, | 8,(£)| =1 pour £ 1 et wy () = 2 + log .
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On voit immédiatement que l'on a toujours
05,4 () =3[ A (2)],

ou 7 (t) est définie comme au paragraphe 2. 4.
Il en résulte que I’hypothese w, A()) <+ o équivaut a 3, A(t)= 0][1] pour ¢
infini, et w, (1) = o équivaut a 6, A(t) =o[1].

I1I. — Théorémes de type élémentaire, dans le cas canonique.

3.1. Pour abréger les énoncés des théorémes, nous convenons une fois pour
toutes que, dans tout ce Chapitre, nous faisons les hypothéses suivantes, qui
resteront sous-entendues :

1° Pour chaque valeur de x réelle et supérieure a un certain nombre a positif ou
nul, L (t, x), qui est réelle ou complexe, est une fonction de t sommable sur I'inter-
valle (0, + o), et l'on a

(19) ’ f wnp(t, z)dt=1.
2° @ (t, ) estla fonction définie pourw> aett>o par
(18) 9 (¢ x) :f leb(u, x) du.

3° Il existe une fonction positive ou nulle F(t) sommable sur ['intercalle
(0, 4 ) et telle que Uon ait, quel que soit x> a et quel que soit t > o,

(19) |y (@8, 2) | ZF (0).
4° Quand x tend vers + o , 2y (xt, ) tend vers une fonction limite N (t).

5° s(¢) est une fonction réelle ou complexe, définie pour t>o, mesurable et
bornée sur tout intervalle fini [0, L], [de sorte que, pour « > a, I'intégrale

L
f Y (4 z)s(e)de

existe toujours quel que soit L > o] (**).

('2) Notons que les hypothéses indiquées pour (¢, x) sont satisfaites en particulier si l'on
t e .
prend (¢, x) = iN <;), avec N(?) sommable sur (o, + ) el f N(t) dt =1.[On peut prendre

/ 0

a=o, F(£)=|N()]. On a dans ce cas

o (2, x):K(é), avec K(t):fH’N(u)du.
¢t
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3.1.1 On voit immédiatement que :

1° 9(0, x)=1 et, pour x fixé, ¢(t, x) est une fonction de t continue pour
t>x 0 et qui tend vers zéro pour t infint.

20 N(¢) est sommable sur U'intervalle (0, + x ) et 'on a
+o
(20) f N (¢) dt =1,
0
car, en remplacant ¢ par ¢ dans (17), on obtient

f+w xy (xt, ) dt =1.

[3

3° Quand x tend vers + », o(xt, x) tend vers la fonction K (t) définie par

K(¢)— +=°N lu,
O=[ Nwd
car on a
o (xt, x):[ b(u, x) du:f' xzd (ux, x) du.

v xt
K (o) =1 et K() est continue pour t> o et tend vers zéro pour t infini.

4° Quel que soit o”>o0, on a lx¢<xt, g)‘éaF(at) et x¢<xt,§> tend

vers aN(at) quand x tend vers -+ o, car on peut écrire

o) =22

o (xt, ;) tend vers K (at), car
P ' x . x f x
(o) = (G

%
3.1.2. Il faut noter d’autre part que ’intégrale f (¢, x)s(t)dtest certai-
0
nement convergente pour x > a si s(t) est bornée. ‘

D’aprés ce qui a été dit au paragraphe 1.1.2, s75(2) est en outre a variation
—+»
bornée surtout intercalle fini|o, L] et nulle pour t—o, 'intégrale f o(t, x)ds(t)

0
est aussi convergente pour x > a et égale a la précédente, puisque

w62 = [ —(u ) dutx

et le produit ¢ (z, x)s(¢) tend vers zéro pour ¢ infini.
o
Si s (¢) tend vers une limite finie S quand ztend vers + oo, / (L, x)s(t)de

tend vers S quand « tend vers + .
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En effet, pour > a,

f+m‘[J(t, w)s(t)dt——S:f+”qJ(t, .x)[s(t)—S]dt:f+wxq)(xt, z)[s(xt)—S|dt.
Ona
lzd (xt, 2)[s(xt) — S| LT (¢)Sup|s(t) — S|

et, quand z tend vers + o, x{(xt, x)[s(xt)—S] tend vers zéro pour
tout z >o.
On peut donc définir un procédé de sommation au moyen de I'une des inté-

grales /M (¢, x)s(t)dt ou / o(t, x)ds(t), avec & égal i 'ensemble des

nombres réels >a et zy=-ow (**).

3.2. Dans plusieurs paragraphes nous supposerons que I (z)log¢ est som-
mable sur Uintervalle (o, + o). Indiquons dés maintenant quelques consé-
quences de cette hypothése :

a. Pour x>a, (¢, x)logt est une fonction de t sommable sur l'inter-
valle (0, + »).

A . .
En effet, en remplacant ¢ par — dans (19), on obtient

L

10"[ —i—[‘lovx‘F d
bx z' .b | x’

et chacun des termes du second membre est une fonction de £ sommable sur
(0, 4+ o ) puisque F(z)|logt| et F(¢)le sont.

‘ L[t
Yba) 5P ),
d’on

1ot
§'~P(l>$)logtgéi[<<,>

x

b. D’aprés'les lemmes 3 et 4 (§ 1.4), cect entraine que, pour x fixe

> a, o (1, x)logt tend vers zéro quand t tend vers + o et [1 — 0 (2, a:)] log tend

vers zéro quand t tend vers zéro.

[On a1—o(t, x):fo G (u, w)du].

—+ 0
c. Il résulte de a que ’intégrale f (¢, x)s(t)dt est certainement concer-
0

gente pour x > a toutes les fois que s(t)=0[logt| pour t infini, en particulier

st (W) <+ o (¢f. §2.2.4).

(13) II faut noter que nous n’avons pas utilisé, pour établir ce fait, 'hypothése (4).
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Il résulte de b que, st, en plus de cette condition, s(t) est & variation bornée sur
—+»
tout intervalle fini [o, L] et nulle pour t = o, [’intégrale f o(t, x)ds(t) est
0

aussi convergente pour x > a et égale a la précédente.

d. N(t)logt est sommable sur (o, + ) puisque |N(¢)|<F(¢). Par suite,
quel que soit.a > o, N (at)logt est sommable sur (o, + ).

e. D’apres les lemmes 3 et 4, il résulte de la que, quel que soit o> o,
[1—K(at)] logl1 tend vers zéro avec i, K (at)logt tend vers séro pour t infini,

1— K (a¢) K (at)
14

— est sommable sur (1+ = ).

est sommable sur (o, 1) et

En effet, on a

/laN(ocu)du et K(at)= f+»N(u)111¢:f+waN(au) du.

Jy vt

|~K(at):fa[N(u)c/u::

N Que{ que sott o. > o, pour x fixé > a.a, le produit [1 —0 <:,vt, f)] log t[ tend

vers zéro avec t, le produit ¢ <xt, ;) log¢ tend vers séro pour t infini, la fonction

I—Q(-Z’t,»a/) : <p<xl,&> ’
— = est sommable sur (o, 1) et la fonction ———= est sommable

sur (1, 4+ o).

En effet,
\ ot £ /
1—0 <xl, ;> :j L!J(\lt, y> du :‘/0 a‘L'g(a:u,, . > du, ,
z\ [T x e / x
q<xt,~>:/ ¢ u,—4> (,[u:f xn],l\xu,— du.
% < Yt N o L %

D’autre part, z{ <xt, a> log ¢ est sommabl_e sur (0, -+ o), car, comme

|24 (0,5 )| zaF (an,

on a

ZaF (at)!logat| + log—; F(at).

x .
'xn.p <.rt, o'> logt
Les lemmes 3 et 4 donnent alors les résultats annoncés.

3.3. Donnons encore des formules qui joueront un role important dans la

suite :

Supposons I'intégrale / ) 4 (¢, x)s(2)dt convergente pour x > a.
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D’abord, il est clair que, quel que soit « >0, on a pour > aa

(21) . f0+w¢<t, §>s(t) dt:/fw x(.[)(xt, §>s(xt)dt.

%
De méme, en remplacant ¢ par x¢, dans f y <t, ‘;)dt:: I,0na
0 S
A%

A aﬂ.])(xt, g)dl:__‘l.

En retranchant membre & membre de (21) cette égalité multipliée par s(x),
on a ,

(22) fo_’_wnp(t, §>s(t) dt— s (z) :]0.+x xnp<xt, ;)[_s(xt)—s(x)Jdt.

3.4. Ces préliminaires terminés, nous établirons en premierlieu le théoréme
suivant :

TriorimE 1. — Supposons F () log ¢ sommable sur I'intercalle (o, + o), et soit
o un nombre positif quelconque. St U'on a w,(1.) <+ o [ou 8,(¢)=0[1] pourt
infini], de sorte que I'intégrale f ¢ (2, x)s(t)dt est convergente pour x > a,

alors, E étant un ensemble quelconque de nombres réels ~> aa, supposé non borné
supérieurement, quelle que soitla fonction réelle positive g (u) telle que N (au) g {u)
sott sommable sur (o, 4 %) et que [’on ait pour tout u > o

(23) lim [s(ut)—s ()| Zg(w),
lt)e—li:ao
on a
G | [T y(6 ) sode—s@| < [T aiN @wist du

3

Nous poserons, pour simplifier,
fﬂ bt z)s(t)dt =W (x).
La formule (22) donne alors

o )l b

En tenant compte de (12), on voit que la fonction sous le signe f

|s(xt) —s(x)ldt.

au second

membre de (25) est au plus égale a «F («z)[H|logz|+ K], qui est une fonction
sommable sur 'intervalle (o0, 4+ ).
Ann. Ec. Norm., (3), LXVII. — Fasc. 2. ' 16
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\
D’autre part, comme x{ <xt, ;) tend vers aN(«t) quand x tend vers + o,

(23) donne
J_Li_n_:m{ .Z‘Ll/(.l‘l, E) Is(xt) —s(x)| }écx IN(at) g(8).
x€E

Le lemme 2 du paragfaphe 1.3 donne alors (24).

3.4.1. Comme cas particulier, le théoréme 1 donne le suivant :

Taikorime 1 a. — F (2)logt étant supposée sommable sur Uintercalle (o, 4 =),
stlon a w,(1) <+ o, on a quel que sott o > o

- , 1 \
f L[J,<t, s)s(t)dt—s(a:) éf o | N(zw)|ws <Iit)du
0 0 )

-+
—i—f o | N(aw)|ws(w)du.
1

(26) Tim

&>+

On obtient immédiatement ce théoréme a partir du théoréme 1 en prenant
pour E I’ensemble de tous les nombres réels supérieurs 4 «a et pour g(u) la
fonction définie par

/ 1
Wl — pour w <r,
u
0 pour w«w=r,

ws(u) pour w>1.

g(u).:

Ceci est légitime car, d’une part, cette fonction est évidemment mesurable sur
tout intervalle fini [o, L] et, comme () est > o et satisfait 4 (11), on a

oZg(u)LA|logu|+ B,
de sorte que g(u)N(au) est sommable sur (o, 4 = ); d’autre patt, les inéga-
lités '
(s(ut)—s(t) | ZWi(t, w) pour u>1
et )

|s(ut)——s(t)|éVVs(ut,%t> pour u <1,
montrent que

Tm |s(ut) —s(u)| =g (u).
t>+»

3.4.2. Ce théoréme entraine a son tour comme corollaire le théoréme
suivant : ‘

Tutorime 2. — F () logt étant supposée sommable sur Uintervalle (o, + ), si
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Pon a w,(1.)=o, ou, ce qui est équivalent, o,(¢)= o[1] pour t infini, on a quel

que soit o >0
Eed [f ‘p<" g)“’) e — wv)] =o.

3.5. Un autre corollaire immédiat est le suivant :

F(t)logt étant supposée sommable sur (o, 4+ ), st lon a w,(L\)Zwlog¥k, on
a, quel que soit & > o,

f0+”¢<t, = st di—s ()

Nous allons voir que I’on peut, par un raisonnement plus subtil, obtenir avec
les mémes hypothéses une inégalité meilleure.
Nous établirons en effet le résultat suivant :

lim
X >+n

+
éo)f o | N(au)logu|du.
0

TueoriMe 3. — F(2)logt étant supposée sommable sur (o, +x), st fon a
w,(A)Zwlogh, on a pour chaque « > o

T A x
(27) T f b6 5 )sterde—s(a)| Zos(a),
ot ©(a) est la constante définie par
(28) ‘L'(O():f II—_-I%(—MLdu—l—f » m_(:zg.)_i_du.

Notons d’abord que, d’aprés ce qui a été dit au paragraphe 3.2¢, les inté-
grales qui figurent dans I'expression de ©(«) ont bien un sens.
D’autre part, on a toujours

(29) | f(a)éf+»a]N(au)logu]d¢¢,

I’égalité n’ayant lieu que si N(z) garde presque partout un argument constant
sur chacun des intervalles <o, I;) et <I&a + oo).
En effet, I'égalité ‘ v
ot L’
I—K(at):f N(u)du:f aN(au)du
0 0
entraine

lt— K(at)] =L 9t,(8), avec :)‘Ca(t):f | N(au)| du.
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Mais, d’aprés le lemme 4 du paragraphe 1.4, m“t(t) est sommable sur (o, 1)
et
: Al 1
j m’z(t)n’t:f oc]N(at)|log1tdt.
0 0
On a donc
1 K 1
(30) f wdté[ 2 N(at) log & .
0 0

De méme, I’égalité
“+» -
K(ozt)—:.f N(u)({u:f aN(au)du
at I3
entraine

=
| K(at)| = 9t5(e), avec 3‘6&([):/ a|N(aw) du,
L

et, comme, d’aprés le lemme 3, :

I,
l(t) est sommable sur (1, 4+ ) et

At * “+%
/ mat(l)dl:f a|N(at)llogtdt,
1 1

on a
IR e +=
(31) f ik—(:‘i)—' dtéf 21N (o) logt de.
1 1

(30) et (31) donnent (29) et 'onvoit qu’il ne peut y avoir égalité dans (29) que
s'il y a égalité dans (30) et (31).
K(at)

. . PR I —
En raison de la continuité de —F

P K(at
pouro<t-"1etde L%a—) pour {21,
ceci n’est possible que si ’on a

’ ' W
—:/ |aN(a2uw)| du,

0

L
[1— K(at)|= 9, (¢), c'est-a-dire ‘f aN(au)du
0

pour tout ¢ satisfaisant 8 o < zZ1, et
“+oe += :
[ K(at)|=9t;(¢), c’est-a-dire ‘f aN(ocu,)a’u,l:f laN(auw)|du,
t 14

pour tout ¢ supérieur ou égal a 1.
Ceci a lieu si N(at) a presque partout un argument constant sur chacun des
intervalles (o, 1) et (1, +0), et seulement dans ce cas (**).

(14) Cela résulte du lemme suivant : -

f(t) étant une fonction réelle ou complexe sommable sur intervalle (a, b) fini ou non, pour que

l'on ait .
f fde

Ul faut et i suffit qu’il existe un 0 tel que el f( ) soit réel et > o presque partout sur (a, b).

A0
= fwla,
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~ Passons maintenant 2 la démonstration du théoréme 3.

a. Etudions d’abord la famille des fonctions g.(z) définies pour ¢>~0 par

g (t)y=s(xt)— s(x). )
Nous observons en premier lieu que, comme s,( 4 )<+ o0, s(t) satisfaita (12)
et I’on a, quels que soient 2 et ¢ positifs,

(32) : lge(8)[=H|log?]+ K.
D’autre part, on a, pour ¢ et ¢’ positifs quelconques et @ positif quelconque,

() — 82 () =s(2t') — s(x1),
et par suite : .
g W_\.(.fz-t, t{) si 1</,

| & () — gu(t)| £ ,

E\Vx(.rl’,;,) i (>0
\

La condition est suffisante car, si clle est satisfaite, on a presque partout sur («, &):

L@l =1ebf@O[=elf()  ou fy=e0fO)]

et par suile

b b.
f F) de = e [ | £(¢)] dt.
a a
b
Pour monirer qu’elle est nécessaire, remarquons d’abord que, si j (1) dt = o, elle esl satis-

a4

faite avec 0 arbitraire car f(f) = o presque partout.

b
Si maintenant f [f(0)| dt > o, on voit que, sil'on a
a

fa "o de| = f ol a,

¢
le point f S (1) du .du plan complexe est situé, quel que soit ¢ salisfaisant & @ < ¢ < b, sur le seg-
a

b
ment de droite joignant I’origine au point t) dt. En elfet, si pour ¢, satisfaisant a @ < ¢, < b le
Joig g P p

a

L
point f S () du nétait pas sur ce segment de droite, on aurait
a

»/(:if(t)d[ +t[bf(zt)du

v
On voit de méme (ue, quels que soient ¢ et ¢ satisfaisant & a < t< "< b, le point f S (W) du
| a

<

" ()

b b
, d’ou lff(t)r/t|<f Lf ) de.

a

¢ b
doit se trouver sur le segment joignant le point f S () du au point f f(w) du.
a a
b
Au total, on voit que, si 'on appelle — 0 I'un des arguments du nombre complexe f [ de, la
. a

14
fonetion eiﬂf J(w) du est réelle > o et non décroissante pour « < ¢ < b. 1l en résulte que, partout
a

ou sa dérivée existe, elle ne peut étre que réelle > o. Or, on sait que presque partout cette dérivée
existe et est égale & edif (7).
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Ceci entraine que, quelle que soit la suite de nombres positifs z, tendant
vers oo, on a pour ¢ et ¢ positifs avec 14 ¢
! . ,
W —Z s1 <<t 5
lim | g2, (¢)— ge, ()| <
o A . ’
W5<27> st >,
Comme (1)~ wlogh, on peut écrire simplement

log%l~

(33) lim | g0, (¢) = ge, ()| L0
n> o

Les inégalités (32) et (33) vont nous permettre de montrer que, de toute
suite de nombres réels positifs tendant vers 4 o, on peut extraire une suite {x,}
telle que la suite des fonctions g, (t) converge pourt™> o vers une certaine fonc-
tion continue ().

(32) montre d’abord que I'on peut extraire de la suite donnée une suite par-
tielle {x,} telle que, pour une valeur positive donnée de, g, (¢)tende versune
limite finie.

Par un raisonnement bien connu, on en déduit que 'on peut trouver une
suite partielle { x,} telle que g, (¢) converge pour chaque valeur rationnelle posi-
tive de ¢ vers une limite finie o(2). '

La fonction o(¢) ainsi définie pour ¢ rationnel positif est uniformément
continue pour £>x¢, avec ¢ positif quelconque, car (33) montre que pour ¢ et?
rationnels positifs quelconques

(34) C let—s)=o|log -

On peut donc prolonger cette fonction sur I’ensemble de tous les nombres
positifs de facon 4 obtenir une fonction continue sur cet ensemble. A

On voit alors que g, (¢) converge vers la fonction o(¢) ainsi obtenue, non
seulement pour les valeurs rationnelles positives de ¢, mais pour toutes les
valeurs positives.

En effet, considérons un ¢ irrationnel positif quelconque.

Quel que soit ¢ rationnel positif, on a

| &, (1) — 0 ()| = 8, (8) — g, () [+ [ 8, (£) — o () | [0 () — 7 (1)),

d’ou en tenant compte de (33)

im | g, (0)—o(L)] =

, |
log%‘ () —a()].
n->-+w«

Si I'on fait tendre # vers ¢, le second membre tend vers zéro.
Ajoutons les remarques suivantes :

On a o(1)=o, car, quel que soit x, g,.(1)=o.

(33) montre que l'on a (34) pourt et t' positifs quelconques.
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En faisant £ =1, (34) montre que [’on a quel que soit t positif
lo(8)| = w]|logz].

b. Ceci étant, nous poserons encore
+w%
f b(t, z)s(t) dt =W (x)
0

et nous montrerons que, de toute suite de nombres réels supérieurs a aa et

Xy |
1F<~&—>— s(xy,)
tende vers une limite au plus égale 4 wz(«). (27) en résultera grace a la pre-
miére remarque du paragraphe 1.2

Notons d’abord que (22) donne

W<—§>—s(x):[+w xt{;<xl, §>g,u(z)dt.

De toute suite de nombres réels supérieurs i aa et tendant vers + o, on peut
extraire une suite { x,} telle que g.. (¢) tende pour £ > o vers une fonctlon a(t)
ayant les propriétés indiquées plus haut.

x,,<.];<a:nt, a->gt,‘"<l> tend alors vers aN(at)a(?).

tendant vers + <, on peut extraire une suite { x,| telle que

Comme, d’aprés (32), :ml;(act, §>g(t) est, pour & >aa, de module au
plus égal & aF (a2) [H|logt|+ K], qui est une fonction sommable sur I'inter-

valle (0, 4 ), on voit que 1]!‘(?2’}>__s<x,l) tend vers fMaN(ozt)o-(t)dt
fﬂa.N(oc_l)c(l)dz .

0

“ 0

et ‘W(i’-‘)— s(x,,)' tend vers

Il ne reste qu’a montrer que

(35) /l waN(al)a(l)(lt

0

Z wt(a).

Pour celd, nous remarquons d’abord que (34) entraine que o(¢) est absolu-
ment continue pour ¢ >o. Elle posséde donc une dérivée presque partout
sur (0, 4+ ).

De plus, on a|d'(t)|<= %’» de sorte que [1— K(«?)]o'(¢) est sommable sur
(o, 1) et K(azt)a'(t) 'est sur (1, + ) (cf. §3.2¢).

Comme 1 — K(a?)= f aN(au)du, quel que soit ¢ positif et inférieurd 1, on

peut écrire par intégration par parties

1

/aN(al)o(l)rh:—[I—l{(as)la(a)~f [1— K (20)]o'(£) L.

ve
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Le premier terme du second membre tend vers zéro avec ¢ puisque
|a(e)|Lw logl8 (¢f.§3.2¢); donc, quand ¢ tend vers zéro, cette égalité donne

a la limite
flaN(al)c(l)(ll:—f [1—K(at)]e'(t) dt.
De méme, comme K(at):f — aN(au)du +1, on a quel que soit L >1
L L
f aN(at)o(t)dt= K(aL)a(L)+—f K(at) o' (t) de.

Quand L tend vers + oo, le premier terme du second membre tend vers zéro
puisque |o(L)|=Zw logL (¢/. § 3.2¢); on a donc & la limite

+» +=
f aN(at)a'(t)t/t:f K(at)d'(¢) dt.
1 1
En définitive, on a

f+waN(at)a(l)(ll:——f1[1-—K(al)]a’(l)z/l+f+”K(o:t)o’(t){/l,

0

d’ou
If+waN(at)a(tj dt

®
t

éf1[[1~—K(a[)]a"(t)!([t —|—f+t\K(<xl)a’(l)\(ll,

et, comme |a'(2)|< — ceci donne (35).

3.5.1. Le théoréme 3 donne comme conséquence le théoréme suivant :

TukoriME 4. — Supposons F(t)logt sommable sur Uintervalle (o, + =) et soit
une suite de nombres réels \o, Ly, ..., A, ... satisfaisant a

;\n+1

oLh < h<...< <.\, lim A, =4, lim —=I.

n>—+4 o no-+xn )‘Il

Quelle que soit la suite de nombres réels ou complexes u,, u,, ..., u,, ... satis-
JSaisant a

up,—0 [ %] (pour n infini),

les séries Zcp(]\n, x)u, et 2[?0‘"’ 2)== (A1, @)]S,, ol Sn:Zuj, sont

convergentes pour x > a et ont la méme somme.
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St Uon désigne celle-ci par S(x), on a pour chaque o> o

S<§>——2 Uy

IS

(36) lim

X +w

_— A
4 1. n n
-T(a)ll;r—?—noln—_xll—llu "

ou ©(a) est la constante définie par (28).

" Considérons la fonction s(¢) définie pour £> 0 par

0 pour ¢=o,
s(t): Zu" pour (>o
Ap <t

<]a somme Zun étant prise égale 2 0 s'il n y a aucun 2, au plus égal a t)
ha<t
On voit que, si I’on pose
S )\n _
o T =
ona
ws (1) = w logA.

En effet, soit c positif quelconque. Il existe un entier n, tel que, pour n>> n,,

A ’ A= A
L et ] (o)
)\n_1 7\

A
<(Q)—|—E) lOg)\—1

On en conclut que, pour t>x 2%, _, et t’> 1,

5= s(01<(w+e) [ log +¢ |
En effet, s’il n’y a aucun %, satisfaisant & ¢<_%4,.~, on a
‘ Is(2)— s(2)]=o.

S’il y en a un, soit 4,,, on a, puisque 7, > n,,

[$(0)= $(0) = 0| < (@ + &) log 27 £ (1 + e)e3

ny—1

s’il y en a plusieurs, A,, Ay4y -y Ay, 0N A

{s(l’)—s(l)]éZiun|<2(w—|—a)loa)\ (w—i—a)[s—i—l ;\\«]
On adonc
Wit ) <(w +¢)[logh +¢] pour X2, 4,

et par suite
ws ()= (w +¢) [logh +¢].

En faisant tendre ¢ vers zéro, on trouve w,(A)==wlog.
Ann. Ec. Norm., (3), LXVII. — Fasc. 2. 17
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D’aprés ce qui a été dit au paragraphe 3.2¢, comme F(t)logt est supposée
sommable sur (o, ), le fait que w, (1)< + o entraine la convergence

pour & > a de I'intégrale f (e, x)s(t)dt, et, s(t) étant de plus a variation
0
bornée sur tout intervalle fini [o, L] et nulle pour ¢t=o, lintégrale
+» .
f o(t, x)ds(t) est aussi convergente et égale a la précédente.

Comme

N N
Ayt

N6y @)= 9 (ery @)]Su= Y(2, @) (1) dt

o v

et
N

2@(7\”, x)u,l:f iscp(t, x) zés(l),

0

les deux séries indiquées dans I'énoncé duthéoréme sont convergentes et égales

A _f0+w¢<z, @) s(t)dt.

Le théoréme 3 donne alors le résultat annoncé.

3.5.2. Il faut noter que, dans le théoréme 4, quelle que soit la suite { ).,,} possé-
dant les propriétés indiquées, la constante =( ) ne peut étre remplacée parune plus
petite et le signe =~ dans (36) ne peutétre remplacée par < ('*), car, o étant fixé,
on peut former une suite {u,]| telle que

lim X | u,|=1 et lim
n>+» }‘»u— ;\u—l > w

S<§:>—Z u,,‘—':(a).

by

On voit de suite que, pour prouver qu’une suite { u,} posséde ces propriétés,
il suffit de montrer que

T 7\
lim —%—fu,l =1,
n>+w,)\n’“ ‘n—1
et qu’il existe une suite de nombres x,, x,, ..., x,, ... supérieurs 4 xa etten-
X
dant vers + o, telle que S(»di’>— Z u,| tende vers ©(a).
A<

»
Nous déterminerons la suite {u,} comme suit :

Définissons d’abord la fonction sg(z) pour z complexe quelconque par

n

sg(s)== — st zZo0 et 0 sl z==o,

2]

2
(1%) Pour Y (¢, -x) = %e *, kn=n, Pexistence d’une constante t(«) telle que P'on ait (36) a éLé

établie pour « =1 par A. Wintner [13], la valeur la plus petite possible pour =(1) a élé délerminée
par II. Hadwiger [4] et Ph. lartman [8], ct R. P. Agnew [1] a traité le cas de « quelconque.
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de sorte que 'on a toujours
s8g(z)=|5|.

Puis définissons une fonction o(t) pour ¢ réel >~ o de la facon suivante :
Pour o ~¢1, ' )
' pl)=sg[K(at)—1],
et pour? >1, 4
p(t)=sg[K(at)].

1l est clair que cette fonction est mesurable. D'autre part, | 7(7)| est toujours
égal a o ou 1.

- Choisissons, d’autre part, une suite croissante d’entiers positifs n,, n,, ...,
.
n,, ... telle que A, > aa et que —'f; tende vers —~oc.

p

Puis définissons une fonction () pour £>> 0 par

p(t)y=o pouf 0Lt < Dy,
et
i

;L(t):p(l > pour A, <Dy, (p=1,2,3, ...).

Hyp

Ceci étant, prenons u,= o et, pour n .1,

" n
) g,
4

hn—1

u,—

D’abord, comme | .(¢)|<_1, on a pour n > 2,

[ 1, < lo b

g .
}\11—1
Par suite
i_i?n" - n

| un| 1.
n>—+n Ay — )\11—1

D’autre part, nous allons montrer que, si 'on pose X,,,P:a:,,, on a

Iim | S ‘fﬁ)—— 2= .

nXp

a. Pour cela, montrons en premier lieu que, s(¢) étant la fonction définie a
partir de la suite {z,} comme il a été dit au paragraphe précédent, quand p tend
vers -, s(z,t)— s(x,) converge, pour ¢ >o, vers la fonction g, (¢) définie par

p‘o(t):f plw) du.

u

Considérons acet effet une certaine valeur positive de ¢ et appelons »/, I'entier
déterminé par
ll;): o sl )\/z._,p t < )\Oy
oy <= Uy, << gy si- D, 25 Do
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On a
s(apt)— c(x,,)._s@,lp)—s()\,, )__f {i 11)

. . A
Mais, puisque —’A’Ii tend vers - avec p, on a pour p assez grand
n
P
Nypy = M,= Ny, et par suite

"1 0[' X"/
! #<u)du_f < >du __f 'O(l%)duzo'o(()p)y avec 0,= }—l
lllP ‘n

1 . op

Pour p infini, 0,tend vers ¢, puisque les inégalités qui définissent », donnent
< Auj >t< 0,1, et par suite 5,(0,) tend vers g,(?).

;\n;t—i—l /

b. Ceci étant, on voit, en raisonnant comme au paragraphe 3.5, en b, que,

pour p infini, fﬂq.»( t, )s(t)a’t——s(x,,) qui est égal a ‘s( ’—’)——Zu,,, tend

0 A <1},

4o
vers f aN(at)a,(2)dt, et que ceci est égal a

0

_f [1—K(at)]aﬁ,(z)dmeK(az)a;(z)dz.

Comme on a presque partout o, (2)= (tt), on voit en sereportant a la défini-

tion de p(t), que ceci est égal & 7(a).

3.5.3. Remarquons que ce que nous venons d’établir prouve en méme
temps que dans le théoréme 3 la constante (o) ne peut étre remplacée par une
plus petite et le signe = dans (27) ne peut étre remplacé par <.

5.4. La formule qui donne =() peut s’écrire, en remplacant u par —,

f(a>~/ L= Xl gy [ IROOL g,

On voit que ©(«) posséde une dérivée par rapport a « égale a

l1—K(a)|—|K(a)] |

a

Cette dérivé est du signe de % — R[K(a)], ou R[ ]désigne la partie réelle
de la quantité entre crochets.
Il en résulte que, dans le cas ot R[N(t)|>> 0, de sorte que R[K(t)] est non

croissante, <(a) prend la valeur la plus petite possible pour R[K(a)]= -
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Remarquons d’autre part que, lorsque K () est réel et satisfait ¢ o K (1)1,
on peut écrire

‘L'(O():f waN(at)llogt]dt.
En effet, on a dans ce cas
1= K(at)|=1— K(x¢) et | K(at)| =K(at),

et les lemmes 3 et 4 du paragraphe 1.4 donnent

1 - M
f %(—a—t)dt:/ aN(at)log% dt
0

v 0

et
“+x o
f K(%mdt:/ aN(at)logede,

1 ) 1

puisque '
ot i
I—K(at):f N(u)du:,[ aN(au)du
0 Yo

et

K(at)= [+wN(u)du:/+waN(au)du.

vat

3.6. Nous avons donné le théoréme 2 comme corollaire du théoreme 1a.
Il est aussi un corollaire du théoréme suivant :

TukoriMe 5. — F(2)logt étant supposée sommable sur I’ intervalle (o, 4- ), s
l’on a c,(t)= O[ 1] pour t tendant vers -4~ o [ce qui équivaut a w,(h)<~+ o], on
a pour chaque o réel positif

fowup(a 7 Jster e —s(a)

oi: 7*(a) est la constante définie par la formule

—+=
dt —l—f
1

Nous poserons, comme précédemment,

(37) lim

Xyt

éﬂ:*(d)ii% [9:()1,

K(at)—1 K(a¢)
4 ¢

de ().

aN(at)+

(38) T (a)=1 —r—f1 aN(at)+

/ﬁ%up(t, x2)s(t)dt =W (x).

(1%) L’existence ’une constante t*(«) telle que l'on ait (37) résulte de I'inégalité (15) du para-
graphe 2.5 et du théoréme 1. Mais la valeur que l'on obtient ainsi pour *(«) est en général plus

grande que celle donnée ici. | Il y a égalité si Pon a N(z) réel > o presque partout et N(¢)=o

presque partout sur l'intervalle <o, i)] .
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a. Nous allons montrer d’abord que I’on a pour > 2«

/[ o))
x¢(xt,§>—|———————f’— os(at) dt

(39) qf(g) —s(x)=— a\.(‘x)+w

+w N
oy, #3)
-+ zdg<xl, —>—|— ———— = | d5(t) dt.
' o 14

En remplacant dans (16) ¢ par @ et ¢/ par «¢, on obtient

s(@t) —s(x)=0s(axt) — os(x) + As(x, ¢),

avec
el [N
As(x, )= [ 8—(2 du :‘f M du.
Ja u, 1 u

La fonction sous le signe fau second membre de (22) peut donc s’écrire

xn.p<;vt, ;) [0,(xt) — 0s(2)+ As(z, )]

Puisque ¢,(¢) est manifestement bornée sur tout intervalle fini[o, L], 'hypo-
thése o,(¢)=0][1] pour ¢infini entraine qu’il existe un nombre positif M tel que,
pour ¢ positif quelconque, |2,(¢)|=ZM.

Cect entraine que, quels que soient 2 et ¢ positifs,

|As(z, 8)]| ZM|logt|.

On voit alors que, pour z fixé > aa, x4)<xt, %)83(@‘), x¢<xt, g) o,(x) et
xy <xt, §> A, (z, t) sont des fonctions de  sommables sur I'intervalle (0, +a2),

car les deux premieres sont de module au plus égal & MaF(xz) et la troisicme
de module au plus égal & MaF («¢)|loge|.
On peut donc écrire (22) sous la forme

qr<§>_s(x)___ /Oﬁqu,('m, ;) os(&t) dt —f0+xxup<xl, ;) os(x) dt

o -
—}—f xx.]/(xl, :z-> Ai(z, ¢)dt.

La seconde intégrale est égale a ¢,(x). Pour obtenir (39), il suffira de
monlrer que A

l@< x)
(40) f('ltt&.[)(.z‘[, ;) As(, ¢)dt = / ;——“;—85(x¢) dt,

Vo ¢
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et

(41) [+wx¢<.xl, ;) A (, t)(ll:/ @Bs(xt) dt.

x
xt —

N CP< OC)nI N
o,(xt)| =M, ——l——os(xt)

Nous pouvons observer de suite que, comme
est sommable sur'intervalle(o, 1) et o,(xt)estsommable sur (1, 4o

<p<xt g)
(Cf. 3.2.f).

Pour établir (40), nous observons d’abord que, comme

x A . x 1A ' x
I—0 (xt, ;>:v/0 xp(u, ;> du _f., xt{;(a}u, ;)a’u et As(z, 1)=o,

quel que soit ¢ positif et inférieur & 1, on a par intégration par parties

(42) fa‘w@, =), o de=—[ 1= (ze. 7)Ao

! ' x
I— <p<xt, —)

&

Comme | A (, a)|éMloggl, le premier terme du second membre tend vers

i . ’ x\ I R
zZéro avec €, puisque [I—cp<xa, ;ﬂ log~ tend vers zéro. Donc, quand ¢ tend

vers zéro, (42) donne a la limite (40).
De méme, comme

x “+x x +o v
<p<xt, ;):/ (.]J<u, y—/'>(/u :f x(.P(a;u, a_) du,
/et : L )

on a pour tout L >1

L
L x x (P<'H’ §>
(43) f xt@(xl, ;> Az, )ydt =— ¢ <xL, ;) Az, L)+ —F os(at) dt.
. 7 ’

!

Comme |A,(w, L)|=<=MIlogL, le premier terme du second membre tend vers
X

zéro pour L infini puisque qo<xL, ;—(>logL tend vers zéro. Done, quand L tend

vers -+, (43) donne a la limite (41).

o| xt, i . 1 ‘

[az¢<x1, § 4 ——————< : > os(@t)
)\
- q) <$l, -

[qu(mt, ;)—{— ———t-j—):'a\.(xt)

b. La formule (39) donne

‘If<§>~ s(x)

i

dt

= | 0y(x)]+

k(]

di.
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Pour obtenir (37), il suffira de montrer que, si I’on pose

lim |0,(¢)|= o,
> —+»

on a
1 ( ; x)
_ ¢len )= : (et
lim [xgb(xt, f>—|——m——]83(act) dtéco[ aN(at) + M~——I,a/t
X> 4o 0 a ¢ oo 14
et
+o 7 m)
C,D xl7— —+o -
lim / [x¢<.rt,£>+—LL]33(xt) dtéw[ ozN(ozt)—l—E(O(—Q dt.
Xyt 1 4 14 Jy A

Ces deux inégalités résultent du lemme 2 du paragraphe 1.3.
En effet, puisque

1—.@<xt,g—>:[xt¢<u,g)du:[tx¢<xu, —f—)du et lxnp(xt,;)%éaF(at),

on a

'[xn}:(zt, §> + q)(xt’—?)_l] 0s(zt)

Le second membre est sommable sur (o, 1) d’aprés le lemme 4 du para-
graphe 1.4.

N3
éM[aF(at)—l—%/ aF(au)du].
by

£>+‘P<"’"§>“ |

De plus, comme, pour « infini, xal»(xt, - ; tend vers
K — -
aN(at)+ DL on g
(o)
lim x¢<wt,£>+ —————a——:l do(at)| = o |aN(ar)+ SEOZL],
&> 40 o . t I’

Ceci est une fonction sommable sur (o, 1), d’aprés ce qui a été dit au para-
graphe 3.2¢.

. @ g°<xt’ ;ﬁ) 3 sgal
De méme, wu];(xt, ;)—f——t—- cs(t) est de module au plus égal a

M[aF(at)—l— %ft ocF(ocu)duJ, qui est une fonction sommable sur (1, +o)
d’aprés le lemme 3, on a

[xt{)(xt, ;) -+ M] o5 (t)

lim
Xr>—+w

W K(at) ,
12

aN(at)+
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et ceci est une fonction sommable sur (1, + ), d’aprés ce qui a été dit au para-
graphe 3.2¢.

3.6.1. Comme corollaire du théoréme 5, on a le suivant :

TuioriME 6. — Supposons F(t)logtsommable sur I'intervalle (o, +) et soit 1,
Aty o ooy hny ... une suite de nombres réels satisfaisant a

0N eI, lim dy— o et Lim Tt

ny—+4» L3>+ )\n o

8¢ la suite de nombres réels ou complexes u,, uy, ..., u,, ... satisfait a

Z?xv wy= O[] (pour n infini),
0

-+ +o n
les séries Zcp(ln, z)u, et 2[:?()\,1, ) — 0(hpir, X)]S,, ol Sn:2uj, sont
0 0 0

convergenles pour x > a et ont la méme somme.
St U'on désigne celle-ci par S(x), on a pour chaque « positif

S(§>_2u” ﬁl‘,uv
1

\
o<

(44) lim

T>+w

~7*(a) lim

1
n> = )\n ’

ot T () est la constante définie par (38).

On définit s(¢) comme au paragraphe 3.5.1. On voit alors que, pour ¢ > o,

tés(t):ft[s(t)——s(u)] du :ftu ds(u)zzi.nun,

A<t

<le Z étant pris nul s’il n’y a aucun A, au plus égal a t>.

On a donc pour 2,.Zt <A, (avec n>>181 A,=0)

n
2 Ay
0

[8:(0) | = 5

7

et I’égalité a lieu pour z=12,.
Donc

.

n>—+w )\n

—_ N T i
lilzlwl()s(t)l— Iim ;MV

Ceci étant fini, on a w(A) <+ o et les intégrales f qu(\t, x)s(t)dt et

+w
f o(¢, x)ds(t) sont convergentes et égales pour z > a.
; .

Ann. Ec. Norm., (3), LXVIL. — Fasc. 2. 18
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On en conclut, comme au paragraphe 3.5.1, que les séries

+ o

+»
ECP()\IU ‘%')un et 2[‘?()\11; -T)_CP()\IH—U x)]sn
. .

0

. .
sont convergentes pour x > a et égales a f (e, x)s(t)dt.

Le théoréme 5 donne alors (44).

3.6.2. Nous allons montrer que, dans le théoréme 6, quelle que soit la
suite {\,} possédant les propriétés indiquées, la constante <*(a) ne peut étre
remplacée par une plus petite et le signe' = dans (44) ne peut étre remplacé

1
par < (*7).

En effet, la suite {A,} étant donnée, et « étant fixé, on peut former une
suite { u, | satisfaisant a

n

- I

lim — s‘)ﬁu =3
II}—FGO}IL H B ,’
et telle que

lim
X4 o

S <§> —Z Uy | =7(a).

Tn<

Pour prouver qu'une suite { u, | posséde ces propriétés, il suffit de montrer que
l f )

n

—_— I

lim — Elvuv Z1,
0

np—+» )\n
et qu'il existe une suite de nombres réels x, supérieurs 4 aa tendant vers -+ o

et telle que
. X 2
I’I;Tw[s<ag> - ”'L]——

Tty

T (a).

Nous poserons
n

I
0= —
n

2 A, (pour nx1 si A== o).

0

Il est clair que I'on peut déterminer les u«, de maniére a faire prendre a tous
les 3, des valeurs arbitraires.

3
== . .
17y Pour (¢, xr)=—-e ¥, %, =n, « =1, l'cxistence d’'une constante =* telle que 'on ait (44) a
x q

été établie par A. Wintner [15], et la valeur la plus petite possible pour cette constante a ét¢ déter-
minée par H. Hadwiger [4] et Ph. Hartman [35].
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Nous choisirons les ¢, de la facon suivante :
Nous formons d’abord une suite d’entiers positifs croissants »,, n,, ...,

n,, ... telle que %’—*—’ tende vers 4-oo.

II’,

D’autre part, nous définissons une fonction G,(¢) pour ¢ > o, par

o:N(o:t)-%—I}—(a—tt)_—lr pour ¢-Z1,
Gy (t) =
aN(at) + - &(ta_t) pour ¢>1.

Cette fonction est sommable sur I'intervalle (o0, ), puisque les intégrales
qui figurent dans la formule donnant <*( ) existent.
Nous definissons ensuite la fonction H,(¢), pour ¢ > o, par

Ha(z):f Gy (u) du.

Ceci étant, et sg(s) étant défini comme au paragraphe 3.5.2, nous prenons
0, —o pour n<<ny,

On :35){}11 <7;z+1> . Ha<;\i>] pour nu, = n << napyg €t nE Ny,

nyp nyp

et
Oy ="—1, (p=1,2,3,...).

Il est clair que 'on a |2,| =Z1 quel que soit n, d’ou

lim |9, 1.
Nyt »

! . - X Al
Nous allons montrer que, si l’on pose x,= Ay, S< a”) — Z u, tend pour p

. “a

infini vers v*(a). ’

s(t) étant définie comme il a été dit plus haut, ona
S L) 2 u,= +”d} ¢ %’—’\)s(t)dt——s(x )
o ) n—— | T ) a y rie
A,,g;:',,

La formule (39) donne ensuite

+» N +=»
f 4}([, ‘Z’) s(0)dt —s(x,) =1 +f D, (¢, ) 05(pt) dt,
0 0

avec

]
-€-
N
2
RS

pour (-1,

. <p<xt, f)
s o4
x(.[)(xt.—>+ _— pour ¢>1.
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. i
Nous devons montrer que f D,(t, x,)8,(xyt)dt tend vers v (a)—1 -

0

quand p tend vers + .

a. Introduisons la fonction 8*(¢) définie pour £ > o par
8‘(15):% ) pour ¢ <A, »
On pour 2,==¢ <<l (n> ny).
On voit que
o pour ¢ <<2,,

ak(t) - as(t) :{ t— )\n

7 On pour A, ==t <<y, (> ny).

Comme |5,| =1, on a
0% (&) — 0,(¢) | Z1 quel que soit £> o
et

1;\“ —_1 pour 2, ¢ << lduys (n> ny).

10°(¢) — 0:(2) | <

Cette derniere inégalité montre que ¢*(z) — 8,(¢) tend vers zéro quand ¢ tend
vers - .

On peut écrire
f th)a(t, Zp) 05(xpt) dt = fHGa(t) 0" (xpt) dt
+f x,Goc(t)[as(x,gt) — 0" (zpt)] dt

[ 1t @) — Ga(0] 0 (p0)

Le second terme du premier membre tend vers zéro pour p infini, car la
fonction sous le signe fest de module au plus égal 4 | G,(2)], qui est une fonc-

tion sommable sur (o, 4 ), et elle tend vers zéro pour p infini.
Il en est de méme du troisiéme terme, car son module est au plus égal a

f | D, (2, 2,) — G,(t)|dt, qui tend vers zéro puisque la fonction sous le

signe ftend vers zéro et est majorée en module par la fonction sommable qui
vaut

t
2“[F(at)+ltf F(au)du] pour ¢Z1
. 0

et

‘At
za[F(at)—l— itf -F(au)du] pour ¢>1.
'
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Nous sommes donc ramenés a montrer que, lorsque p tend vers —oo,
-+ % —+

f G (£)2*(2,t)dt tend vers v* () — 1= [ |G, (2)] dt.

0 70

b. En vertu d’un théoreme bien connu sur le changement d’ordre des
passages a la limite, il nous suffira de montrer que, quel que soient b et ¢ posi-

tifs, avec b<c, f Go(2)3*(x,t)dt tend pour p infini vers f Go(2)] dt,
b b

puisque /Ga(t) ¢*(x,t)dt tend vers f wGa(t) ¢*(x,t) dt uniformément par
b 0

rapport & p quand b tend vers zéro et ¢ vers +-oo.
Posons

7LII }II

T2, h

Ilgl,

On voit que, pour &’ Z¢< &7, 8*(x,t)=2,, de sorte que
e '

G (1) 3 (2pt) dt = 8, { Wy [0, ] — Ha[E2] .

gll+1

E’P)
n

Par suite, pour n,, , =~ n<n,, et pour n,,< n< nap4,

2
Es

G (2) 0" (apt) dt = | Ho [E), ] — Hu [59],

Gn+1

tandis que
Z’P)

I G0 @ de=— ()~ WL .

Tap

!. 5 ’ : ! 4 . ’ . I3
b et c étant fixés, soient 7/, et n, les entiers déterminés, pour chaque p, par

)\nl’,é [))\.ng], < )\nl’, -+1 et )\nf,’, < p)\ngpé )\n” +1y
c’est-a-dire
~(P) ~(p) =)
Qu 4 b < ‘1np+1 et n” <c 4C11’,’.+1 *

Al M M )\ll
Comme, pour p infini, - tend vers 4o, on a pour p assez grand

Il

Ropy <, 1< 1), < Rapiys et 'on peut alors écrire

np—1
RO VA LN A B ROTES JE NCN R RER]
np+1
ED L
np c
—|—IIIa(c)——H [;;{”]|+ f G, (2) 0" (xpt) dt + G, (2) 0% (xpt) dt

E(P:)
—|H, (2] — He [é‘z{;,’,J}—lHa['a‘,i:;H]—H (&, 11
_|H [g‘,{”+1]—~l-la(b)|——|Ha(c [éi{ﬁ’]|.
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- Quand p tend vers + oo, la somme des trois premiers termes du second
membre tend vers la variation totale de lafonction H,(z) sur I'intervalle | b, c],

.
soit f | G.(t)|dt, puisque H,(2) est continue et la longueur maxima des inter-
b
. . V2] ) 3 ’ ’ (92
valles partiels [b, E,,;)H} [&7, 8 J(n=n)4-1, 0,42, ..., n,—1), et [E,’,,, cJ
tend vers zéro. Chacun des six derniers termes tend vers zéro.
3.6.3. Remarquons que, ce que nous venons d’établir prouve en méme

temps que dans le théoréme 5 la constante 7*(a) ne peut étre remplacée par
une plus petite et le signe =~ dans (37 ) ne peut étre remplacé par <.

3.6.4. Dans le cas particulier ot N(t) est réelle positice ou nulle et non crous-

sante, on a
™(a) =7(a)+ 2K(a).

Pour le voir, nous remarquons d’abord que, du fait que I’on a pour o <t <l u
0ZN(2)— N(u) ZN(0),
il résulte que

oéf [N(@) — N(u)](ltéf N(¢) dt =1, c’est-a-dire o=1— K(u) — uN(u) Z1.

On en déduit que, pour « et ¢ positifs quelconques,

aN(al)+I\£ll);]éo et a N(at) +

]\([a/)éa

La formule (38) donne alors

. (a)~—1_f ﬂ(at)(/z+f LRy /¢+/ aN(at)rlHrf Ry,

+ »
d’ou, en tenant compte de ce que I=f aN(at)dt,
0

1 “+ o g + ®
oy = [ =R LCIOPP aN(at)dt.
¢ 1 t 1

v

La somme des deux premiers termes du second membre est égale & t(a),
puisque 1 — K(at) et K(at) sont positifs ou nuls.

D’autre part
-+ % -+
f aN(al)zlz:f N(¢) dt = K ().
1 [+3

3.7. Nous allons maintenant établir le théoréme suivant :

Tucorime 7. — Supposons que U(t, x) soit réelle | de sorte qu’il en sera de
méme de N(z) et K(2)].
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Si s(t) est réelle et satisfait o s(t)=0[1] pour t tendant vers + o, et
w,(A)=o0, alors, en posant

s= lim s(¢), S= lim s(¢),
(> % >+
Wt ®
b= lim f xp(t x) s(1) de, W= lim b(¢, x)s(2)de,
x>+ w0 T2y

Ki=—InfK(2), Ko=Sup[K(¢) —1],

(de sorte que K, >~ o0 et K,><0), on a
L]

(45) s—K{[S—s] =y Ls ZS W 28 4 Ky [ S — 5,
d’ou
s I
(46) (et
wo Ry osow
BEES LRt

Dans le cas particulieroir o = K(t) <1, ce qui a lieu par exemple st §(t, x) >~ o,
ona

¢67) | s=y, S=Ww

Nous poserons comme précédemment
—“+ o
‘lf(x):f b(¢, z)s(t)de.
0

a. Indiquons d’abord comment, une fois (45) établi, on en déduit (46).
D’abord, si s=S, on obtient { =W =s=S5 et I'on a bien (46). Supposons
maintenant s <_S. '

La fonction homographique SS: ”; étant décroissante pour 2 <_S, on a

s—kpé's——[s—KAS-—s)]__ K,
‘ S—¢ =8 —[s—K(S—=s]  1+K’
d’ou :
K, K,
S =V e Y - Y
d’ ol
.sé¢+'I+K[w .

On a donc bien la premiére ligne de (46).

R . Ry x—S .
De méme, la fonction homographique étant croissante pour > s, on
o x—s

SA{S—FK(S—S)] K,
‘P T[S+ Ky(S—3s)|— ~_1—|—K._,’
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d’ou
. K, K, !
WS e (W s L e (Y=Y,
d’ou
K‘l o v
S W — S [V — )

On a donc bien la seconde ligne de (46).

Ajoutons qu'il est évident que, si 0 ZK(z) 1, ona K,=K,=o0 et (45)
donne (47). ’ '
D’autre part, ceci a manifestement lieu si 4(z, )> 0, car alors N(¢)>. 0 et

K(¢) est non croissante.

b. Pour obtenir (45), nous montrerons d’une part que
(48) s—Ki(S=9) =4 =W =S+ Ky(S—5s),
et d’autre part que
(49) , Y=Zs=S=W.

D’aprés la remarque a du paragraphe 1.2, pour établir (48) il suffit de
montrer que, de toute suite de nombres réels supérieurs a a tendant vers + o,
on peut extraire une suite {z, | telle que W(x,) tende vers une limite / satis-
faisant a

(50) : s—Ki(S—s) 2128+ Ko (S—s).

De méme, pour établir (49) il suffit de montrer que, de toute suite de
nombres réels positifs tendant vers + o, on peut extraire une suite {z, | telle
~que s(x,) tende vers une limite 7 satisfaisant a

yor=w.

c. Commencons par étudier la famille des fonctions s(x?).
En premier lieu, on voit qu’il existe un nombre positif M tel que I'on ait,
quels que soient & et ¢ positifs, '

(51) |s(2t) | =M.
D’autre part, comme on a, pour x >o0 et o< ¢,
s(xt)y —s(xt)> — H;<xt, %),

on voit que, quelle que soit la suite de nombres positifs «, tendant vers + o,
on a pour ¢ et ¢ positifs quelconques, avec 1< 7,

(52) lim [s(z,?') — s(z,t)] >0,
n>tw ’
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— 14 14
fim 1 (.0, ) Zo()-
P t t

(51) et (52) vont nous permettre de montrer que, de toute suite de nombres
positifs tendant vers + o, on peut extraire une suite {wn} telle que la suite des
JSonctions s(x,t) converge vers une fonction bornée non décroissante a(t).

(51) montre d’abord que I'on peut extraire de la suite donnée une suite par-
tielle {x,} telle que, pour une valeur positive donnée de z, s(z,¢) tende vers
une limite finie. Par le raisonnement bien connu auquel nous avons déja fait
allusion au paragraphe 3.5, on en déduit que l'on peut trouver une suite
partielle { ) } telle que s()¢) converge pour chaque valeur rationnelle positive
de ¢ vers une limite ¢*(¢).

(52) montre que la fonction ¢*(2), ainsi définie pour ¢ rationnel positif, est
non décroissante.

Par suite, quel que soit ¢, positif, c*(#) tend vers des limites finies ¢*(z,— 0)
et a*(¢,—+0) quand ¢, en restant rationnel, tend vers ¢, par valeurs inférieures
ou par valeurs supérieures, et 'on a

puisque

" (ty— 0) Za*(ty+ o).

De plus, 'ensemble E des valeurs de ¢, pour lesquelles il n’y a pas égalité
est vide, fini ou dénombrable.

On voit que la suite des fonctions s(z¢) est en fait convergente non
seulement pour ¢ rationnel positif, mais pour toutes les valeurs positives de ¢
n’appartenant pas a E, la limite étant la valeur commune de o*(¢—o0) et
6*(¢+ o). Cela résulte immédiatement de ce que, si#’ et ¢’ sont deux nombres
rationnels satisfaisant & o <2/ <t <?", (52) donne

(') = ‘im s(x,t) = lim s(x,t)=0c"(¢").
n>—+ = n>—+w

Si E est vide, nous prendrons x,=x,. Sinon, on peut extraire de la
suite {«, | une suite {x, | telle que s(x,t) converge sur I’ensemble E.

Dans les deux cas, la suite des fonctions s(x,¢) convergera pour toutes les
valeurs positives de ¢. Désignons par a(¢) la fonction limite, évidemment égale
a ¢*(¢) pour ¢ rationnel. (51) et (52) montrent que =(z) est bornée et non
décroissante.

d. D’aprés ce que nous avons dit en b, la démonstration de (45)seraachevée
lorsque nous aurons montré que, si la suite {x,| tend vers o et est telle
que s(x,t) converge vers la fonction bornée non décroissante o(z), d’une
part ¥'(«,) tend vers une limite / satisfaisant a (50), d’autre part on a

(53) YZo() W

[car s(,) tend vers o(1)].
Ann. Ec. Norm., (3), LXVIL. — Fasc. 2. 19
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Reprenons la formule (21) donnée au paragraphe 3.3. Elle s'écrit

‘F(g) :‘f0+wxq»<xt, g) s(axt)de

(o est un nombre positif quelconque et  est supposé > aa).

La fonction sous le signe f est majorée en module par Ma F(at).

De plus, quand = tend vers +w, w&l»(xt, ‘§> tend vers o N(«t).

‘Donc, si s(x,t) tend vers a(t), on a

(54) ”Li&w@i’) :fﬂa N(at)o(t)dt :f+»N(t)a<2> ds.

En particulier, prenons a =1 :
) —+ ® Ao ‘
W(x,) tend vers l:f N(t)o(2) dt:—j o(2) dK(¢).

Désignons par a(+ o) et 6(+ =) les limites de () pour ¢ tendant vers zéro

ou vers -+oo.
On a par intégration par parties

l:a‘(+0)+f+wK(t) do(t).
Comme — K, ZK(z) 1+ K,, ona
—K1[0(+°°)~0(+0)]éf wK(t)dG(t)é(l+Kz)[°'(+°°)—0(+0)]1
Par suite '
(55)  o(+o0)—Kifo(+»)—a(+0)]ZLlL0(+»)+ Ky[o(-+2) —a(+0)].
Mais, comme o(¢) = lim s(a,t), on a quel que soit ¢ >0
n>+»
sZa(t) LS,

et par suite
s Za(+0)Zo(+00) LS.

En tenant compte de ces inégalités, (55) donne (50).
Revenons maintenant a (54) : 1l en résulte que, quel que soit « > o,

LpéfMN(t)a(é) dt =W,

Mais j; mN(t)c<£—>dt tend vers g(0) si « tend vers 4 et vers (4o

si a tend vers zéro.
On adoncy Zo(+o0)La(+x )W, d'ou résulte (53).
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3.7.1. Ajoutons la remarque suivante sur le théoreme 7 :

D’aprés ce théoréme, avec les hypothéses indiquées, si I’on connait s et S, on
sait que ¢ et W doivent satisfaire aux inégalités (45). Nous allons voir que [’on
ne peut remplacer ces inégalités par de plus serrées.

En effet, étant donnés deux nombres réels A et B, avec A<B, nous
pouvons former deux fonctions bornées satisfaisant 4 @,(.) =o0, s=A, S=B,
I'une telle que ¢ =s et W=S, l'autre telle que {=s5s—K,(S—ys) et
=S8+ K,(S—s) (**). Nous pouvons méme former ces deux fonctions
indépéndamment du noyau 4(¢, x).

Prenons d’abord

A+B  B—A
s(t) = 5 —+

sin { wlog| log(2 + ¢)]}.

s(t) est bornée et 'on a bien ©,(A) =0, s=A, S=B. De plus, la différence
W(x)— s(x) tend vers zéro pour 2 infini, car

V(z) —s(x) :mewq.»(wt, x)[s(xt) —s(x)]dt

et la fonction sous le signe f tend vers zéro pour « infini et reste de module au

plus égal a [B— A]F(#). Par suite § =5, ¥ =S.
Définissons maintenant s(¢) de la facon suivante :

Donnons-nous une suite de nombres réels positifs z,, x., ..., z,, ... satis-
faisant a
. . X
XL Xl LTl lim z,—= -+, lim 222 — + .
IL}—!TOC n—>-o In

Puis prenons

A pour <y,

log —
t) =
$(6) B—(B—A)———;—x—”— pour =z, << Xy, (n=r1,2,...).
N lOg n+1
\ X'n

s(2) est bornée, on a
w,(h)=o, s=A, S=B8.

Nous allons voir que I’on a

b=s5s—K(S—y5) et W=S+ Ky(S—5s).

(1%) Au contraire, lorsque ¢ et W' sont donnés, la borne supéricure donnée pour s et la borne
inférieure donnée pour S, dans (46), ne sont pas en général les meilleures possibles. Les meilleures
bornes possibles ne semblent pas pouvoir étre déterminées simplement.
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Il suffit d’observer que, pour ~ infini, s(z,t) tend vers la fonction s(¢) égale
a A pourz<1etaBpourz>.1, de sorte que (54) donne

lim qr(f?'f>‘:A+(B_A)K(a):s+(s_s)K(a),

n>+w A\ &

ce qui entraine
bZs+(S—s)K(a)ZW.

En faisant varier o, on en déduit
Y= —Ki(S —5) ZS+ Ky(S—s5) LW,
ce qui, avec (4), donne le résultat annoncé.
3.8. Nous allons voir que, moyennant des hypothéses convenables sur le
noyau 4 (¢, ), on peut remplacer par d’autres I’hypothése s(£)=0[1] du

théoréme 7.
Pour cela nous établirons d’abord le théoréme suivant :

TuioriMe 8. — Supposons que, pour chaque x fixé supérieur a a, la fonction
x(xt, x)logt soit sommable sur l'intervalle (1, 4 x ), et que 'on ait

(56) fM lzY(zt, ) | logtdt=0[1]  (x—>—+x).
Alors, st wy (1) < +w [ouc,(t)=0[1] i‘mur tinfini] et st

f+w<lg(t, x)s(¢) dt =0[1] (& — + ),

ona »
S()=0[1]  (t>+4o0) (1)

a. Observons d’abord que la sommabilité de xz{(xt, x)logt sur I'inter-
valle (1, + ) entraine celle de {(¢, x)logs sur tout intervalle (A, + ),
avec A > o.

(19) Il est clair que I’hypothése faite. ici sur &(¢, x) est satisfaite en particulier si F(¢)logt est
. . 4 . .
sommable sur (1, +). Si (¢, )= JI—UN <l> 5 elle se traduit par le fait que N(¢)log¢ est som-
mable sur (1, + ).
Lorsque F(?)log/ est sommable sur (o0, + ) le résuital est immédiat car, compte tenu de ce
que s(?) satisfait & (12), la formule (22) donne

}f—wq)(l, 2)s(1) dt — s(z) éf_mF(t)[H]logl[+K]a’t.

/
x
plus N(#) > o et s(¢) & variation bornée sur tout intervalle fini [o, L], est contenu dans un théoréme
établi par Karamata [6].

Le cas particulier ou (¢, x):;N< ), avec N(¢)log¢ sommable sur (1, + ), et de
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Alors, si w,(A)< 4, lintégrale f °°z];(lt, x)s(t)dt est convergente,

0

puisque w,(2) <+ entraine s(¢)= O[logt].
b. Le principe de notre démonstration sera le suivant :

Nous poserons
M(¢)=Sup|s(Z)!.
<t

On a évidemment |s(¢)| = M(z). D’autre part, M(¢) est non décroissante et,
par suite, ne peut que tendre vers -+ o ou rester bornée quand ztend vers - oo.

Nous montrerons que ’on ne peut supposer que M(¢) tend vers + = avec ¢
sans aboutir & une contradiction.

1° Il résulte de la définition de M(¢) que, si M(¢) tend vers + o avec ¢, on a
= SO0
T G
1s(2) ]
M(7)
positif quelconque inférieur a 1, il existe quel que soit z, positif un ¢, > ¢, et

tel que llf/[((t;))‘ N

On peut supposer M(z,) > o. Il existe d’abord 2, > ¢, tel que M(z,) >
puis il existe un #,=¢ tel que |s(z,)|>M(%)(1—c¢); ceci entraine
|s(2,)| >M(2,) et par suite ¢, > ¢,; d’autre part, on a

s | Ls(e)]
M) = M(s)

En effet, d’une part on a toujours =1, d’autre part, si ¢ est un nombre

M(4) .

1—e¢’

>S1—c.

2° Nous allons voir que, si I’on suppose que M(¢) tend vers + o avec ¢, les
hypothéses du théoreme permettent d’en déduire que

- l?(t)l
1 =
e M(0)

d’ou la contradiction annoncée.
Remarquons d’abord que, si ’on pose

+»
T(a, x):f |z b (zt, z)]logétlt, (a >0, 2> a),
2

on a, quel que soita > o,
T{a, 2]=0]1] pour 2 tendant vers —+-co.
En effet, st a > 1,

-+ @»
T(a, a)éf |z §(xt, x)|logt dt,
1
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et, sia <1,

—+ o -+ %
T (a, x)élogé / F(¢) de —q—f {zy(xt, x)|logt dt.
. 1

o

D’autre part, puisque K(¢) tend vers 1 quand ¢ tend vers zéro, il existe un o,
positif tel que K(a) £ 0 pour tout « positif au plus égal a o,.

Choisissons donc un « positif au plus égal a o,.

Sil'on pose

4‘1’"(:70):/‘ < (e, x)s(t) de,

on pourra écrire

‘ W (z) ::f mk{.«(l, x)s(2) dl+s(a:c)f+wq/(t, x)dt +f+»q;(t,x) [s(t)— s(az)] dt,
(57) ‘ 0 , o +:ﬁ.’l'
? = | zd(xt,z)s(x?) cll—t—cp(ax,x)s(ozx)—l—f xY(xt,x)[s(xt)—s(ax)|dt.
On sait que, quand x tend vers + «, p(ax, ) tend vers K(a). Donc pour
assez grand, ¢(ax, x) ne sera pas nul.
On aura alors

|s(az)] émgtm(@ | ,/ 2 (zt, 2)s(xt)dt

_l..

f+wx b(xt, z)[s(xt) — s(ax)]dt

}.

Mais, en tenant compte de (19) et de la définition de M(z), on a

N3

f xY(zt, 2)s(xt)dt

0

éM(aw)f F(¢)de.

D’autre part, comme s(¢) satisfait a (12), on a

f—Hopr(xt, x)[s(xt) — s(ax)] dt éf+w[xkp(xt, x)![ll logé —l—KJ dt

+
_HT(a, 2) + Kf F(¢)dt.
A
En définitive, on a

[ s(ax)]

1
M (ax) = @ (ax)i M(ax) [

[IIf(x)i+IlT(ax)+Kf+wF(t) zlt+M(ax)/‘aF(t)dt].

Si I’on suppose que M(?) tend vers + oo avec ¢, ceci entrainera

F(¢)d
— is(aw)!éfo (o
emre M(az) = [K(a)]
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On voit donc que, si M(z) tendait vers 4 avec ¢, les hypothéses du
théoréme entraineraient que, pour tout « positif au plus égal a «,,

- " f F(t)de
- |s(¢ 0
= —.
M S5 < TR

En faisant tendre « vers zéro, ceci donnerait
m Is(e)!
1>+ M(2)

3.9. Nous allons établir maintenant le théoréme suivant :

TukoriME 9. — Supposons que la fonction (i, z) soit réelle positive ou nulle,
que, pour chaque x fixé supérieur a a, la fonction x{(xt, x)logt soit sommable
sur Uintervalle (1, 4+ ), et que ’on ait

-+
f ay(xt, z)logt dt = O|1] pour z tendant vers + .
1 .

Alors, si s(t) est réelle et satisfait ¢ w,(A)< —+ow, et si lintégrale
. v,

f { (¢, ) s(t)dt est convergente pour x> a et reste bornée quand x tend
(L

vers +o ,0na
s(¢)=0]|1]  pour t tendant vers + .

Le principe de notre démonstration sera le suivant :
Nous poserons
'y {0 si s(¢)>o,
YO=V sy sios( <o,
puis
M*(¢) = Sup s*(?).
U<t
M*(¢) est évidemment non décroissante et par suite ne peut que tendre vers 4o
ou rester bornée quand ¢ tend vers + oo . D’autre part, on a évidemment
S(1) > — 5" (1) = — M*(2).
Nous verrons par ailleurs que, quel que soit v positif, il existe un nombre
positif A(x) tel que I’on ait, pour tout ¢ positif,
s(8) ZA(n) +nM*(2).
Par suite, si nous montrons que M*(z) reste bornée pour ¢ infini, il en
résultera qu’il en est de méme de s(¢).

Or, nous montrerons que I’on ne peut supposer que M*(¢) tend vers + «
avec ¢ sans aboutir 4 une contradiction.



154 HUBERT DELANGE.

a. Montrons d’abord que, quel que soit n>o, il existe un nombre
positif A(n) tel que, quel que soit 2> o,

(58) s(6) Z A (n) +nM*(2).
Le nombre positif v étant donné, choisissons d’abord un nombre positif m
inférieur & 1, puis un nombre positif « tel que

o
K(a)>m et f F(¢) dt = mn.
) 0

En tenant compte de (19) et de ce que xd(xt, z) >0 et s(t)> — M*(2),
ona ' ' ‘

3 o«
f xd(xt, x) S(.’l‘l)dt:A_—f F(¢)M*(zt) dt > — maM*(ax).
0 0
D’autre part, comme s(t) satisfait 4 (13) pour o<t<?, on a

f+wx41(a;t, x)[s(xt) — s(az)] a’té——f—mmp(?xt, x)[H logé + K] de

~ - HT(a, 2)— Kf F(0) dt,
o

T(«, ) ayant la méme signification qu’au paragraphe 3.8 et satisfaisant
encore a T(«, )= 0[1] pour = tendant vers + .
Sil’on pose encore

Y(x) :f+wkp(t, x) s(t)de,
I’égalité (57) donne
(59) W(z)>— mnM*(az) +9(az, z)s(ax)— HT(a, 2) — Kf+»F(t) dt.
Comme, quand x tend vers -+ o, ¢(az, x) tend vers K(a) tandis que W(=)

et T(«, ) restent bornés, on peut trouver deux nombres positifs M et N et un
nombre réel x, supérieur a a tels que 'on ait pour x>,

W(z) M, T(a, x) <N et 9(ax, x)>m,

L’inégalité (59) montre que pour x> x,

m

a1 i 7
s(ax) < — M+HN+K] F(0)dt |+ oM (az);
| 3 a
autrement dit, pour > ax,,

m

_ o .
s(z)éi M+HN-|-Kf F(¢)dt |+ aM*(2).
8 @ 8
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Il suffit de prendre A(«) égal au plus grand des deux nombres

. + o
’%[M-i—llN—FKf F(t)(lt] et Sup s(¢)
i o

Loy

pour que I’on ait (58) pour tout z > o.
b. De ce que s(¢) satisfait a (13), il résulte que pour o << ¢
(60) M*(#') — M*(t) = H log-tt—l + K.

En effet, z et ¢ étant fixés, on a pour oZ¢" ¢
s(¢7) =— M (2") = — M*(¢),
et pour ¢t < " 1

" '
S(6) — s(6) = — Hlogh — K= —Hlog ¥ —K,

d’ou
s()y>s(t)—H log%l — K> —M*(¢) — H logt?/ — K.
On a donc pour o Z¢" 7
s(U) > — MA(¢) — Hlogt?, —K,
d’ott
s (") ZM*(¢t) + Hlog t?, —+ K.
Par suite,

M*(¢') ZM*(¢) + Hlog-tt—l + K.

Remarquons que (6o) entraine que, pour ¢ infini, M*(z) = O[logt], d’ou
résulte que o (at, )M*(xt) est sommable sur (o, + ).

¢. Choisissons deux nombres positifs 3 et y tels que 5 <y et K(8)—K (y)>o,
ce qui est possible puisque K(?) tend vers 1 quand ¢ tend vers zéro et vers zéro
quand 7 tend vers 4 o . Nous supposerons maintenant {3 et y fixés.

Nous pouvons écrire

n[g ‘ Y . -+ »
I = , T t) d x , di xt, .
(61) W(z) jo x(at, z) s(xt) z+f3 Y(at, ) s(at) t+‘/‘{‘ a(at, x) s(xt) dt

v étant un nombre positif quelconque, on a pour o << 8

s(zt) Z A(n) + M (xt) Z A (n) + oM (y2).
Ann. Ec. Norm., (3), LXVIL. — Fasc. 2. 20
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Par suite,
B
(62) f z(xt, z)s(xt) dt Z[A(n) + oM (yx)][1— o(Bz, x)].
De méme, (58) donne
f wxq,v(%?t, z)s(xt) dt ZA(n) o (v, z) +nf+”xq»(xt, x2)M*(at) dt,
ce qui peut s’écrire
f+wxq.a(act, @) s(at) dt Z[A(n) + nM*(ya)] o (v, z)

+ nf z(@t, z) [ M*(@t) — M*(y )] de
d’ot 'on déduit, en tenant compte de (60),

(63) f " (e, ) s(at) de £ [An) + nM () + 1K ] 9 (v, 2) -+ nHT (1. 2).
b

_Enfin, s(¢) satisfaisant a (13), on a pour 3 <t v

s(yx) —s(xt) >—H log% —K>—H logE — K,

d’ou
s(xt) Zs(yxz)+H logg + K,

et 'on voit que
66) [ wbiet, ) st de Z[g(pa, @) — 9y, w)][S(w)ﬁL Hlog § K.
Js BT

En définitive, en tenant compte de (62), (63) et (64), I’égalité (61) donne
une égalité de la forme
(65) W(z)<[9(Pz, ) —¢(yz, 2)]s(yx)
A+ n[t—e(Br, x) + 9 (y@, 2)|M (y2) + 0 (0, ),
ou O(7, «) est une fonction qui, pour v fixé, reste bornée quand = tend
vers - oo.

Comme, quand z tend vers + x, ¢ (Bz, ) — o(yx, x) tend vers K(B)—K(y),
que nous avons supposé positif, on aura pour x assez grand

(B, z) — CP(YJL‘ z) > o,
et (65) donnera alors

s(yx) - 1—9(Bx, z) +o(yx, ) W(z)— 0O(n, z)

W(ya) = " ¢(Ba, @) — ¢(ya, ) (B, @) — ¢(ya, z) M (ya)
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Si I'on suppose que M(?) tend vers + o avec ¢, ceci entrainera que

s(yz) 1—K(B)+K(y)

lim —— = lim >SN—17

s M) T s M (ya) = K(B3) —K(y)

Comme 7 est un nombre positif arbitraire, on voit que I’hypothése que M*(¢)
tend vers + oo avec ¢ entrainerait

lim s(4)

. MH(2)

> 0.

Or, en utilisant la définition de M*(¢), la méme hypothése entrainerait, par
un raisonnement analogue a celui fait au paragraphe 3.8, 1°,

lim s(4)

e M7 (1)

— 1,

d’ou contradiction.
M*(z) reste donc bornée pour zinfini, et il en est de méme de s(¢) pmbque,
avec v positif quelconque,

— M () Zs(2) L A(n) + oM () (*).

3.10 En combinant les théorémes 7 et 8, on obtient le suivant :

Tutorime 10. — Supposons que U(t, x) soit réelle, que, pour chaque x fixé
supérieur a a, la fonction x{(xt, x)logt soit sommable sur I'intervalle (1, 4 ),

et que 'on ait
f+ »
‘ 1

St s(t) est réelle et st 'on a

.z'q.v(.z't,Ax) lbgtdt:O[I] (x—>+ ).

At

wi(l) <4+ 0, w((N)=o0, et / U(t, 2)s(t)dt=0[1] (2= + o),

alors, avec les notations du théoréme 7, on a (45) et (46).
Dans le cas particulier ot 0 ZK(t) =1, on a (47).

3.11. En combinant les théorémes 7 et 9, on obtient le suivant :

Tukorime 11. — Supposons que la fonction (¢, x) soit réelle positive ou nulle,

(29) Cette démonstration est inspirée de Ramaswami [13] (th. I, 1, p. 410).
Dans le cas ou ¢ (2, )= %N (é) » on pourrait utiliser le théoréme 11 de notre second Mémoire

et le théoréme 8 ci-dessus. L'hypothése faite ici sur ¢(z, z) [en plus de celle que ¢(#, x) est
réelle > o] se traduit dans ce cas par le fait que N(z)logt est sommable sur (1, + «). Mais si
N(#)log? est sommable sur (o, -~ ), on obtient une simplification notable en utilisant les théordmes
indiqués, du fait que le théoréme 8 est alors immédiat [C f. note (19), p. 150].
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que, pour chaque x fixé supérieur a a, la fonction x(xt, x)logt soit sommable
sur Uintervalle (1, 4+ ), et que [’on ait
+w .
1

b(wt, ) logtdt=0[1]  (@—>+ o).

Alors, st s(t) est réelle et si l'on a

w,(A)=o et f+%up(" x)s(t) dt =0[1]) (& — + ),

on a

—(—.w . I ‘ + ® .
lim s(¢) = lim b(¢, ) s(2) dt et lim s({)= lim b(e,yx)s(t)ydt (*Y).
>+ artwt0 I wredo

3.12. Les théorémes 10 et 11 donnent comme cas particuliers les théoréemes
inverses suivants :

TuiorkME 10a. — Avec les hypothéses du théoréme 10 sur (2, x), st s(t) est
réelle et satz'sfaz't aw, (M) < +wo etw,(r)=o, et.n'f (¢, ) s(t)dt tend vers

une limite finie S quand x tend vers + alors s(t) tend vers S quand t tend
vers + .

TucoriME 11a. — Avec les hypothéses du théoréme 11 sur L(t, ), st s(t) est
-+ ®
réelle et satisfait & w,(\) = o, et si U'intégrale f U(¢, x) s(t)dt est convergente
[

pour x> a et tend vers une limite finie S quand x tend vers + o, alors s(t)
tend vers S quand t tend vers + o .

3.13. Remarquons que, dans tous les énoncés des théorémes de ce chapitre o

figure [Uintégrale f ) (¢, x)s(t)dt, on pourrait remplacer celle-ct par

f ’ o(2, x)ds(t), en ajoutant I’ hypothése que s(t) est a variation bornée sur tout
intervalle fini | o, L] et nulle pour t = o.

En effet, dans les théorémes 1 a4 3 et le théoréme 5 figure I'hypothése
que F(2)logt est sommable sur (o, + ) et celle que w,(A) <+ x [ou celle
que 8,(t) = 0[1] quand ¢ + =, qui lui est equlvalente] ‘

(2t) Dans le cas particulier ou ¢ (¢, x) = N( ), ce théoréme est contenu dans un théoréme

de Ramaswami [13] (th. 1, 2, p. 414). (Un cas particulier de ce dernier théoréme se trouve déja
dans [12]).
Au contraire, nos théorémes 7 et 10, ou ¢ (¢, ) n’est pas supposé > o, sont entiérement nouveaux-
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“Or, d’aprés ce qui a été dit au paragraphe 3.2¢, on sait que, lorsque F(z)log?
est sommable sur (0, 4 =), si w,(A)< 4 et si s(¢) est avariation bornée sur
tout intervalle fini [o, L] et nulle pour ¢=o0, non seulement l'intégrale

f &(z, x)s(f)dt est convergente pour x >a, mais l’intégr:ilef o (2, x) ds(t)
I’est aussi et lui est égale (**).

Comme ceci résulte de ce que la sommabilité de F(z)logz sur (o, +%)
entraine celle de ¢(z, x)logt et que la sommabilité de {(z, x)logt sur (1, + )
entraine elle-méme que ¢(z, )logstend vers zéro pour ¢ infini, on voit qu’il
en est de méme lorsque Pon suppose simplement que ¢(xt, x)logt est
sommable sur (1, 4 ).

Dans les théoremes 8, 10 et 10a, nous avons précisément les hypothéses
que 2y (xt, x)logt est sommable sur (1, + o) et w,(A) < + . ‘

Dans le théoréme 7, on suppose que s(z) est bornée. D’apres ce qui a été dit
au paragraphe 3.1.2, si s(¢) est en outre a variation bornée sur tout intervalle

fini [o, L] et nulle pour ¢t =o, l’intégralef o(t, x)ds(t) est convergente

pour > a, comme / 'q,(z, x)s(t)dt, et est égale a celle-ci.

Enfin, dans les théorémes 9, 11 et 11a figure ’hypothése que (¢, ) > o.
D’aprés ce qui a été dit au paragraphe 1.1.2, si {(z, x)> o0, si s(t) est
a variation bornée sur tout intervalle fini [o, L] et nulle pour t=o0, et si

I'intégrale f ‘cp(t, x)ds(t) est convergente, f U(¢, ) s(t) de I'est aussi et

0

lui est égale.
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