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SUR

L'EXISTENCE ET LA STABILITÉ
DES

SOLUTIONS PÉRIODIQUES
DE CERTAINS SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS

PAR M. JULES HAAG.

INTRODUCTION. — Dans un travail récent ( ^ ) j'ai exposé une théorie générale
de la .synchronisation d'un système à n degrés de liberté, en supposant que ce
système constitue un oscillateur linéaire, c'est-à-dire que ses mouvements
autonomes sont déterminés par des équat ions linéaires. Cette théorie reposait
sur certains théorèmes concernant les équations différentielles, que j'avais
préalablement établis (2).

Or, il existe des oscillateurs non linéaires, c'est-à-dire dont les mouvements
autonomes sont déterminés par des équations non linéaires. Parmi ces mouve-
ments existe un mouvement périodique sinusoïdal (oscillateur Abelé) ou non
sinusoïdal (oscillateur de relaxation). Je me suis proposé de reprendre la théorie
générale de la synchronisation d'un système à plusieurs degrés de liberté, en
m'affranchissant de l'hypothèse de la linéarité. Cela m'a nécessairement conduit
à étendre les théorèmes généraux qui avaient servi de base à ma première
théorie. C'est cette extension qui fait l'objet du présent Mémoire.

Je commence par étudier les systèmes différentiels linéaires à coefficients
périodiques, d'abord sans seconds membres, puis avec seconds membres. J'uti-
lise à cet effet ce que j'ai appelé les décréments^ lesquels sont donnés par une
équation algébrique.

(1) Ânn. Éc. Norm., (3), 64, p. 285 à 338.
(2) BulL Soc, math., (27), 70, p. i55 à 172; (2), 71, p. i à 14.
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Je considère ensuite un système non linéaire^ admettant une solution
périodique connue. Je détermine les solutions qui tendent asymptotiquement vers
cette solution périodique y ce qui me conduit aux conditions de stabilité de cette
dernière.

J'ajoute ensuite aux seconds membres des équations précédentes des fonc-
tions perturbatrices périodiques, précédées d'un facteur X, positif et arbitrai-
rement petit. Je démontre que si X est assez petit, le système perturbé admet
une solution périodique. Sa stabilité est déterminée par une équation algébrique
d^ordre n, dont toutes les racines doivent avoir leur partie réelle négative.

Je considère ensuite un système analogue au précédent, mais dont la période
autonome dépend d'un paramètre. La période propre étant supposée assez voisine
de la période des fonctions perturbatrices', je démontre l'existence d^un certain
nombre de solutions admettant la seconde de ces périodes,

J'examine ensuite le cas des systèmes couplés.
Dans le cas où l'intégrale générale du système non perturbé est périodique,

on peut, par variation des constantes, se ramener au cas particulier étudié dans
les Mémoires précités.

Dans un prochain travail, j 'appliquerai ceci au problème général de la
synchronisation.

1. Système linéaire et homogène. — Soit le système
St-

. in

(1) ^ ̂ S^7'^^7 ( t = i , 2 , . . . , m ) ,
7=1

ou les pif(t) sont des fonctions de période T, finies et continues ( ^ ) dans
l'intervalle (o, T)* Dans un précédent travail (foc. cit.), j'ai étudié les solutions
qui sont multipliées par un facteur constant S quand t augmente de T. Ce
facteur S est donné par une équation algébrique de degré m. Dans le travail
en question, j 'ai supposé que les racines de cette équation étaient toutes
distinctes. Mais, nous rencontrerons, dans ce qui va suivre, des cas de
racines multiples. Nous allons donc reprendre la question dans toute
sa généralité.

/ 2. Soit 6^) un système de solutions fondamentales, l'indicey caractérisant
chacune de ces solutions. L'intégrale générale est

m

(2) ^{t)==^a^(£).

(1) On pourrait supposer qu'il existe des discontinuités finies pour un nombre fini de valeurs
exceptionnelles de t,
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Cherchons une solution vérifiant l'identité

(3) ^ . (^+TE=S^(O-

II faut et il suffit que l'on ait ^/(T) = S^-(o), soit
m

(4) . ' Va;[6KT)-S9{.(o)]=o.

On doit donc avoir

(5) D(S)^! i6; (T)~Se;(o) 9?(T)-SQ^o) . . .6m (T)-86^(0) II =o.

Cette équation sera appelée l'équation en S du système (i).

3. On peut la formel^ directement^ sans qu'il soit nécessaire de connaître
l'intégrale générale du système.
\ Supposons que l'on ait, pour une solution particulière, ^(T)=S^(o). En
intégrant (i) de o à T et posant ^(o) = a,, on obtient

/-T

(S-i)^-==^ ^ pij{t)xj(t)dt.
. ^Q

Posons

f P.jW^q^t).
^o

En intégrant par parties et tenant compte de (ï), il vient

(S-i)a,=SrVay^.(T)1-^^ f ^(t)p^t)^(t) dt.
L / J i k t70

Posons

f \^<îWp^t)\dt^q^t).
Jo i k ]

En répétant l'opération précédente, il vient

CS-i)a,=S^a;[^(T)- ^(T)]+^ ̂  f qWpkj(t)x,(t) dt.
J k j ' K

En continuant indéfiniment, on obtient

(6) S — i ) C T , = = s ( ^aijâjY

avec

. (7) ^•=^(-i)-^.(T).1

n==0

Ann. Èc. Norm., (3),' LXV. — FASC. 4. 38
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-La série du second membre est absolument convergente. En effet, appelons u.
une limite supérieure des \pij(t)\. On a

1 /-» 0 / / \ 1 ^ . i 1 / \ i TTl'U." t " m71 n^-^^Uïi+i
l9W)l<^, \q^(t)\<——^—, ..., \qnj{t)\<: ^ ^ ,

D'où résulte la propriété annoncée.
L'équation en S s'obtient maintenant en annu lan t le déterminant du

système (6).
«

4. Revenons au système (4), où nous remplaçons S par une racine S. de-
l'équation (5). Supposons que le déterminant principal soit d'ordre m— p . La

solution générale est de la forme a,=^ B;6,, les b, désignant des constantes
k=i.

arbitraires et les m formes linéaires a, étant linéairement indépendantes. En
portant dans (2) et ordonnant par rapport aux b^ on obtient

p
^(t)==^b^(t),

k=l

les k intégrales particulières y^t) étant linéairement indépendantes ( • ) . On
peut donc leur faire jouer le rôle des 9^) d'indices k^p. On a

jK^^Sij^o) pour j^p.

Le déterminant (5) admet visiblement le facteur (S,—sy-. Ce facteur étant
supprimé, il reste l'équation de degré m—p

(8) ll^(o) J,2(o)....Jf(o) Of + l (T) -S6f 4 - l (o ) . . .O m (T) -SO m (o ) | |=o .

5. Supposons qu'elle admette encore la racine S^ . — Pour S = Si, l'identité (3)
ne peut plus être vérifiée par une solution indépendante des'précédentes.
Cherchons alors à vérifier une identité de la forme

p
(9) ^(t+T)=:S,^(t)+^c,ji(t).

/-+-!

Nous posons
ni

^(t)= ̂  a^(t)
/=/?4-1

0) En .effet, on a r?«) =^ B^9. (Q. si^p^«)=o, on aVp^=o, ce qui est impos-
/==! k=i ^i

sible, d'après l'indépendance des formes linéaires a / ,
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et nous obtenons les équations
m p

(10) ^ ^[ÔKT)-Si6Ko)]-^j|(o)=o (/==!, 2, ..., m). . .-^L
/'==^4-1 7==i

C'est un système linéaire et homogène par rapport aux m inconnues.^, c,. Son
déterminant est nul , d'après (8). Mais, il n'y a p lus de solution pour laquelle
les Cj seraient tous nuls (n° 4). '"

Prenons une solution quelconque, que nous appelons y^^t). Comme on
peut toujours faire une substitution linéaire sur les y^Çt) d'indice j^p, nous
pouvons supposer Cj= o pour / <^p et c/,= i. Nous avons ainsi

jr^+T^Sijr^Q^-jf^).
La solution jf^ (t) peut être substituée à Of4"1^); moyennant quoi l'équation (8)
devient, en supprimant le facteur Si —S,

llj/(o).. .Jf-^o) ôf-^T) - Sôr^o).. .6r(T) - SO^o) II o.

Si elle admet encore la racine S^ nous répétons les opérations précédentes et
ainsi de suite jusqu'à ce qu'on obtienne la solution y^(t).

La racine Si est multiple d ) ordre q et Pon a les identités

jK^+T)=Sij^) pour i^y^;

j^+^^SijK^+jr'1^) pour ^+i^/^.
6. Les 9f(^) d'indice j ̂ q sont maintenant remplacés par les j^). L'équa-

tion (5), divisée par (Si—S)'7 , a la forme (8), où p est remplacé par q. Elle
n'admet plus la racine S i .

Soit Sa une de ses racines. Pour S = Sa, le système (4) devient
y ~l y

• (Si-S^) ^jKo) + S ^yM(o)-4- 2 ^[OKT)-S.OKO)]=O.
|_7'=l J 7=^+1 /=y4-l

II n'admet aucune solution pour laquelle les aj d'indice/ ^> q seraient tous nuls,
car, s'il en était ainsi, lesj^(o) d'indicey^y ne seraient pas l inéairementindé-
pendants. Si le déterminant principal est d^ordre m — r, il admet r solutions
linéairement indépendantes, auxquelles correspondent /' solutions y{{t\ d'in-
dice / = = ^ + i , <7+2, . . . , q-^-r^ linéairement indépendantes et que nous
substituons aux 6^(?) de même indice /.

L'équation (5), divisée par (S^ —Sy^Sa—Sy, prend la forme (8),p étant
remplacé par q-^-r. Si elle admet encore la racine Sa, nous cherchons une
solution vérifiant (9), où Si est remplacé par Sa et où l ' indice/varie de q •+• i
à q + r. Nous posons

Xi{t)^^a!^{t\
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l ' indice h prenant toutes les valeurs autres que q + i, q -h 2, . . ., q + r. En
raisonnant comme au n° 5, nous obtenons un nouveau groupe de solutions
vérifiant des identités de la forme (n), Si étant remplacé par 83, p par
p'=q-\-r et q par q'^p''. Et ainsi de suite.

7. En résumé, nous avons obtenu un système fondamental y[(t) constitué
par un certain nombre de groupes correspondant aux racines distinctes de l'équa-
tion en S. Les fonctions de chaque groupe se répartissent en deux classes. Les
fonctions de la première classe vérifient l'identité

( t2) ' jK^+T)=S^(<).

Les fonctions de la deuxième, classe vérifient l'identité

(i3) ' }/{(t+T)=^yW+y^i(t)^

Elles sont rangées dans un ordre déterminé. Nous appellerons rang rj d'une telle
fonction son numéro d^ ordre compté à partir de la fonction de plus petit indice et
rang complémentaire r^ la différence entre ce rang et le nombre (Oy des fonctions
de la seconde classe, lequel sera appelé le nombre caractéristique du groupe.

Le nombre total des fonctions d^un groupe égale l'ordre de multiplicité de la
racine correspondante de l'équation en S. ^

Si le nombre caractéristique est nul, c'est-à-dire si la seconde classe n^existe
pas, nous dirons que le groupe est un groupe simple.

Si Sy est racine simple, il n'y a qu'une fonction dans le groupe; elle est de
première classe; le groupe est simple.

Les Sy seront appelés les décréments. Nous poserons

(14) [Sy[=:(7y, ay== ^log(7y.

Les a, seront les décréments logarithmiques.
Nous poserons aussi

(15) H(Q^|[j<(<)j4(Q...j4(0!l
f

et nous supposerons H(o):== i. On sait que
m ^

(16) H(<)=^ A(<)=^ f p u ( t ) d t .
^i'0

Nous appellerons H^(^) le quotient par H(?) du mineur correspondant à l'élé-
ment jf. Ces H^(^) vérifient le système différentiel

m

(.7) ^•——^•'C)"-
^=1
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E n e f f e t , o n a , p o u r y = i , 2 , .. ., m,

^H,^= '/ == o ou i .

D'où

Sï^SS".^'—
;=1 - i ' k

ou

^ , / dHi V TT \ / •
2dJ^"^7~h^ /^A)= o C7==i, 2, ..., m).
^=1 v A: 7

s ' "
Le déterminant \\y^ \\ étant ^z o, on en déduit (17).

8. Identités diverses, — Si, dans le déterminant H(^), on remplace t par
^+1, chaque élément yiÇt) est remplacé par Syj^(^) ou par Sy/f^+jf1^).
On peut manifestement, sans changer H(^), laisser tomber successivement, en
procédant de gauche à droite, les termes tels quej^^y.^On en déduit que
T-T 11 \ r\{\
-—77—- égale le produit des racines Sy, chacune étant répétée un nombre de
fois égal à son ordre de multiplicité. D'après (16), on conclut que le produit des
racines de T équation en S vaut ^A(T), ce qui est d'ailleurs évident sur l'équa-
tion (5).

9. Des formules (12) et ( i3 )^ on peut tirer l'expression générale de
y^(^4-/îT), n désignant un entier quelconque. On a, pour le premier groupe
par exemple,

jK^+^T):=S;jK^), si i^y^,

j^+7îT)=^C^SrW(Q, si p^j^q.
(18) •

Dans la deuxième formule, C^ est un coefficient du binôme; il doit être
remplacé par zéro si k^> n, par i si k = o ou n.

La première formule est évidente diaprés (12). Pour démontrer la seconde,
il suffit de vérifier la formule de récurrence obtenue en remplaçant t par
t-+-(n—i)T dans la formule (i3), ce qui donne

2 (c^- ̂ -i - G^) Sï-^-'(^) = o.

Pour n^>k, la parenthèse est nulle, d'après une formule élémentaire bien
connue. Pour n=k, le deuxième terme de la parenthèse est nu l , les deux
autres valent un. Pour n <^ k, les trois termes sont nuls.
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10. On a l ' identi té

« m m

^^{(t^-m)y{(t-^nT)=^H{(t)^(t).
/=! ^ /=l

En ut i l i sant les formules (18), on obt ient , pour te premier groupe,
p ' f! rj-p -i (y

•2HH^T)s?j^)+ ̂  ̂ -^T) ^c^r^f^t) \=^^(t)^(t).
^1 J=P^ L^==0 J /=i / -

Comme les H^ sont indépendants des y { , ceci doit avoir lieu quels que soient
les j^(^). On en déduit les formules suivantes :

• ( H^t^nT)^^-^ si ^j^p-^
\ .. ^i

( I 9 ) ^ <7-/ . ^
y^(,+^T)=^C^,_/J^(-i)., si 7^./^^
\ k=0

/ ? — 1 *

Pour les vérifier, substituons dans l ' identité ci-dessus. Les termes V Hfjf dis-

paraissent immédiatement et il reste /=1

q ^'q~^' ~i v~!—p ""i
2 2 C^,._. (-,).^ ^ QS'-rl-/. =^ H,-^-
/=/. L7^0 1 J L7^» J /•=/^

ou
7 7-7 /-/^ y

222 c^- c^- I )^^-'H^j^=^ H;j;-.
l=p k=0 h==0 ,.^^

Posons, au premier membre, j + k=setj — h==r; il vient
(! ^f i fj

.2 2 2 c^- c^r< -I )-7sr'H?J^^ Hfjr.
i=P s=/ r==p . ,.̂ ^

Si ^>/1, le coefficient de H^j; doit être nul, soit, en remarquant que
p ^1 r^-J ^-s^Lq ̂ ,

2C^-/-1C^'(-I)Ç-/=0•
/'== r

Pour ^ = /', on doit avoir
/"

^c^._/_,.cr(-i)'-/=i.
i=r
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Dans cette dernière formule, on a nécessairement j =r et la vérification est
évidente. La première s^écrit, en posant s—r= u ̂ >o,

u

2 nk p//-/c/ , u-_/-.
^ri^k-l^n \—I; —°--'n+k-l ^'n

Â-=0

On la vérifie en annulant le coefficient de x11 dans le produit des deux déve-
loppements

oo n

(i+.r)-"^^,-^-!)^, (i+^'^^cr^"-^.
/•=:0 k-=0

11. Posons t= / î ï+9, 0^6 <^ T. Les formules(i8) et( i9) nous montrent
que, pour t inf iniment grand, on a asymptotiquement, avec la notation ( i4)?

(20)

e^t^
1^(01= TT——TT ̂ W 1 ̂ -^^^M^/^^

1 l \ T j ) •

\ m (t) | == e~v'lttîl | H/-^ (0) 1 (?(o-^)a/^ M^-^^r.
^(r;.)!1 . ' / 1 — /

Dans ces formules, /y et r. doivent être remplacés par zéro, si ^/<^o; M et M'
ont une signification évidente.

12. Système linéaire non homogène. — Considérons le système
7)1

( 2 1 ) -^=^PijWXj-^-fi{t), ( ^ = = 1 , 2 , . . . ,m) ,

/'== l

où les// sont des fonctions continues. Son intégrale générale est
, m

( 2 2 ) ' a-,(Q=^^(<)Y/(/),
• 7=1 . .

avec
(28) ' " Y,(^)==a;+A;(^/)

et
m ^

(24) A,(t,f)==\ 1 H{(f)^(t)dt.

^Jo

De (22) on déduit
m

(a5) ' Y/(<)=^HH<).t ,-(<).
;=1

13. Conditions ^existence dune solution périodique'. — Si les Xi(t) admettent
la période T, les équations (21) montrent que les fi{t) admettent aussi cette
période.
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Réciproquement, si les/,(?) admettent la période T, pour que la solution (22)
admette aussi cette période, il faut et il suffît que l'on ait ^(T)=^(o)ou,
d'après (22), (23) et (-11 ),

P-^ q-\

^[^(S,-i)+S,Ay(T)]jno)-4-^[ay(S,-i)+S,A,(T)+a[^.(Si-i)+SiA/(T)]jno)-4-^[ay(S^-i)+S,A.,(T)+a^+A^(T)]^(o)
/=1 . j=p

+[^(Si-i)4-SiAy(T)]jf(o)+...=o,(.=i, 2, ..., m).

Ces équations constituent un système linéaire et homogène par rapport aux
crochets. Le déterminant est H(o)= i ; donc, tous les crochets doivent être
nuls. D'où l'on tire, en supposant Si 7^1,

(26)
1 §

^==^-^Ay(T) pour ï ^ j ^ p — i el j = q ,

1 ., S,A;(T)4-a/^+A^(T)^f ai——————————ç——————— pour p ^/ ̂  < 7 — i' i — ^ ^ ' "

et les formules analogues dans tous les groupes.
On en conclut que si aucun décrément n'est égal à un^ il y a une solution

pél^iodique et une seule, f
Si S^ == i, 11 faut , pour le premier groupe,

(27) Ay(T)==o pour i ^ j ' ^ p — ï e t j = q ,

(28) ay=:-A;(T)-Ay_i(T) pour p-+-i^j^q.

Les fiÇt) doivent vérifier les p conditions (27) et Ton a alors une infinité de solu-
tions périodiques, dépendant des p constantes arbitraires a^ a^, . . ., ^

P
(29) ^=2aaJa( / )+B^(^« / ' )•

a==i

Les B,(^,/) sont des fonctions déterminées^ résultant de ce qui précède.
Observons que les/^ interviennent linéairement dans ces fonctions ;wn a donc

(30) B^^-B.^/O^B^/-./7).

De plus, si |//, <^7quel que soit k, on a

(31) |B^,/)!<A^ ^

A désignant une constante positive déterminée, égale, à un facteur constant
près, au maximum des |j^.(^)H^(?)| pour o^^^T.

14. Solutions tendant vers zéro pour t = + oo. — Supposons que l'on ait,
quels que soient k et t ^> o,
(32) \fk(t)\<Ce^1,
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OÙ C désigne une constante positive^ et (3 — Àa, o <^h <^ ï , oc désignant le vius

grand des Oy négatifs.
Convenons de numéroter les solutions fondamentales y{(f) de telle manière

que l'on ait
(33) ^/<.o poury^^ , ay^o poury'^y?.

D'après (20), on a, pour j ̂ p,
r 1

(34) \^{t)\<mMfC e^-^f'idt.
\ «^o

-•-/ l*j-»AV^U V - û ^ ^ J , \J Al. M.»

( 3 4 ) ' l A y ^ K m M ' c f
\ J()

Si'y ^>p, l'intégrale A/ + oo ) a un sens et l'on a
.,+00

( 35 ) [ Ay ( + oo ) — Ay ( t ) | < m M'C ^ e^-^^i dt.
v ï

15. Cela posé, choisissons arbitrairement les? constantes &i, A'j, . . . ^ &/,, de
module <^ p. Puis, prenons

(36) a/= bj si ,/^:./?, «y==:— Ay(+ oo ) si y >p.

Des formules (22), (23) et des inégalités (34), (35), on déduit

[ / -ï r p /" -j
(37) | Xi(t) \ e-^< Mp ^ e^-^-n + mMM'C ^ X/+ ^ X;. ,

/=l J L/=l / ==/?+! J

en posant
•.<

>(a,—p)//r, 1 /,(2B-a ,)///••;X/ = e^-^^ r eC'8-^^^ ̂  pour j^p,
JQ
^+^

Xy=: e^-^n ^ e^-^'ndt pour j >p.
^ t

(38)

Pour j^p, on a O y — p ^ a ( i — h ) < ^ o . Le maximum de ^-3)^//, pour
o<^<^+ oo, est
/ a \ Af e ^ i r ' j i(39) ^-(T^-
Posons ensuite
(4o) Nyr= max de X;, N;. == max de X;.

Ces maxima sont finis. En effet, poury^jo, on a

2 j 3 — a ; ^ a ( 2 / i — i ) > o . '

Pour ^=-|-oo, la valeur asymplotique de Xj est——-» dont la limite est
' 2 P — a/'

zéro. Pour /^>^, on a 2 ? — O y < ^ o ; la valeur asymptotique de X7. est g ^ .
dont la limite est encore zéro.

Ann. Éc. Norm., (3), LXV. — FASC. 4. ' 3g



3l0 J. HAAG.

Il résulte de tout ceci que l'on a, quel que soit t > o,

( 4 1 ) \^i(t}\<(pP-+-CPf)e^,

avec

(. P \ / p m \
(42) P=M ^M;j, P'^mMM^ ^N/+ ̂  N; ).

7=1 / \7=1 f=p+l )

On en conclut que la solution considérée tend vers zéro pour ^==+00 . Elle
dépend des? constantes arbitraires hj. Nous la désignerons par la notation
Xi{t) = ̂ (/, 6). On a évidemment

/
(43) ^(/^)-^(^^)=^(/-^o).

16. Les constantes My, N/, Ny dépendent uniquement des nombres entiers
rj, r'j, des décréments logarithmiques a/ et du choix de la constante h. Si tous
les décïéments sont éloignés de un^ ces constantes ont évidemment une valeur
finie. Mais, nous rencontrerons plus loin le cas où certains décréments ont un
module <^ i et i n f in imen t voisin de un. Examinons l'ordre de grandeur de P et
de P' dans cette hypothèse.

Posons a = — X , \ étant infiniment voisin de +o. Si o-y est infiniment
voisin de un et siy^jo, on a

ay==— A-A, Â-^I .

La formule (89) montre immédia tement que My=0(À~^). C o m m e / / ^ c o , il
s 'ensuit que si co désigne le plus grand des ojy correspondant à des décréments
ayant un module <^ i et en différant par 0(X), on a

(44) P^oa-").

Cherchons l'ordre de grandeur de Ny, dans la même hypothèse que ci-dessus.
Posons

k — h(26 — (x,)t=. (À- — 2 / i ) À ^ == x et -———-~==-n.
k — 2/1

On a
.̂.r

X; == [ ( k — 2 h ) À]-^-1 x e-1^^) j e^ x^} dx.
^0

Le rapport n étant ^> i, la fonction de x constituée par le second facteur tend
vers zéro pour x = -\- oo. Elle admet donc un maximum fini et l'on a

N/^O^-^-1).

Supposons maintenant a / = ^ À et posons

(a,-2p)^==(Â-+2A)^:=.r et -^——^L:^.
k + 2 h
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On a
r^

X'j== [(Â-+ sA)^]-^-1 x enxxri f e-^^i dx.
«yx

Le rapport n étant <^ i, la fonction de x constituée par le second facteur tend
vers zéro pour;r=+oo. Elle admet donc un maximum fini et l'on a

•
N;. r=0(À-^-1).

Il résulte de cette discussion que si ïon appelle ci/ le plus grand des cDy corres-
pondant à des décréments ayant un module ̂  i et en différant par o(X), on a

(45) ' P^O^-^-1)./
Dans le cas où les groupes correspondant à des décréments ayant un module
différant de un par o(X) sont tous des groupes simples, on a

(46) P=0("i), Pf=--o(lY
\ A /

17. Système non linéaire. — Considérons le système

(4?) ^Ï^^-0 (l=I? 2? • • • ) m)-

Nous faisons les hypothèses suivantes :

i° Les fonctions fi admettent la période ï par rapport à t.
2° Le système admet une solution Z/(^) de période T.
3° Dans le domaine (D) défini par

(48) ^ -Z , (^ ) |<R,

et quel que soit t, les//, considérés comme fonctions des zp sont cont inus et

admettent des dérivées premières et secondes continues fij= — ^ fijk= ^ /' •
Toutes ces fonctions et dérivées sont également continues par rapport à t.

Nous appellerons pij(t) et pij-/,Çt) les fonctions périodiques obtenues en
remplaçant les z par les Z(^) dans/// et/y/,. Le système ( ï ) sera dit système
linéaire associé au système (47).

Pour faciliter le langage, nous ferons jouer à t le rôle du temps et nous consi-
dérerons les zi comme les coordonnées cartésiennes d'un point Çz) de Fespace
à m dimensions. La courbe décrite par ce point quand les^/ vérifient (47) etque
t croît de o à d- oc sera dite une trajectoire du système (47)-

Appelons (^o) la position de (^) pour t==o et d o m a i n e (Do) le domaine défini
par
(49) . ^ ( o ) - Z , ( o ) j < R o . .
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Nous dirons que la solution (Z) est stable si l'on peut choisir Ro assez petit
pour que, quelle que soit la position de (^o) dans(ï)o), les différences z,(f) — Z/(^)
vérifient (48) quel que soit t^>o et tendent vers zéro pour ^==4-00.

18. Posons

(50) ^.=Z^)+^, F,.(^)==/.(Z4-^, t)-f,(Z, t)-^p,j(t)xj.

Les équations (4?) s'écrivent

(5 1)- ^=^/(^7+Ï^,/).

Si les points (^) et (^/) appartiennent au domaine (D), on a, en vertu des hypo-
thèses faites au n° \ 7,

F,( . r ,<) <KR^, \¥^T,t)-V^,t)\<Kff{[^ ^-^|1(52.) 1 F,(.r, t ) < KR2, | F,(^ ^ - F,(^, /) | < K'f{\ ̂  œj- x', \
L / J

K et K7 désignant des constantes positives proportionnelles au maximum des
modules des dérivées secondes//^ dans le domaine (D).

19. Solutions tendant vers la solution périodique pour ^===+00. — Adoptons
pour le système associé, les notations du n° 14, de sorte quej? désignera le nombre
des décréments ayant un module <; i, chacun d'eux étant répété un nombre de
fois égal à son ordre de multiplicité. Choisissons arbitrairement les constantes
& i , b^y . . ., bp, de module <^ p. Nous allons leur faire correspondre une solution
du système (47) par la méthode des approximations successives.

Soit^Çt) la ^ième approximation. Posons F,(a^)==F^). Nous déterminons
nos approximations successives par les formules

(53) ^(<)=^.(F^, b), ^°==(^(o, b)

avec la notation du n° 15.

20. Nous allons démontrer que l'on a, quel que soit n,

W |^(Q|<pB^S pB^<R,

les B^ désignant des constantes positives provisoirement indéterminées et 3 le
nombre introduit au n° 14.

D'après (4 i )» o" peut prendre Bo== P.
Admettons maintenant l'inégalité (54) au rang n—i. D'après (62), on a

\Vrï(t)\<K^B^e^

Cette inégalité est de la forme (82), avec C= Kp'B^,. On adonc, d'après (4i),

^) |<(pP+P / Kp 9 -B^,)^
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et l'on peut prendre
(55) B,=P+QpB^, Q^P^.

Si B,t tend vers une limite B, pour n =+oo, cette limite est donnée par Inéqua-
tion du second degré
(56) - , ^ ( B ^ Q p B ^ B + P ^ o ,

laquelle a des racines si

(57) • P<47Q-

Je dis que B^^>B^_i. Ceci revient à <p(B,,_i)^>o. Cette condition est maTïifes-
tement remplie pour n ==. i. Admettons B,̂  B,,_i et démontrons B/^_i ^> B,,, soit,
d'après (55),

P.+QpB:>P4-QpB^

ce qui résulte de B^^> B,,_,. .
Ceci nous apprend du même coup que B,, est extérieur aux racines de (56).
Je dis que B,, est inférieur à la plus petite racine. Il suffit de démontrer

que B, ,<<——-Pour n=Q, ceci revient à p <^ ~~or\^ conséquence de (57).

Admettons la propriété pour B,i. On a

B^=P+Qp^<P+^=P+^<^,

d'après (57). Donc, la propriété est vérifiée pour B^.
Il résulte de ce raisonnement que B^ tend, en croissant, vers la plus petite

racine B de Inéquation (56). On en conclut que l'on, a quel que soit n,

(58) | ^ f (< ) |<pB^ .

( r> \ -

Reste à vérifier pB <; R. Pour cela, il suffit que y — ) <; o, soit

(59) • p<R^^R>,

ce qui exige
(60) ^Ç-'

R T
Si cette dernière condition n'est pas remplie, -est^> -^? c'est-à-dire plus grand
que la somme des racines de l 'équation (56), donc a fortiori ̂ Aw grand que la
plus petite racine B.

21. Occupons-nous maintenant de ̂ convergence des approximations. Posons

^(t^xî^-xr^t),
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et admettons que l'on ait, quel que soit t,

(61 ) " ^"(OKU,^,

U,, désignant une constante positive. D'après l'identité (43), on a

u','+l=<bi('F»—F"-l, o).

Or, la deuxième inégalité (5a) nous donne, en tenant compte de (58) et (61 ),

F^) - F^-' ( < ) | < wK'BpU,^.

Cette inégalité est de la forme (3a), avec C==mK'BpU,. . On a donc,
d'après (4i) , '

u ' r ' ( t ) <wP'K'Bp(J,,eP',
et l'on peut prendre

U,,.n==mP'K'BpU,,.

Les séries u','Çt) sont absolument et uniformément convergentes si B <" '
- wP'K'p

II suffit pour cela que y C-^-p—^ soit < o, ce qui exige

(6.) m P ' K ' - Q
1 Pm^P"-K'î

sous réserve que
(63) Q<mP'K ' . , ,

Si cette dernière inégalité n'est pas vérifiée, ̂ p^ est > —, c'est-à-dire que
la somme des racines de (56), donc a fortiori plus grand que la plus petite
racine B.

22. En définitive, sic est assez petit pour que les inégalités (07) et éventuel-
lement (09) et (62) soient toutes vérifiées, les fonctions a-;'(f) tendent unifor-
mément, pour / î==oo , vers des fonctions déterminées Xi{t). Ces fonctions
vérifient le système (5i). En effet, la différence F,-(a-, t)—~F.(x", t) tend uni-
formément vers zéro, d'après la deuxième inégalité (5a). Donc, la dérivée d^-

tend uniformément vers ̂ p,/Q;r,+ F,(a-, Q. 11 en résulte que cette limite est

la dérivée-^. Donc, l'équation (5i) est vérifiée.

Nous avons formé une solution du système (5i) qui, d'après (58), tend vers
zéro pour f=+oc. En remontant aux 2, par les formules (5o), nous obtenons
u ne solution du système ( 4; ) qui tend vers la solution périodique (Z) pour t = + oo,
quelles que soient les p constantes arbitraires b,, pourvu qu'elles soient assez petites.

Pour ces solutions, on a a,== 6, sij^p; siy>p, a, est la limite de — A/F")
pour re=co; c'est une fonction déterminée des bj. La position initale du point
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(2) étant donnée, d'après (22), par les formules
p m

^,(o)=Z,-(o)+^^yf'(o)4- ^ ^r-l(o),
7=1 7=^+1

on voit que l'ensemble (D,) de ces points constitue une multiplicité à p dimen-
sions, que nous appellerons domaine restreint de stabilité. La question se pose de
savoir s'il existe d'autres solut ions que les précédentes tendant vers la solution
périodique pour ^=4-00. Cela est probablement impossible; mais je n'ai pu en
donner une démonstrat ion rigoureuse.

23. Condition de stabilité. — Pour que la solution (Z) soit stable, il faut et il
suffit que le domaine (D^) soit un domaine (Do) à m dimensions, c'est-à-dire
que l'on ait? = m. Donc,

THÉORÈME. — La condition suffisante et probablement nécessaire de stabilité est
que tous les décréments aient un module <^ i.

Le domaine (Do) est un domaine linéaire, dont chaque point est à coup sûr
le point de départ d 'une trajectoire tendant vers la trajectoire périodique. Mais,
le véritable domaine de stabilité (Ao) est plus étendu. Il comprend certainement
(Do); mais, nous ne connaissons pas sa frontière exacte.

Dans le cas particulier où le module maximum des décréments est de la forme
i —^ A étant inf in iment petit positif, on a — a == 0 (X); les constantes P' et Q
sont infiniment grandes. D'après (57), p est inf in iment petit. Donc, si le modide
maximum des décréments de module <^ i est infiniment voisin de un, le domaine
restreint de stabilité (^0'^) est infiniment petit dans toutes ses dimensions.

Faisant toujours l'hypothèse précédente, supposons que les groupes coires-
pondant aux décréments de module infiniment voisin de un soient tous des groupes

simples. D'après (46), la constante P est finie e tP '^ûQV Supposons mainte-
nant que les fonctions fi du n° il Soient multipliées par X; de sorte que les cons-
tantes K et K' de (52) valent 0(X). La constante Q du n° 20 est finie, donc aussi
les seconds membres de (57), (5g) et.(6o). Il en est de même de P^, donc du
second membre de (62). On en conclut que, dans ce cas, le domaine de stabilité
reste fini quand \ tend vers zéro.

24. Cas où il existe une infinité de solutio^ périodiques. — Supposons que le
système (47) admette une infinité de solutions périodiques Z,(ï, p.i, p-2, ..^ V-n)
dépendant des paramètres ^/,, en nombre n^ m. Nous supposons que les fonc-
tions Z< sont indépendantes, c'est-à-dire que n quelconques d'entre elles ne sont
liées par aucune relation indépendante des ^ et vérifiée quel que soit t. Ceci

rVJ

revient à dire qu'aucun des jacobiens formés avec les — n'est identiquement nul,
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On a
<%•
^--/<(Z,Q.

Dérivons par rapport à y./, '•
àîz" _V / 17 t^i^-^w^-

J=ï

Ceci exprime que les fonctions — vérifient le système linéaire associé. Celui-
ci admet donc n solutions périodiques. Ces solutions sontlinéairementindépen-
dantes, sauf peut-être pour certaines valeurs exceptionnelles des ^-/,. En effet,
si elles ne l'étaient pas, tous les jacobiens ci-dessus mentionnés seraient iden-
tiquement nuls, cnntrairement à l'hypothèse.

On en conclut (n° 7) que Inéquation en S admet la racine S = i comme racine
multiple (Tordre n au moins.

Donnons aux pi/, des valeurs numériques-déterminées et supposons que,
pour ces valeurs, le nombre des Œ/<^ i soit p. Comme il y a au moins n décré-
ments égaux à un, on a nécessairement p^m — n. Vous savons (n° 22) qu'il
existe un domaine restreint de stabilité (Dg) àp dimensions, tel que toute solu-
tion issue d'un point de ce domaine tende, pour t = + °o » vers la solution pério-
dique envisagée.

Faisons maintenant varier arbitrairement les p^ à l 'intérieur des limites pour
lesquelles les hypothèses précédentes sont valables. Ledomaines (Do) engendre
alors un domaine (Do) à n-}-p dimensions. Par tout point Mo de ce domaine
passe un domaine (D^) et un seul ( ^ ) , auquel correspondent des valeurs déter-
minées des pi/^ et par conséquent une solution périodique déterminée (Z) du
système (47)- Soil Pô la position du point (Z) pour t=o. Si l'on fait partir, au
temps zéro, M de Mo et P de Pô, la distance MP tend vers zéro pour ^=4-00.
Par conséquent, la solution issue de tout point de (Do) tend vers une solution
périodique,

Pour que (Do) soit un domaine à m dimensions, il faut et il suffit que l'on ait
p = m — n. Nous dirons alors que le faisceau des solutions périodiques est stable
et que (D^) est son domaine de stabilité. On a donc le théorème suivant :

THÉORÈME. — La condition nécessaire et suffisante de stabilité est que le décré-
ment S = i soit racine multiple d ) ordre n de Inéquation en S et que les autres
décréments aient un module <^ i.

25. Cas où les fonctions fi sont indépendantes de t. — Dans ce cas, s'il existe
une solution périodique Z,(^), il en existe une infinité Z,(^+p-), ^ désignant
une constante arbitraire. Quand on fait varier [JL, la trajectoire fermée correspon-

(1 ) Si le champ de variation des ̂  est assez restreint,
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dante reste fixe; mais le point de départ Pô, de coordonnées Z,([JL), varie sur
cette trajectoire.

On se trouve dans un cas particulier du cas examiné au n° 24, la solution
périodique du système associé étant Z^. (?+ p.). Pourquela trajectoire soit stable,
il faut et il suffit que les m — i décréments autres que un aient un module <^ i.

26. Introduction des fonctions perturbatrices. — Considérons maintenjant le
système .

(64) ^|=y;(^)-+-^(^).
Les fonctions/, sont les mêmes qu'au n° 17 et seront appelées fonctions princi-
pales. Le facteur X est un facteur positif arbitrairement petit. Les fonctions^
seront appelées les fonctionsperturbatrices. Le système obtenu pour A == o sera
appelé le système principal. Nous supposons, comme au n° 24, qu'il admet une
solution périodique principale Z ( t , p.), dépendant des ^paramètres [Jia. Nous
admettons que cette solution est stable ( l). Il s^ensuit (n° 24) que la racine
S == i ,est racine multiple d'ordre n de l'équation en S et que les autres décré-
ments ont un module <^i. Les solutions fondamentales du système associé

étant toujours désignées par la notation y{{t), convenons que yî(t) = — pour
i^a^/i. Nous appellerons Y une limite supérieure des ) yi(f)\ pour o^ï^ï.

Rappelons (n° 13) que les condit ions nécessaires et suffisantes pour que le
système linéaire avec seconds membres ait une solution périodique sont
A,(T,/)==o poury^^. Si elles sont remplies, la solution périodique la plus
générale est

(65) ^,(Q=^6.aj?(^+B^,/),
a=:i ^ .

les Ça désignant des constantes arbitraires.
Nous appellerons toujours domaine (D) le domaine défini par (48), lorsque

les u.a sont assujettis à rester eux-mêmes dans un certain domaine.
Nous supposerons que les /, admettent, dans (D), des dérivées partielles

continues jusqu'au troisième ordre inclus et nous appellerons Mp une limite
supérieure des modules des dérivées d'ordre p . De même, nous supposerons
que les g\ admettent, dans (D), des dérivées partielles continues jusqu^au
second ordre inclus et nous appellerons N,, une limite supérieure des modules
des dérivées d'ordre?.

Toutes ces conventions étant admises, nous nous proposons de chercherles
solutions périodiques du système (64) voisines des solutions périodiques princi-

(1) Cette condition n^est pas indispensable pour l'existence de la solution périodique. Mais elle
l'est pour sa stabilité.

Ann. Éc. Norm., (3), LXV. — FASC. 4. 4o
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pales Z(^ [i) ^ ûT^ reconnaître la stabilité. Nous pourrons donc, dans ce qui
.va suivre, supposer o ̂ L t ̂  T.

27. Recherche des solutions périodiques. — Posons

(66) ^=Z^ ^)4-^-.

L'équation (64) devient

(67)

avec
(68)

(6cj)

(70).

dt^=^^7(0^+^(2, <)4-ÀF,( . r , /, ?0

F,==G,(.r, /)+ÀJi(.r, /, /l),

G, ( X, t ) ==: ^ ̂  ̂  ̂ ,̂  ( ̂  ) ̂ ..T .̂ + ̂  y,y ( < ) ,Ty

7 À

^(Z,J^ y. \fi^ + ̂ ^) -/.(z, /) - ̂ pw- ̂  ̂ ;̂ .̂1
L / 7 ^ J

+ ̂  ̂ (^ + ̂ ^ 0 - ̂ -(Z, <) - À^ ̂ .r/1.
L y J

Les p/y/, et qij désignent les résultats de la substitution des Z aux z dans les
dérivées partielles/^/, et gij.

Imposons aux x^ de vérifier les conditions x^-\ <^ R^, le nombre positif B/
devant être précisé ultérieurement. Les conditions (48) s'écrivent alors

(71) ÀR^R.
De (69) on déduit

àGiG.KmR'f^M.+NiV </7^R / M24-N, .(72)

De (70) on déduit
à.Xj

J^ ë 2 2 ïi/w^ + À9^ ^^4- ^ ̂  ]^^(Z + À6^, Q^,
7 k h j h

Q et 6' étant compris entre zéro et un. D'où

(73) . i J J < m R ' ( M 3 4 - N , ) .

Puis
% ^^^ ^/(Z+À^, t)-p^-^pi/^k + ̂ [^y(Z4-)^, t)-q,/

L ^ J

^^SS^'^^4"^^» ̂ )^+^^7.(Z+^^ Q^.
k h

D'où

(74) - Ôîi

ÔXj
< w R / ( M 3 + N 2 ) .
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28. Pour que les z soient périodiques, il faut et il suffît que les x le soient,
c^est-à-dire que l'on ait, pour z== 1 , 2 , . . . , ^ ,

A,[T ,^ (Z^) ]+^A, (T ,F)=o .

Si X tend vers zéro, on a, à la limite,
(75) A,[T,^(Z^)]=o- (1=1, 2, ..., n).

Moyennant quoi l 'équation ci-dessus devient
(76) A<(T, F)=o (1=1, 2, . . . , n).

Les équations (75) contiennent les paramètres pia? car il en est ainsi des p,j
et des Z. Nous les appellerons les équations en [JL et nous supposons qu'elles
admettent une solution, que nous substituons aux ̂  restés jusqu'à présent
indéterminés.

29. Nous allons maintenant construire une solution périodique du système (6^),
en appl iquant ta méthode des approximations successives.

La p1^ approximation x^Çt) sera définie par la condition d'être périodique
et de vérifier les équations (67) quand on y remplace les F, par

Ff-^, ̂ )=F,(^-1, t, À^Gr'+ur1.
De plus, nous prenons ̂ (t) = o.

Supposons que les x ^ ' Ç t ) vérifient (76). Les ^(<) sont donnés par (65),
soit

(77) . -<(^)=^^J?(^) +?<•(<)'+ À9?(Q,z,f^)=^c-Sj?(^+^)'+À9?(
a==i

en posant
(78) 9,(/)=B,[^(Z, / ) ] ,

(79) ^(f)=B^ F/^-^^B^^G^^+^BK^^- 1 ) .

On a

(Bo) j ^ K A N o , O ^ K A r n I V ̂  M . + N i + ^ ( M 3 + N 2 ) ] = 0.
2 - |

Nous déterminons les n constantes c^ par les conditions

(81 ) A,(T, VP)==O (/=i, 2, . . . , ^),

qui sont nécessaires pour que les a?^4''^) puissent être périodiques.

30. Posons, pour simplifier l'écriture,

(82) ^=2j^7?(^)+?KO.^=^gj?(
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de sorte que x^ ^f+ ÀÔf. On peut écrire

Gf=G,(^ 0+^(^,6^,
îvec
(83) ^^ ̂ 2 ^^(S/ô^^ôy4-À9,6,)+^^Oy.

7 A: y

L'équation (76) devient

(84) A,[T, G(^ t)]=-^A,(T,Pp^-3P) (,=i, 2, ..., n).

A première vue, le premier membre semble être un polynôme du second
degré en c1^ Mais, en réalité, il n'est que ÀM premierdegré. Le coefficient de c^cK
dans G/(^, t) est

w =l^ ÏP^W^) == ̂ 2 1>.̂ )^ ê-
7 k j k *

Je dis que A,(T, K) = o.
En effet, considérons la solution périodique Z,(t, p i+Xv) du sys-tème prin-

cipal, les Va désignant des constantes arbitraires. On peut écrire (67), en y
remplaçant g\ par zéro et les Xj par

, ^==^[Zy(^^+^)-Z;(^^)J=^^^+0(À).

a

Avec ces A,, les conditions (76) sont nécessairement vérifiées, quels que
soient X et les Va. Or, si À tend vers zéro, le coefficient de v^vp dans G/a pour
limite K^); on a donc bien A,(T, K)=o, comme nous l'avons annoncé (1) .

( 1 ) On peut aussi faire une vérification directe. Posons
//i
2H^=P^.
k=l

j ' __ t

II faut prouver que / /V y.P^^y^'}^ = °- Kn dérivant ̂ - ==/^ on a
1/0 \ y T 7 m

^yî à^Lk ' W a 8 V ^
à^à-t ~ à^à^àt =2^2^^7^r/^+2J^^•

y h 7 t ^r^où
X =V V P- r^^ -V fP. f ^^ V D. • ̂ \2j 2^^^^ -^"^^^"Jj^7 î ^

/'-"-[^"^^^'^^^(^s-".)].".
1 — ^ Jo L ^ / À j

L'intégrale du second membre est nulle, d'après (17). D'autre part, les fonctions ày^ sont pério-
<^8

diques. D'après (19), il en est de même des Ht., puisque i^n et que le groupe correspondant à la
racine S = i est un groupe simple. Donc, le terme intégré est également nul.
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31. L'équation (84) se réduit à
n

^c^g^p,,

avec
m ,p

C?=Y f îï',,\y^Pvk(yf»k+yî^) +^qi,yî\dt,
/^i"' LA / J

P,=-L(-^A,(T, P/'+J/'),
7» m

L,==V r H^[Vp/^9y9/ç.+V^Cpy^.
/ 7 ' ° L^ 7 J

Écartons le cas exceptionnel où le déterminant [ [ C^ || serait nul . En résolvant
le système linéaire ci-dessus, nous obtenons
(85) , - . ^==Ya+ÀQg,

avec

^=^EaL. Og=^EaA,(T, P^+J^).i a — / , ̂ a^;?
^'==1

^j^a^n A ^
;==1

Les E'a sont des coefficients constants, résultant des formules de Cramer.
Les Ya sont également des constantes connues. Quant aux QS, ils cont iennent
les inconnues c^ par l 'intermédiaire des ^p.

D'après (83), on a

^Hss^/;'9--^'-
i J k

D'où, d'après (80),

^y^ <A^MW^M.4-N.4-W+N.)'|.dc^ [_ ^ J
Puis

àJ^-V-^r?^Jf
^ĵ ~~' ̂ àx^^^l

D'où, d'après (74)?
^•(T, ̂ )

~ îr <A7n < ^ YR / (M,+N, ) .

Si l'on appelle E le plus grand des E^ |, on a donc

(86) H < E ^ A m 2 Y R / F A m M 3 f ^ M , + N l + À M 3 + À N ^ + M 3 4 - N J = Q .^QS
àc^'B L \ 2 / J

De plus, les dérivées —^ sont des fonctions continues des c^. Dès lors, on

peut appliquer le théorème des fonctions implicites au système (84).
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3*2. Util isons la démonstration de ce théorème par la méthode des approxi-
mations successives (1). Imposons aux c^ la condition devoir un module <^ G.
On a, d'après (83), - -

| P^ |<77^ 2 M.©f / lYC+-ANo+ ^@\-^m^,@===P.
~ \ 2 /

En multipliant le second membre par A, on a une^ l imite supérieure de
A,(T, P^)[. D'autre part, on a, d'après (78),

: i A,(T, J / - ; ) | < A m R / ( M 3 4 - N 2 ) .
Donc,

|Qg ^zEA^+mR^M.+N.O].

Appelons Y le plus grand des | fa | ; la condition | c^ [ <^ C est entraînée par

Y 4 - - À / 2 E A w f l V ( M , 4 - N 2 ) + m M 2 © f / ^ Y C 4 - A N o 4 - } '©^+Nl©1 <CL \ 2 / J
ou
(87) ' C^—^^.EAMsYe;»^

. + À / ? m E A ^ R / ( M , - ^ N , ) + / n M , © ^ A N o 4 - ^ e ^ + N i e l ,

ce qui exige
;(88) À / ^ • 2 m 2 E A M 2 Y © < I .

Ces conditions étant remplies, la convergence des approximations est asiurée
si l'on a
(89) ^Q<i^ .

Le système (85) admet alors une solution fonction con t inue de A et telle
que | ̂  | < C ; d'où | x\ < ^YC + AN, + ^©. La condition |< [ < R' est donc
assurée si l'on a
(90) / /YC+ANo+^^^R' .

33. Examinons maintenant la convergence des .rf, cï. Posons

U?=xP-xr\ Fg==^--<-Ï-1

et supposons [ //f <^ Vp et | ̂  | <^ V^. On a

ur ' = ̂  rg41 .y? ( ̂ ) + ̂  ( ef4-1 - 6f ).
Or,

0 ^ i _ O f = = B , ( / , F/^—F^-1).

C) ^y- V A I J R O N , Théorie des fonctions^ n" 12^.
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Les fonctions F/, ojit des dérivées premières continues par rapport aux Xj,
D'après (68), (72) et (74)» leurs modules sont bornés par

^=:7nR / M2+Nl-^ -À^^R / (M,4-N. ) ;(91)

on a dockc
F^-Fr^alL.

D^où
Of+i -Q^ <AaU..

Et l'on peut prendre.
( 92 ) U^+i == n YV/,+i -+- À A a\Jp.

La formule (85) nous donne ̂  = A(Qr1 — QS). Or,
^

[ P ^ P ^ | <

On a

Puis
àP,
^0,

d'où

^•

==^jo^(,^+ ^6^.) + ^</;

/)P(/JL;
'̂

2;
?=..

^DOVi

àî^

k

àP^
A'p

</?^2M,Y©.

< m M, IV-h Ni.

v/^+2;
/=i

^P(
w, AaVp.

Donc,
| p î _ pv , <; ^m-MsYOV^i -l- fn(mM^R'-^- Ni)AaL^.

Puis, d'après (74)»
j'r1 — Jf i < ̂  n' ( Mo, + N2 ) u/, ̂ .

On peut donc prendre
(93)

avec

V ,̂., = À ( b V .̂, + ^- U,, + d\]^ ),

( q4 ) b = A nm1 M., Y 0, c = m A2 a ( /M M., R' + Ni ), d == A m* R7 ( M, + N2 ).

De (92) et (93), on tire
A.a(i— À&)'4- nc\ A a -h /zeY

L7?-1 - Âu/- i-^-^Y < / u^ i-U-^dn^ '̂

La-convergance uniforme est assurée si l'on a
(g5) À ( A a + /i<?Y + & 4- <^Y).< i .

34. En définit ive, le système (64) admet certainement une solution pério-
dique si les inégalités (71), (87), (88), (89), (90), (g5) sont toutes vérifiées.
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Diaprés (87), C doit être ^>Y; prenons C=2y. Puis ÏV=ANo+3/iYy. Les
inégalités (87) et (90) deviennent

(96) À ^ m E A J / î / n M ^ Y© 4- R^M:,-^- N^) 4- (m]VLANo4- Ni)0 4- - mM^I < y.

(97) ^</îYy.

Le nombre X doit maintenant vérifier les inégalités (71), (88), (89), (Q5),
(96), (97). Il est évident qu ' i l suffi t pour cela de prendre X assez petit. Donc,

THÉORÈME. — Le système (64) admet certainement une solution périodique si\
est inférieur à une certaine limite non nulle À ,.

La démonstration précédente nous donne le moyen de calculer cette solution
avec une approximation théoriquement i l l imitée. Si l'on s^en tient à ^première
approximation, on a

n

(98) .r,^)=^Ja(<)+cp,(/),
a=i

les y, étant donnés par (78) et les y a par le système linéaire
n

(99) A,[T,G(S, <)]=o, ^=^y»^+^,.
a=i

35. Stabilité. — Pour que la solution périodique soit stable, il faut et il suffit
(n° 23) que les décréments du système associé à (64) aient tous leur module <^ i.
Ce système s^écrit

(100^ . . ^^S7^^'

avec
n/(t)==fi^Z-}-^, r)4-^.(Z+^, i),

les Xi, étant les fonctions périodiques précédemment calculées. Cette formule
s'écrit

^) = P i / ( t ) +^(^) 4- 6(À 2) ,

avec

( 1 0 1 ) - s,/(t) ==^p^(t)^k(t) 4- q i j { t ) ,
k

les ^/c(^) étant réduits à la première approximation, donnée par (98).
Pour X = o, l'un des décréments S, == i ; les autres ont un module <^ i.
Comme lés ^/(^) sont des fonctions continues de X, il en est de même des

coefficients de l'équation en S, d'après les formules (7) et la convergence uni-
forme des a / j . Il s'ensuit que, pour X très petit, on a n décréments voisins
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de un, soit I+XŒ/,, et m-n décréments voisins des autres Sy, donc démodule < ^ r ,
si \ est assez petit.

Or, si (j/,= a/,-+- ^/,, on a

'" . 1 i+^ 2 :=I+2Àa/ ,4-A• 2 (o^+^) .

La condition cherchée est donc oc/,<^ o; tous les G-/, doivent avoir une partie réelle
négative^ sous réserve que À ^o^ assez petit.

36. Voyons maintenant comment on peut calculer ces o-//. Pour À = O , le
7l

système (100) admet la solution périodique ^(^)=^p//J,/^(Q? les p// désignant
//=!

des coefficients constants arbitraires. Pour X infiniment petit, il admet la
solution voisine y^t)= ̂ (^)+A^-(/) + o(P). Les fonctions ^vérif ient le
système

^--2>7(^y+^(^

avec
///

d^)=^^/(^^).
/==!

L'intégrale générale de ce système est
m.

(102 ) r,(^)=^^(^[^+Ky(/)], Ky(/)=:A;(^ ^).

Écrivons quey<(T) ==(i +^)y<(o), c'est-à-dire

^.(T) + À ^ ( T ) = (i + ̂ ) [^-(o) + A^- (o ) ] + 0(À 2 ) .

En tenant compte de ^,(T)==^/(o) , divisant par \ et faisant tendre A
vers zéro, il vient

r,(T)=:o-^(o) + r/(°).

ou, d'après (102),
m m

^S7jUo)[^+Ky(T)]-Œ^(o)-^jKo)^=0,

ou, en tenant compte de ce que Sy=i poury^/i et posant û /Sy—i)=6y
poury^>^,

i ^(o+s^^^^^0)-^^7^0^0'
]-=.n-\-\. 7==l a^i

^/in. £'c. TVorm., (3), LXV. — FASC. 4. 4 l
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Ceci s'écrit

J. HAAG.

^[K^T^^L^oH- ^ [^+S,Ky(T)]^.(o)=o.
7=1 , 7==n4-l

Le déterminant ||y^(o)][ étant ^o, on a

( io3) K y ( T ) — o ^ = : o , ./^; ^-}-S;K/(T)==o, . />/? ,

D'autre part,
n

K,(T)=^p,I^,
a == 1

avec
~ m ni ,„

^S 2 f.H4(^)^(^^(^^
/-=! /^l"0

ou, d'après (101 )et (98),

,T r / n N

^=22 f ̂ A ÏP^A 2ïp^3+CB.•^(^ S^7"^^ Sïp^3^®' l4-^^^ ^(^rf/-
/' " ° I- '• \.8=i ^

Le coefficient de vp est nul (n° 30). Donc
ni m

(104) ^^S 2 f H / k ( t } y.Pkhi{t}^f-)--Jr-gkh{t)\yï{t)dt:
A-=l A^lY0 . l \

Portant dans ( io3), il vient
n

^pÀKf(T)—crp/=o C/==i, 2, ..., /i).
A==l

Éliminons les p/,
K i ( T ) ~ - c r K î ( T ) . . . KÏ( Ï )
^ K ^ ( T ) ' K|(T)-<7 ... K;(T)iob

K ^ T ) K ^ ( T ) . . . K ^ ( T ) - ^

telle est l'équation déterminant les o-/,; nous l'appellerons l'équation de stabilité.

La condition nécessaire et suffisante de stabilité est que toutes ses racines aient
leur partie réelle négative, sous réserve que A soit assez petit.

»
Remarque. — Supposons que chaque fonction perturbatrice g\ soit la somme

de plusieurs fonctions perturbatrices partielles et tenons-nous en à la première
approximation.
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L'équation (7$) peut être obtenue en addi t ionnant les équations analogues
correspondant aux différentes fonctions perturbatrices partielles. De même, la
formule (io4) nous montre que chaque K0' peut être obtenu en additionnant lesK^
correspondant aux différentes fonctions perturbatrices partielles. Cela résulte de
ce que cette formule contient y, et g^h linéairement et de ce que laformule (78)
est également linéaire par rapport aux § ' / , .

37. La condition de stabilité étant supposée rempl ie , appelons (I\) la tra-
jectoire fermée correspondant à ^=o. Elle est parcourue par le point Pô, de
coordonnées Z,(t, ;j.). Appelons Ay la position de Pô pour t = o.

Supposons maintenant À ^ > O et suffisamment petit. Nous avons une trajec-
toire fermée (I\), parcourue périodiquement par le point P),. Appelons K\ la
position de P), p o u r ^ = = o . Lorsque À croît à partir de zéro, A\ part de Ao et
décrit un certain arc AoH.

Autour de A), existe un certain domaine de stabilité (A),), contenant le
domaine linéaire (D),) du n° 23.

Supposons maintenant que A tende vers zéro. Les n décréments i+Ào-/,
tendent vers un. Donc (n° 23), le domaine (D),) se réduit, à la l imite, au point A^.
Mais, on peut se demander quelle est la limite (Ao) du domaine complet (A),).
Nous ne pouvons pas répondre à cette question d'une manière précise. Exami-
nons seulement si (Ao) peut contenir un arc de (Fo) comprenant Ao. Soit Bo
un point de cet arc. Faisons partir, au temps zéro, M deBoe tPdeA) , , en suppo-
sant X assez pet i t pour que Bo appartienne à (A),). Nous savons que la distance MP
tend vers zéro pour ?==+oo. Faisons maintenant tendre X vers zéro, en
laissant Bo fixe. A la l imite, A\ vient en Ao. La distance MP tend encore vers
zéro pour ^=+00. Ceci n'est possible que si Bo appartient au domaine restreint
de stabilité du point Ao. Il en résulte que ce domaine restreint contiendrait l'arc
ci-dessus.

Il est probable que ceci n'a pas lieu en général; mais, nous n'en sommes pas
sûrs. Il y a toutefois un cas où nous avons cette certitude; c^est le cas où les
fonctions principales sont indépendantes de t (n° 37). En effet, dans ce cas, les
points M et P décrivent tous deux périodiquement la trajectoire (Fo)- Leur dis-
tance est fonction périodique det et par conséquent ne peut pas tendre vers zéro.

38. Cas où les fonctions principales sont indépendantes de t. — Supposons
qu'il existe une seule solution périodique Zi{t\ à un changement près de l'origine
des t. On en déduit la so lu t ion plus générale Z,(^+ [J-), p. désignant une cons-
tante arbitraire. On rentre dans le cas du n° 26, avec n = i.

Le système linéaire associé admet ftsolution périodique 71, (^+ [J.). L'équa-
tion en S admet la racine simple S=i.

Si l'on changea en t— [JL, les Z,(^+ p.) deviennent Z^); les fonctions?,:^, y.)
du n° 27 deviennent les fonctions p/y(^) obtenues en«emplaçant les zi par les
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Z,(r) dans les//^); elles ne contiennent pas [i. Les ^:(Z, ^) des équations (67)
deviennent gi[7\t\ t— ^]. Les équations (75} se réduisent à la suivante :

1H

( ' o < > ) 2 /" Hî- (<) f t ° -<- [Z( / ) , / - ( A ] ^ = O .
_ «^0 »

L'équation (io5) se réduit à Œ = K ; ( T ) ou, d'après ( io4), -
T

(7=^ï f HÎ-(QfS7W<)?^)+éWZ, i-^}~\7^dt.
/.- //

Mais, on a

y* r' ~~\
"=>^ 2 / H^Q YT^<)?K<)+AWZ, t - y . ) \/, /, •7" L . J

(Kpki) _V_ 7,-^-_^p,,,%,. .

Donc,
T T

(107) ^=^^ f I-H(<)cp,(<)^,,)+^^ f W,(t)g,,,(Z, 1-^(17^.
1 ^J

/. /' " /. //•^l» , , ^O

La condition de stabilité est que le nombre o-, q^ue nous appellerons indice de (
stabilité^ soit<^ o.

Remarque. — Si chaque g / , est la somme de plusieurs fonctions partielles,
l'indice de stabilité est la somme des indicés partiels correspondant aux différents
termes de gi,. Cela résulte de la remarque du n° 36.

39. Cas où les fonctions principales et la période dépendent d'un paramètre. —
Supposons que les// dépendent d'un certain paramètre a, tout en restant indé-
pendantes de t. Supposons en outre que le système principal admette une solu-
tion périodique Z/(^, a), quelle que soit la valeur attribuée à ce paramètre. La
période de cette solution est une fonction déterminée T == y(a), que nous sup-
posons continue et à dérivée continue. '

Voyons d'abord les conséquences analytiques résultant de ces hypothèses.
Les Z/(^, a) étant considérées comme des fonctions des variables indépen-

dantes t et a, posons 11,= —• En dérivant — =/(Z, a) par rapport à a, on aày. ^i^vaiiL -^ —./,\^,

àf,
~ôv.'

y/K^)=]^7(Q^•-M^=J^7(^y

7

D'où

,t,(t)^^\a,+.\/(t)]^(t),

^ àfles A/f) étant obtenus par la formule (a4), en remplaçant//, par -A- Dérivons
l'identité Z,(T, a)==Z,(o, a) par rapport à a :

•- Z;(T)9'(a)+M<(T)==y,(o).
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En tenant compte de Fexprçssion ci-dessus de Ui(t), ceci s'écrit
fn m . ' '

^.(o)ay(S,-I)+^Ay(T)S^.(o)4-9/(^^(o)=o.
7=1 7=1 -

Convenons que y\ (t) est;Ï, (t) de sorte que Si = i. Nous avons
m

r, l(o)[AJ/^)+^(^)]+2^(o)[a/(s7~ I )+syAy(T)]==o•

On en conclut que d)us les crochets sont nuls, en particulier le premier. On a
donc l 'identité

Ht ^

(108) ^J" I4(Q^|^+y(a)=o.

40. Supposons maintenant que les fonctions perturbatrices ̂ (^, t) aient une
période déterminée T= y (a). Supposons d'autre part que la valeur numérique

- yJ attribuée à a dans les fonctions /;(^, a) soit voisine de a, de telle sorte que
la période T = ̂ (a'), que nous appellerons la période propre du système prin-
cipal, soit voisine de T. Posons ^' •== a + X R . Les équations (64) peuvent s^écrire

^•=/,(^ a)+À[^.(^ ^)4-/^).L

avec
, , , /•(^ a+^)-fi(^ Œ)k^)=:———————^———————.

A ce système nous pouvons appliquer la théorie générale prcfcédente, les fonc-
tions perturbatrices étant g^ h^ de période T par rapportât L'équation (106)
s'écrit

111 ,„ , '
^ f H^(/)[^(Z,/-^)+^(-.)]^=o.
^i170

C^est l 'équation en [j-, qui détermine un certain nombre de solutions admettant la
période ï des fonctions perturbatrices g /.(^, ^).

Si À est très petit, on a approximativement A/,(Z)== ?—• En tenant compte
de (108), l 'équation ci-dessus s'écrit alors approximativement

"l /,T

^ / Hl . (^)^(Z^-^)^=p^(a) .
^•=1 Jo

Or, si l'on pose AT:^!^—ï, on a approximativement Aï = A^y^a). Donc,
l'équation précédente s'écrit

fti r.,

/* AT
(109) ï ^ H1.(^-(Z, t-y.)dt=-^.

4=1"°
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41. Supposons maintenant que les fonctions pertwbatrice s g,, soient indépen-
dantes de t. Dans ce cas, l 'équat ion (109) ne contient plus l ' inconnue pi. Par
contre, la période Tdun°40es t indéterminée. Nous pouvons alors la considérer
comme une inconnue. La théorie précédente nous prouve que le système (64)
admet une solution périodique dont la période s'obtient en ajoutant AT à la
période propre T. La formule (109) nous donne, à o(P) près, ^perturbation
de période apportée par les fonctions perturbatrices g-/,-.

42. L'indice de stabilité o- est donné par la formuler 107). P^après la remarque
du n° 38, c'est la somme des indices partiels correspondant aux fonctions g\ et

aux fonctions h,= P-^ + o(^)- Or, le second de ces indices partiels est iden-
tiquement nul. En effet, la solution Z/(^, a) étant périodique quel que soit a.
l'équation en S admet la racine S== i quel que soit a. Comme cette racine vaut
asymptotiquementï +XŒ, on a nécessairement Œ=O.

Il résulte de là que l'indice de stabilité peut être calculé en tenant compte uni-
quement des fonctions perturbatrices g i.

Remarque. — On peut supposer que les/- du n° 39 dépendent de t, mais que
la solution périodique Z dépend, comme au n° 26, de ^paramètres (JL?. On a,
dans ce cas, n équations analogues à (109) et l 'équation de stabilité (io5).

y/

Bien entendu, les yf sont les ^—, comme au n° 26. La démonstration ci-dessus
ne subit aucune modification.

^"
43. Couplage de plusieurs systèmes. — Considérons n systèmes (S,), (£3), ...,

(£„) analogues à celui du n° 39. Réunissons-les en .un système unique (S) par
l ' introduction des fonctions perturbatrices g ' ^ z , t) dépendant à la fois des coor-
données de tous les (2y) et admettant la période T par rapport à t. Nous dirons
que les (Sy) sont couplés par ces fonctions.

Les coordonnées s, seront numérotées de telle manière que pour

s, soit une coordonnée de (2y). Le nombre des coordonnées de (2y) est donc
^—^-r^01^ convenons bien entendu que ^o==o. Les indices vérifiant la
double inégali té ci-dessus constitueront le groupe (y).

La fonction principale / dépend un iquement des ^ dont l'indice
appar t ien t au même groupe que i. Elle dépend aussi du paramètre ay s^ /
appartient au groupe (7). La solution périodique principale Z/(^ a,) a la
période Ty===ç/oy).

Choisissons l e s a y d e telle manière que l'on ait T /= N N et les ^désignant

des nombres entiers premiers entre eux. Supposons m a i n t e n a n t que les ay
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prennent des valeurs a^==ay+X^ voisines des précédentes. Nous appellerons
période propre de (S/) la période T^ ==ç/o^), voisine de T,. Nous posons

^ ' ^
(110) T;-==:Ty(l-4-/.£/),

de sorte que
.y9/(a/)=(3y9,(ay)-t- 0 ( / - ) .

44. Faisons le changementde variable t= iN9 et posons

A,(.5)=^iy;(-s, ̂ }-fi{^ ^l^t3/^. + 0(/^

indice // 'appartenant au groupe (/). Les équations différentiel les deviennent

dz,
JO

(III) ' , " ^ -N /US , ^ )4-ÀN[^ (^NO)4-^ ( ,3 )

Les fonctions entre crochets jouent le rôle de Jonctions perturbatrices pour le
système (S); elles admettent évidemment la période T par rapport à 9.

Le système principal admet la solution périodique principale Z,(N9 -4- ;j.y, oy),
qui admet bien la période T par rapport à 9, car si 9 augmente de T, N9 augmente
de NT = NyT/ , c'est-à-dire d'un multiple de la période T, de Z,(/ + [^» a/)-

Le système ( 111 ) rentre donc dans le type du système (64) et nous pouvons l u i
appliquer les résultats obtenus aux n^ 26 à 36.

Le système linéaire associé se décompose en n systèmes partiels, correspon-
dant aux différents (Sy). Les fonctions p^Çt) etp^(<) ne sont 7^0 que si les
indices /, k, h appart iennent au même groupe. Il en est de même des .yf(/)
et des Hf(^). Nous conviendrons de ranger les y\ du groupe (y) par exemple,
de telle manière que, pour k==-Sj, on aitj?=Z; (t\ Bien entendu, dans toutes
ces fonctions, / doit être remplacé par N94-p./, si les indices appart iennent au
groupe C/).

45. A chaque (S/) correspond une équation en ;j-, qui s'écrit, en d iv i san t
par N,

V rH^^+^)r^(Z^)+A,(Z)|^0=o. •

. ^

Le terme h^L) dépend seulement des Z, d'indice appartenant au groupe (y), il
admet la période Ty par rapport à ^ , de même que H^. L'intégrale correspon-
dante peut se calculer en prenant t pour variable d'intégration; elle vaut, en
tenant compte de la périodicité ci-dessus, puis de (109) et ( 110),

-^ fw^+^hkWdt^-r^.
^ o
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L'équation en pi s'écrit donc

__ ^T

(112) - ^ 1 I I^NO+^^NO^O^Ts/ C / = i , 2 , . . ; , / z ) .

Elle contient tous les ^, qui figurent dans les ,§7,. On obtient ainsi le système
des équations en [j-.

46. Pour la stabilité, on écrit l'équation ( io5), chaque K" se calculant par la
formule ( io4). Les indicesy et a doivent être choisis parmi les s,; prenons par
exempley == s, et a = s^. Comme au n° 42, le terme A/,(Z) de la fonction pertur-
batrice totale ne donne rien. Remarquons maintenant que, d'après (in), les
fonctions/et^" doivent être multipliées par N; donc aussi p^i et q/^, ainsi
que <p,, d'après (78). D'autre part, l ' indice k doit appartenir au groupe (r) et A
doit appartenir au groupe (j?). Le terme en ç, n'existe que si i, k, h appar-
t iennent au même groupe, ce qui n'est possible que si /•= ?, doncy==a. On a
dès lors

(n3) • K^=NA^ si y ^ a ; K^NA^+N^

en posant

^=2 2 f Hi (NO+^, )^ a (NO-4-^)^(NO.)^0 ,

(n4)

^^^ ^ 2. / ^ / « ( N O + ^ , ) ^ , ( N O ) H 4 ( N O 4-^)74' ^•^S 2 2/ ^KNO+^,)^ . (NO)H4(N04-^)74(NO+^.)^0.

Portons dans l'équation (io5), en posant (7===NŒ / ; nous obtenons
N A ^ + A Î - ^ A^ . . . 'AÏ

A-i ' NA, + AI — ^ . . . A^

A. A^ . . . NA,+A^-^

^- T7.
47. Les ï^. et T étant donnés, les rapports 7? peuvent être approchés autant

qu'on le veut et d'une infinité de manières, par des nombres commensurables.
On peut donc se demander si le problème du couplage admet une infinité de
solutions, quelles que soient les valeurs des ï^. et T. En réalité, il n'en est rien,
parce que le nombre N ne doit pas dépasser une certaine limite.

Reportons-nous en effet à la démonstration des n08 27 à 34, en l'appliquant
au système ( 111), dans le cas où N est très grand.

Les nombres appelés M,, N, sont tous multipliés par N. D'après (78) et (79),
il en est de même des y, et des 6f. Lesp^et q.j le sont également. On en conclut
(n° 31) que C'^^N2); d'où E,=0(N-2) et E=0(N-2). Or L,=0(N3);
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donc Ya== 0(N) et par suite y = 0(N); d'où (n° 34) W= 0(N). D'après (71 ),
( on en conclut que X vaut au plus (^(N"1). De (80) on déduit ensuite (^(^(N^.

Portant dans (88), on a^=0(N-2). De (86) on déduit Q=0(N 2 ) et (89)
donne de nouveau X==0(iN-2) . On a ensuite (n°33) : ̂ =0(N2), & = 0 ( N 4 )
c=0(N4) , r f=0(N 2 ) . Portant dans (93), on obtient X=0(N-4) . Enfin (96)
et (97) donnent X = 0(iN-2).

En définitive, on voit que la l imite supérieure Xi==0(N~4) peut devenir, si N
'est trop grand, inférieure à la valeur numérique attribuée à \, auquel cas notre
démonstration est en défaut.

Signalons encore que, pour N très grand, les racines de l'équation (n5)sont
asymptotiquement c^= NA^ ; d'où cr,= N ^ A ^ . En se reportant au n° 35, on en
conclut d'abord que les A[ doivent être <^o; puis, si cette condition est
remplie, que la l imite imposée à ^ par la stabilité vaut 0(N~2). Elle est donc
très petite si N est très grand.

48. Méthode de ta variation des constantes, — Revenons au système (64) en
supposant les /, indépendantes de t. Admettons que Von connaisse l'intégrale
générale du système principal
( I 16 ) Zi == Qi ( t + y,n, Ji, J-2, . . • , } 'm-1 ) ,

les y, désignant les constantes d'intégration. Supposant maintenant À ^=- o,
faisons le changement de variables
(117) ^,=r:(p;(6, Ji, . . ., Jm-i), t-ry,n=^'

La nouvelle variable indépendante est 0; les nouvelles fonctions inconnues
sont lesj,. Les nouvelles équations s'écrivent

m—1

S^°+ 2 ̂ ^7= [MZ) + ̂ i(ZJ 6 - rw)] ̂ 0 -d^.
/=i

ou, en tenant compte de — ==//,
m — l

^ft^^dyn^^^dy^^d^

D'où l'on tire
, Q

^-—^PT^V o. ^\ r / — T o - .( 1 1 8 ) ^^ÀGK^O,^ (<= i ,2 , / . . , m).

Dans le cas général, les (p, ne sont périodiques par rapport à 0 que pour certaines
valeurs particulières de ji, . . . ,y,»-i, par exemple zéro. Donc, les G, ne sont
pas périodiques par rapport à 6, quand on suppose que lesjy ont des valeurs
constantes quelconques. Le système (118) ne rentre pas dans la catégorie du
système (64).
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Supposons maintenant que l'intégrale générale (116) admette la période T.
Dans ce cas, le système (i 18) est de la forme (64), avec cette particularité que
les fonctions principales f, sont nulles. On y peut prendre y{Çt)=o si j -y^i
et y\(f) = i. On a alors H^ == o si j ̂  i et H^(^) = i. Les fonctions Z,(^) sont
des constantes arbitraires p.,. Tous les décréments sont égaux à un. Les équa-
tions (75) deviennent

f1 '(119) / ^(^., t)dtz==o.
^ 0

La formule (io4) devient
r'(120) K^T).-^ / g^, t ) d t .

~ o

En portant dans (io5), on obtient ^équation de stabilité.
Si toutes ses racines sont simples, le domaine de stabilité reste fini quand À

tend vers zéro, comme on Fa vu au n° 23.

On retrouve exactement les résultats de l^étude directe faite dans un des
Mémoires précités.

La méthode de variation des constantes que nous venons de signaler
constitue une généralisation de la méthode employée dans ma théorie géné-
rale de la synchronisation des oscillateurs harmoniques.

49. Cas ///=== 2. — Supposons les /onctions principales indépendante de t. Le
système linéaire associé admet pour solutions fondamentales la solution
périodique 7^(f) et la solution U,(/) donnée par les formules

r..n n'm-y'm FP^^W) ̂  1 5 ^.^ H^)+z,(^u,(r)
U 2 1 ) ^ î A . 1 ) — — l ^ ^ \ t } ] — — — r j , - > , .v———Ot^ ^î\4)—— —————•S———rj, , . •————————î

J /J 1 {T ) /J V {• )

(122) ' H^)^^^ A ( / ) j [p^\t)+p^l}\dL
v

 (»

L'intégrale générale est

^•(^=:aZ;.(^)-4- bVi(£) (/== i, 2).

Formons l 'équation en S. i^s équations ^(T)===S^(o) s'écrivent

a ( . i — S ) Z K o ) + 6 [ U , ( T ) — S U , ( o ) ] = = o .
\

La racine S == i saute aux yeux. L'autre est donnée par

Z^o) [U2(T) - -SU, (o ) ] -Z , (o ) [L T , (T ) -SL Î , ( o ) ]=o ,
soit
(123) ' S=H(T)==^w.
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La condition de stabilité est donc ( { )
( r a4 ) A ( T ) < o .

On a ensuite
r; { t ) = : Z [ ( t ) , vf{t} ==\Ji(t} ( / = : i e t 2 ) ;

en choisissant la constante d'intégration de la première formule (121) de telle
manière que l'on ait
(126) l J i ( / + T ) = = S U i ( / ) .

L'équation (109) et la formule (107) deviennent

/>T AT
( 126 ) < [U.C^^Z, /—^)—Ul (< )^ (Z , ^—,u )^e • - A l / • ^= -y - î

r'
( 127 ) <7=z [(Uî^n — U,/?^)9i4-(U.pi.2—TJip,,)^-

i/o
+ (U.yii — U:,(7,,)z/l+ (Us^/ io- - Uly-j)^.!^^1 ^̂

avec •

[/ • 9 ,=Z;A,(^)+U<fA,(<)4- -^A^T)! '
i l i '—~ t-^ l

^} ,, • .
A,{t}-== (l^^-V,^)e-^dt, A^t)=: {-7^g^Z\g,}e-^df.

\\ ^O ^.) '

^première approximation de la solution périodique est donnée par (n0 34)

( l29) ,r^):=yZ;(^)4-9^),

la constante y se calculant par l'équation

//IT\ ( \ x\ -\- 2 B^i x^ + C.rj -4- 2 D^i + 2 E.r,» ) e ~ A ̂  == o,
*7"

avec ^

A == Ugjr^u —— Ui/?2H, B == Ua/?! 1 - 2 —— Ui/?21-2; ^ :::::: ̂ îP\Ï2 —— ^ ï p î ï l J

D==U^i i -U,^t , E=:U^,,-U,</^.

Nous savons que le coefficient de Y~ est nul , il reste, en tenant compte
de(127),

/"T
• ( i3o) 2^0"==—/ (A9Ï4-2B9 iQ?2+C^ j 4-2Dcpi 4-2Ecp2) ^-A <^/.

u ' • ,

(1) On peut aussi Pobtenir en appliquant la théorie de H. Poincaré à l'équation différentielle

/s dxi—ftdxi= o.


