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SUR

L’EXISTENCE ET LA STABILITE

DES

SOLUTIONS PERIODIQUES
'DE CERTAINS SYSTEMES DIFFERENTIELS

Par M. JuLes HAAG.

IntroDUCTION. — Dans un travail récent (') j’ai ,exposé une théorie géhérale .

de la synchronisation d’un systéme & n degrés de liberté, en supposant que ce
systtme constitue un oscillateur linéaire, c’est-a-dire que ses mouvements
autonomes sont déterminés par des équations linéaires. Cette théorie reposait
sur certains théorémes concernant les équations différentielles, que j'avais
préalablement établis (*). ‘

Or, il existe des oscillateurs non linéaires, c¢’est-a-dire dont les mouvements
autonomes sont déterminés par des équations non linéaires. Parmi ces mouve-
ments existe un mouvement périodique sinusoidal (oscillateur Abelé) ou non
sinusoidal (oscillateur de relaxation). Je me suis proposé de reprendre la théorie
générale de la synchronisation d’un systéme & plusieurs degrés de liberté, en
m’affranchissant de ’hypothése de lalinéarité. Celam’a nécessairement conduit
a étendre les théorémes généraux qui avaient servi de base 4 ma premiére
théorie. C'est cette extension qui fait I'objet du présent Mémoire.

Je commence par étudier les systemes différentiels linéaires i coefficients
périodiques, d’abord sans seconds membres, puis avec seconds membres. J'uti-
lise & cet effet ce que j'ai appelé les décréments, lesquels sont donnés par une
équation algébrique.

(1) Ann. Ec. Norm., (3), 64, p. 285 & 338.
(2) Bull. Soc, math., (27), 70, p. 155 & 172; (2), 71, p. 1 & 14.
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Je considére ensuite un systéme non linéaire, admettant une solution
périodique connue. Je détermine les solutions qui tendent asymptotiquement vers
cette solution périodique, ce qui me conduit aux conditions de stabilité de cette
derniére. '

Jajoute ensuite aux seconds membres des équations précédentes des fonc-
tions perturbatrices périodiques, précédées d’'un facteur %, positif et arbitrai-
rement petit. Je démontre que si A est assez petit, le systéme perturbé admet
une solution périodique. Sa stabilité est déterminée par une équation algébrique
d’ordre n, dont toutes les racines doivent avoir leur partie réelle négative.

-Je considére ensuite un systéme analogue au précédent, mais dontla période
autonome dépend d’un paramétre. La période propre étant supposée asses voisine
de la période des fonctions perturbatrices, je démontre ['existence d’un certain
nombre de solutions admettant la seconde de ces périodes.

Jexamine ensuite le cas des systémes couplés.

Dans le cas ou I'intégrale générale du systéeme non perturbé est périodique,
on peut, par variation des constantes, se ramener au cas particulier étudié dans
les Mémoires précités. ' f

Dans un prochain travail, j'appliquerai ceci au probléeme général de la
synchronisation.

1. Systéme linéaire et homogéne. — Soit le systéme
w

dxl m ‘
(1) cF:E Pz (i=1,2, ..., m),

j=1

ou les p;;(t) sont des fonctions de période T, finies et continues (') dans
intervalle (o, T). Dans un précédent travail (loc. cit.), jai étudié les solutions
qui sont multipliées par un facteur constant S quand ¢ augmente de T. Ce
facteur S est donné par une équation algébrique de degré m. Dans le travail
en question, j’ai supposé que les racines de cette équation étaient toutes
distinctes. Mais, nous rencontrerons, dans ce qui va suivre, des cas de
racines multiples. Nous allons donc reprendre la question dans toute
sa généralité. ’ '

. 2. Soit 0/(¢) un systéme de solutions fondamentales, I'indice j caractérisant
chacune de ces solutions. L’intégrale générale est

(2) . @ (1) =Y, a;bi(¢).

/=1

() On pourrait supposer qu'il existe des discontinuités finies pour un nombre fini de valeurs
exceptionnelles de 7, '
..
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Cherchons une solution vérifiant I'identité

(3) x;(t + T = Sa;(2).

Il faut et il suffit que 'on ait z;(T) = Sz;(o), soit

(4) ; C M g[Bi(T) —Sbj(0)] =0

i=1

On doit donc avoir
‘ (5) D(S)=j0;(T)—S6/(0) 6(T) - S67(0)...0/*(T) —S6(o) || =o.

Cette équation sera appelée {’équation en S du systéme (1).

3. On peut la former directement, sans qu’il soit nécessaire de connaitre
'intégrale générale du systéme.

Supposons que l'on ait, pour une solution particuliére, z;(1) = Sax:(0). En
intégrant (1) de o a T et posant «;(0) = a;, on obtient

(s—‘l)ai:Ef Py ()@ () de.
[ por=aso.

En intégrant par parties et tenant compte de (1), il vient

oo "“‘:S[E “fq?f(T)] “3 Y [ awpaoe o
i ik 0

~

Posons

Posons
[ [Z Q&(l)Pk/(t)] dt = q}(0).
0 &

En répétant 'opération précédente, il vient
N
(S—1)a;= SZ a;[qy(T) — ¢q4(T)] —I—ZZ/ g (O pri(z;(t) dt.
j kg e

En continuant indéfiniment, on obtient

(6) 4 S—1)a;= S<2 ai,-a,->,
j=t

avec

3

(7) ay= Y, (— 1y gj(T).

n=0 . =
Ann. Ec. Norm., (3), LXV. — Fasc. 4. 38
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- La série du second membre est absolument convergente. En effet appelons
une limite supérieure des |p;;(¢)|. On a

mulee n n—+14
mmm<w,mww<—%~-~,wwn<7géﬁ-
D’out résulte la propriété annoncée.
L’équation en S s’obtient maintenant en annulant le déterminant du
systéme (6).
4. Revenons au systéme (4), ou nous remplacons S par une racine S, de

'équation (5). Supposons que le déterminant principal soit d’ordre m — p. La
»

solution générale est de la forme aj:E B/ b, les b, désignant des constantes
k=1

arbitraires et les m formes linéaires a; étant linéairement indépendantes. En

portant dans (2) et ordonnant par rapport aux &, on obtient

L
@ ()= biyi(2),

k=1

les k intégrales particuliéres yf(¢) étant linéairement indépendantes ('). On
peut donc leur faire jouer le role des 0} (¢) d’indices k= p. On a

¥i(T)y =S8,y (o) pour j<Zp.

Le déterminant (5) admet visiblement le facteur (S, — S)". Ce facteur étant
supprimé, il reste I’équation de degré m — p

(8) lyi (o) yi(o).... (o) 077 (T) —SB/* (0)... 0" (T) — S6*(0) | =o.

5. Supposons qu’elle admette encore la racine S,. — Pour S=S,, I'identité (3)
ne peut plus étre vérifiée par une solution indépendante des précédentes.
Cherchons alors a vérifier une identité de la forme

I)
(9) zu+1-6wm»+2qyu
Jj+1

Nous posons

n

ay(t)= Z a;0i(¢)

Jj=p-+1

m

L]
(1) En effet, on a v,(t) —Z B"e (). blzmyl(t)——o, on aZpkB =0, ce (ui est impos-
j=1 k=1
sible, d’aprés 'indépendance des formes lméalres aj.
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et nous obtenons les équations

n

p
(10) ; 2 a;[0/(T) — S;0i(0)] — 2 cjyi(o (i=1,2, ..., m).

i=p+1

C’ést un systéme linéaire et homogéne par rapport aux minconnues.a;, ¢;. Son
déterminant est nul, d’aprés (8). Mais, il n’y a plus de solutlon pour laquelle
les ¢; seraient tous nuls (n° 4).

Prenons une solution quelconque, que nous appelons y”*'(z). Comme on
peut toujours faire une substitution linéaire sur les y/(¢) d’indice j < p, nous
pouvons supposer ¢,= o pour j <_p et ¢c,= 1. Nous avons ainsi

Y4+ T) =Sy (8) + y7(2).

La solution y/*' (¢) peut étre substituée a 07°'(#); moyennant quoi I'équation (8)
devient, en supprimant le facteur S, —S,

1 74(0). 071 (0) 8772 (T) — S0 (0)... 07 (T) — S0/ (0) || o.

Si elle admet encore la racine S,, nous répétons les opérations precedentes et
ainsi de su1teJusqu a ce qu’'on obtienne la solution y/(2).
La racine S, est multiple d’ordre ¢ et I'on a les identités

yi(e+T)=S,yi(¢) pour 1=] <p;

() Vit +T)=S.yi(6) + )i (¢)  pour p+1-j=q.

6. Les 6/(¢) d’indice j —Zq¢ sont maintenant remplacés par les yi(t). L’équa-
tion (5), divisée par (S:—S8)", a la forme (8), ou p est remplacé par ¢. Elle
n’admet plus la racine S,.

Soit S, une de ses racines. Pour S=S3,, le systéme (4) devient

Si— S) [Zan <o)] 2 4y (0) = ¥ a[0](T) —8,0](0) | =0

j=p+1 i=q+1

Il n’admet aucune solution pour laquelle les a; d’indicej >> ¢ seraient tous nuls,
car, s'il en était ainsi, les y/(0) d’indice j<Z ¢ ne geraient pas linéairement indé-
pendants. Si le déterminant principal est d’ordre m — r, il admet r solutions -
linéairement indépendantes, auxquelles correspondent r solutions y/(¢), d’in-
dice j=q—+1, g+2, ..., ¢+, linéairement indépendantes et que nous
substituons aux 6/(7) de méme indice ;.

L’équation (5), divisée par (S, —S)7(S,— SY, prend la forme (8), p étant
remplacé par g + 7. Si elle admet encore la racine S,, nous cherchons une
solution vérifiant (g) ou S, est remplacé par S, et ou l'indice j varie de § + 1
a ¢ + r. Nous posons’

xiu):)] abl(e),
h
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I'indice A prenant toutes les valeurs autres que ¢~+1,¢+2, ..., g-+r. En
raisonnant comme au n° 5, nous obtenons un nouveau groupe de solutions
verifiant des identités de la forme (11), S, étant remplacé par S,, p par
p'=q-+r et gpar¢>p'. Etainsi de suite.

7. En résumé, nous avons obtenu un systéme fondamental y'(t) constitué
par un certain nombre de groupes correspondant aux racines distinctes de ’équa-
tion en S. Les fonctions de chaque groupe se répartissent en deux classes. Les
Jonctions de la premiére classe vérifient I'identité

(12) | A+ T)=S,(0).
Les fonctions de la deuxiéme. classe vérifient Uidentité
(13) AT =Syl + i ()

Elles sont rangées dans un ordre déterminé. Nous appellerons rang r; d’une telle
fonction son numéro d’ordre compté a partir de la fonction de plus petit indice et
rang complémentaire r; la différence entre ce rang et le nombre v; des fonctions
de la seconde classe, lequel sera appelé le nombre caractéristique du groupe.

Le nombre total des fonctions d’un groupe égale l'ordre de m/u{llplz'cite' de la
racine correspondante de I’équation en S. -

Si le nombre caractéristique est nul, c’est-a-dire si la seconde classe n’existe
pas, nous dirons que le groupe est un groupe simple.

Si §; est racine simple, il n’y a qu’une fonction dans le groupe; elle est de
premiére classe; le groupe est simple.

Les S; seront appelés les décréments. Nous poserons

. o
(14) 1Sjl=09j 2= gloga;.

Les «; seront les décréments logarithmiques.
Nous poserons aussi

(15) H(‘):“)/‘{(t).y/‘l(t)"'.y{n(t)”

et nous supposerons H(o)=1. On sait que

(16) H(t)=edo, A(z):Zf',;u(:)dt,

0

Nous appellerons H/(#) le quotient par H(z) du mineur correspovndan‘t a léle-

ment y/. Ces H/(?) vérifient le systéme différentiel

. aH < \
(17) Tti:—zpki(t)Hln
k=1
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En effet, on a, pourj =1, 2, ..., m,
' m

wl .
ZHf_}’éZO ou I.
i=1 »
D’ou

m

58 Wk
i=1

ou

(dl[ -+ [JL,H;‘> =o0 (J=1,2, ..., m).

Le déterminant Uy,’ || €tant =< 0, on en déduit (17).

8. Identités diverses. — 8i, dans le déterminant H(z), on remplace ¢ par
t+T, chaque élément y/ (¢) est remplacé par S;y? () ou par S;y!(¢) + yi ' (v).
On peut manifestement, sans changer H(?), laisser tomber successivement, en
procédant de gauche a droite, les termes tels que yJ '(¢).~On en déduit que
E—%TTT) égale le produit des racines S;, chacune étant répétée un nombre de
fois égal 4 son ordre de multiplicité. D’aprés (16), on conclut que le produit des
racines de Uéquation en S vaut ¢V, ce qui est d’ailleurs évident sur I'équa-

tion (5).

9. Des formules (12) et (13), on peut tirer I’expression générale de
yl(t+nT), ndésignant un entler quelconque. On a, pour le premier groupe
par exemple,

y’?u+nT>¥:Sw (0, s o1zjzp,
(18) j T k Quek -k . s
yi(t+nT)= ZPS st s pzizy.
k=0

Dans la deuxiéme formule, C! est un coefficient du binome; il d0|t étre
remplacé par zéro si k> n, par 1 si k= o ou n.

La premiére formule est évidente d’aprés (12). Pour démontrer la seconde,
il suffit de vérifier la formule de récurrence obtenue en remplacant ¢ par
t+ (n—1)T dans la formule (13), ce qui donne

D (Ch—Ch, — Gz Sttyft () =o.

Pour n >k, la parenthése est nulle, d’apres une formule élémentaire bien
connue. Pour n==#, le deuxiéme terme de la parenthese est nul, les deux
autres valent un. Pour n <k, les trois termes sont nuls.
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10. On a l'identité , '

" m

SR Ty nT) =3 H(0)y] ().

j=1 =1

En utilisant les formules (18), on obtient, pour le premier groupe,

j—r q
W e+ nT)SEYl () ¥ HI (4 nT)| ¥ CESI y-h(0) | =N 1 (2)y] (0).
H /

J=1 j=p+ k=0 j=t

Comme les H/ sont indépendants des y/, ceci doit avoir lieu quels que soient
les y/.(¢). On en déduit les formules suivantes : -

1

] SR
gﬂ{(t—i—nT):H—'(—,f—)’ si 1) Zp—1,

(19) Wik (1) . .
? H’(t+nT)_2‘Cn+, i S"” (—1)4, si pLj<Lyg.
k=0
p—1
Pour les vérifier, substituons dans I'identité ci-dessus. Les termes 2 H y7 dis-

. . 1 . : =1
paraissent immédiatement et il reste

q qg—J J—=p ‘ q
> [5 Chogor (—1)t S”*‘ ][Z ChS-ly ] :Z 17y

j=p LLk=0 =0 r=p
ou
q —j i—=p q
Y e Qh—k ik it — N Y7
> 2 D, Chopny Ch(— RS yl = 3 HY
: : 71—0 . r:/’

Posons, au premier membre, j +k=setj— h=r; il vient

7 q

Z 2 2 Cn+»—/— Ciz (—1)s/S SHS‘)’{—Z‘ Hjy;.

i=p s=j r=p r=p

Si s>7:, le coefficient de H;y; doit étre nul, soit, en remarquant que
pLrLj s 22

2 Cn+x—/— C, "(—1)~/=o.

Pour s = r, on doit avoir
R

N G (= 1y =

P

=r
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Dans cette derniére formule, on a nécessairement j=r et la verlﬁcatlon est
évidente. La premiére s’écrit, en posant s —r=u >o,

3 Ch oG (— 1o,

k=0

On la vérifie en annulant le coefficient de 2* dans le produit des deux deve-
loppements

(1) r =Y Choa (—1)fah, (14 2)i= Y, Gikant,

k=0 k=0

11. Posons t=nT -0, 0~ 0<T. Les formules (18) et (19) nous montrent
que, pour ¢ infiniment grand, on a a.f){mptotiquement, avec la notation (14),

V)= o ( aL ) - Yiri(0) | em0eriE 2 Meaiter
(20)
. 110 = £ | 0) | e0m ey
i)

Dans ces formules, r; et 7/, doivent étre remplacés par zéro, si ;< o; M et M’
ont une signification évidente.

12. Systéme linéaire non homogéne. — Considérons le systéme
dxl m .
(21) ﬁt—zzpif(t):‘:/_*_fi(t)) (l:IJ 2, ..., M),
i=1

ou les f; sont des fonctions continues. Son intégrale générale est

m

(22) - wz(l)‘“ N V()Y (0),

avec e

(23) " Y;(8) =a;+ A;(¢, f)

et ~

(24) | A, )= / H’ () /x(2) de.
/lal

De (22) on déduit
(25) ‘ Y ()= H ()ai(2).

13. Conditions d’existence d’une solution périodique. — Si les x;(t) admettent

la période T, les équations (21) montrent que les f;(¢) admettent ausst cette
période.
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Béczproquenéent, si les fi(¢) admettent la période T, pour que la solution (22)
admette aussi cette période, il faut et il suffit que I'on ait z;,(T)=;(0) ou,
d’apres (22), (23) et (11),
R . g1 ‘ .
2 [u/('Sl — 1)+ S, A (T) ]y (o) +2 lai(Si—1)+ S,A/(T) A+ a4+ A (T)]y (o)
j=1 - J=p

[y (Se— 1) + 81 A, (T)[§7(0) +...=0,(i=1, 2, ..., m).

Ces équations constituent un systéme linéaire et homogeéne par rapport aux
crochets. Le déterminant est H(o)=1; donc, tous les crochets doivent étre
nuls. D’ou I'on tire, en supposant S, <1,

‘a/: IE'S, Aj(T)  pour 1ZjZp—relj=gq,
(26) S, AT) + @yt Ay (T,
“= 1— S,

pour p=Zj-q—1

et les formules analogues dans tous les groupes. Lo
On en conclut que st aucun décrément n’est égal a un, il y a une solution

périodique et une seule. ¢ ‘
Si S, =1, il faut, pour le premier groupe,

(27) ' Aj(T)=o0 pour 1ZjZp—1et;=gq,
(28) aj=—A;(T)—A;(T)  pour p—+1=j=q.
Les f:(t) doivent vérifier les p conditions (27) et lon a alors une infinité de solu-
tions pérl‘l'odz'ques, dépendant des p constantes arbitraires a,, a,, . .., a,
»
(29) ai= ¥, axy¥ (1) + B, f).
=1

Les B;(t, f) sont des fonctions déterminées, résultant de ce qui précede.
Observons que les f; interviennent linéairement dans ces fonctions;son a donc

(30) , Bi(¢, f) — Bu(¢, /') =Bi(¢, f— f").
De plus, si| /] <]‘(juel que soit £, on a
(31) | Bt ) <AT,

A désignant une constante positive déterminée, égale, & un facteur constant
prés, au maximum des | y;(¢)H/(¢)| pour 0 Zt ZT.

- A4. Solutions tendant vers zéro pour t=- ». — Supposons que l'on ait,
quels que soient k etz >o0,
(32) ' Ife(2) | < Ce®,
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ou C désigne une constante positive et B = /o, 0 <2< ;I, x désignant e plus
grand des a; négatifs.

Convenons de numéroter les solutions fondamentales y/(¢) de telle maniére
que I'on ait ’ '

(33) a;<<o pour j=p, ;>0 pour j>p.
D’aprés (20), on a, pour j Zp,
. ) [
(34) lAj(t)l<mM’Cf et~ dly.
\“ 0

\

Sij > p, l'intégrale A;(+ o ) a un sens et 'on a

. ! o
- (35) (A (- 00) — A (0)] < mM'cf BBt 1%

L

15. Cela posé, choisissons arbitrairement les p constantes b,, b, ...5 b, de
module < ¢. Puis, prenons -
(36) ) a,=—=b; sijp, aj=—Aj(+w) sij>p.
Des formules (22), (23) et des inégalités (34), (35), on déduit

Yz P ~m
(37) |2:(¢) ]| e Bt<< Mp [Z e(“/—ﬁﬂt"i] + mMM'C {2 X, -+ 2 X;] ;

j=1 j=1 j=p+1
en posant
4
X, = e(ﬁi—ﬁ)’t"if el di pour j<Zp,
Y [
(38) . +e ,
X' = elo=Bigr; f eB=igride  pour j>p.
t

Pour j—<p, on a a;,—B—Za(1—h)<o. Le maximum de e*~*¢7, pour
0t + o, est » '

e Tirti
3 ) PELY A )
(%9) 1= By
Posons ensuite . ‘
(o) N,:=max de X;,  N;=maxde X}.

Ces maxima sont finis. En effet, pour j < p, on a

2B —a;>oa(2h—1)>0. .

. . edigw; L ‘
Pour ¢=4 =, la valeur asymplotique de X; est g dont la limite est

, . » . , eBtyw;
zéro. Pour j >p, on a 23 — ;< o; la valeur asymptotique de X, est L

dont la limite est encore zéro.
Ann. Ec. Norm., (3), LXV. — Fasc. 4. ’ 39
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Il résulte de tout ceci que I’on a, quel que soit¢> o,

(41) | z:(2) | < (pP + CP’) ef,
avec
. 14 14 ) m
(42) P:M(Z M,>, P'= mMM <2 N+ Y N;.>.
. j=1 : j=1 J=p+1

On en conclut que la solution considérée tend vers zéro pour t=- . Elle
dépend des p constantes arbitraires b;. Nous la-désignerons par la notation
z;(t)=®;(f, b). On a évidemment ’

(43) O f, b)— Byl g, b) =0y f— g, 0).

/

16. Les constantes M;, N, N} dépendent uniquement des hombres entiers
r;, r';, des décréments logarithmiques o; et du choix de la constante A. Si tous
les déctéments sont éloignés de un, ces constantes ont évidemment une valeur
finie. Mais, nous rencontrerons plus loin le cas ou certains décréments ont un
module <1 et infiniment voisin de un. Examinons I'ordre de grandeur de P et
de P’ dans cette hypothése.

Posons a=—7A, A étant infiniment voisin de —+o. Si o, est infiniment
voisin de un et si j<p, on a

La formule (39) montre immédiatement que M;= O(A~"7). Comme r;—Zw;, il
s’ensuit que st w désigne le plus grand des w; correspondant a des décréments
ayant un module <1 et en différant par O(1), on a ‘

(44) P =0(v).

Cherchons 'ordre de grandeur de N;, dans la méme hypothése que ci-dessus.
Posons
(2@;a~)t:(k'—211)lt:x- et —/:i—-n
/ Y

On a

X;=[(k—2h)2]"itx e"‘nrvx"jf e x"jdx.

0

Le rapport » étant >>1, la fonction de x constituée par le second facteur tend
vers zéro pour £ =+ . Elle admet donc un maximum fini et 'on a

Nj= O (ko).

Supposons maintenant ;= kA et posons

k—+h
k4 2h

(aj— 2B t=(hk+2)ht=2x et =n.



EXISTENCE ET STABILITE DES SOLUTIONS PERIODIQUES DE CERTAINS SYSTEMES DIFFERENTIELS. 311

On a
+ ,
X = [(k+2h)A]""i~1 x e"-’-’x’"/‘f e~z dx.

Le rapport n étant <1, la fonction de « constituée par le second facteur tend
vers zéro pour £ =+ o. Elle admet donc un maximum fini et I'on a

N} = O (a—o).

Il résulte de cette discussion que si lon appelle ' le plus grand des «; corres-
pondant a des décréments ayant un module > 1 et en différant par o(.), on a

(45) ) P'=0(A-—").

7

Dans le cas ou les groupes correspondant a des décréments ayant un module
différant de un par o(\) sont tous des groupes simples, on a

(46) P=0(1), P’:'O<%>.

17. Systéme non linéaire. — Considérons le systeme

H }
(47) %%’:f,(:l) (i=1, 2, ..., m).

Nous faisons les hypothéses suivantes :

1° Les fonctions f; admettent la période T par rapport a ¢.
2° Le systeme admet une solution Z;(z) de période T.
3¢ Dans le domaine (D) défini par

(48) [z Zi(8) | <R,

et quel que soit 7, les f;, considérés comme fonctions des s, sont continus et

Lk .y . df; 0% 7
admettent des dérivées premieres et secondes continues f;;= d‘—f, (= 5—%—
j =02k

Toutes ces fonctions et dérivées sont également continues par rapport a ¢.

Nous appellerons p;;(t) et p;(¢) les fonctions périodiques obtenues en
remplacant les = par les Z () dans f;; et fi;,. Le systeme (1) sera dit systéme
linéaire associé au systéeme (47). ' ‘

Pour faciliter le langage, nous ferons jouer a zle role du temps et nous consi-
dérerons les z; comme les coordonnées cartésiennes d’un point (z) de I'espace
4 m dimensions. La courbe décrite par ce point quand les z; vérifient (47) et que
z croit de o & + oc sera dite une trajectoire du systéme (47).

Appelons (z,) la position de (z) pour =0 et domaine (D,)le domaine défini
par - :

(49) |si(0) — Zi(o) | <R,.
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Nous dirons que la solution (Z) est szable si I'on peut choisir R, assez petit
pour que, guelle que soit la position de (z,) dans(D,), les différences z,(t) — Z (1)
vérifient (48) quel que soit £ > o et tendent vers zéro pour ¢ = - oo.

-18. Posons '
(50) s=Z(0)+a, Fuw, O)=fL+a, )= fi(Z, 1) = ¥ py(t) ;.

Les équations (47) s’écrivent

(51) | 'd“—ZWUMwFWJ>

Si les points (z) et (z') appartiennent au domaine (D), on a, en vertu des hypo-
theses faites au n° 17,

(52) EFi('Trl)‘<KR27 [Fi(‘T}t)_Fi(x/7t)|<K/Rl:Z|x/_x.,i‘]7*

K et K’ désignant des constantes positives proportionnelles au maximum des
modules des dérivées secondes f;; dans le domaine (D).

19. Solutions tendant vers la solution périodique pour t = . — Adoptons,
pourle systéme associé, les notations dun® 14, de sorte que p désignera le nombre
* des décréments ayant un module <1, chacun d’éux étant répété un nombre de
fois égal 2 son ordre de multiplicité. Choisissons arbitrairement les constantes
by, by, ..., b,, de module < p. Nousallons leur faire correspondre une solution
du systéme (47) par la méthode des approximations successives.

Soit ] (t) la n*™ approximation. Posons F;(x", 1) =F}'(¢). Nous déterminons
nos approximations successives par les formules

(53 a0 =B(F, b),  2t=®,(0, b)

avec la notation du n° 15.

20. Nous allons démontrer que l;on a, quel que soit n,
(54) | @ (¢)] <pBaeht,  pB.<R,

les B, désignant des constantes positives pr0v1501rement indéterminées et le
nombre introduit au n° 14.

D’aprés (41), on peut prendre B,=P. :
Admettons maintenant I'inégalité (54) au rang n — 1. D’aprés (52), on a

| F2-1(2) | < KgB2_, e,

Cette inégalité est de la forme (32), avec C = Kp“’Bn .Onadonc, d’apres (41),

i (t)| < (pP + P'Kp2B2_,) eB,
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et 'on peut prendre
(55) B,—=P+QpB2,, Q=PK.

~

Si B, tend vers une limite B, pour » =+, cette llmlte est donnée par I'équa-
tion du second degré

(56) ‘ ¢(B)=QpB*—B+P=o,

laquelle a des racines si

(57) <7pg’

Je dis que B,>>B,_,. Ceci revient & ¢(B,_,) > 0. Cette condition est manifes-

tement remplie pour n =1. Admettons B,> B,_, et démontrons B, , > B,, soit,

d’apres (55),

P+QpB;>P+QpB; ),

ce qui résulte de B, > B, ,. '
Ceci nous apprend du méme coup que B, est extérieur aux racines de (56).
Je dis que B, est inférieur a la plus petite racine. Il suffit de démontrer

1 . . \ 1 ,
que B, < YIS Pour n=o0, ceci revient a P<5P_Q’ conséquence de (57).°

Admettons la propriété pour B,. On a

_Qp I 1
B,,+1__P+()pB <P+ 4Q2 _P+4—QP<2QP’
d’aprés (57). Donc, la propriété est vérifiée pour B, ,.
Il résulte de ce raisonnement que B, tend, en croissant, vers la plus peute
racine B de 'équation (56). On en conclut que I'on, a quel que soit n,

-

(58) 2P ()] <pBebe.

Reste a vérifier B < R. Pour cela, il suffit que 9( > < o, soit

Xy R(1— QR -
(99) p< —(—I#’ .
ce qui exige
(60) R< G

. . . , . R . -
Si cette derniére condition n’est pas remplie, Fest> —IQ, c’est-a-dire plus grand

que la somme des racines de I’équation (56), donc a fortior: plus grand que la
plus petlte racine B.

21. Occupons-nous maintenant de la convergence des approximations. Posons

ul (¢) =i (L) — ;=" (£),
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et admettons que I'on ait, quel que soit 7,
(61) " Luf(6) | <Uneb,
U, désignant une constante positive. D'apreés 'identité (43), on a
Wi = @, (Fr— Fn1, o).
Or, la deuxiéme inégalité (52) nous donne, en tenant compte de’ (58) et (61),
[F2(e) —Fr1(¢) | < mK'BpU,e,

Cette inégalité est de la forme (32) avec (“_mK’BpU,l On ‘a dongc,

d’apres (41),
ul™' ()| < mP'K'Bp Uyed,

et 'on peut prendre
) U,py=mP'K'BpU,.

Les séries «;(¢) sont absolument et uniformément convergentes si B < —=- f”K’P

11 suffit pour cela que ¢ <m> soit <Z o, ce qui exige

mP K — Q
(62) < PmQP"ZKE’
sous réserve que
(63) Q< mP'K'.

Si cette derniére inégalité n’est pas vérifiée, ——— P’K’ est > Q s ¢'est-a- dlre que.

la somme des racines de (56), donc « fomon plus grand que la plus petite
racine B. :

22. En définitive, st p est assez petit pour que les tnégalités (57) et éventuel-
lement (59) et (62) soient toutes vérifiées, les fonctions &' (¢) tendent unifor-
mément, pour n= oo, vers des fonctions déterminées x,(¢). Ces fonctions
vérifient le systéme (51). En effet, la différence F;(x, ¢) — Fi(2", t) tend uni-

'

formément vers zéro, d’apres la deuxiéme inégalité (52). Donc, la dérivée %—

tend uniformément vers Zp,-j(t)xj—}— Fi(x,t). Il en résulte que cette limite est
la dérivée d—a”,j—’ Donc, I’équation (51) est vériﬁée.

Nous avons formé une solution du systéme (51) qui, d’aprés (58), tend vers
zéro pour,t=- . En remontant aux z; par les formules (50), nous obtenons
une solution du systéme (47) quitend vers la solution périodique (1) pourt = + o,
quelles que sotent les p constantes arbitraires b;, pourvu qu’elles soient asses petites.

Pour ces solutions, on a a;=1b; sij<p; sij >p, a; est la limitede — A ;(F")
pour n=o0; c’est une fonction déterminée des b,. La position initale du point
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(z) étant donnée, d’apres (22), par les formules

: ) ,,,,
s(0)=Zu(0) + X biyf(0) + ¥ a;pi(o),
i=1 j=p+1

on voit que I'ensemble (D) de ces points constitue une multiplicité a p dinien-
sions, que nous appellerons domaine restreint de stabilité. La question se pose de
savoir s’il existe d’autres solutions que les précédentes tendant vers la solution
périodique pour =+ o. Cela est probablement impossible; mais je n’ai pu en
donner une démonstration rigoureuse.

23. Condition de stabilité. — Pour que la solution (Z) soit stable, il faut et il
suffit que le domaine (D, ) soit un domaine (D,) & m dimensions, c’est-a-dire
que I'on ait p =m. Dopc,

TukorkME. — La condition suffisante et probablement nécessaire de stabilité est
que tous les décréments aient un module < 1.

Le domaine (D,) est un domaine linéaire, dont chaque point est 4 coup sur
le point de départ d’une trajectoire tendant vers la trajectoire périodique. Mais,
le véritable domaine de bt&blllt@(A ) est plus étendu. Il comprend certainement
(D,); mais, nous ne connaissons pas sa frontiere exacte.

Dans le cas particulier ot le module maximum des décréments est de la forme
1 —4&, % étant infiniment petit positif, on a — o =0(2); les constantes P’ et Q
sont infiniment grandes. D’aprés (57), ¢ est infiniment petit. Donc, 57 le module
maximum des décréments de module <1 est infiniment voisin de un, le domaine
restreint de stabilité (D) est infiniment petit dans toutes ses dimensions.

Faisant toujours I’hypothése précédente, supposons que les groupes corres-
pondant aux décréments de module infiniment voisin de un soient tous des groupes

simples. D’apres (46), la constante P est finie et P'=0 <%> Supposons mainte-

nant que les fonctions f; du n° 17 soient multipliées par ); de sorte que les cons-
tantes K et K’ de (52) valent O(2). La constante Q du n° 20 est finie, donc aussi
les seconds membres de (57), (59) et (60). Il en est de méme de P'K’, donc du
second membre de (62). On en conclut que, dans ce cas, le domaine de stabilité
reste fint quand )\ tend vers zéro.

24. Cas ou il existe une infinité de solutions périodiques. — Supposons que le
systéeme (47) admette une infinité de solutions périodiques Z;(Z, p, tha, ..., 1)
dépendant des paramétres p»h, en nombre ném -Nous supposons que Ies Tone-
tions Z; sont indépendantes, c’est-a- -dire que n quelconques d’entre elles ne sont
liées par aucune relation mdependante des p; et vérifiée quel que soit z. Ceci

0Z;
revient & dire qu’aucun des jacobiens formés avec les o " est la’entzquement nul.
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On a

Z;
%;—ﬁ(z 0.

Dérivons par rapport & ., :

_ 9Z;
dledt Zf,,(Z, t) I

- Ceci exprime que les fonctions g—ij—lvériﬁent le systéme linéaire associé. Celui-
ci admet donc n solutions périodiques. Ces solutions sontlinéairementindépen-
dantes, sauf peut-étre pour certaines valeurs exceptionnelles des . En effet,
si elles ne I'étaient pas, tous les jacobiens ci-dessus mentionnés seraient iden-
tiquement nuls, contrairement & ’hypothése. '

On en conclut (n°7) que ['équation en S admet la racine S =1 comme racine
multiple d’ordre n au moins.

Donnons aux p, des valeurs numériques - determmees et supposons que,
pour ces valeurs, le nombre -des ;<1 soit p. Comme il y a au moins n décré-
ments égaux a un, on a nécessairement p ~_m — n. Vous-savons (n° 22) qu’il
existe un domaine restreint de stabilité (D) a p dimensions, tel que toute solu-
tion issue d'un point de ce domaine tende, pour ¢ = o, verslasolution pério-
dique envisagée.

Faisons maintenant varier arbitrairement les y, a 'intérieur des limites pour
lesquelles les hypothéses précédentes sont valables. Le domaines (D) engendre
alors un domaine (D,) &4 n—+ p dimensions. Par tout point M, de ce domaine
passe un domaine (D)) et un seul ('), auquel correspondent des valeurs déter-
minées des w, et par conséquent une solution périodique déterminée (Z) du
systéme (47). Soit P, la position du point (Z) pour t=o. SiI'on fait partir, au
temps zéro, M de M, et P de P,, la distance MP tend vers zéro pour 1=+ oc.
Par conséquent, /a solutzon issue de tout point de (D) tend vers une solution
périodique.

Pour que (D,) soit un domaine a m dimensions, il faut et il suffit que I'on ait
p=m — n. Nous dirons alors que /e faisceau des solutions périodiques est stable
et que (D) est son domaine de stabifité. On a donc le théoreme suivant :

ThioriME. — La condition nécessaire et suffisante de stabilité est que le décre-
ment S =1 soit racine multiple d’ordre n de l'équation en S et que les. autres
décréments atent un module < 1.

25. Cas ou les fonctions f; sont indépendantes de t. — Dans ce cas, s'il existe
une solution périodique Z;(¢), il en existe une infinité Z;,(z + ), 1 désignant
une constante arbitraire. Quand on fait varier ., la trajectoire fermée correspon-

(') Sile champ de variation des ws est assez restreint,
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dante reste fixe; mais le point de départ P,, de coordonnées Z; (@), varie sur
cette trajectoire. ‘ :

On se trouve dans un cas particulier du cas examiné au n° 24, la solution
périodique du systéme associé étant Z; (¢4 ). Pour que la trajectoire soit stable,
i faut et il suffit que les m — 1 décréments autres que un aient un module < 1.

26. [ntroduction des fonctions perturbatrices. — Considérons maintenant le
systeme

dz; .
(64) d_zt:f,-(_:, t) + hgi(z, 0).

Les fonctions /; sont les mémes qu’'au n° 17 et seront appelées fonctions princi-
pales. Le facteur A est un facteur positif arbitrairement peuit. Les fonctions g;
seront appelées les fonctions perturbatrices. Le systéme obtenu pour A = o sera
appelé le systéme principal. Nous supposons, comme au n° 24, qu'il admet une
solution. périodique principale Z (¢, 1), dépendant des n paramétres p,. Nous
admettons que cette solution est stable (*). Il s’ensuit (n°® 24) que la racine

ments ont un module .<1. Les solutions fondamentales du systéme associé
I te . P I . . ] Zl‘

étant toujours désignées par la notation y/(¢), convenons que y;(t) = g]f pour
2

1~ a~n. Nousappellerons Y une limite supérieure des|y/(¢)| pouro=¢T.

Rappelons (n° 13) que les conditions nécessaires et suffisantes pour que le

systéme linéaire avec seconds membres ait une solulion périodique sont

A;(T, f)y=o pour j=n. Si elles sont remplies, la solution périodique la plus -
genelale est

n

(65) =Y ey )+ Bt ),

=1
‘

les ¢, désignant des constantes arbitraires. -

Nous appellerons toujours domaine (D) le domaine défini par (48), lorsque
les ., sont assujettis a rester eux-mémes dans un certam domaine.

Nous supposerons que les f; admettent, dans (D) des dérivées partielles
continues jusqu’au troisiéme ordre inclus et nous appellerons M, une limite
supérieure des modules des dérivées d’ordre p. De méme, nous supposerons
que les g; admettent, dans (D), des dérivées partielles continues jusqu’au
second ordre inclus et nous appellerons N, une limite supérieure des modulgs
des dérivées d’ordre p. :

Toutes ces conventions étant admlses, nous nous proposons de chercher les
solutions périodiques du systéme (64) voisines des solutions périodiques princi-

(1) Cette condition n'est pas indispensable pour Iexistence de la solution périodique. Mais elle
’est pour sa stabililé. ' )

Ann. Ec. Norm., (3), LXV. — Fasc. 4. , ho
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pales 7.(t, 1) et d’en reconnaitre la stabilité. Nous pourrons donc, dans ce qua
va suivre, supposer o — t—T.
27. Recherche des solutions périodiques. — Posons
(66) 5= Zu(t, )+ Ay,
L’équation (64) devient

(67) -‘?—‘3‘—’~zpz,<m,+ Ty 1)+ WF i, 1, )

avec “ -

(68) Fi=Gy(ar, t) + Mi(a, £, 1),

(69) Gi(z, t)= é EEPtik(t)l'/fk+2 qi (1) ),
. ]' k /

1 . 22
(70) li=15 [/,.(Z e, 1) = [l () = 1Y, pyay— = Zpi/kfia‘k]
) k

i j
-+ % l:gi(Z —+ )\1?, t) — gi(Z, t) — )\2 qi/.‘,[./,:l‘

Les pijx et q;; de51gnent les résultats de la substitution des Z aux z dans les

dérivées partielles /i et g,
Imposons aux x; de vérifier les conditions |x;| <R/, le nombre positif R’
. devant étre précisé ultérieurement. Les conditions (48) s’écrivent alors

(71) AR’ < R.
De (69) on déduit

(72) iG,-i<mB’<$Mg+ N,), M.+ N,.

De (50) on déduit
L= Z 2 Zf,,kh(é + M, )+ - Z Zg,/;l(7 + 20z, t)an,

f et B étant compris entre zéro et un. D’ou
(73) 1 Ji| < mR(M;+ Ny).
Puis
® 9J; 1 ' I
T - = 7— f,,(Z —+ 7.x‘, t) — Pij— ).Zpijkwk -+ )—\[gij(Z + Az, t) — qii]

k

1
— > 2 Zfil'kh(z + Mz, t)xh+~2 gun(Z + 20 2, ).
k h E h
D’ou

(784) : ldJ |<mR’(M3+Nq)
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28. Pour que les z sotent périodiques, il faut et il suffit que les « le soient,
c’est-a-dire que 'on ait, pour =1, 2, ..., n,

Ai[T, g(Z) t)] -+ )\A,(T, F) = 0.

Si A tend vers zéro, on a, a la limite,

\
(75) AT, g(Z, t)]:vo' (i=1, 2, ..., n).
Moyennant quoi I’équation ci-dessus devient
(76) AT, Fy=o0 (I=1,2, ..., n).

Les équations (75) contiennent les paramétres p.,, car il en est ainsi des p;;
ot des Z. Nous les appellerons les équations en w et nous supposons qu’elles
admettent une solution, que nous substituons aux p,, restés jusqu’'a présent
indéterminés. :

29. Nous allons maintenant construire une solution périodique du systéme (67,),
en appliquant la méthode des approximations successives.

La p™ approximation x(¢) sera définie par la condition d’étre périodique
et de vérifier les équations (67) quand on y remplace les F; par

Fr=t (¢, M) =F;(ar, ¢, ) =GP~ - AJ/— 1.

De plus, nous prenons z}(¢) =o.
Supposons que les 7' (¢) vérifient (76). Les .27 (¢) sont donnés par (65),
soit \ ‘

n

(77) Ll = ) - ule) = 407 (1),
) a=1 ' :
en posant
(78) f‘l)i(l):Bi[A g(Z,v l)ly
(79) 07(¢) = Bu(¢, =) = Bu(t, Gr=t) + 1By(¢, I
On a J
(80) il <ANy [0/ <AmR I—);—RMQ—}— Ny A(M; + Nz)]:é).

Nous déterminons les n constantes ¢, par les conditions

(81) AT, Fr)y=o0 (i=1,2,...,n),
qui sont nécessaires pour que les ;"' (¢) puissent étre périodiques.

30. Posons, pour simplifier I’écriture, -

(82) = D ki) -+ 9(e),
x=1
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de sorte que @ =&+ 107, On peut écrire
) Gf':-Gz(E”: t) + AP; l;p’ or),
avec

(83) P,= éz Epi/k('&jek—kgke/—i- 20,0;) +Eq[j0/.
' ik i
I’équation (76) devient
(84) AT, G(E, 6)] = — AA(T, PP Jp)  (i=1, 2, ..., n).

A premiére vue, le premier membre semble étre un polynome du second

degré en cj. Mais, en réalité, il n’est que du premrierdegré. Le coefﬁc1ent de cycf
dans G;(&?, t) est

Ki(¢)=- ZZPUL([)}/,(t)}z(l)_ ZEFUK( )gi gi;

Je dis que A;(T, K)=o.

En effet, considérons la solution périodique Z;(¢, o. 4+ Av) du systéme prin-
cipal, les v, désignant des constantes arbitraires. On peut écrire (67), eny
remplacant g; par zéro et les ; par ‘

. 0Z;
4= 3 [2)6 g ) = 28 W] =X 5L vat 00,

Avec ces @;, les conditions (76) sont nécessairement vérifices, quels que
soient A et les v,. Or, si A tend vers zéro, le coefficient de v,vg dans G; a pour
limite K;(¢); on a donc bien A;(T, K)=o0, comme nous I’avons annoncé (').

(1) On peut aussi faive une vérification directe. Posons

N H prja= P
k=1
Il faut prouver que/ <2 ZP % y,l>dt = o. En dérivant %Z~ = f, on a
Pyt Bl a8 oy
g ol . dup Jt —Z zh,l)k//z}’/ .Y-/L+Zpk/ ‘7@
: J j
; Zn
x=X Bt =X (72 -%p 32),
j
T ad dH: .
c =1 § .71: f (___/ Nt
[ X di = [ Hi, 2k 3 | sz% . +;m,ﬂk i

L’intégrale du second membre est nulle, d’aprés (17). D’autre part, les fonetions ﬂ sont pério-
dug

Do

diques. D'aprés (19), il en est de méme des H%, puisque i< n et que le groupe correspondant & la
racine § =1 est un groupe simple. Donc, le terme intégré est également nul.
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31. L’équation (84) se réduit &

n
2 C?(’g = Pi7
o=1

avec

m

=Y f [ZPm(y, ot yE9) + X qu ]ﬂ’

Jik j
pi—=— L[—- )LA,(T, Pr4 JP)’

h=1

m

T
Li:Ef H‘}I[ZPIUHP/’{MJPEVU?/]dl- \
‘ n=1"" ik j

Ecartons le cas exceptlonnel ou le déterminant || C¥ || serait nul. En résolvant
le systéme linéaire ci-dessus, nous obtenons

(85). . | h=v.+2Q4, -

avec

n
i ve= S E,L, Qg:—.ZRQAi(T, Pr+Jr).
VT
i=1 i=1 .
Les E! sont des coefficients constants, résultant des formules de Cramer.
Les v, sont également des constantes connues. Quant aux Qf, ils contiennent.

les inconnues c par 'intermédiaire des 7. :
D’apres (83), on a

()PII' I . [
Py Z ZP:‘M()’;3 0+ 20,).
j ok

defg 2
D’ou, d’apreés (80),

OAL(T, Pr)
dcg

mP\

<A‘—’m“M3YR’[ M,+ N;+2(M;+ N, )]
Puis

dJ{’ B m i]_l- .
I k=1

%2

D’ou, d’aprés (74),
dA(T, Jr)
l___d(,, ‘<Am YR/(M,+ N,).

Si I'on appelle E le plus grand des |E. |, on a donc

6) |2%| <EnAm YR’[AmM <—RM,+N1+1M$+X\I>+M3+N2]:'Q.

d/’

004

/
De plus, les dérivées 5> sont deb fonctions continues des cf. Dés lors, on
!

’

peut appliquer le théoréme des fonctzor_zs implicites au systéme (84).
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32. Utilisons la démonstration de ce théoréme par la méthode des approxi-
mations successives (*). [mposons aux ¢; la condition d’avoir un module < C.
On a, d’apreés (83), - ‘

P < m?M.l('D(nYC AN, -+ g(a) 4 mN,0 = D.
En multipliant le second membre par A, on a une®limite supérieure de
|A:(T, P#)|. D’autre part,.on a, d’aprés (73),

FA;(T, In | < AmR/(M;4 N,).
Done, -
1Q2| < nEA[P + mR'(M;~+ N,)]. .

Appelons v le plus grand des |y, |; la condition | ¢} | < C est entrainée par

v+ hnEAm [R’(M:—!— N,) + mMﬂ)(nYC -+ ANy + 2@) —+ NJB] <C
ou
(82) Cl1—2n2m*EAM,YO) > ¢
+?\nmEA[R’(M3—hN2)+IIIM.Z@<AN0~+— 2®>+N,®J, *
ce qui exige
(88) An2m2EAM,YO <1.

Ces conditions étant remplies, la convergence des approximations est asSurée
sil’'on a
(89) 1Q<r.

Le systéme (85) admet alors une solution fonction continue de 7 et telle
_que |ci| < C; d’ou |2} | < nYC+ AN, +20. La condition |a!|< R’ est donc
assurée sil’on a

(90) nYC + AN, + 20 < R'.

33. Examinons maintenant la convergence des !, c}. Posons

=z — 2", 0h =l — B!

‘et supposons |u! | < U,et|e¢;|<V,. Ona
uprt =3 gt yB () 4 A0 — 7).

x=1

Or,
Of—H — 0{): Bj([, F/’T— FP—‘)‘

(") CJ. Variwon, Théorie des fonctions, no 122.
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Les fonctions F, ont des dérivées premiéres continues par rapport aux ;.
D'aprés (68), (72) et (74), leurs modules sont bornés par

(91) . a=mRM,+ N, +-2mR' (M, + N,);

on a dogpe

| Fp—F7~' | < aU,.
D’ou

|07+t — 0| < AaU,.
EtI'on peut prendre,

(92) Upi=nYV,+ hAaU,.

La formule (85) nous donne v;’“ = MQL " —Q%). Or,

"

. n dP

)+ 1 ) :

| Pyt — Py 1<e§; ’—M
Pp=1

‘ m dpl
Vi + 3 iW/ |AzzUp.
j=1

On a

ldPl < m>*M,Y0.
dcg
Puis
()P[ Q .
o0 :ZPiik(;H- A0k) + i
k
d’ou
9_& <lnM‘._,P\’+ N,. *
()0/
Done,

| PP — P/ <L nm*Mu YOV, +4- m(mM, R+ Ny)AaU,.
Puis, d’apres (74),
: I 7| < m R (Mg + N) U, .
On peut donc prendre
(93) \',,H:)\(bV,,,.,—l—/fU,,—{—_(lU,).r,),
avec .
(94) b=Anm>M, YO, c=mA2a(mM,R' 4+ N,), d=Am*R (M;+ N,).
De (92) et (93), on tire

Aa(t—2b) 4 neY Aa+ ncY

1= g 1T—b—rdnY
Upir=2U, 1— Aib —hdnY <}U"1—Ab—-)\d/z}

La-convergence uniforme est assurée si ’on a
8

(95) MAa—+neY 4-b+dnY).<1.

- 34%. En définitive, le systéme (64) admet.certainement une solution pério-
dique si les inégalités (71), (87), (88), (89), (90), (95) sont toutes vérifiées.
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D’aprés (87), C doit étre >>y; prenons C—_zy Puis R"'=AN,+3nY~. Les
inégalités (87) et (go) deviennent

(96) AnmEA [anzY@) + R'(M;+ No) + (mM;AN;+ N )0 + émM,@?] <.

(97) 0 <nYy.

Le nombre A doit maintenant vérifier les inégalités (71), (88), (89), (955,
(96), (97)- Il est évident qu’il suffit pour cela de prendre % assez petit. Donc,

TaeoriME. — Le systeme (64 ) admet certainement une solution périodique si A
est inférieur & une certaine limite non nulle \,.

La démonstration précédente nous donne le moyen de calculer cette solution
avec une approximation théoriquement illimitée, Si I'on s’en tient a la premiére
approximation, on a

(98) @) =X i)+ wlt),

A=1

les ¢, étant donnés par (78) et les v, par le systeme linéaire

n
=2
=1

’%—F Dk

gNv
o~

(()C)) Ai[Tr G(gy t)}:o,

35. Stabilité. — Pour que lasolution périodique soit stable, il faut et il suffit
(n°23) que les décréments du systéme associé a (64)aient tous leur module <1.
Ce systéme s’écrit

dy, ‘
(100) . 7‘};—:2"1'/(5))’/'/
i

avec
rii(8) = fiy (L + ha, t) + 2 gy (Z + da, 1),

les a, étant les fonctions-périodiques précédemment calculées. Cette formule
s’écrit - .

rij(8) = py () + ki (2) + O(22),
avec

(101) - Sij(t)ZEPijk(t)xk(t) ~+ qii (1),
’ k

les z(¢) étant réduits & la premiere approximation, donnée par (98).
Pour A = o, 'un des décréments S, =1; les autres ont un module <1.
Comme lés r;(¢) sont des fonctions continues de %, il en est de méme des
coefficients de I’équation en S, d’apreés les formules (7) et la convergence uni-
forme des a;;. Il s’ensuit que, pour A tres petit, on a n décréments voisins
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de un, soit 1+ Agy, et m-n décréments voisins des autres S;, donc demodule <1,
si A est assez petit.
Or, sig,— oy, + 13,, on a
- |1+ Aoy 2= 1+ 2Qay,+ 22 (a} + B}).

La condition cherchée est donc o, < o; tous les o), dotvent avoir une partie réelle
négative, sous réserve que A soit assez petit.

36. Voyons maintenant comment on peut calculer ces 5,. Pour A =o, le

systéme (100) admet la solution périodique u,-(t):Z 01y (1), les p, désignant

. h=1
des coefficients constants arbitraires. Pour A infiniment petit, il admet la
solution voisine y;(t)=uw;(t) + 7¢;(1)+ o(2*). Les fonctions ¢; vérifient le
systéme ' '
der ~
r :Zpi/(l)"/+ bi(t), ,

j=1

avec

n

']Ji(l)zz.s‘,-/(t)u,;(t).

j=1

L’intégrale générale de ce systéme est

(102) () =3l [0+ K (0], K=\, ),

j=1
Eerivons que y,(T) = (14 A7) y.(0), ¢’est-a-dire
w;(TY) 4+ Ao (1) = (14 20) [w;(0) 4+ ko (0)] - O (22).

En tenant compte de u;(T)=u;(0), divisant par A et faisant tendre %
vers zéro, il vient '
0(TYy=0cw;(0) + vi(0),
ou, d’apres (102),

m m

25,)‘{(0)[(5,-—{— K;(T)] — ogu;(o) -—Z)’{(o)u,': 0,

j=1 j=1 .

ou, en tenant compte de ce que S;=1 pour j=_n et posant a;(S,—1)=10;
pourj >n, . )

o —
Z b/‘)’{(o)"i_ES]’K/(T))/{(O)__0-29131(0)—0.
j=nt j=1 a=t

Ann. Ec. Norm., (3), LXV. — Fasc. 4. 41

'
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Ceci s’écrit
n m

QUKD —opa] yE(0)+ ¥[8+ K (T)]yi(o)=o.

} j=1 L J=ne
Le déterminant ||y’ (0)] étant £ 0, on a
(103) Ki(TV—opj=o0, j<n; b+ S;K;(Ty=o0, j>n,
D’autre part,
Kj(T)= Y. K,
a=1

avec

l\a:Z 2/ H (8)spa(t) s (t)dt‘

k=1 h=1 "

ou, d’apres (101)et (98),
' AT ' / n
K%'—-‘—'E 2/ Hi (0 [ZPM:‘(U\EY@}’%"— ‘?i>+ q/rh(t):l)’%(t) dar.
k h 0 i ) B=1

Le coefficient de vg est nul (n° 30). Donc

(104) K“=Z Zf Hi ‘“I'Zmuw:m-w-u qmz)]ys:u)du

k=1 h=1
Portant dans (103), il vient

zth}l(T)——alo,-:o (J==1,2, ..., n).

h=1

Eliminons les ¢,

Ki(T)—¢ Ki}(T) ... K{T)
(105) VKT K?(T)—a o KTy |
K, (T) K2(T) ... KyqT)—0o

Telle est I'équation déterminant les ,; nous 'appellerons /’équation de stabilite.

" La condition nécessaire et suffisante de stabilité est que toules ses racines aient
leur partie réelle négative, sous réserve que \ soit assez pelit.

Remarque. — Supposons que chaque Jfonction perturbatnce & sout la somme
de plusieurs fonctions perturbatr ices partielles et tenons-nous en a la premiére
approximation.
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I.’équation (75) peut étre obtenue en additionnant les équations analogues
correspondant aux différentes fonctions perturbatrices partielles. De méme, la
formule (104) nous montre que chaque K* peut étre obtenu en additionnant les K
correspondant aux différentes fonctions perturbatrices partielles. Cela résulte de
ce que cette formule contient ¢; et gy, linéairement et de ce que laformule (78)
est également linéaire par rapport aux gj.

37. La condition de stabilité étant supposée remplie, appelons (I',) la tra-
jectoire fermée correspondant a A =o. Elle est parcourue par le point P,, de
coordonnées Z;(¢, ). Appelons A, la position de P, pour t=o.

Supposons maintenant A > o et suffisamment petit. Nous avons une trajec-
toire fermée (I'), parcourue périodiquement par le point P,. Appelons A, la
position de P, pour z=o. Lorsque % croit a partir de zéro, A, part de A, et
décrit un certain arc A H.

Autour de A, existe un certain domaine de stabilité (4,), contenant le
domaine linéaire (D,) du n° 23.

Supposons maintenant que A tende vers zéro, Les n décréments 1+ Ag,
tendent vers un. Donc (n°23), le domaine (D,) se réduit, & la limite, au point A,.
Mais, on peut se demander quelle est la limite (A,) du domaine complet (A,).
Nous ne pouvons pas répondre a cette question d'une maniére précise. Exami-
nons seul€ément si (4,) peut contenir un arc de (I')) comprenant A,. Soit B,
un point de cet arc. Faisons partir, au temps zéro, M de B, et P de A,, en suppo-
sant A assez petit pour que B, appartienne a(4,). Nous savons que la distance MP
tend vers zéro pour ¢:=- . Faisons maintenant tendre A vers zéro, en
laissant B, fixe. A la limite, A, vient en A,. La distance MP tend encore vers
zéro pour t =+ oo . Ceci n’est possible que si B, appartientau domaine restreint
‘de stabilité du point A,. Il en résulte que ce domaine restreint contiendrait ’arc
ci-dessus. |

Il est probable que ceci n’a pas lieu en général; mais, nous n’eén sommes pas
sirs. Il y a toutefois un cas out nous avons cette certitude; c’est le cas ou les
fonctions principales sont indépendantes de z (n° 37). En effet, dans ce cas, les
points M et P décrivent tous deux périodiquement la trajectoire (I'y). Leur dis-
tance est fonction périodique dez et par conséquent ne peut pas tendre vers zéro.

38. Cas ou les fonctions principales sont indépendantes de t. — Supposons
qu’il existe une seule solution périodique Z;(t), a un changement prés de l'origine
des z. On en déduit la solution plus générale’'Z;(¢ -+ 1), p désignant une cons-
tante arbitraire. On rentre dans le cas du n° 26, avec n=1.

Le systéme linéaire associé admet Wsolution périodique Z; (t+ ). L’équa-
tion en S admet la racine simple S =1.

Sil'on change tent — u., les Z;(z + p.) deviennent Z;(¢); les fonctions p;;(¢, p.)
du n° 27 deviennent les fonctions p;;(¢) obtenues enakemplacant les z; par les
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Z,(t) dans les f;;(z); elles ne contiennent pas .. Les g,(Z, t) des équations (67)
deviennent g;| Z(t), t — p.]. Les équations (75) se réduisent a la suivante :

"

_ .
(106) Zf Hi (D[ Z(), t — p)di=0o.
. k=10

L’équation (105) se réduit 2 5 = K] (T) ou, d’aprés (104), -

:\ V f ]ll [ Hu /)o (,)+«"*/~'/l(7‘7 {— [J)]Zlh di.

/.' /1

Mais, on a
d{pri) ,
i zzpm 7y

Done, v :
(107) o—_S‘ 2] H(¢) cp(t)d(p;,)—i—EZf () gun(Zy 1 — 1) T

La condition de stabilité est que le nombre o, que nous appellerons indice de
stabilité, soit < o.

Remarque. — Si chaque g, est la somme de plusieurs fonctions partielles,
Uindice de stabilité est la somme des indices partiels correspondant aux différents
termes de g. Cela résulte de la remarque du n° 36.

39. Cas ol les fonctions principales et la période dépendent d’un paramétre. —
Supposons que les f; dépendent d’un certain paramétre a, tout en restant indé-
pendantes de t. Supposons en outre que le systéme principal admette une solu-
tion périodique Z;(¢, ), quelle que soit la valeur attribuée a ce paramétre. La
période de cette solution est une fonction déterminée T = co(o'), que nous sup-

“posons continue et a dérivée continue.
Voyons d’abord les-conséquences analytiques résultant de ces hypothéses.
Les Z,(t, a) étant considérées comme des fonctions des variables indépen-

0Z; L dZ; " .
dantes ¢ et o, posons ;= 5, En dérivant —dTvzfi(/A, o) par rapport & «, on a
/i

u}(/):zl)ij(l)uj+ o

m

u,,(t):zfaj—i— A;(f)]y’}(t),

j=1
lestj(t)'étant obtenus par la formule (24), en remplacant /, par %é Dérivons
l'identité Z;(T, «)=1Z:(o, 2) par rapport i o :
w 1.(T)o'(o)+ u,(T) = u;(0).
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En tenant compte de I'expression ci-dessus de u,(¢), ceci s’écrit
Ey/(o)a,(b —1 +2‘A (T)S;yi(0)+ ¢ (U)Al(o)._o
j=1 j=1

Convenons que y; (¢) est’Z, (¢) de sorte que S, =1. Nous avons

m

VO [A(T)y+ ¢ («) —|—Zy/(0) @i (S;—1)+ S;\;(T)]=o.

j=2 ¢
On en conclut que tbus les crochets 'sont nuls, en partlculler le premier. On a
done l'identité - :

" T
(108) Ef 11;(:)%5d¢+<p’<a):o.

40. Supposons maintenant que les fonctions perturbatrices g;(z,¢) aient une
" période déterminée T = ¢(«). Supposons d’autre part que lavaleur numérique
o attribuée a o dans les fonctions f;(z, «) soit voisine de «, de telle sorte que
la période T'= o(«'), que nous appellerons la période propre du systeme prm-
cipal, soit voisine de T. Posons «'= « -+ 483. Les équations (64 ) peuvent s’écrire

d”"i
ap =Jiw ) gils, )+ ha(3)],

‘avec

h( .ﬁ(*:“_kxﬁ)_ﬂﬁ<~ra)

A ce systéme nous pouvons appliquer la théorie générale précédente, les fonc-
tions perturbatrices étant g ~+ h;, de période T par rapporta (. L’équation (106)
s’écrit

v
mn )

Z[ H; ()] OA(L,/—{.L)+11L( )| dt=o.

et
=10

(est I'équation en ., qui détermine un certain nombre de solutions admettant la
période T des fonctions perturbatrices 8i(5,1).

Si . est trés petit, on a approximativement A, (Z)=1 df‘ - En tenant compte
de (108), I’équation ci-dessus s’écrit alors approa;zmatuement

m

S’f HY(2) gu(Z, £ — ) de =59/ (2).

k=10

Or, si 'on pose AT="1"—T, on a approximativement AT = 2(3¢'( ). Donc,
I’équation précédente s’écrit
m T .

’ . AT

(109) | 3 [ Mg o) de=

k=10
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41. Supposons maintenant que les fonctions perturbatrices g soient indépen-
dantes de t. Dans ce cas, I'équation (109) ne contient plus I'inconnue p. Par -
contre, la période T du n° 40 est indéterminée. Nous pouvons alors la considérer
‘comme une inconnue. La théorie précédente nous prouve que le systéme (64)
admet une solution périodique dont la période s’obtient en ajoutant AT a la
période propre T'. La formule (104) nous donne, 4 o(A*) prés, la perturbation
de période apportée par les fonctions perturbatrices g;.

42. L’indice de stabilité o est.donné par laformule( ro7). P’aprés laremarque
du n° 38, c’est la somme des indices partiels correspondant aux fonctions g; et

aux fonctions h;= B%—a: ~+ o(2). Or, le second de ces indices partiels est iden-

tiquement nul. En effet, la solution Z;(z, «) étant périodique quel que soit a.
I’équation en S admet la racine S=1 quel que soit «. Comme cette racine vaut
asymptotiquement 1 - Ac, onanécessairement g = o.

Il résulte de la que ’indice de stabilité peut étre calculé en tenant compte uni-
quement des fonctions perturbatrices g;.

Remarque. — On peut supposer que les f; du n° 39 dépendent de ¢, mais que
la solution périodique Z dépend, comme au n° 26, de n paramétres p.g. On a,
dans ce cas, n équations analogues a (109) et ’équation de stabilité (105).

. r Z; . . .
Bien entendu, les y? sont les d%t_e’ comme au n° 26. La démonstration ci-dessus

ne subit aucune modification.

~

43. Couplage de plug'éurs systemes. — Considérons n systémes (Z,), (Z,), ...,
(Z,) analogues a celui du n° 39. Réunissons-les en un systéme unique (I) par
I'introduction des fonctions perturbatrices g;(z,¢) dépendant a la fois des coor-
données de tous les (X;) et admettant la période T par rapport a . Nous dirons
que les (X;) sont couplés par ces fonctions.

. Les coordonnées z; seront numeérotées de telle maniére que pour

§j =S 1t s,

z; soit une coordonnée de (X;). Le nombre des coordonnées de (X;) est donc
sj—8;_4. Nous convenons bien entendu que s,=o0. Les indices vérifiant la
double inégalité ci-dessus constitueront le groupe (j).

La fonction principale f; dépend uniquement des 3z, dont lindice
appartient au méme groupe que :. Elle dépend aussi du parameétre «; si, ¢
appartient au groupe (j). La solution périodique principale Z;(7, o;) a la
période T;= o;(a;). ‘

Choisissons les «;de telle maniére que I'on ait ;11:-’ = 1—?—; N et les N;désignant

' i v’ / .
des nombres entiers premiers entre eux. Supposons maintenant que les x;
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prennent des valeurs o = «,;+ A(3; voisines des précédentes. Nous appellerons
période propre de (X)) la p‘ériode T, =q;(a), voisine de T;. Nous posons
. - _
(110) T;=T;(1+ 4ej),
de sorte que
2970 %) = Pj9j(2) -+ O ().

]

4. Faisons le changement de variable + = N et posons

9/
/

: 1 . ’ 7z
hi(s)=5 | fits, 7)) — fi(%, @))| =3 5

y aiae O,

'indice 7 appartenant au groupe (/). Les équations différentielles deviennent

dzi

(111) o i Nfi(z, 2;)+ AN[gi(5, NO)+ Ay 3)].

Les fonctions entre crochets jouent le role de fonctions perturbatrices pour le
systeme (X); elles admettent évidemment la période T par rapport a 0.

Le systeme principal admet la solution périodique principale Z;(NO + p;, «;),
qui admet bien la période T par rapport 40, car si 6 augmente de T, N0 augmente
de NT = N, T}, c’est-a-dire d’'un multiple de la période T; de Z;(t 4 p.;, ;). .

Le systéme (111) rentre donc dans le type du systéme (64) et nous pouvons lui
. appliquer les résultats obtenus aux n* 26 a 36.

Le systéme linéaire associé se décompose en n systémes partiels, correspon-
dant aux différents (X;). Les fonctions p;(2) et pi(2) ne sont £ 0 que si les
indices 7, k, h appartiennent au méme groupe. Il en est de méme des y/(?)
et des H (). Nous conviendrons de ranger les y! du groupe (/) par exemple,
de telle maniére que, pour k=3, on ait y! = Z, (¢). Bien entendu, dans toutes
ces fonctions, ¢ doit étre gemplacé par NO -+ p.;, si les indices appartiennent au

groupe ().

45. A chaque (X;) correspond une équation en i, qui s’écrit, en divisanl
par N, ‘

.\'l T .
2/ HY (0 + ) [ 8k Zy )+ hi(Z)] d) = 0. -
0 :

b — o'
k=s";

Le terme A,(Z) dépend seulement des Z; d’'indice appartenant au groupe (j), il

admet la période T; par rapport a ¢, de méme que Hj. L’intégrale correspon-
~ dante peut se calculer en prenant ¢ pour variable d’intégration; elle vaut, en
tenant compte de la périodicité ci-dessus, puis de (109) et (110),

N/’ N 5 " e
— V] HY (¢ + ) (L) dt = — Tz,
: 0
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L’équation en p. s’écrit donc

Si T
(112) ~ 2 / HZ(NO + ) g4(Z, NO)d0 =T¢, (f=1,2,..7,n).
oy

S
k=ys'j

Elle contient tous les 11, qui figurent dans les g;. On obtient ainsi le systéme
des équations en .. )

46. Pour la stabilité, on écrit I'équation (105), chaque K? se calculant par la
formule (104). Les indices j et « doivent étre choisis parmi les s,; prenons par
exemple j =+, et « =s3. Comme au n° 42, le terme 4,(Z) de la fonction pertur-
batrice totale ne donne rien. Remarquons maintenant que, d’aprés (111), les
fonctions f et g doivent étre multiplies par N; donc aussi pyu et ¢, ainsi
que o;, d’aprés (78). D’autre part, 'indice £ doit appartenir au groupe (r) et A
doit appartenir au groupe (3). Le terme en ¢; n’existe que si 7, k, A appar--
tiennent au méme groupe, ce qui n’est possible que si r=_[3, donc j=u«. On a
dés lors
(re3) - K%=NA%, sl J o K= NA",»;F N‘ZA’j,
en posant

/ £

.\."5 T »
SA,@*ZE > f H (N0 ) 73 (NO + pg) g NO) b,
(114)

Jo= s} /L_.'—‘_.\'.!j
Sp Sp Sr T
=X 3 B [ paN0+ )@ NOHLNO -+ )y (NO - ) db.
k=sl. h=s) i=s) 0

Portons dans I’équation (105), en posant s = Ng’; nous obtenons

NA|+ Al —¢ Az A
(115) Ay NA,+ A2 -0 ... A% —o.
Al AL oo NAL+ Ao

’

- v L , T; A b
47. Les T, et T étant donnés, les rapports - peuvent étre approchés autant

qu’on le veut et d’une infinité de maniéres, par des nombres commensurables.
On peut donc se demander si le probleme du couplage admet une infinité de
solutions, quelles que soient les valeurs des T; et T. En réalite, il n’en estrien,
parce que le nombre N ne doit pas dépasser une certaine limite.

Reportons-nous en effet & la démonstration des n° 27 a 34, en I'appliquant
au systéme (111), dans le cas ou N est trés grand.

Les nombres appelés M;, N; sont tous multipliés par N. D’apreés (78) et (79),
il en est de méme des ¢;etdes 7. Les p,;. et g;;le sont également. On en conclut
(n° 31) que C:=0(N*); d’ou E;=0(N"?) et E=0(N). Or L;=0(N*);
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done y,= O(N) et par suite y=O(N); d’ott (n° 34) R’= O(N). D’aprés (71),
on en conclut que A vaut au plus O(N™*). De (80) on déduit ensuite ®=0(N?).
Portant dans (88), on a A= O(N"*). De (86) on déduit Q =O(N*) et (89)
donne de nouveau 1 = O(N™?). On a ensuite (n° 33) : a = 0(N*), b= 0(N")
c¢=0(N*), d=0(N*). Portant dans (g5), on obtient 2 =O0(N~*). Enfin (¢96)
et (97) donnent A = O(N—?). '

En définitive, on voit que la limite supérieure A,—= O(N~*) peut devenir, si N

~est trop grand, inférieure a la valeur numérique attribuée a 7., auquel cas notre
démonstration est en défaut.

Signalons encore que, pour N trés grand, les racines de I’équation (115) sont
asymptotiquement ;= NA’; d’ott ;= N*A]. En se reportant au n° 35, on en
conclut d’abord que les A} doivent étre < oj puis, si cette condition est
remplie, que la limite imposée a 7 par la stablllte vaut O(N—2). Elle est donc
tres petite si N est trés grand.

48. Méthode de la variation des constantes. — Revenons au systeme (64)en
supposant les f; indépendantes de t. Admettons que I’on connaisse Iintégrale
générale du systéme principal

(116) : 5= 0L Yy Y1y Yas o v s Vet

les y; désignant les constantes d’intégration. Supposant maintenant A 5 o,
faisons le changement de variables

(117) ‘ z——(Pz(ea Vi, - ),}’m—i)y l—r"]m—-o

La nouvelle variable mdependante est 0; les nouvelles fonctions inconnues
sont les y;. Les nouvelles équations s ecrlvent

99 o N\ 99
ZHa) + “d“’ drj=[i(s) =25, 0 = ) | (A0 — dy)

j=1

ou, en-tenant compte de ()0 e

m—1

(f+)\al)d}17z+2‘0 d),_lgld()

D’ou l'on tire

)
BL=0Gi0, 0, (i=1,2, 0 ),

(118)
Dans le cas général, les ¢;ne sont périodiques par rapport a0 que pour certaines
valeurs particuliéeres de y,, ..., .., par exemple zéro. Donc, les G; ne sont
pas périodiques par rapport 4 0, quand on suppose que les y; ont des valeurs
constantes quelconques. Le systéme (1 18) ne rentre pas dans la catégorie du
systéme (64).
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Supposons maintenant que /'zntégrale générale (116) admette la période T.
Dans ce cas, le systéme (118) est de la forme (64), avec cette particularité que
les fonctions principales f; sont nulles. On y peut'prendre y/(z)=o0 si j5£¢
et ¥/(¢)=1. On a alors H =o0 si j=£7 et H;(¢)=1. Les fonctions Z;(¢) sont
des constantes arbitraires y,. Tous les décréments sont égaux a un. Les équa-
tions (75) deviennent

"
(119) / gr(ps ¢) dt=o.
La formule (104) devient

(120) K;*('r):f g2l i, ) dl.

En portant dans (105), on obtient I’équation de stabulite.
Si toutes ses racines sont simples, le domaine de stabilité reste fini quand
tend vers zéro, comme on I’a vu au n° 23. ‘ : =

On retrouve exactement les résultats de ['étude directe faite dans un des
Mémorres précités.

La méthode de variation des constantes que nous venons de signaler
constitue une généralisation de la méthode employée dans ma théorie gene—
“rale de la synchromsatlon des oscillateurs harmoniques.

49. Cas m=2.— Supposons les fonctions principales indépendante de t. Le
systéme linéaire associé admet pour solutions fondamentales la solution
périodique Z;(t) et la solution U;(¢) donnée par les formules

o [(PeOHQ) L H) + 2, (0 Ui (1)
(]?‘1) U|(I /t(t)/ J11)(,) ) lJlK\t)*— ¥ le(’) )
- L
(122) H(t)=ed", A(l)j [(pii (&) + paall)]dL.

L’intégrale générale est
xi(t) =al;(t)+ bU;(2) ({=1, 2).
Formons I'équation en S. l_is équations z;(T)=S8z;(0) s’écrivent

alt— S)Z; (o) + b[ Uy (T) — SU;(0) | =
\
l.a racine S =1 saute aux veux. L’autre est donnée par

7/, (0)[Ug(T) — SUs(0) | — Z,(0) [Uy(T) — SU, (o) ] =0,
soit
(123) S = H(T)==e
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La condition de stabilité est done (')
(r24) ' A(TY <Co.

On a ensuite :
iy =12;(¢), YO =U;(8) (f==1et2);

en choisissant la constante d’intégration de la premiére formule (121) de telle
maniére que l'on ait

(125) Uy (¢ +T)=SU, ().

L’équation (109) et la formule (107) deviennent
, .

(126) f [Us(8) g1 (Zy t — ) — Us(t) go(Zy t — )] e dt:'”

-
o 7\

;
(129) a:f [(Usply — Ul Y91+ (Us plyy — U play) e
0

\ -+ (Uz’/u — Ul(]-ﬂ)Z/] A+ (Usgpyo— U,(/._,‘_,)Z'._,]e—'-\i” di,
avec

/ ‘ =1 A;(t)—l—Ui[A?(t') L2 SA:_,(T)], |

(128) s P ; B
,‘Ai(u:[ (Uygy — Uy gu)e—d de, A._,(t):/‘ (—Z g+ 1, gredl.
\J <y o

\
La premuére approximation de la solution périodique est donnée par (n° 34)
(129) zi(8) = vZi(t) + 9:(¢),

la constante y se calculant par I’équation
WU
/ (N4 aBaxyas+ Cai+ 2D+ abxy) e dt = o,
avec - i
A:Uﬂ)“,-—U!pﬂ.,, B=U,p io— U, ps, C=Uyps— U pos,,
D="U,q,;— U qa, E=U,q..— Uyqg,.

Nous savons que le coefficient de v* est nul, il reste, en tenant compte
de (127),

1
-~ (130) zyc:—/ (A9 4 2B0,0,+ Col+42Dg, 4+ 2Eg,) e-d dt.
o . .

(*) On peut aussi 'obtenir en appliquant la théorie de H. f’oincaré A 'équation différentielle

\ fa d.):l——‘ﬁ(lxg= 0.




