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SUR

CERTAINS SYSTEMES. TRIPLES
ORTHOGONAUX PARATINGENTS

Par M. J. COLMEZ.

INTRODUCTION.

1. Les résultats classiques de la théorie des systémes triples orthogonaux
sont obtenus en supposantl existence, sur les surfaces considérées, de dérivées

- d’ordre plus ou moins élevé.
C’est ainsi que, pour démontrer le théoréme de Dupin, on suppose que

M
M(u, ¢, w) posséde les dérivées croisées -—s-s --» si M(u, ¢, w)=M symbo-
lise la transformation orthogonale
x(u, vy, w)=um, yiu, e, w)=y, s(u, ¢, w)=z3,

les surfaces u = const., v = const., ¢ = const., formant le systéme triple envi-
sagé; la condition nécessaire et suffisante pour que les surfaces u= const.
forment une famille de Lamé, c’est-a-dire I'une des familles d’un systéme
triple orthogonal, s’exprime par une équation aux dérivées partielles du troi-
sitme ordre; pour démontrer que toute solution de I’équation aux dérivées
partielles ' .

V(Grad () = §(—N;—1T)’

ot S(M, u)= o est I'équation d'une sphére dépendant du paramétre u, définit
une famille de Lamé, on peut, de I’équation du troisiéme ordre, revenir 4 la
définition géométrique, mais alors, on suppose au moins, 'existence de déri-
vées secondes sur les surfaces de niveau de u.

2. Cependant, la définition des systemes triples orthogonaux n’exige que
I’existence des dérivées premiéres, sur les surfaces considérées,
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"1l est utile de poser le probleme d’une facon précise dans le langage de la
géométrie infinitésimale directe, en nous servant de la notion d’intégrale para-
tingente d’un systéme d’équations aux dérivées partielles, introduite par
M. Bouligand :

Etant donné un systeme d’équations auz dérivées partielles, entre un certain
nombre de variables et de fonctions, on appelle intégrale paratl'ngéntq, dans un
certain domaine R, une muluplicité intégrale dans I’espace constitué par les fonc-
tions et les variables qut, dans le domaine R de cet espace, admet, en chaque point,
une multiplicité linéaire tangente continue ; en conséquence :

Soit u, v, w trois fonctions des variables x, v, z; nous dirons que ces trois
fonctions définissent un systéme trzple orthogonal paratingent (S. 1.°0. P.), dans
un certain domaine R de I’ espace, st les équations

u(x, v, s)=u, V.(.lr, ¥, 5)=v, Wz, y,5)=w

définissent, dans ce domaine, une transformation ayant une transformation
linéaire tangente continue, orthogonale et & Jucobien non nul et sont, en outre,
uniformes: ce qui revient a dire que les trois fonctions sont uniformes dans la
région et y possédent des gradients continus, non nuls, vérifiant le systéme :

'(1) 0= Grad(z?).Grad(v) = Grad(v).Grad(w) = Grad ().Grad (),

!
et nous dirons qu'une fonction u définit wune famille de Lamé paratingente
(F.L.P.), dans un domaine R, si, dans R, on peut lui associer deux fonetions
et w, qui forment avec elle un S. T. 0. P. (").

3. On cherche, alors, dans quelles conditions certains des résultats clas-
siques sont conservés. M. Bouligand (*) a en particulier, montré que, si une
F. L. P. est formée de surfaces paralléles, celles-ci sont & courbure bornée et
possédent des éléments de contact du 2° ordre : la normale a chaque surface est
dérivable sur- cetle surface, qui est dite alors, surface S, (une S, est encore
Vimage d’un plan par une transformation de la topologie restreinte du »¢ ordre);
et que, i une F. L. P. est composée de plans, les trajectoires orthogonales sont
a courbure bornée et possédent un cercle de courbure continu. '

Il se produit le phénomeéne important que M. Bouligand appelle superderiva-
bilité : en supposant, seulement, 'existence des dérivées premierées, on montre

_ (1) On pourrait chercher a élargir encore les hypothéses : par exemple, supposer seulement que

les surfaces u = const., ¢ = const., w = const. possédent un paratingent continu. Mais, on peut

trouver des exemples de tels systémes o le triédre trirectangle, tangent en chaque point aux sur-

faces, n’est pas continu par rapport & l’ensemble des variables x, y, z. En tout cas, toutes les hypo-

théses que nous venons d’introduire Sont effectivement utilisées dans Ies 1esultats jusqu’a present

obtenus. ‘
(2) Voir G. BOULIGAVD Bull S'oc rourmaine mat/z,,t 33, p, 57-67.
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I’existence de certaines dérivées secondes, en partlcuher r ex15tence des lignes

de courbure sur les‘surfaces de la . L. P

Dans sa thése [Paris, juin 1947 (*)], M. Llensa généralise ces résultats (en
prolongeant les considérations du Chapitre III de ’Ouvrage de Darboux sur les
systémes triples orthogonaux) en cherchant les F. L. P., telles que la fonc-
tion u vérifie une équation du type '

EN

. \/(——G.rad(?:))z; 1

TS(M, u)’

ol S(M, u)=o est I’équation d’une sphere dépendant continuement du para-
meétre u: dans la théorie classique, on montre qu’on passe de lasurface u=const.

a-la surface infiniment voisine par une transformation.par parallélisme, dans la

géométrie de Poincaré d’absolu S(M, u)= o (transformation de Ribaucourt)
et 'on.en déduit que toute >olut10n analytique de I’équation précédente définit
une famille de Lamé.

M. Llensa étudie les solutlons paratingentes de cette équation et demontre‘

que, si R est un domaine de l espace z, v, z, u, ou S(M, u) est £ o:

1° Toute surface u = const., dans ce domazine, est a'courbure bornée, et, réci-
proquement, toute surface paratingente d courbure bornée dans ce’ domaine est
surface de niveau d’uné solution paratingente de ’équation. :

2° Toute surface u= const., oi u définit une F. L. P. dans R, est une sur--
Sface S,, et, réciproguement, toute surface S, dans R, posse'dant un réseau de

lignes de courbure orthogonal, est telle que la solution qu'on en deduzt définit
une F. L. P.

3o Les résultats classiques sur la transformatlon de Ribaucourt sont con-
servés et, si un systéeme posséde deux F. L. P. de cette sorte, le theoreme de
Dupin est vrai.

4. Le phénoméne de éuperdérivabilité est obtenu grace 4 I’hypothése que |

u vérifie I’équation précédente.
Nous nous proposons, dans le présent Mémoire, demontrer que :

I. Certains de ces résultats restent valables, si I’on astreint sans plus u a
vérifier une equatlon du type elargl

(2) R \/W:F(M, u) (%)

' : v , '
(1) Poir le résumé des résultats de cette thése aux C. R. Acad. Sc., t. 220, p. 297; t. 222, p. 26y;

t. 222, p. 845.
(2) L’adoption de ce type d’équation, en méme temps qu'elle rattache & nos déductions ultérieures,

développées sous forme autonome, I'équation du 1°r ordre étudiée par M. Llensa, a encore I'avantage:

d’englobel au moins des équations obtenues en éliminant un parametre  entre deux relations de la
Ann Ec. Norm., (3), LXV. — Fasc. 1. : 10*

“
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ou F(M, u), le nouveau second membre, est == o et posséde des dérwées secondes
continues par rapport @ x, y, z et est feulement continu par’rapport é u, dans un
certain domaine R de l'espace «, y, z, u; d’une facon précise, nous montrons.
que, dans R:

1° le résultat (1) de M. Llensa reste vrai; 2° que si une fonction u solution de -
l’équation définit en outre une F. L. P., ses surfaces de niveawsont des S,; 3° que
le résultat (3) de M. Llensa reste valable.

La méthode employée est la généralisation naturelle de la méthode qile'
M. Llensa a suivie dans I’étude de I’équation

V(Grad () =

v I
S(M, «)

Caractérisant les trajectmreq orthogonales des intégrales paratingentes par
la propriété de rendre minima la solutzon d’une certaine équation différentielle,
définie sur toute courbe a tangente continue, il montre que toute solution para-
tzngente est enveloppe d’une certaine intégrale compléte paratingente i surface de
niveau sphérique, qu’il obtient par analogie avéc le cas classique. Nous rem-
placons cette intégrale compléte, par une intégrale directement construite i
partir des tra]ectowes orthogonales définies @ priord par un certain systéme’
différentiel, mais cette intégrale n’étant pas paratmgente en un point au moins
nous introduisons la notion d’zntegi ‘ale semi-paratingente supcérieure (inférieure)
pouru=u,

Une mtegrale de I’ equatlon (2) sera dite semi-paratingente supérieure
(¢nférieure) pour u,=u, st pour u > u, (u<u,) elle est paratingente et si sa
surface de niveau uw=u, est réduite a un_point M, ot les conditions suicantes

sont remplies : St M — M, suivant une direction déterminée, Grad(l; ) tend vers une
limite et, en M, les trajectoires orthogonales aux surfaces de niveau ont une
tangente. ' ' 7

Ces intégrales jouissent de toutes les propriétés des intégrales a surfaces de
‘niveau sphérique utilisées par M. Llensa et simplifient les démonstrations | en
supprimant la nécessité de n’utiliser que des intégrales paratingentes (')].

1. Les résultats obtenus précédemment par M. Bouligand, dans le cas des
F.L.P. formées de surfaces paralléles ou de plang, peuvent se generallser dans
deux directions différentes.

forme wu(z, y, 5, ) = o | Gradu | = F(uz, ¥, 5, @), dont la premiére définit les familles de Lamé £
en dépendance continue de ce paramétre et dont la seconde détermine, pour chaque . la fonction
Grad « du point x, y, s.

(1) M. Llensa obtient ces mtégrales dans son intégrale compléte. mais il ne s’en sert que dans |
leurs_parties paratingentes.

»
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1. Si les surfaces de niveau d'une F. L. P. font partie d'une famille plus
etendue de surfaces vérifiant certaines conditions de dérivabilité ( par-exemple, cas
ot: ce sont dcs plans), les trajectoires orthogonales sont d courbule bornee et a cercle
de courbure continu ().

" . o :

2. St les trajectoires orthogonales aux surfaces de niveau de la F. L. P. font

partie d’une famille plus étendue de courbes, vérifiant certaines conditions de.

dérivabulivé (par exemple, cas des surfaces paralléles), les surfaces de la F. L. P.
sont des S a courbure bornée (*).

[11. Dans les divers cas envisagés, en plus du phénoméne de superdériva-
bilité envisagé, on montre que, dans les S. T. 0. P.’ correspondants, les déri-
vées M, et M, existent et sont contipues. '
 L’étude de la troisieme dérivée croisée M/, (ou M.,,) conduit au résultat sui-

V vant, qui generallse le théoréme de Dupin au dela de sa forme classique :

(4

®

Si, dans un S. T. 0. P., M, et M, ewistent et sont continues (en particulier dans

wy uw

les trois cas envisagés plus haut) et si Grad(c) vérifie une condition de Lipschitz
par rapport a w, les lignes d’zntersectlon des surfaces du S. T. O. P. sont lignes de
courbure sur chague surface. Ces courbes sont, “alors, & courbure géodésique
bornée (*). Cest le cas, en particulier, si deux des F. L. P. du systéme veérifient

" une des eonditions énoncées plus haut.
/!

CHAPITRE 1.

ETUDE DE L’EQUATION \/(grad (u)) =F (M, u).

'1. — Lemmes sur les systémes différentiels.

1. Nous rappelons les lemmes suivants :
Soit le systéme différentiel suivant :

ay ' .
7‘2,.;1:}*(.1:, Fis Vo ooy YVu)s I‘élén-

St les F(x, vy, ..., ¥.) sont continus, dans un domaine R *) fermé de l’espéce

-

(1) Poir Chapitre 1I, paragraphes 2 et 3; les familles dépendent d’un nombre fini de paramétres,
" le vecteur normal ou tangent étant fonction continuement dérivable de tous les paramétres; de plus,
on suppose que les paramétres sont localement effectifs : Le .déplacement différentiel d’un point
quelconque d’une surface ou d’une courbe dépend effectivement des différentiels des paramétres.
(2) Poir la fin du paragraphe 4 du Chapitre II.
(3) Nous appelons domaine, une partie ouverte bornée et simplement connexe‘de l’espace et région,
la fermeture d’un tel ensemble. . :
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et st pour une valeur x>, (aci.ézvo ), on'a
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a n—+1 dimensions @, y,, ..., ¥ il existe une courbe intégrale, au moins,
du systéme qui passe par un point My(2,, Yo1, - . ., ¥o.) quelconque de R, pro-
longeable jusqu’a la frontiére de R.

/ . '
Soit yi(x, x4, Yo1, - - -, Yon) une telle solution : siles F(z, y,, ..., y,) sont

contintiement dérivables par rapport aux y;, alors cette solution est unique et

les yi(x, @4, Yois .-+, Yon) SONt continuement d('rwables par rapport a tous les
3 ) est dzﬁerent de zéro dans R,
Yok

ce qui veut dlre que les paramétres v, sont’effectifs.

arguments. De plus, le déterminant Jfonctionnel (

9. Fitant donnée une équation différentielle

dy "

d_ - F("I)) .} )7

olt F(x, y) est continue dans une région R du plan, parmi toutes les intégrales

passant par M, (2, y,) € R, il existe une intégrale magimale et une intégrale mini-

male, c’est-a-dire une intégrale Y, > y et une intégrale Y,,=~y quel que soit .
Soit, alors, les deux équations différentielles

d .
(1) ‘ ‘ %:F(x?y),
= Z=6@y

dx

»

ou F et G son( continues dans une région R, avec F G dans R. ‘
Si y est une solution de (2) passant par M, et si Y,(Y,,)est la solution maxi-
male (minimale) de (1) passant par Mﬁ on a
.}’éY: si X2 2y,
rxy, si wZax,.

Ceci va nous permettre de démontrer :

3. LemMe. — Si, dans un domaine R, F> G et si, pour tout point M, de R,
[’équation (1) a une solution unique passant par M,, toute solution de (2) passant

parM est :
y<Y, si x>z,

.}’éYr si x Lz,

AN

soit y<Y(.}’>Y): , .
soit F(w1,y(xr)>>G<¢1yy($1))§
soit F(wl, Y(;m)) > G(x,,, Y(xl))y

alors - »
Ly <Y, pour 2>z,  (y>Y, pour z<a,).
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Démonstration, — La premiére partie est la conséquence du lemme pré-
cédent.
Supposons que; pour x = x,,

y=y(z)<Y(m);
dans le domaine R, par le point M(x,, y,), il passe une intégrale Y, et une
seule de (1) et, en vertu de la premiére partie, y = Y,, si > x,; mais,
i . | K ‘
« Yl(‘]’)<Y(x)) si "T'.\—ﬁx'h »

car ceci est vrai pour x =, et, partout point de R 11 ne passe qu’ une intégrale

de (1) : donc

u)'éY,<Y, sl .
Supposons, maintenant, que, pour une valeur r =,

F(zy, Y(@1)) > G(@, Y(a))
ou
F(l‘h y(xl)> > G(:vi, y(.z’,)),
~ou bien
(@) <Y(ay),
- alors, d’apres ce qui précede, y < Y, si > a,, ou bien

dy dY

y(z) =Y (xy),‘ alors 6—{5 < %

et, pour x> x,, suffisamment voisin de x;,, onay <Y

donc r<y, donc y <Y, si < .

Remarque. — Si @, £ x,, v < Y, pour x>z, (y > Y, si xléxi).

ll. — Les trajectoires orthogonales des surfaces de niveau des solutions

_ paratingentes de ‘/( grad(u)) =F (M, u).
L. Dans toute la suite, I'équation Q e

©w  V(Gma@) =rm,

sera telle que, dans un domaine de Uespace (x, y, 3, u), F(M, u) soit positive,
contznue par rapport a u et posséde des dérivées secondes continues par rapport

Nous désignerons par R(u,), la section, par le plan u=u, ‘dans ['espace
(2, y, =, u) du domaine R. :
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*

Soit une intégrale paratingente de (1) dans une région R'CR, c’est-a-dire,
une fonction u(x, y, ), telle que, st x,-y, 5, u est un point de R, u est uniforme.

et vérifie (1) et Grad(u) est continu par rapport a x, y, z ou, d’une fagcon morns
stricte, soit une intégrale semi-paratingente (') supérieure (inférieure) pour
u=u,, c'est-a-dire une fonction vérifiant toutes les conditions précédentes pour
u>u, (u<uy), suffisamment voisin de u, telle que la surface de niveau u = u,
se réduise a un point My(xy, ¥, zko) ((xo, Yo, 30, Uy) est dans R’), tel que, st

M — M, suivant une direction déterminée, Grad (u) ait une limite et que les trqjec-
toires orthogonales aux surfaces de niveau aient une tangenie en M,. Dans ce
cas, nous ne considérons que les valeurs de «>u (u<u0), suffisamment
voisines de u,. '

Soit un arc de courbe, & tangente continue, allant du point M, de la sur-
face u=u, (surface notée (u,)) au point M, de la surface (z,). En tout
point M(z, y, z) de cet arc, il existe une valeur u(x, y, ), qui vérifie la rela-
tion différentielle

du = CHJ—(—;>) dﬁ

¢’est-a-dire, que u considéré comme fonction de l'arc, verlﬁe I'équation’ dlffe-

- rentielle

dT .
(2) ;,T;:F(M(\‘)’ T)cos(a),

définie sur la courbe, ou ¢ est 'angle de la tangente a la courbe avec (Jlad(u)
qui est une fonction continue de I'arc, d’apres les hypotheses.

Soit, d’autre part, I’équation différentielle
’ dT ,
(3) | .. o =F(M(s), T)."

D’aprés les hypotheses, le deuxieme membre est dérivable par rapport a s et
positif; donc, il n’existe qu’une seule solution T prenant une valeur déter-
minée, en un point déterminé. - '

Supposons que la courbé C ne soit pas:trajectoire orthogonale des sur-
faces (u), en un point quelconque de I'arc fermé M,M, : donc, en ce point, de
paramétre s,, cos(¢) <1, donc

14

F(M(s), u)cos(e) < F(M(s), u),

done, si T est la solution de (3), qui prend la valeur u, au point M, T > u,
si s >>s,, ou, si s>, avec s, 7 s,. De toute facon,

' T(M1)>u,.

(%) Voirlntroduction, n° 4.
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D autre part, étant données les hypotheses si G est trajectoire orthogonale,

elle est & tangente continue, puisque (rrad(u) est continu et que, en M,, elle
posséde une tangente. Les équations (2) et (3) coincident, donc T(M )= u,.
D’ou le théoréme (') :

Les trajectoires orthogonales des surfaces de niveau d’une intégrale (semi-)
paratingente (supéricure pour u=u,) sont caractérisées, parmi les courbes a tan-
genles conlinues, comme Minimisant, pour u > u,, la solution de Uéquation (3),
qui, sur (uo)prend la valeur u,.

, S ) i i -,
On a évidemment la propriété correspondante pour u<u,, avec les inté-
grales (semi-) paratingentes (inférieures pour u = u(,).' '

2. Nous dbswnerons par intégrale compléte (senu-) paratingente. ( supérieure
ou inférieure) danc R, une intégrale (semi-) paratingente (supérieure ou infé-
rieure, pour u=u,), dépendant d’un certain nom/)re de paramétres (*), et véri-
Jiant les conditions sutvantes :

19 Les trajectoires orthogonales C des surfaces de niveau de 'intégrale com-
plete (paramétrées par rapport a u) sont déterminées d’une fagon unique, si I'on
se donne le point M, et la tangente h, ('), pour la valeur u, du paramétre
(M, uo)€R.

2° St M, et M, sont suffisamment voisins, i existe, ai moins, une courbe C
passant en M, pour la valeur u, du paramétre et en M,, pour u, > u, (s’ sagut
d’intégrale seml-paraungente supérieure ) o pour u, < uy (sl sagit d’intégrale
femz—paratmgenze inféreure). : :

ry

Nous désignerons, provisoirement, par ‘U une mtegrale appartenant a l'inté-
grale compléte.

Soit, alors, une mtegrale quelconque, paratingente dans R'CR, et soient
M(.xy, v, 50) sUr (uo)((:vo, Yos S0 .,)GR) et C' trajectoire orthogonale aux
surfaces (u), passant en M,; soit M, sur €& pour u = u,, suffisamment voisin
de M, : il existe, alors, une courbe C passant par M, et M,, correspondant 2
Iintégrale U dont la surface U = u, passe par M,. En M,, I'intégrale « prend
la valeur «, et I'intégrale L la valeur iw,.

Appliqué a C, le théoréme 1 montre que «, > u, et, appliqué a &, il montre
que u,>u,, donc u, = «,. Or, le méme théoréme dit que, si G’ n’est pas ortho-

(*) D a M. Llensa, mais celui-ci ne fait pas intervenir les intégrales semi-paratingentes : ellgs
simplifient beaucoup les démonstrations ultérieures.

(%) uo dépend évidemment des paramétres.

(?) Les courbes C sent toujours considérées comme orientées suivant les u croissants. Dans la
démonstration ultérieure, u doit étre > wu, (u < u,) s'il s'agit d’une intégrale semi-paratingente supé-
rieure (inférieure). ;
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, .
gonale aux surfaces U = const., u, >/, donc € est orthogonale aux sur-
faces U = const., donc C' est une courbe C et, de méme, C est orthogonale
aux surfaces (u) : € et €' ayant la.méme tangente en M, (la normale & (iz,)),
elles sont confondues. ‘

Donc, toute solution paratingente de (1) a pour trajectoires orthogonales a
ses surfaces de niveau des courbes C. Il en résulte que, si deux intégrales
paratmgentes ont leurs surfaces de niveau respectives, pour la méme valeur
de u, tangéntes en un point, il en est de'méme en tout point de la courbe €
normale en ce point aux surfaces de niveau.

D’ou le théoréme :

i

I’ensemble des courbes C est ['ensemble des trajectoires orthogonales aux inté-
grales paratingentes de (1) dans toute région R CR. Deux intégrales paratin-
gentes dans R', considérées comme définissant des surfaces dans R', sont tangentes
tout le long d’une courbe. C (conszderee comme appartenant @ l’espace a quatre
dimensions x, y, z, u), st elles sont tangentes en un point de cette courbe.

~ UI. — Existence d’'une intégrale compléte
. semi-paratingente supérieure (inférieure).

. | . ‘

1. Le cone élémentaire de I’équation (1) est un cone de révolution, d’axe
paralléle & I’axe des u : dans la théorie classique, les courbes C sont les sup-
ports ponctuels des caractéristiques. Elles sont définies par le systéeme :

[

- .
N[/ — h 5

F’

<G1ad< ) A h> A Z,

le parametre étant u, h étant le vecteur unitaire tangent orienté dans le.sens

des u croissants. : ‘
Considérons ici, a priorz, le systeme X; puisque F(M, «) est dérivable, conti-

nuement, jusqu'au 2° ordre et reste positif dans R, d’aprés le lemme rappele

14

en (1) du paragraphe 1, il existe une solution et e seule, telle que M et h
prennent, pour u = u0 les valeurs M, (2, Yo, 50) et/z (oo, Bos \;0), st (M,, uo)eR

et quel que soit h
Soient

. > o
M= M(u, u,, M, ho>—M(u’ uu; Loy Yos Zoy %oy 507 ",'u)y
h_—/’ (”; e, My, ho)—- h(u, 1,y Zoy Yo, 59y %oy Bos ‘o)y

Met /z continuement derwables pour tous leurs arguments, fes parametres &y,
Yos 3oy %oy Bos Yo €tant essentiels.

-~
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Si (ZO>2=1, (2>—_— 1, car

hy,.h=o.

Nous appellerons courbes C, les courbes znzeglales définies dans R acec

(M 0y U)ER et (/z >q__1.

(M,, u,) étant quelconque dans la région R'CR, le champ total des variables

M,, u,, ZO est un compact; donc on peut choisir « suffisamment voisin de u,
poui que, quelles que soient ces variables dans ce champ, | MM, | soit < & un
nombre donné positif, donc pour que M soit dans R (car R est ouvert et R’ est
fermé). :

Considérons alors, pour M,, u,, et u donné, le lieu de M :

Si ce lieu admet, au pomt M, un paratingent plan, ce paratingent est perpendi-

culaire a /z

. ‘ >
En effet, M étant dérivable par rapport aux parameétres A et u. du vecteur 4,,

nous avons
— — —> —_— >
#M _Q<0M _ 10k x( iy oM
dhou— oA\Ju) = Foan T\ P <F>‘dx ’
»M oM
donc dld est continu par rapport a A et u; done 57— = 5 o’ Alors

. . —_— > (/N >
2 (i «g;) i (Gra (3) %) 7] +z.[]; ;)_;ﬁ;z((&‘ad(%)).%f_)]
—_—
— (h.M}) <Grad (%>Z>

d’ou, la quantité A M T verifie I equatlon

2(558) - 5.5 (1))

D’aprés les theoremes c]a551ques cette équation étant homogéne d’une part,

>
et, d’autre part, pour u=u,, h- %\A = o0, puisque M, est indépendant de ko,
—> : .
ST oM .
dou k- 55 = C.Q.F.D.

> . , T
D’autre part, A est fonction dérivable des parameétres A et p.; donc, si le lieu
de M admet un paratingent-plan, c’est une S,. _
_ Ann. Ec. Norm., (3), LXV. — Fasc. . 11
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2. Etant donnée une région R’ fermée contenue dans R, il existe 1 tel que, st
\u—u,| <, le lieu de M, envisagé plus haut, est une surface fermée, ayant un
paratingent en tout point, contenue dans R; les divers lieux, obtenus pour M, et u,

- fizces et diverses valeurs de u, s’emboitent les uns dans les autres, comme des sphéres
concentriques de rayons |u — u, |, et ceci quel que soit (M, u,)€R’.

Démonstration. — Soit (M, u,)€R’, fermée dans R, et considérons le
point P défini par
" | Yhe > Y
— (U= W)l __ 5 (e —Uo)lto , :
P=Mot B, w0 TR ey

ou nous mettons F(o) pour F(M,, u,). ‘
A tout‘point P, correspond h etu—u,>o0(etu—u,<o),déterminésd’une
“facon unique, donc un point M<u, sy My, 710>, si |u — u, | est assez petit et ceci
indépendammenf de Zo et de (M,, u,) dans R'.
Soit H cette transformation : HP =M et H dépend de u, et M,, soit H(M,, u,).
M dépend de u et des deux paramétres A et w de Z():Considérons le jaco-

oM oM oM
bien < >, le jacobien J de H est

Pl e .
> > > > > o
oM oM oM M oM dM>
ou’ 0r o) du’ 0%’ op
> > >\ > > > '
oP 0P oP hy L Ohy, 1 Oh,
9a’ 9’ o F(o)’ Fo) o4 (o) op /(" %

>
“hdu

Or, nous avons M :f 7 +M,, et alors

M [0k >('. ‘ T on “ > >
oM I I .
T)T == . -d_}\ F + h \<Grad (F) .W> du —./u‘ G (u, Uy, MO) h()) du}

ou G(u, u,, M, 720) est une fonction continue des sept variables x, y, z,, %, .,
u,, u qui, lorsqu’on limite la variation de z & un intervalle fermé de milieu u,,
pour chaque valeur de u,, parcourent un ensemble compact : la fonction G est
alors uniformément continue sur ce compact. Donc, on peut poser

.

G(zl, uy, M, i:,) :G(clo, wy, My, Zo) -+ a,

ou a tend uniformément vers zéro, si u — u,.
Or, '
>Nk oM
0 0
G(uo, we, My, /2‘,) = o)’ car —=— —o,
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N .
0M h(, h
= du=\=+—"— 4o |(u—u
[ F (0) 1 ( 0)7
0 .

> > >
< h, oh, 1 " dhy, 1
. 1 \F(o) "™ 97 (o) * " 9p Fo) * ™

d’ou

et finalement

ou { tend uniformément vers zéro, si u— u,; donc, étant donné R’, on peut

trouver v, tel que, si |u—u,| <7, le jacobien J est =< o0, quel que soit %, p.,
et (M,, u )eR’ donc la transformation

H(M,, «,)P=M,

est une homéomorphie au voisinage de M et, comme, dans cette transformation,
les lieux de M correspondent aux sphéres concentriques de rayon I_“IT_OI)[O—]} le
théoréme en résulte immédiatement, puisque J est continu et différent de zéro.
3. De la démonstration précédente résulte également que, ctant donné R, il
~existe d telle que, st [MyM| < d, a tout point M il correspond un seul point P, st
Uon impose a ud’étre >,u, (ou < u,) et tel que | u— u, | soit < 1, v ayant le méme
sens que plus haut, u étant déterminé par P. Ce qui détermine une fonction uni-
Jforme u(M) que nous appellerons

U 2y, Mo, M) (¥ (ut0, My, M)).

TutoreME. -- Les fonctions U(u,, My, M) ("J(uo, Mo, M)), que nous venons de
définir, constituent une intégrale compléte semi-paratingente supérieure (infé-
rieure) pour u =1, st |u— u,| <, quel que soit (u,, M,)E€R’.

Démonstration. — En effet, U(u,, M,, M)(ou Qf(ut,, M,, M)) définit, ‘dans
lespace x,y, 3, u, une surface avec un paratingent continu, défini, en chaque
point, parle paratingent de la surface de niveau en ce pomt et parle vecteurM
done, Grad(«) est continu. D*autre part,

>

h
F(o)

>
M), =

montre que les courbes C sont tangentes au cone élémentaire de (1), donc les

fonctions considérées sont des intégrales de (1) et conslituent des intégrales
semi-paratingentes de 1 en u = u,.

II.
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Enfin, les courbes € sont les Seﬂles-tfajéctoires orthogonales aux surfaces
L = const. et ‘U;cbnst., car le vecteur % est une fonction dérivable de x,
vy, =. Bn effet, si | MM, | est assez petit, u et ZO sont fonction dérivable de M
(comme P), donc k est une fonction dérivable de M. Toute courbe € étant
déterminée par u,, ‘ZO, M, et tout point (M,, u,) de R appartenant & une
région R'CR, les intégrales

W (g, My, M) et V(uy My, M)

constituent respectivement des intégrales complétes semi-paratingentes supé-
rieures et inférieures en u = u, dans R.

4. Les théorémes des paragraphes 11I.3 et 11.2 montrent que :

TukorEME. — Si w est une intégrale paratingente de (1) dans un certain
domaine R, elle est, dans.toute sous-région, enveloppe des U(u,. M,, M) | et des
V(uy, My, M)] pour u™> u, (et pour u < u,), st |u—u,| < (1 correspondant a
cette sous-région), lorsque M, p.arcdurt la surface (u,), dans cette sous-région.

Remarque. — Dans toute la suite, le nombre v aura le sens que ’on vient de

lui donner. . .

IV. — Propriétés et détermination
des intégrales paratingentes de 4 dans R.

1. Nous allons prouver que, toute surface de niveau (u) d’une intégrale para-
tingente de (1) est, dans R(u), a courbure bornée, et que, réciproquement, toute
portion de surface a courbure bornée dans R(u,) est, dans R(u,), surface de
niveau d’une intégrale paratingente de (1), qui est déterminée d’une facon unique.
Nous allons commencer par étudier les rayons de courbure des surfaces de
wiveau des intégrales semi-paratingentes déterminées ci-dessus. et prouver que,
dans toute région R'CR, il existe v, tel que, si |u—u, | <y, (M, u,)ER,
alors les sphéres, tangentes au point M a la surface

WM, w,, )= u(‘v(Mo, Uy, 1) = u),

et de rayon respectif A(u—u,) et B(u —u,), sont contenues dans cette
surface et contiennent cette surface respectivement, et n’ont avec cette surface

que M en commun (A et B étant deux quantités > o).

2. Les surfaces de niveau des intégrales semi-paratingentes étant des S,,
nous allons utiliser la formule d’Olinde Rodrigues

> >
dM +pdh=o
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pour calculer les rayons de courbure p. M, sur la surface (), est fonction de 2

et | <parametres de h ) suivant le'raisonnement fait au paragraphe 1.2

> v >
oM &, | b ) oM
i <I<( )—l—a4>(u~u0), <F(o) os (u__u“z)_d-p’

, >
ou a, et ay — o, uniformément, quel que soit (M,, u,)&€R et A,, si u — u,,

= dh0
M =\ g )+a1d1+ardp (10— w);

d’autre part,

/T:/}lu—i-\/[:'i(( nad(% >/\ Z)dy,
d’ou ‘ ' “ B
> > u p) = +) > .
d(L:d/L1,+[ [ <5i( Gmd<F>/\h/ /\h>>d)\
’ ¥ T +‘ > ‘
, <0‘,H<\<Grad<;—> A h> A h>> dp] du;
or,

(i) o)« plGind)nd)

sont, si |u—u,| est assez petit, une fonction continue de u, u,, xy, ¥y, Zos
A, 1 et,comme le champ des variables est, si on le veut, un ensemble compact,
ces deux fonctions restent inférieures 3 un nombre K, quel que soit X et p.
et (M,, u,)€R’; d’ou .
' ‘ dh_dh—l—ﬁid)\—i—ﬁ dp, \

ou (3, et 32 — 0, uniformément si u — u,.
Alors la quantité

(’ (i)’

+ a, di2+ 2b, dp.dh + ¢, dpt’)

"(dﬁ>2: (l‘ 0)) (e — uy).
M. dh (dah,)" "
o : <I<(0) +d1d)\2+261dpd7\+f1dp> '

Or, A et p sont des paramétres de la sphere de rayon 1, donc on peut les
choisir tels que
dh\ d : > )2
<LTO'> et (dp> <1 si da'2:(dh0) ;

" (1o 2) it of
—((IM)-__' 1 do do? )

i‘i‘
do
—> > __F ) 2 2
M. dh (0) <I+d<‘f}> e Bhdp +f<%a&>>

do do?
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%

ol a, b, c, d, e, f - o, uniformément, si & — u,; donc

_(dﬁ)z— ! (I—I—s’)(ét—u)
a.dh T "

ol ¢’ — o uniformément. : ‘
Or, les rayons de courbure de (z) dans une des intégrales semi-paratingentes
sont de cette forme. Donc, en particulier, si |u — u,| est suffisamment petit,
les deux rayons de courbure sont de méme signe (signe de u — u,). Les
surfaces de niveau sont donc convexes; de plus, en valeur absolue, ils sont

mfemeursaF (1+1)(ju—u,|)et supeneursak (1— ~)(|u—u0|) ou (F,,)

et (Fy) sont les maximum et minimum de F dans R’
Done, si l’on pose
I 2
A__ ;E-{ et - B = F_m,

étant donné R’, il existe v, <7 tel que les surfaces (u) des intégrales semi-
paratingentes aient leurs rayons de courbure du méme signe (celui de u,— u)
et soient, en valeur absolue, compris entre A(ju — y |) et B([ u—u,l), quel
que soit (M,, u)eR’, si|u—u,| <.

Donc, la sphére de rayon (|u—u,|), tangente a la surface (u) du méme coté
que M, au point M, est intérieure a.cette surface et la sphére de rayon B(lu—u,)),
tangente en M et qui contient la piemwre sphere, contient (u) etn a en commun
avec elle que le point M.

3. THEOREME. — Si u est une intégrale paratingente de (1), dans R, (u) est a
courbure bornée dans R(u) et, par- consequent a courbure uniformément bornée
‘dans R"(u), oi R” est fermée CR. . :

Démonstration. — En eflet, soit Me(u); on peut choisir R’ fermée CR, telle
que (M, ) soit intérieur a R'; il existe, alors, 11, <7, tel que, si |u—u,| <7,
(M, u,) est intérieur a R’, M, et M étant sur la méme courbe C. Si S, est I'inté-
rieur de (u,)NR'(u,), M, €S,, soit M, €S, et M’ le point correspondant sur la
méme courbe C.Je dis que W(M,, uq, u) (V(M;, wo, w)), siu > u, (siuu,),
est telle que sa surface de niveau

WMy, wy, )= u_(‘U(M’O, Uyy )= u,)

ne contient a son intérieur, ni sur sa surface aucun point de (u), sauf M.
Supposons le contraire : Soit M” un point de () i l'intérieur ou sur la

surface de niveau de I'intégrale paratingente et ' la courbe C passant en M/,

pour la valeur u,, et en M". En M”, la valeur du parameétre est ' u; mais ¢’
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n’est pas orthogonale (tout au moins en M,) aux surfaces (u), donec u < u/,
d’aprés la propriété- minimale des courbes €, il y a contradiction. Donc,
la sphére de rayon A(u—u,), tangente en M’, ne’ contient. aucun point
de (u), sauf M'. Et ceci est valable, quel que soit M’ €S, correspondant a S,
sur (u). ‘

Donc, la surface (u) est & courbure bornee sur S et, par conséquent, d’ apres
le lemme de Borel-Lebesgue, 4 courbure uniformément bornée dans tout R”(x),
si R” est fermée CR. :

4. TuEOREME RECIPROQUE. — St S est une surface paratingente a courbure bornée
dans R(u,) dans toute région R'CR, R’ (uo)n S est surface de niveau d’une inté-
grale paratingente de (1), pour |u— u,| suffisamment petit, intégrale quz est
déterminée d'une facor unique. -’

Démonstration. — Soit R’ fermée CR et SNR'(u,)=S, et u tel que
|u—u, | Zn,< 1, tel que SNR'(u,) posséde la propriété P(By,), c’est-a-dire
que les sphéres de rayon B, tangente ne contiennent i leur intérieur ou sur
lear surface aucun point de $ N R(u,)autre que le point de contact. Considérons
ensemble E des pomts (M, u) définis de la facon suivante :

En touf point. M de SNR'(u,), on considére la courbe €, normale en M,
pour la valeur « du parameégre et M est le point de paramétre u sur €, tel

‘ que |u—u, | < 7,.

« L’ensemble des points (M, u) est contenu dans R et est fermé. En effet, la
correspondance (M,, u) - (M, u) est continue et est définie sur le compact
SNR'(u,) < (u—1,, u—+1,), elle est donc fermée, donc E est fermé; donc, il
existe R” fermée €R, qui contient E et R'; et soit n,< 1., satisfaisant a
I’énoncé du 2 pour R”, et E’' 'ensemble des points (M, u) correspondant &
(M,, u), M,€SNR'(u,) >< |u—u,|<r,. Montrons que la correspondance est
biunivoque : supposons le contraire, supposons, en outre, qu’il existe denx
valeurs u, et u,, associées a4 un méme point M telles que (M,, u,)€E’ et
(M,, u,)€E, il existe donc M, et M, appartenant & SNR'(u,), et C et '
passant par M, et M, pour la valeur u, du paramétre et en M, respectivement
pour u, et u; supposons u, < u, (et, par exemple, u, et &, > u,), la sphére de
rayon B|u, —u,| tangente en M, & S, du méme coté que M,, laissant tous les
points de la surface, sauf M,, a4 son extérieur, la surface V(u,, My, u)y=u,
passe par M, et laisse M, & son extérieur. Considérons, le long de ¢, la

solution de

dr
(3) : = =F(M, T),

telle que T=u,, en M, : comme M, est a I'extérieur de ¥(u,, M,, u) =u,, et
comme C' n’est pas forcément orthogonale aux surfaces de niveau de %, la
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valeur de cette solution en M est «,< «,; alors que la solution de la méme
équation, prenant la valeur «, en M,, a la valeur u,, avec u,u,, ce qui est
impossible, étant donné que I'équation (3) a ses solutlons determmees par les
conditions initiales. ‘

Donc M est tel que (M, u,)€FE pour une seule valeur de u et ne correspond
qu 4 un point M,. :

La correspondance (M,, u)— (M, u) est contmue, fermée, blumvoque.
donc c’est une homéomorphie et I'ensemble E’, image de la -surface
SNR (u,) ><(u — s u—l— n,) de l'espace @, y, 5. u, est une surface dans cet
espace.

Donc, au voisinage de S{'\R’(uo) la fonction u(M) définie par cette surface
est uniforme ‘et continue et, de plus, les surfaces de niveau, image bicontinue
des surfaces SNR'(u,){u} de 'espace x, y, z, sont aussi des surfaces de cet
espace, en ce sens que, s’il existe un paratingent plan, ce paratingent contient
toutes les directions du plan (pour un point intérieur). ’

Montrons, enfin, que ces surfaces ont un paratingent plan perpendiculaire,

en chaque point au vecteur /i 4 1a courbe € qui y passe; supposons ceci inexact
en (M,, u, ) correspondant a (M,, u,), il existe donc une suite de points M.

—
M" (i=1, 2, ..., Ry e telle’ que le vecteur MM’ fasse, avec h en M,, un angle
tendant vers un angle algu, comme le vecteur h (en M)) tend vers h.,

I'angle (M M;, h”) est aigu, 4 partic d’'une certaine valeur de 7 et, comme
M;M; > o et que les rayons de courbure'de’

‘}L(M'{,,ﬁ, Uy, )= u,((‘lh))

restent > A(|u—u,|), a partic d’'un certain z, M; est 4 'intérieur de cette
surface. Il passe-alors une courbe €’ par M;,, pour la valeur u,, et en M};
comme M) est & U'intérieur de (U,), M/ est atteint pour une valeur «, < u, du
paramétre [c’est une solution de l’équatlon (3)]: Or, ¥(M,, U,, u)=u,
laisse M/, & son extérieur et, d’ apres la démonstration précédente, ceci est
1mposslb]e ) :

D’ou, en chaque point M des surfaces (u), il existe un paratmgent plan

- perpendiculaire & h ,tangent a la courbe €. Donc, la fongtion u(M) est intégrale

para,.tmgente de (1) et, comme ‘toute solution de (1) est obtenue de cette
maniére, la solutlon est unique.

Bemarque. — Un point quelconque de R pouvant se trouver dans une
région R', contenue dans R, on peut prolonger la solution de telle sorte que
SNR(u,) soit entierement utilisée et, il est alors immédiat que 'on peut définir

la solution en tout point de R. Il existe des solutions paratmgentes en tout
point de R.

oy
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CHAPITRE 11.

SYSTEMES TRIPLES ORTHOGONAUX PARATINGENTS ET FAMILLES DE LAME PARATINGENIEQ
VERIFIANT CERTAINES CONDITIONS.

I. — Familles de Lamé, formées & partir d’une solution de I'équation (1).

1. Soit, alors, une intégrale paratingente dans R de (1), qui définit une
famille de Lamé. Etant données les hypotheses, si¢et » sont les deux fonctions
complémentaires, M sur une surface («) est une fonction dérivable de ¢ et w,
soit My(¢, w) et M(¢, o) qui se correspondent sur la méme courbe €, pour les
valeurs u et u, o

S
M= M(uy Uy, NIO(‘)) W)y ho):

la dérivation formelle donne

— —> —> > -
dM&_QM‘dx(,%_()Mdyo_‘_?_N_‘I_% _d_l\i[()l_{_g_l\gd_p
O~ dx, Ov dy, dv dsz, dv T o du. dv

comme

oM dM oM .
<du o’ >¢O’ st —uy|<<w, u £ g,

. ’ . ‘, \ > , .
cette équation peut se résoudre en o etgf—:; donc A, est dérivable par rapport

dv

a ¢ et sv. Done les surfaces de niveau sont des S,.
THEOREME. — SU u est une intégrale paratingente de (1) et définit une F.L.P.,
les surfaces (u) sont des S,, a courbure born¥e (phénomene de superdér. zvabzlzte)

Remarque. — M. Llensa, dans le cas 01‘1

F‘(M, u): S(Tlu_j’

démontre la réciproque sous cette forme:

Toute S, & courbure bornée et possédant un réseau de lignes de courbure .
orthoconal est-surface de niveau (dans R) d’une F.L.P. définie par une
mtegrale de (1). Il ne nous est pas posslhle d’ etendre ce résultat, puisqu’il n est
pas vrai dans le cas classique.

1
2. Soit un S.T.O0.P. dont deux des systémes de surfaces sont définies par

. , , . . .
des intégrales d’équations du type (1). u et ¢, soit A, £, /, les vecteurs nopmaux
Ann. Ec. Norm., (3), LXV, — Fasc. 1. . 12
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S . . >
respectifs, £ et £ sont dérivables par rapport & u, ¢, w, donc / ¢galement, le
troisieme systéme est donc formé de S,. De plus, ‘

S T
M= F(M, «) M= G(M, «)’
d’ot M/ et M/ et M , existent et sont continues, donc M/ =M, ... et,

comme la démonstration du théoréeme de Dupin repose uniquement sur ces .

égalités nous avons :
Les surfaces du S. T. O. P. se coupent suivant leurs lignes de courbure.

Remarque. — 1l resterait a prouver qu’il existe de telles F. L. P., non clas-
siques, en dehors du cas approfondi par M. Llensa.

-

II. — Familles'de Lamé faisant partie d’une famille plus étendue de surfaces
sous certaines conditions de dérivabiliteé. '

T
f \

1. Soit une F.L.P. qui, dans un certain domaine R de U'espace x, y, z, est
soumise aux hypothéses suivantes :

Elle fait partie d’une famille de surfaces, soit &, dépendant d’un nombre fini
de paramétres, \,, ..., h,, chacune des surfaces de la famille & étant para-
métrée, dans R, de telle sorte que, st '

(4) M =M(a, 3, A, hoy ooey By)
représente I équation de cette surface, les dérivées
%/I ‘._>II ‘+II +II —>/I
M;x?; Mﬁ?, M“B’ Ma)nk’ Mr)\k,
soterft continues par rapport @ leurs arguments; dans R, les surfaces de la F. L. P.
sont réguliérement paramétrées, c’est-a-dire que  »
oM oM
oz I\ 95 7%

enfin au voisinage de chaque surface de la F. L. P. les paraméires sont essentiels,

la surface n’est pas stationnaire, si l’on donne aux paramétres )\ des accroisse- ‘

ments différentiels liés par moins de n relations linéaires indépendantes. ‘

Nous dirons qu’alors, la F. L. P. est réguliére dans &.

2. Etant données les hypothéses, on peut éliminer « et 8 dans les équa-
tions (4) et mettre I'équation générale de la famille & sous la forme

. ._ F(x,‘)’, Z, )\1, .,.,A,l);o’

N
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F possédant ses dérivées premieres continues. Dans R, soit ¢ et & les deux
fonctions définissant les deux autres familles de surfaces du S.T.0.P., on
peut remplacer x, y, = par u, ¢, w et la famille est donnée par

N : G(u, v, w, byy ooy b)) =0,
~ possédant ses dérivées premiéres continues.
Par hypothése, étant donné u, il existe A.(u), 1=k Zn, tels que
G(u, o, w, M(u), ..., }\“(u))::o -
soit une identité en u, ¢, w; ce sont les valeurs qui déterminent la surface (u)

~delaF.L.P. Jedis que I’on peut choisir n pointsM;, 1 Zi¢ < n, sur (u) tels que
le déterminant : '

0G, dG(u, 0 Wiy, M(a), .., )\n(u))
ohe ks

soit >£ o pour les valeurs A,(«) des paramétres; en effet, toutes les dérivées ne
peuvent étre nulles, car alors la surface () serait stationnaire; supposons que
le rang du déterminant soit inférieur a n quels que soient les points M; et
soit p son son rang maximum, il existe donc M,, M,,.. . ., M, tels que

2G;
(a7) =

ki, ..., k, étant p indices k des 1; alors quel que soit M sur la surface (u)
(sil’on fait varier les 1)

dG(M, Ay, ..., b)) =a, dG,+. ..+ @, dG,, avec p <n,

ce qui contredit I’hypothése.
Donc le déterminant

0G;\ |,
o ()7
pour n points M;, 1 =7/ Zn. :

3. Dans ces conditions les )\k(;t) sont dérivables; en eﬁ"et, dérivons formel-
lement les n identités

G(u, o1, Wi, A(u), .., ).,l(u)) =o,
ol u, ¢; w; sont les coordonnées de M;, par rapport a u

dGi Wngd)\/;_—
I : oy du

()

comme les M; sont choisis de telle sorte qﬁe le déterminant

<%\q—') soit 2 o,
Ok
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on peut résoudre le systéme (5) par rapport aux ?ﬁf” qui existent donc et sont

‘fonctions continues de u, dans R.

Si nous revenons & (4), systéme qui peut se résoudre par rapport a a et {3,

nous voyons que « et 3 sont des fonctions continuement dérivables de u, ¢, w.
Et alors

(6) ' M;M(a(u, v, w), Blu, v, w), h(u), ..., )[,,(u))
représente la transformation orthogonale définie par le S. T. 0. P.
M= M(u; v, 9). : .
4. Lestrajectoires orthogonales aux surfaces de la F. L. P. ont pour tangentes,
en chaque point, le vecteur
' ' > ﬁ/ ﬁ/
h= _“_L\.LL
= =
AN

qui, puisque’les dérivées 'secondes M., Mg, Map, M, existent et sont conti-
nues, est continuement denvable en u. ‘

Alors
>
Ih |__ r |oM
o(u) du p(u) ou
et, comme est £ o, est une fonction continue de u, ainsi que le vecteur

d . . , -
normal prmmpal p”h,,m, qui est le vecteur dirigeant de h”, est aussi une

fonction continue de wu.

Cest en ce sens que nous dirons que la courbe admet un cercle de courbure
continu, le rayon de celui-ci pouvant devenir infini, mais ne s’annulant pas, dans R

la courbe est a courbure bornée.

Remarque. — 1l n’est pas indispensable de supposer I'existence des dérivées

secondes de M; i suffit de supposer que le vecteur I' normal a la surface giné-

rale de la famille F est fonction continuement dérivable des paramétres a, (3, \;.
’ . ' - n) 2 \ " ’ I3

On peut en déduire, par exemple, que les courbes € du paragraphe précédent

sont & rayon de courbure continu. y

III. — Familles de Lamé dont les trajectoires orthogbnales font partie
d'une famille de courbes sous certaines conditions de dérivabilité. *

1. Soit une F.L.P: qui, dans un certain domaine R de ’espace x, y, 3, est
soumise aux hypothéses suivantes :

Les trajectotres ortho onales C des surfaces de la famille font partie d’une
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famllle F de courbes, dépendant d’un nombre ﬁnz de parametres My Aoy o ooy My
chaque courbe de la famille étant paramétrée, dans R, de telle sorte que, si

(7) M=M(0, 4, .., h)

. : > =)
représente I'équation de cette courbe, les dérivées My, My, sotent continues par
rapport & leurs arguments; dans R les courbes C sont réguliérement paramétrées,

—> .
c'est-a-dire que My est £ 0; enfin, au voisinage de chaque courbe C, les paramétres
sont essentiels(méme définition que pour les surfaces au paragraphe précédent).
Alors les surfaces (u) sont & courbure bornée, dans R.
2. Dans R, si ¢ et w sont les deux fonctions définissant les deux autres
familles du S. T. 0. P., le systeme (2) peut étre remplacé par

8) p=p(0, Ay oty ha),

ol i, point de coordonnées u, ¢, v, est fonction continuement dérivable de
ses arguments. Par hypothése, on peut éliminer 6 entre les équations du

systeme (8), de telle sorte que le résultat de lellmmatlon se mette sous la
forme °

Fu, v, v, biy ooy y) =0,

G(u, Oy Wy hyy ey ;\n):O)

ou F et G sont continuement dérivables par rapport a leurs arguments.
‘Par hypothése, étant donnés v et w, il existe 2,(¢, w), Iékén tels que

F(lt, ) (V, )\1("1 “’)) ey )\n("'; VV)):O,
¥

(9) . A »
\ G(u, Oy 0, A (0, 00)y ooy Ma(9, u‘)):n

soient des identités en u, v, w; ce sont les valeurs qui déterminent les courbes.
Je dis que, étantdonnés ¢ et &, on peut choisir n points M;, de paramétres u;,
11 n, tels que le tableau formé avec les dérivées

oF;  OF(uy (;, W ey M) . ©0G;  0G (w0 0, My ey Ay
oy ol e Py YR

soit de rang n [pour les valeurs 4,(¢, w)des paramétres A ]; toutes ces dérivées
ne peuvent étre nulles, puisque € n’est pas stationnaire; supposons que le
rang du tableau soit, au maximum, p <n, il existe donc M,, M,, .., M, pour
des valeurs de u,, u,, uy, ..., u,tels qu'on peut extraire du tableau un déter-
minant non nul de rang p ou interviennent des dérivées partielles de F ou G
pour les valeurs précédentes des u par rapport a p des paramétres Xy, ..., 2,

(kiy kyy ..., k, étant p des indices des 2.); tout déterminant de rang > p
étant nul, quel que soit u,

dAF (u, 0, 0, My ooy D) et dG(u, 0y 00, Ay ooy M)



94 ‘ ' J. COLMEZ. o

est combinaison linéaire des différentiels des F; et des G; qui interviennent
dans le déterminant non nul; ce’qui contredit I’hypothése.
Donc on peut trouver r valeur de u tel que le tableau soit de rang n.

3. Sil'on dérive formellement les identités obtenues en ¢ et ¢ en remplacant
dans (9) u successivement les n valeurs précédentes, le tableau précédent est
dhr  dhy
90’ dw
rapport & ces dérivées et les fonctlons 7\,,.(0, w) sont fonctions continuement
dérivables de ¢ et .

' Mais, alors, le systéme (8)p9ut étre résolu en 0 et, pu1sque Mj est =< o, B est
continuement dérivable de u, v, w‘ : .

le tableau des coefficients ; donc on peut résoudre le systéme par

M=M(0(ll,_, 0y W), M0, W), ooy ha(e, W))

représente la transformation
M =M(u, ¢, w).

1

M,
MG
donné que Mg, Mg, sont continues pour leurs arguments, ainsi que (¢, w)
pour ¢ et w, ce vecteur est continuement dérivable pour ¢ et w. Donc les
surfaces (u) sont des S,.

De plus, I’équation qui donne les rayons de courbure s’écrit

'(ﬁ’y(ﬁ' )2 > N> o> > N\l > > > >
el [(Mz)(Jz:.,.M:‘.)+.(M:,.)’(h:,-ML.)]—(h:.-M.:'.)(h:., e

oy e

et, comme M, et M/, sont # o dans R, les rayons de courbure ne sont jamais
nuls. .
Donc les surfaces (u) sont a courbure bornée, dans R.

. N ,
. Le vecteur normal a'la surface (u) est le vecteur A= —=— et, étant

Remarque. — Les courbes € du paragraphe 1 vérifient les hypothéses posées
“au début de ce paragraphe et la demonstratlon alors donnée, se rameéne
aisément a celle-ci. '

IV. — Lignes de courbure.

1. Dans les cas traités aux {rois paragraphes précédents, les dérivées
n . - . .
M;, et M;,, existent.et sont continues (donc ég ales a M/, et M|, respectivement).
En effet, dans le premier cas,
. .. N
E R h
M= w57
F(M, u)

est continuement dérivable par rapport & ¢ et w, puisque 4 et M le sont.
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Dans le deuxwme cas,

M=M(a(u, 0, W), B(u, v, w), M(uw), ..., )\n(u))

et
ﬁ'u_—:M' ocu—l—M ﬁ,t—!—M’) +. +M’ s
comme ,
M, M= M,,. My == o,
donc .
o= () a4+ (Wi My ) g+ (Wi A, )24, e (Wi AR ),
o= (V. My ) or, + (V) 8+ (Mg My, )2, -+ o+ (Mg Ve ),

M. /\Mﬁ étant £ o0, on peut résoudre par rapport & o, et 3. Donc des deux
fonctions sont dérivables par rapport a ¢ et sv, puisque

" —_>ll ﬁ// ﬁ" ﬁll
’ (3 a3y 8 owhg? B
existent et sont continues, d’ou

. : uy

existent et sont continues; donc M, est dérivable continuement par rapport
ayetw. - ’
Dans le troisieme cas,

M:M(e(uy ¥y W’), )\1((/', ‘V), ey An(p,‘p‘))); )
donc : |
M ‘ N : B
M60'+M/ LMY, or M, Mj=
d’ou - ' )
> 2 —> SN N -
o=(3;)0,+ (35 .M, ), ...+ (¥, 35 ),

Mj étant >0, on peut résoudre par rapport a 0, et, comme Mg, et Mg, existent
et sont continues, 0, est continuement dérivable par rapport & u. Donc M, est
continuement dérivable par rapport 4 u, de méme M.

2. Supposons donc M;,, et M, ,, fonctions continues de u, ¢, w, et étudions les

uy uw?

autres dérivées croisées. .

Considérons I'expression suivante :

K)/I(v 4+ Ao, w + Aw) — M (¢ + Av, w) — M(¢, w+Aw) + M(u, »)
. , Av Aw

>
F(Av, Aw) = h(v, w). [

.
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considérée comme fonction de A¢ et Aw, soit d’autre part les deux expressions
suivantes : :

G(Aw) = Z(w, ). [M(¢.+ A, v+ Aw) — Mi(v, w -+ Aw)]
et ‘

\ >

H(Ap) = h(v,w). [M(v + Ap, ww + Aw) — M(¢ + A, )],

considérées comme fonctions respectives de Aw et Ae, on a alors les égalités

G(Aw) — G(0) _

H(A¢) —H(o) - 1
S AvAw Ap Aw

Av A T Aw L (040)

F(Ap, Aww) = G'(0Aw) =

> > A > I
= h(p, w). [Mf‘.((j 4+ Av, w0+ 0 Aww) — M (¢, v 40 A("_)] A

> > > : I
= h(r, w). [Mfi (v 4+ 0" Ae, v+ Aw) — M/ (¢ + 0" Ap, (v):I i
) ‘ : .

D’autre part, nous avons les identités
>
] h.M,=—=o0 et h.M,=o;
par conséquent

> 5 s >

h(v + Av, v + 0 Aw). M/, (¢ + Av, w + 0 Aw) — A (0, o + 0 Aw). M, (¢, w + 0 Aw) =0,
. . o . U

Z(V + 0" Av, w4 Aw). M, (¢ + 0" Ao, @+ Aw) — k(9 + 0" Ae, ). M{ (v + 0" Ag, v) =0,

ou encore

> . >
L el Aiw) — SIS ( s >
[’W+A‘: " +“‘Zz hie, w400 )]. [M;, (¢ Ae, w4 0 Aw)

> >
> " (o \ ) — M '
+h(o,w+0 AW).I:M“'Q + 4 “,_‘-OA‘XS, AGEL —I—OAw)],

N . N :
A x / —h(e " A, oy > .
[h(v—l— 0" Ae, o —|—AX:3 hiv+6 A"ﬂ)]' V(e 0 Aey w4 Aa)

. N N ,
I M (¢ "Ae, v -+ A) — M, " Ae, v
+ll(()—|—0'A())(,v),|: "(‘ +0A(’"+-\Xﬂ)) ‘(V‘*“O A( ('()].

Les premiers. « mondmes » des premiers membres de ces deux égalités

tendent respectivement, lorsque A¢ et Aw tendent vers zéro, indépendamment,
vers ' ' ‘ :
) ) —>l +/
R, M, et R,.M,, ‘

~donc les quantités’

> >
> ’ s o s vy 4 5] §
K(Av, Aw)=h(v, w + OAW).[M"'“ - A0, @ +,6A‘A‘3 .M“’(" w0 AW):'I

> = - '
. > "o ! Y — M (o '
L(Av, Aw):h(v—kﬂ’Av;W).[M”(‘ +0 Av,‘ W+AX:3 M' (¢ + 0" Ay, w)]
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tendent, dans les mémes conditions, respectivement vers

}I _>I >I +/
—h, .M, et —h,. .M,

les différences F — K et F — L, s écrivent respectlvement

| (0 + AR w ,
[her w40 Aw) — e W)][M (c+A.u+OAZ‘)} ML (0, n—Q—OAn)}

] e
Supposons qu’une de ces quantités tende vers zéro, si A¢ et Aw tendent vers
zéro-indépendamment;alors, 'autre également: supposons F — K tendant vers
zéro, donc F, donc F—L tend vers une limite, si A¢ et Aw tendent vers zéro
indépendamment, limite qu1 est nulle, puisque F — L est nulle, si Av est nul.
Donc F tend vers ‘

.

> —>, > =
— W, .M, et —h, .M,

i

qui sont donc egaux
or, sil’'on derlve I’égalité M, .M, =o, par rapport 4 u, on a
' I\' ::("I\/I, MZ“ M:'I
ou

> >
hr M 4 M = o

0w

car *

Ml/ —_— hr |M/ 7/ —1\7[/
uy u ItLV'—' lﬂ-’ u

%Z;Iﬁﬂ o M

donc, ﬁnalement,

et ces égalités signifient, en particulier, que
>, - )
Ry M= 7, Ny, = 1, M, = o,

W

-
(10) h, .M:_,:

si /c et l sont les vecteurs normaux respectlfb des surfaces ¢=const. et = const.

(lc étant dérivable avec M , par rapport.a u).

/
/

3. Si, avec M. Llensa, on appelle ligne de courbure sur une surface paratin-
gente, une courbe telle que la surface engendrée par la normale a S, s appuyant
sur la courbs, ait un méme plan tangent le long d’une normale au voisinage
de la courbe, alors les conditions (10) signifient que les lignes v = const., et
(v = const. sont lzgnes de courbure sur les surfaces (u) et que les trajectoires ortho-
gonales a ces surfaces sont lz gnes de courbure sur les autres surfaces du systeme.
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Dot le théoréme :

. St une des quantités envisagées ci-dessus tend vers zéro, avec Av et Aw (consi-
dérés comme variant indépendamment) M, et M, étant supposées continues, alors

les surfaces (1) sont coupées suicant des lignes de courbure par les autres surfaces
et leurs trajectoires orthogonales sont lignes de courbure sur ces autres surfaces.
®

4. L’hypothése précédente est en particulier vérifice si le vecteur

>
M., (¢4 Ae, v 4 0 Aw) — M/ (¢, v + 0 Agv)
Ap

est borné, si Av et Aw sont suftisamment petits, donc si ce vecteur vérifie une

“condition de Lipschits pour ¢, c’est-a-dire d’une facon précise, pour chaque

valeur (v,, w, ), il existe unvoisinage de cette valeur et un nombre A ~> o, tels que,
st (¢, w) appartient a ce voisinage et si-Av et Aw sont suffisamment petits, alors

¥

- >
[V, (0 4 A, ) — Moy (e, ) | < A 40|
Cette condition entraine, dans les mémes conditions, que la quantité
>
n.[M(¢0+ A, w + Aw) — M(V, w + Aw) — M(v + Ap, w) + M(¢, )]

, . . .‘
reste inférieure a|A¢ Aw|, quel que soit le vecteur unitaire n (méme raison-
nement que pour la quantité F au n°2). Cette quantité, a son tour, entraine,
dans les mémes conditions, que

> > >
2 [ M, (0, w0 Aw) — M, (0, )] <A | A,

quel que soit le vecteur n, ce qui entraine immédiatement que le vecteur M, vérifie
une condition de Lipschitz par rapport @ w. Donc le vecteur ‘

>
> (v + 0 Ao, 0+ Aw) — M (¢ + 0" Ap, w)
M. Aw

5. Les quantités K et L du n° 2 tendant vers zéro, si A et Aw tendent vers
zéro indépendamment,

> e / — M (¢ )
oy . [ Ml - 8) = M, )]
et = ' _ o
> (o y Y — M/
h (v, W)-[M (o + Ao, ‘Zl e, W)]

i

tendent vers zéro.
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T > o , N —_—

Si 'on pose P=M-+ AM,, il en résulte que, si A reste constant et si l'on
_>

donne & ¢ un accroissement A¢, la quantité h tend vers zéro, avec A¢. Or,

puisque M:V vérifie une condition de Lipschitz pour ¢, on peut prendre 2 assez

>
petit pour qu’aucune des limites de AP ne soit nulle, donc chacune des limites

de la droite support de ce vecteur est perpendlculalre 4 5. 11 en résulte immé-
dlatement que la surface engendrée par la normale a la surface w = const.,

S appuyant sur la courbe « = const., a son plan tangent le long de M , perpen-

diculaire a /z, tout au moins au voisinage de la courbe.
Done, cette courbe est lig

. a S g . ’ 1
méme, pour les lignes u = const. sur les surfaces ¢ = const., d’aprés (4).

. - R
Enfin, supposer une condition de Lipschitz sur M/, ¢’est supposer une condi-

. . . . b ’
tion de Lipschitz sur Grad(¢). Nous énoncerons donc.:

¢ V +u ~)lr .
Tukorime (Dupin). — Si, dans un S.T.0.P., M, et M, existent et sont .

. — R — , ve .. . . :
continues et st Grad(¢) <ou Grad(w)> vérifie une condition de Lipschitz pour w
(pour ¢), les lignes d’intersection des surfaces du S. T.O. P. sont lignes de cour-
bure sur chacune des surfaces.

\
.

En partlculler dans-les cas traités aux paragraphes 1, 2 et 3, le résultat est

- valable, si une des conditions de Lipschitz citées est venﬁee..

_>
’ (V+AV; W)’—‘ (v,

Remarque. — La condition M; 3
14

) bornée, entraine la
b

la méme condition sur le vecteur dirigeant [ de ﬁw et cette condition peut
s'exprimer en disant que les lignes u= const. sont d courbure - géodésique
bornée sur des surfaces sw = const. ' :

Il y aurait lieu de chercher, si des conditions de ce- genre, sur les courbes
Q’intersection des surfaces d’un S.T. 0. P. (par exemple courbure géodésique
bornée, d’une facon uniforme, pour les lignes d’intersection de chacune des
surfaces, avec les autres surfaces du systeme) n’entrainent pas la validité du
théoréme de Dupin.




