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| ~ SUR
LES FONCTIONS ENTIERES PERIODIQUES

Par M. PHAM Tixg-Quar.

INTRODUCTION.

La théorie des fonctions entiéres est, a I’heure actuelle, 'une des plus
remarquables de 1'analyse, au double point de vue de I’étendue et de la préci-
sion des résultats obtenus.

L’é¢tude du module de la fonction a été inaugurée par MM. Borel et Hadamard.
Aprés la notion de genre due & Laguerre, M. Borel a introduit la notion d’ordre
qui s’avere plus commode pour rendre compte de la croissance de la fonctlon
et du comportement de la suite de ses zéros.

L’étude des arguments des zéros de la fonction et des valeurs exceptionnelles

(liées au théoreme fondamental de Picard sur le voisinage d’un point singulier
essentiel isolé a été abordée avec succes par M. Julia.

Il n’est pas possible de citer ici tous les résultats generaux et remarquables
(ui ont été obtenus sur les fonctions entiéres.

Le but de ce travail est d’étudier un cas particulier : les fonctions entieres
périodiques. Il ne sera question ici que des fonctions d’ordre fini. Le cas des
fonctions d’ordre infini, ainsi que le cas des fonctions méromorphes pério-
diques qui-donnent lieu & maintes propriétés analogues a celles des fonctions
périodiques d’ordre fini feront I’objet de mes prochains mémoires.

Certaines propriétés des fonctions entiéres périodiques sont intuitives des
que 'on a établi une correspondance entre ces fonctions et certaine classe de
fonctions entiéres d’ordre nul. :

Cependant, les -méthodes directes employées ici permettent d’obtenir
souvent une grande précision, notamment dans le probléme des cercles de
remplissage et des directions d’accumulation des zéros de la fonction.

.
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Les deux premiers. chapitres traitent de la construction des fonctions
entiéres périodiques a partir dé la donnée d’une suite” de zéros « fonda-
mentaux » ayant un exposant de convergence ﬁm

Jarrive aux propositions suivantes :

Toute fonction de genre fini s’exprime par un produit infini de facteurs sinu-
soidaux, la convergence de ce produit étant absolue et uniforme dans tout
domaine fini. L

Toute fonction f(z) de période 27 s’exprime par un produit de deux fone-,
tions entiéres d’ordre nul, I'une en ¢%, 'autre en e, *

L’expression de la fonction en produit infini de sinus. permet, dans le
Chapitre III, d’obtenir une valeur asymptotique du module maximum de la
fonction sur un cercle de centre l’omgme

Jobtiens également une expression simple du module de la fonction & I'aide
de x ety, valable dans tout le plan, en dehors de petlts domaines entourant les
zéros, domaines dont j’ai évalué.les dimensions maxima.

Une application simple de cette derniére proposition est I impossibilité pour
une fonction entiére périodique d’ordre fini d’admettre plus d’une valeur
asymptotique. :

Le Chapitre IV est consacré A la distribution des valeurs de la fonction et en
particulier au cas des fonctions 4 croissance réguliére.

" Pour les fonctions ne se réduisant pas a une combinaison finié d’exponen-
tielles, je démontre I'absence des valeurs exceptionnelles finies au sens de
Picard. Pour celles qui sont & croissance régulicre, il existe ce que j'appelle
des domaines de régularité communs a -f(z) et f(z)—. Dans un de ces
domaines, le rapport des zéros-de méme rang de ces deux fonctions est fini et
d’autant plus voisin de r que I'ordre de la fonctlon f(z) est plus proche de
'unité. .

Ce rapport tend effectivement vers 1 dans le cas particulier des fonctlons
d’ordre 1 a croissance réguliére pour Lesquelles le rapport logr, logn finit par
étre constamment croissant (7, désigne ici e module de la partie 1mag1na1re du

“zéro « fondamental » de rang n).

Enfin, le Chapitre V traite des directions de Borel et des cercles de remplis-
sage. Les méthodes employées sont inspirées des travaux de MM. Milloux
et Valiron concernant les fonctions entiéres générales et parucullerement les
fonctions d’ordre nul.

Pour les fonctions entiéres périodiques, toute dgmi-droite issue de 'origine
et située d'un certain coté du plan est une direction de Borel. Pas plus qu’il n’y
a de valeurs exceptionnelles finies au sens de Picard, il n’y a de valeurs excep-
tionnelles finies au-sens de M. Borel. En dehors des directions de Borel, je
montre I’existence de bandes de largeur arbitrairement petite dans chacune

~desquelles I’ordre du nombre de zéros de la fonction f(z)—Z est inférieur

B
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d’une unité a Pordre de la fonction, et ce, pour toutes les valeurs de 7 sauf’
deux au plus.

Ces bandes contiennent des cercles de remplissage de rayon arbitrairement’
petit et d’ordre’s — 1 pour les fonctions d’ordre p -+ 1 supérieur a 2.

Pour les fonctions d’ordre inférieur a 2, il existe simplement, dans ces
bandes, des domaines de dimensions infiniment petites tels que dans chacun
de ces domaines dont le rang est assez grand la fonction prend au.moins une
fois toute valeur donnée a I’avance. ‘

Ces diverses propositions permettent de retrouver des cas pantlcuhers
des propneteq connues des fonctions entiéres d’ 01’dre nul (théoremes de
MM. Littlewood et Valiron).

En terminant, je voudrais exprimer toute ma gratitude 2 M. Valiron qui m’a
encouragé tout au long de ce travail, et m’a donné, a maintes reprises, de
précieux conseils.

CHAPITRE 1.
GENERALITES.
1. I).efm'tz'ons — Il s’agit ici de fonctions entiéres a une période. Je désigne
par » la période, réelle ou complexe, et je conviens de ranger les zéros de la
forme a —+ lcw par modules croissants, par exemple

a, a—m, U+, a—20, ... /

Une telle suite est ce que j’appelle une suite primaire, et a le zéro fonda-
mental de la suite primaire. Tout zéro fondamental est situé dans une bande de
largeur o symétrique par rapport 4 l'origine et perpendiculaire a la droite O .

Une fonction, entiére périodique posséde un nombre fini de suites primaires

ou en posséde une infinité. Je conviens de ranger les zéros fondamentaux tels

que les modules des partles imaginaires soient croissants. La suite

Ay, Ay, Uy ey Upy .o N

sera appelée suite fondamentale de la fonction.

Vappelle suite compléte de la fonction la suite de tous ses zéros rangés par

~modules croissants. Il est utile de considérer le tableau (T)

v

a G—0 g+ a—20

Ay Uy— O Ao+ O dy— 20 L4

Up

“

ou les éléments de la premiére colonne représentent la suite fondamentale de
la fonction. , ‘

ol
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2. Ezxposants des diverses suttes. — L’ expoeant de convergence de la suite
primaire est toujours l'unité. La série

I I‘I I I
= - [+ + —
a a — 6) a—+ a—pw
est divergente. D’autre part
| S 1 1 1 ™ Ta
A=—+ -+ +...+——-——-——-—i—...::—~cotg—
a a-— o a—+ w a—pow ®

Je suppose essentiellement que la suite fondamentale a un exposant de
- convergence fini p.
Quel est tout d’abord I expoaant de la suite compléte ou du tableau (m?

Hemarque. — Sil’on pose

: w=]|o0]|e*
~ la rotation
s=ue*

raméne la fonction périodique de période w a une fonction perlodlque de
période réelle |w|.

Je peux donc supposer, dans toute la suite, et sans rebtremdre la généralite,
que ® est réel.

D’autre part, pour-chercher lexposant de la suite compléte, je peux faire
une translation paralléle a I'axe réel qui améne le zéro fondamental a, sur ’axe
imaginaire; ceci revient en effet & remplacer les termes de la série positive

S latpol

par des infiniment petits équivalents. - ,
La suite fondamentale devient alors '

iryy, ire, P, ..., iy,
La série

2‘ 2 [ir,+pow [-"P—-EE(:-—{—]J 0?2 )~

n=1 p=—w»

_ est de méme nature que lﬁntégrale
.

1[[ r*(y)—+ m‘l%"—’ IS d‘?; d}

étendue a tout le demi-plan supeneur r(y) désigne une fonction continue,
positive, décroissante, égale a r, pour y = n. On écarte, bien entendu, le cas
échéant, le zéro qui coincide avec l'origine dans la série double.

ah



.

¥

SUR LES FONCTIONS ENTIERES PERIODIQUES. . 15

L’intégrale s’écrit encore

f dyf--[r?(y) + oﬁx‘-’]ﬂ* dz.
0 —» . '

~ wz=righ

f/ (r:+ o?2?)- de—f cos”*"@d@

Cette intégrale n’est convergente que si p. > -

S
£ o r—t &y

est de méme nature que la série X7 . Elle est donc convergente si

. En posant

on aura

wla

Ensuite I'intégrale

2P — 1> 0.

En résumé la série double est convergente si

. : v

2 >14 0.

Donc l’expos'ant de la suite compléte est la somme des exposants d une suite
primaire et de la suite fondamentale.

Il est a remarquer encore que pour 2. =1-+p la série double est conver-
gente en méme temps que la série

Zla,|-°.

3. Quelques propriétés du tableau (T). — Soit -
1 - 1 1 . . Ta,
An= n +2 A—pw - an+pw w08

P=1

et plus généralement, 4 étant un entier positif
A= ke Y [an— po)iot (@t po)t)

Comme cette derniére série est absolument convergente dés que £ est supérieur
ou égal a 2, on peut encore écrire

Pp=—u
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Si Pon écrit
Au: A:l

B

en convenant d’associer dans la sommation les termes. qui correspondent a
‘deux valeurs symétriques de p, on voit que tous les A} s’obtiennent i partir
des A, par des dérivations par rapport a la variable a,.

Les dérivations successives donnent ‘

h ~\
m TS T
E (s +pw)—”— <~> sm—’l Py, <cos i—<)a
0 , 13

P,_,(u) désigne un polynome de degré A — 2 par rapport a la variable «. Pour
‘déterminer ce polynome, on a la formule de récurrence

h P;l_.i-: (rt—u)P) ., —huPy,

d’ot1 I'on déduit que le coefficient du terme de plus haut degré de P,_, est

2/1—2

et que P,_,(u) ne contient que des puissances de u de méme parité que A.
k il
Af;—_—<f> sin—t E2z P,_s,<cosﬂ—a—") (f>s2). , |
[a] [a]

L’hypothése faite sur la suite. fondamentale, savoir qu’elle admet un
“exposant de convergence fini p, fournira des propriétés mteressantes sur le

tableau (T). .
Je dis que, quelle que soit la valeur de I'entier £ 2, et quel que soit p, la

série
Abr Af - A+ - A+

est absdlumentcohvergente.
En effet, quand » augmente indéfiniment, le rapport de la partie réelle a la.

.. . . a . . :
partie imaginaire de -* tend vers zéro, tandis que le module de ce nombre

ll

augmente indéfiniment. Si 1'on désigne par ir, la partie imaginaire de 5

.I_e["nl
2

) .
et A; est un infiniment petit équivalent a

-\ A 3
TN 2 el
"\Nw/) (k—1)!
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La propriété sera démontrée si 'on montre que la série de terme général

- S
U, — el

est convergente quelle que solt la suite 7, pourvu que ceite suite admette un
exposant de convergence fini.

On peut écrire , : : .
. ' nt u,— o= 2| s | +q logn, ’

Or la série de terme général ‘a,, [*— est convergente, a termes positifs et
décroissants.

D’aprés une propriété connue

i ,
lim ——— =0 (%).
am e ()

‘A partind’une valeur suffisamment grande de n, on a

1 . 1
) |anj>nfP~%  donc | rn] > A ne+e ' -

(A constante positive). Ensuite
: L
—am|r,| + g logn <——21TAnfm+ g logn.
Le second membre de cette inégalité tend vers — oo quand » augmente indéfi-
niment. Il en est donc de méme du premier membre. En prenant q supérieur
a 1 on voit-que la série de terme general u, est convergente.

Quant a A,, il est équivalent & — ¢,i ~ quand n tend vers «. ‘
( ,=-+10u —1 selon que le coefficient de la partie 1magma1re de —" est
positif ou négatxf).
" L’expression _
A, + é,liz
. ' ®
est équivalente a

_21\:1@,,]
—2g,l—e @ Lo
T W .

D’apreés ce qui précede, la série de terme général
, .
A+ e i=
T

est encore absolument convergente.
Je desngneral, dans la suite, par B la somme de cette derniére série, et par B,
la somme de la série de terme general Al

(1) BomeL, Lecons sur les fonctions enticres (Gauthier-Villars, Paris). ‘
“Ann. Ec. Norm., (3), LXV. < Fasc. 1. ' 3




18 PHAM TINH-QUAT.

CHAPITRE II.
CONSTRUCTION DES FONCTIONS ENTIERES PERIGDIQUES DE GENRE FINI.
4. Fongtions a suite fondamentale limitée. — La période de la fonction est

supposée égale a 2. *
Le produit infini

(- =55)
a—a2pm
ou les facteurs sont groupés dans ’ordre

F4 z =

I— —) I— ’ I —_—
[22 a4 — 2T a—+ 2T

est semi-convergent et a pour valeur

.1 '
sin-(a—z)
S(a—3)

N -
S - a
N 2 % \
Par suite
. . . R : X \
= ' z sin - (@ — z) 1 o ‘
§ed a—n 2 seotg-a v
Hi-5) 7 =—7—¢ - - '
N - B R | . ! .
—w P } sm;a , .

La convergence du produit infini est absolue et uniforme.

Il suit de la que toute fonction & suite fondamentale limitée est de la forme

J(5) = Ce“‘“"’e(k_gzsp)iz H sin ; (ap—5)

dans laquelle F(s) désigne une fonction entiére périodique quelconque de
période 2m, C une constante, £ un entier arbltralre, ¢, ayant la méme sxgmﬁ-‘
cation qu’au n° 3. ' .

Lorsque F(z) est constante, la fonction f(s) est de nature elementalre et ne
fournit aucune transcendante nouvelle. Voici quelques conséquences immé-
diates qu’il suffit d’énoncer : ;

Il n'existe pas de fonction réelle entiére périodique a une seule suite
primaire et a période réelle; plus généralement, toute fonction entiére réelle '
périodique admet un nombre pair de suites primaires si la période est réelle.

~ Siune fonction entiére périodique réelle a toutes ses racines réelles, elle est
évidemment a suite fondamentale limitée; elle rentre dans la catégorie précé-

.
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dente et s’exprime par un produit, en nombre pair, de sinus, multiplié par ¢,
F(z) étant une fonction entiére réelle périodique et de méme période. =~ -

5. Les fonctions générales de genre k. — Si I'exposant p de la suite fondamen- -
tale n'est pas un nombre entier, je vais montrer qu'on peut construire effecti-
vement une fonction entiére périodique de genre £ <1+ p (4 désigne I’entier
immeédiatement inférieur 4 1) en multlplxant le produit canonique de
facteurs primaires de genre i admettant les ménies zéros que la fonction par
e?®, ou Q(z) désigne un polynome de degré i convenablement choisi.

Si ¢ est entier, la seule différence est. que 'on a k=¢ ou k=1 p selon
que p rend convergente ou divergente la série des inverses des modules des
nombres de la suite fondamentale de la fonction.

Avant de passer au cas general, il est utile de considérer d’abord les
fonctions de genre 1.

Supposons done p < 1, et soit

L1
z sin—(a,— )

=11~ s 2T
an— 2pm .1 -
. sin - a,
v 2

Il est facile de vérifier que ¢,(z) tend vers I quand n augmente 1ndeﬁmment

Enls

En effet, le rapport des sinus est équivalent ae , et A, est équivalent a

—~-ez

Et

A, T
(5 4 2m) = 9,(z )e< aent)

-¢,(z) tend donc a devenir périodique quand » augmente indéfiniment.
Ceci posé, une fonction de genre 1 peut se mettre sous la forme

’ J(3) = Ce01(3) 0a(3). - on(s). -
ou B a la signification du n° 3.
Sil'on pose

Ja(2) =Ce " (5) pa(5). . on(5)
avec . *

D=3 <A,,+ ;s,,i>
. 1.

c'est-a-dire

fu(3) = Cgu(5) g2(5). . - £n(3)
avec
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on obtient une suite de fonctlon« Jfa(3) toutes penodlques a suite fondamentale
‘limitée.

Il est facile de voir que cette suite de fondtlons Su(5) tend umformement
vers la limite (z) dans tout domaine fini.

En effet, pour montrer que le produit infini

s s

est absolument et umformement convergent, il suffit de falre voir que la série
de terme général
Wn( )-—gn( ) —1I

est absolument et umformement convergente. Or on a

S | R ¥
s -(a, — 2 i .
; . 2(_ n= %) —jens e—Eni _p
n(2)= s——1T——¢ " —I=o—mo
sm—a,, )
2

" Le numérateur de la derniére fractlon est borne quand z décrit un domame
fini quelconque Silon pose

an=— bn"— Ellil)/l _(rn. POSitif)
on voit que le carré du module du dénominateur s’écrit
e —2e"™cosb,+ 1.

Quand s décrit un domaine fini, la valeur absolue de w,(3) est majorée par
A

eXn 1

(A désigne une certaine constante indépendante de z).

D’aprés le n° 3, cette derniére série est convergente, ce qui démontre la
proposition. : '

La fonction entiére périodique de genre ! la plus générale sobtlent en
mul’uphant Sf(=)dar e®, t désignant un entier arbitraire. D’ou :

Turoreme. — Toute fonction entiére périodique de genre 1 est la limite d’'une
* suite de fonctions de méme nature, a suite fondamentale linitée, cette limite étant
atteinte uniformément dans tout domaine ﬁm quelconque.

:vSi I'on avait posé-
: F,,(z):Ce*‘“vl(;)vz(s)...s‘n(;)

t

~on aurait eu une suite de fonctions dont aucune n’est périodique et dont la
limite est la fonction périodique f(z)
{
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Passons maintenant aux fonctions de genre 4. Posons

z

wO=TT )
§=4 — ‘+4..+—‘ — . .
o (5) — [ — P T ~\ay, Spn‘
- ap— 2pT . - .

1 .
R Ak gk

'

On vérifie comme tout & 'heure que ¢,(z) tend a devenir périodique quand n
augmente indéfiniment. Soit

V(s):li_m 91(5) 92(5). .. ¢n(R). ‘
Une fonction de genre £ est de la forme f(z): Ce®?V(z) ot Q(z) désigne un -
polynome de degré % au plus. En écrivant que’ f(z) a pour période 27w on
obtient immédiatement pour Q(z) la valeur suivante

-

1
Byz?—...— =Bzt

Q(e) =—(B+ ti)z — :

a une constante additive prés, ¢ désignant un entier arbltralre.
Si I'on pose maintenant
&

n n

I e I Y T ‘
Qn(z)=— 2<Ap+ae,;>ﬂ—lz' s—;ZA;z-—...—/—{EAﬁs‘,
B! ) 1 -

1

s >—CeQ»IZ>Iva< >—Ce~~]]gp< )

p=1 N

.' 8,(5) ayant la méme swmﬁcatlon que. plus haut, on obtlent une suite de fonc-
tions toutes perlodlques,fn(z) a suite fondamentale limitée. Cette suite tend
uniformément, comme le prouve la démonstration de tout a I’heure, vers la

limite /(z), quand z décrit un domaine fini quelconque. D’our : ,

TatoriMe. — Toute fonction entiére périodique de genre k est la limite d une
suite de fonctions de genre 1 a suite fondamentale limitée, cette limite ezant
atteinte uni formement dans tout domaine fini.

Si I'on avait posé, comme plus haut
‘Fn(z) = Ceva;(s) vg(z) ... v,l(z)

on aurait eu une suite de fOﬂCthﬂS dont aucune n est perlodlque et dont la
limite est la fonction périodique /() de genre k.
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6. Ewpresszon de [(3z ) a laide de u= e*. — Posons
up=e“, . o .

La fonctlon S.(3)du numero precedent debarrassee du facteur exponentlel el

s’écrit .

- o U—up - .
Jo(z)=Cuw /)1-1[ — aveé fzh”_Z (1+¢p). .

Pour simplifier le langage, j’appelle zéro de la premiére catégorie, tout zéro
¢ situé du coté des y positifs, et zéro de la deuxiéme catégorie, tout zéro s1tu¢= du
coté des y négatifs. - ,

La contribution 4 A, d’un zéro de la deuxiéme catégorie est nulle, celle d’un
zéro de la premiére catégorie est I'unité. L’entier A, désigne par suite le
nombre de zéros de la premiére catégorie.

En séparant les facteurs correspondant aux deux catégories de zéros, on
obtient

u ' u
M

s =c]] HZ,,H
,‘ 1—

Le premier produit ne renferme que les zéros de la premiére catégorie, le
second les zéros de la deuxiéme catégorie.
Je vais montrer maintenant que lorsque n augmente indéfiniment, les deux

I
produits en - et en u tendent respectivement vers deux frontieres entiéres,

I . , ) ,
I’une en " l'autre en u, ces deux fonctions étant toutes les deux de genre zéro

et d’ordre zéro. _
Pour un zéro de la deuxiéme catégorie, on a

. ‘
— = e e,
Up .

L)

Al , , . ) T I -
Comme b, est borné, la série de terme général —est absolument convergente,
o )
puisque la suite 7, a un exposant fini. Donc le produit en u dans I’expression
S(5) tend umformement vers une llmlte qui est une fonction entiére de u de

genre z6éro, soit , .

’ o G‘(u):ﬁ<l_%>.

Un zérode la premiére catégorie donne

— plby p—r
u,,___e re—te.
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La série de terme général u, est éncore absolument convergente; le produit en

| llldans expression f,(z) tend encore uniformément vers une limite quand u
décrit un domaine quelconque ne comprenant pas l'origine. Cette limite est

. . I . , .
une fonction entiére en - de genre zéro également, soit

U\ * u,
| v(a)=T1(:- %)
Par suite, ona . -

C 1
7= st * () 6

i . Ky . A o) . . " . 9 . .
TukorkMe. — Toute fonction entiére périodique de genre fint s'exprime par un

. . . I ,
produit de deux fonctions entiéres, [une en —» lautre en u, toutes les deux étant

de genre zéro et d’ ordre zéro.

7.. Correspondance entre les fonctions entiéres périodiques et les fonctions
. ; . | !
entiéres d’ordre nul. — Le quotient sin ~(a,— z):sin ~a, ne change pas quand

on remplace a, par a,+ 2p=. On peut remplacer un zéro fondamental par un
zéro quelconqué de la. méme suite primaire sans changer les deux fonctions

S I :
F<;> et G(u). e | |

Je conviens d’appeler encore suite positive et suite négative les deux suites
fondamentales et fonction positive et fonction négative associées a f(z) les

deux fonctions F<i> et G(u). .
u

Réciproquement, étant données deux fonctions entiéres F(¢) et G(u) on

peut faire correspondre une fonction entiére périodique de période 27 et

admettant comme zéros les nombres

—ilogu, et  iloge,
(u, et v, désignent les zéros de G et F), soit

f(z)=AF (%) G(u) (w= ei*).

La fonction f(z) sera d’ordre fini si F et G sont d’ordre nul et si en plus les

P . I .
exposants de convergence des suites log|u,| et log'— sont finis.
, o

Remarque. — On peut encore mettre f(z) sous la forme d’une somme de

deux fonctions entiéres d’ordre nul en i— et u respectivement. En effet la trans-

.
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formation u=e¢" transforme f(z) en une fonctmn de u admettant u= o
comme point singulier essentlel donc

J(=) :2 c,,u":P(-:;) + Q(u)-

avec

© . ®

P(v):z c_nv,;; Q(d):z cnuf.

1 L0
N .

Il est facile maintenant d’avoir des relations simples entre les modules

maxima des fonctions f; F, G, P, Q sur des cercles centrés a I'origine. '

Si|s|=r,ona v

‘ erLlu|Le

et i
‘ M(f, r) <M(P, er) +M(Q, ¢),

logM(f, r) < logM(F, e") + logM(G, ¢"),

N

la notation M(f, r) désig‘ne le module maximum de S(z) sur le cercle |z|=r.
Si Iu]-—e”(r’ \/7 —"?) onalz=—7et

/()| ZM(f; 7)),
M(Q, e”) +0(1) ZM(f, 1), =~
logM(G, e”) +- O(1) ZlogM(f, 1),

et des inégalités an«alogueé pour P et F. Par suite

M(f, 7)) Z M(P, ey 4+ M(Q, ") = 2M(f, r)+ O/(I)-
logM(f; ') < max[logM(F, e”’), logM (G, e”')| < logM(f, r) +O(1).

Ces inégalités permettent facilement d’avoir I'ordre de la fonction f(z) si
~ I'on_connait U'ordre d’mﬁmtude des coefficients du développement de Taylor
~deP,QoudeF, G,

Par exemple, si 'on a

log log | - '

—_&lzl_}_k
logn

lim

n—wo

N
~on en déduit, d’aprés-un calcul connu, en remarquant que pour toute fonction
entiére d’ordre fini ou nul le logarithme du module maximum est asymptoti-
quement équivalent au logarithme du terme’maximum ("), -

l—lngM(P R) I+1-
S R=w lOg» k
" (%) VaLron, Thése, Paris, 1914.
Le calcul peut 8tre conduit de la fagon suivante : si Ion pose g(n) = logl — l I’hypothése se
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De méme, si 'on a une egahte analogue pour ¢, (ou £ est remplacé par # ), on
déduit une égalité analogue pour M(Q, R).
L’exposant ‘de convergepce de la suite des zéros fondamentaux de f(z) est

par suite égal au plus grand des deux nombres retm (cf Chap. III).

" On obtient des conclusnons 1dent1ques en ralsonnant sur les fonctions F et G.

CHAPITRE III.

LA CROISSANCE DES FONCTIONS ENTIERES PERIODIQUES
DE GENRE FINI.

3

8. On spit, depuis les travaux fondamentaux de Poincaré et de M. Borel,

comment se comporte le module maximum d’une fonctlon entiere de genre
fini. ‘ : :
Si p désigne I'ordre de la fonction, ona - ’

¢

re—=<<logM (r) << re+e,

Iy

la seconde megallte étant satisfaite & partir d une valeur suffisamment grande
der, la premlere pour une suite de valeurs indéfiniment croissantes de 7.
Si la série "
\’ El anl—P) '
est convergente, on peut méme remplacer la seconde inégalité par
logM(r) <er.

Divers auteurs ont amélioré les llmltes du module maximum M(7) en falbant
des hypothéses plus ou moins restrictives sur la suite des zéros. )

traduit par ' : o o : N
. (Ic+1—-s)logn<logg(n)<(lc+1+ ¢) logn,

la seconde inégalité est satlsfalte pour une infinité d’mdlces np. Le loganthme du terme ma*xnmum
soit logm(R), satisfait a >

n iogR — nk+ite logm(R) < nlogR — ﬁk+4—5.

Le maximum du dermer terme est égal & A (log R) '“E(A = const.).

Si I'on se borne aux valeurs de R correspondant aux indices np le maxnnum de logm(R) est .

supérieur au maximum du premier terme, soit
. . 1

. 1+k =
B(logR) = k+%

pour ces valeurs de R; ce qui démontre le résultat. ‘
Ann. Ec. Norm., (3), LXV. — Fasa. 1. - ‘4

-
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Je rappelle notamment les résultats de M. Boutroux (')

logM(r)<< I N,
) , , . .
~ou N désigne le nombre de zéros de module inférieur a r, et 2 une constante.
Ce résultat est valable dans le cas ou Pordre ¢ n’est pas entier. Si ordre ¢ est
entier, la limite trouvée est un peu moins bonne, les arguments des zéros

semblent devoir intervenir.

Dans le cas particulier des fonctions entiéres périodiques ou les zéros fonda-
mentaux se comportent comme ceux d’une fonction orientée, il est clair qu’on

peut espérer resserrer les limites dé logM(r); comme la notion de genre dispa-
rait completement ici en faveur de la notion d’ ordre, on peut s’attendre.a priori
a ce qu'il n'y ait aucune différence entre le cas de l’ordre entler et le cas de
Bl ordre non entier.
On sait, d’autre part, quon peut construire des fonctlons entiéres d’ordre
fini, de croissance trés irréguliére. D’une facon précise, logM(r) peut osciller
‘entre 7 et 77 ol p et ¢ deSIgnent deux nombres positifs arbitraires. =

On verra qu'il n’en est rien pour les fonctions entiéres périodiques, et que la

limite inférieure de logM(r) ne peut descendre au- -dessous de A7, A désignant
un nombre positif donné a I’avance.

- Une autre notion importante qui caracterlse la croissanee de la fonction est
le module de la fonction sur une droite parallele aux suites primaires. Si pour
le module maximum-on obtient, en général, les mémes limites sur un cercle de
rayon r centré i l'origine et sur une paralléle aux suites primaires dont la dis-
tance 3 I'origine est équivalente a r, on obtient dans le second cas une limite
tres précise pour le module minimum, sil’on exclut du plan des petits rectangles

~’entourant les zéros et-dont les dimensions tendent vers zéro avec -

Les méthodes que j'emploie, dans ce chapitre, sont toutes msplrees des
methO(‘lgs de M. Borel, devenues depuis longtemps classiques.

"

L . i ., R .
9. La période de la fonction est encore supposée égale 4 27.

- Je pose . . ‘ .
Cap=0b,+¢e,ir, (rn positif), .

s—=x 1Yy,

.

et j'appelle facteur primaire sinusoidal la quantité

(4 Bourroux, Sur quelques propl 1étés des fonctions entzeres (Thése, Paris 1903, Acta Math.,
t. 28, 1904) :
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On a immédiatement
1 — elEnla,—3)

g(a{u ;): ] [-___eigna"

Dans le cas ou ¢, =1, le numérateur s’écrit

. ' ' 1 — X neos(0,— ) — e usin(h, — ax).

Dans le cas olye,=—1, il suffit de'chénger de signe

by, x et .

-

Le carré du module du numérateur s’écrit

‘ o e — 5e)7n cos(bn— x)+1,
) /
b, étant compris entre — = et + =.
‘Le module du numérateur est par suite inférieur a
‘ erTn—A-1 ou encore a e a1, '
. , A
On a done, quels que soient a, et z

I+ ¢ n

|8 2) IS T may

Soit & chercher maintenant une limite inférieure du module maximum de

g(d N 4)
Si l on fait b,=— x, == =, le numérateur de g se redult a

I+ e)vn,
o ’ +
ou y, désigne la valeur de y correspondant a x,.
. Cem prouve que la valeur du module maximum de g est au moins egale a

I+ e 'n
. o |I_qei8,,a,,|‘

Le point x,, y, est sur I’arc situé a I'intérieur de la bande hachurée, et si I'on
désigne par ¢ I'angle que fait Oy avec le rayon aboutlssant al'une des extré-
mités de ces arcs, on a

y1>rcose, - sine= %

Quand r augmente indéfiniment ¢ tend vers zéro. On peut donc choisir »
‘assez grand pour que, v étant donné 4 'avance positif, on ait .

Yi>r—.
Ceci revient en effet & écrire

; &
-r,>r(1—coss):r(; “+.. .>»
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, p o1 R T T
¢ étant du premier ordre par rapport & ., cette inégalité est bien vérifiée pour r

suffisamment grand. Par suite on aura constamment, pour des valeurs suffi-

samment grandes.de r
evru>h e (h = e ).

Comme 7 est positif et quelconque, X désigne alors un nombre fixe
quelconque compris entre o et 1, aussi voisin de 1 que ’on voudra.

- . - : y

SEER

~]

Fig. 1.

En résumé, le module maximum du facteur primaire sinusoidal est compris

entre
A I+ Aer7n : I+ e

—— et _—
1 I — elc"a"] ) ] I — eza,,a,,! .
lorsque le module de 5, soit r est constant et suffisamment grand.

Sil'on suppose mamtenant que z décrit une paralléle aux suites primaires,
c’est-a-dire que y est constant, on voit 1mmedlatement que le maximum du

module du facteur primaire sinusoidal est égal a

{
I+ €5~ Tn
| I — ez‘Enanl )
) ]
tandis que le minimum du module de ce méme facteur est égal a

¢ [ 1= €Y=
!
I

[1— efEntn

Je désignerai par M(y) le maximum du module de la fonction J(=z) pour y-
constant, et je suppose essentiellement que f(z ) est debarrassee du facteur
exponentiel

s

‘21[11
e
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tandis que 'inégalité
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~Avant de continuer, je demo,ntre une proprlete des suites des nombres
arithmétiques croissants.

10. Sip désigne I’exposant de convergence de la suite

ST ST N S TR

on sait qu’a partir d’une certaine valeur entiére n>> n,, on a constamment
‘ | : . EE.
. . > nP"‘E,
1
r, < nf¢
est satisfaite pour une infinité de valeurs de I’entier n. :
- Laseconde inégalité est satisfaite comme la premiére a partir de n>xn, si

'ordre d’infinitude de 7, est déterminé. =
La propriété que j’ai en vue est la suivante :

# . .
TukoriME. — L’ensemble des nombres entiers n pour lesquels on.a

1

(1) - L p,< nfs

et Uensemble des nombres entiers n pour lesquels on a
o | RIS e
(1) - © o Pug— rp>(n A 1)PE— peE S

admettent une infinité d’éléments communs.

Il est tout d’abord aisé de montrer que I'inégalité (II) est satisfaite pour une

" infinité de valeurs de n.

En effet, supposons qu’il n’en soit pas ainsi; a partlr d’une certaire valeur z,
on aura constamment

v

1
rn0+1 ra, < (ny—+ 1)P+c__ ng P+¢

. 1 1
Tp— Iny << P+ — (n — 1)P*e,
A 1
. Tnpr— In << (n +1)PFE— nP+e

s

d’ou en additionnant membre ® membre
KN Y
- © Pag<<(n - 1)P 4 const. < A(n—+1)f+e,

L’exposant de la suite r, ne serait pas ¢
On-voit donc que I'inégalité (II) est comme l’megalll(e (1), satisfaite pour
une infinité de valeurs de n. Mais rien ne prouve, a priori, qu’il existe une infi-

Ay
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‘nité de valeurs de n pour lesquelles ces deux inégalités sont satlsfaltes
stmultanément.

Le théoréme qui va etre établi consiste en ce que ‘cette circonstance se pro-
duit effectivement.

On peut ¢carter le cas ot I’ordre d’infinitude de la suite 7, est déterminé; car.
alors la propriété est mamfeste P'inégalité (I) étant satisfaite constamment a
partir d’une certaine valeur de 7.

On peut donc supposer qu’il existe une infinité de valeurs de n pour

lesquelles 'inégalité (I) n’est pas satisfaite. Sdient

0

: N17 N27 N,S) e Nm

les indices, en nombre infini, pour lesquels
. 1,
ry, < Ng“s
‘Les indices N,+1 ne peuvent i)as tous vérifier cette inégalité sans quoi, 2
partir de p > ¢, la suite des N coinciderait avec la suite des gntiers, cas que
I'on vient d’écarter. : :
On a le droit de supposer, quitte 4 supprimer certains nombres de la suite
des N qu’aucun des nombres de la forme N, -1 ne vérifie (I).
Autrement dit, chaque fois que ’on a
. ) ' 1
., . 7'N,,< N"E__e’
on a également ’
1
' rNP+1>(Np+ I)F&, .
d’ou o ' ‘ SN
A 1 A L
Nt 1%, > (N4 )72 = NP> (N - 1)07¢ — N e,
Les nombres
‘ o/ Ny, Ny ..., Nyl -

o)

considérés sont donc les indices qui vérifient simultanément les megalltes (1)
et (I1). - '
On peut encore écrire, pour ces indices

1
Ppgy — 'y > k no+t
_ k désignant une certaine constante.
- 11. Soient - ' » : >
cady .. a. ..,

" " n
Ay @y ..,
* \

_les suites positive et négative associées a f(3) (n° 7). Jappelle A et £ les

§
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“

nombres de zéros fondamentaux de ces deux suites, zéros dont la partie imagi-
naire est moindre en module que '

Vr—m,

c’est-é-dire _ ,

' r

ffé\/r’ < ff“
Tk1

Pour-r donné, jappelle ,
n
‘nr in, : .
L .
la plus grande des deux quantités
) hr — (1 41y 4= =),
kr—(ri+ry4. .4 rp). o

TrkoriME. — Pour toute -fonction entiére périodique, le logarithme du module
mazximum sur le cercle C(|z |=r) est égal a

n

nr —Zr,,-|— k(r)re+e,

1
r 7 ne une certaine fonction de r infiniment petite avec —-
k(r) désigne e Jonctio nfiniment petite avec —

St la fonction est & croissance réguliére, ou bien si elle est d’ordre winférieur a
deuzx, le logarithme du module maximum est équivalent a

n
“~

nr— : 'p,
- y S

. .
pour r infiniment grand. N

»

~ Démonstration. — Le point P du cercle C ou la fonction f(z) atteint son
module maximum est situé sur ’un ou l'autre des deux -arcs.C’C” intérieurs a
la bande || < =, sinon on peut trouver un point P’ dans cette bande et intérieur
a C tel que f(P)=f(P’), etil en resulte que

M(r’)&M(r) , (1":OP"< r),
ce qui est absurde pursque I'on sait que M(7) est une fonctlon croissante et
convexe de logr.
Sur lare ¢’ (v posmf) logf(s) ne dépend que de F< > puisque G(u) est

voisin de G(0); de méme sur " (y négatif) logf(z) ne dépend que de G(u).
Il est aisé d’avoir une borne inférieure de logM(r). On a vu au n° 7 que’

: lO“M(j, r )> max de [logM (F, ¢), logM (G, e"'),]v—i— O(1),.

r _\/l“‘—TE‘

A

we
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L’inégalité de Jensen donne immédiatement, grace a la deﬁmtlon des nombres £
et k, )

1

logM(F, e"y> hr —,zr;,+ log| F(0)],
. ’ ‘ 1

- . k
logM(G, e"y> kr —zr”—i— log| G(O)].
1 .

D’ol1, d’apreés les notations posées au début de ce numéro
‘ _ )

.t ‘ ' .
logM(r)>-{zr—Zr,,—|— O(1).

Pour avou' une borne supérieure de logM(r) remarquons qu il suffit de

supposer que le maximum du module est atteint sur C' et de ne considérer par
conséquent que la suite positive. Dans le cas contralre on remplacera la suite

“positive par la suite negatlve.

Déterminons, en plus' au nombre /4, le nombre entier m par les 1negalltesA

. C mensrem <l____,1_>, . '
: o' ,

o' désigne I’ exposant de convergence de\la suite positive.

Comme

. rj,i$ m!,

L]

pour m suffisamment grand, on a, a partir d’une certaine valeur de »

1> l'>\///"‘— > 1, '
c’est-a-dire s

m>h,
Ecrivons ' ‘ , o -
eIl T eren
. p=1 p=h+1 p=m-+1 . .
Et comme a partir de ' B
px>h—+1,
r—r,<r—\/r—r<log(e—1) E . '

(la derniere inégalité a lieu sirest sufﬁsammentgrand, ce que nous supposons),
on a ‘ X
1+ e "p<e; o

une limite supérieure du second produit est e™".

/



SUR LES FONCTIONS ENTIERES PERIODIQUES. ) 33

D’autre part, une limite supérieure du logarithme du troisiéme produit est

®

oS

m+1

e"’p <f e~ du. : !
m+1

On a immédiatement une limite supérieure de I mtégrale en remarquant que,
dans P'intervalle d’intégration
o J.“< BA""‘[(td?, — )7

Or

.

puisque zz’ finit par dépasser tout nombre donné, ¢ étant positif, si m est suffi-
samment grand.

Le second membre de I'inégalité est la dérivée de — axe™", par suite I'inté-
grale est moindre que me—". ‘

Le troisiéme produit est donc limité supérieurement par

ot
emer—m < em,

Quant au premier produit, il est inférieur a
eh e/u'~2r,; ,

car
I+ e <l e "p<ee

quand p est moindre que A.

En définitive, on a
h

logM(r)<< hr —Zr;,—i— am + logA.
1

Comme
reE M L e

on peut écrire

am + logA = p(r)ré=,
puis
p(r) e = v () 10,

) , ' . . . . | ..
v(r) étant une fonction infiniment petite avec —» ¢ un autre nombre donné a

’avance, plus grand que «.
malement logM(7) est inférieur au plus grand des deux nombres :

hr ——_Zr'p v ()P,
kr — ?r" -+ v (

Ann. Ec Norm., (3), LXV. — Fasc, 1. ’ 5
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En tenant compte de la limite inférieure de logM(7), et en remarquant
que o’ et " sont aux plus égaux a g, on peut écrire

logM(r)y=nr —-er+ k(r)ress,
1

k(r)désigne une certaine tonction de r infiniment petite avec -

Chaque terme du second membre de I'égalité precedente est momdre que
r'+¢+:, En rapprochant cette propriété du fait que I’exposant de convergence de
la suite compléte des zéros de f(z) est 1 + o, on déduit (Chap. IV, n° 15)

l———]oO logM (1)

=1 0.
—o logr P

D’apres les propriétés de la plus grande des limites, il existe des valeurs.de »
indéfiniment croissantes assurant l'inégalité
N I'd

. : logM(r)< riTets,
en méme temps que
: logM(r)> rite=E,
Pour ces valeurs de ron peut écrire

logM(l y~nr -—2),,,

car le terme k(r)yree ‘est/négligeable devant r'—¢ =,
On peut donc compléter le théoréme par la proposition suivante :

Il exciste des valeurs de r indéfiniment croissantes pour lesquelles le logarithme du
module maximum est équivalent a la plus grande des deux quantités

n I3
+ 9 o A”
/Li—«zr/,, /\I—-—EII,

Maintenant si la fonction est a croissance réguliére, cette equivalence a lieu
constamment & partir d’une certaine valeur de r.
La derniére partie du théoréme annoncé résultera d’ une propriété qui sera

établie au numéro suivant. .
Cherchons maintenant le nombre total N de zéros de module inférieur a .

La suite primaire positive de rang p donne F\/l— r’ tranches de 27, donc,
‘comme le radical est supérieur a r— 7, on a o

el )

Par suite, si l’on se-borne aux fonctions acroissance réguliére, on a

lo_gM(r)v< A.N.



SUR LES FONCTIONS ENTIERES PERIODIQUES. ' 35

Qest le résultat de M. Boutroux, et ici ce résultat est valable que p soit
entier ou non. On sait que dans la théorie générale de M. Boutroux, quand ¢
n’est pas entier ce résultat est valable; mais si p est entier, il faut remplacer,
en général, le second membre par -

ANlogN ~+....
Considérons une fonction d’ordre 1 pour laquelle
f > e,
L
nr < r(logr)°,
1
logM (r) < r(logr)°.

" La limite supérieure trouvée pour logM(7) est meilleure que

rit+e

12. Les limites de la croissance irréguliére. — Je vais montrer que, quelle que

soit la distribution des zéros, on a, 4 partir d’une valeur suffisamment grande
der, .

logM(r)>Ar.

A étant une constante donnée, aussi grande que 1’on voudra.
Je vais montrer d’abord qu’a partir d’une certaine valeur de r I'inégalité
1 K

hr '—zr;,> Br,

est constamment satisfaite, B, comme A, est un nombre positifdonné a ’avance
que l'on peut toujours supposer entier.
L’inégalité 4 démontrer s’écrit

(r—rpey)+(r—rpps) 4.+ (r—ry)>r+ry—+...4+rg.

Si B est fixé, le second membre est une quantiteé fixe, et le premier membre est
supérieur  r—r;,,. Cette derniére différence augmente indéfiniment avec r;
I'inégalité & démontrer est vérifiée a partir d’une valeur suffisamment grande
de r.

Une inégalité analogue concerne la suite négative.

Ceci posé, la limite inférieure trouvée au numero précédent pour logM(r)
montre que

logM(r)> Ar.

- Il résulte. de la, comme il a été annoncé a la fin du numéro précédent, que

pour les fonctions d’ordre mferleur a 2, on a constamment a partir d’une
certaine valeur de »

logM (1) ~ nr-zrp,
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quel que soit le mode de croissance de la fonction, car alors
' k(r) re+s,

est négligeahle devant Ar, ¢ étant inférieur a 1.

13. Le module sur une paralléle aux suites primaires. — Je rappelle la conven-
tion faite relativement au facteur primaire sinusoidal

.1 :
sm;(a,,——z) _
LI
. sin— ay,
2

“oe,=1 ou — 1 selon que le coefficient de 7 dans a, est positif ou négatif. Dans
le cas ou ce coefficient est nul, on peut prendre indifféremment + 1 ou —1.
Jappelle encore suite primaire de premiére catégorie la suite positive, et
suite de deuxiéme catégorie la suite négative.
Quand z décrit une parallele a4 Ox, d’ordonnée y, il est clair que seules les
suites d’ordonnées de méme signe que y interviennent pour donner I'ordre de
grandeur au module de la fonction. Ainsi, si y est positif, dans 'expression

R

&) =F(}) Glw,

utend vers zéro, G(u) tend vers 1. L’ordre de grandeur de f(z) est celui de F(l—i)
Encore une remarque évidente : I'exposant de la suite

.

iy, Tay  eeey Ty oaee,
est égal & p; des deux suites de premiére et deuxiéme catégorie, 'une au moins

a un exposant de convergence egal ap, I’autre pouvant av01r un exposant infé-
N rleur

Ainsi, d’un coté de Ow, la fonction se comporte comme une fonction d’ordre

1+4p, tandis que de l'autre coté la fonction peut se comporter comme une
fonction d’ordre inférieur. ‘

, La propriété suivante va préciser ce mode de croissance :

THEOREME. — Pour toute foﬁction entiére périodique d’ordre fint, on a
log| f(5)|=n|y |-—2rp—|— k(z, y) |y P+,

1

pourvu que U'on exclue du plari des cercles entourant les zéros et dont le rayon tend
vers zéro quand le rang augmente indéfiniment.

n désigne le nombre de suites primaires d’ordonnée inférieure 3 | y | en valeur
absolue et de méme signe que y; k(x, y) désigne une certaine fonction dont la
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valeur absolue est mferleure a tout nombre donné a lavance, pourvu que |y |
soit suffisamment grand. ;

On peut se borner aux sultes positives et supposery posmf
On a vu que '

M(y)< A1]]<x + er ),

p=1

m(y)> Al-”[ I— e, *
1 Yo

~m(y) désigne le minimum du module de f(z) pour y constant.
Pour évaluer une limite supérieure de M(y), il suffit de reprendre la démons-
~ tration du numéro précédent ou I'on remplacera » par y. Par suite

logM(y)<ny —pr+ p(y)yere.

1

~ Pour évaluer une limite mfeneure de m(y), astreignons-nous d’abord

prendre ’
- Y S rn.> i)
Tnpr— Y = Npy . .
avec .
n=rz*

A désigne un nombre positif donné quelconque.

\

S

_ ' : Fig. 2.

Soit encore I'entier /2 défini par

— k =)
(m—1)k Ly +loga<m <k_P+E>

On a encore, comme au n° 11, n <m
PUIS

m(y >>.Ax[[(e>—w»— x)]‘[ H(r — i),

Tn+1 m+1

.
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Pour le troisieme produit 7,— y > log2

e et é
Et comme

1— u> e,

. . 1 -
dés que u reste compris entre o et S ona

i -Qe)‘ie—"ﬁ
l I (1—e7"r>e ™ |

m-1
Mais

®©

Ze‘rr <m e—mk,
N

m+1
Une limite inférieure du troisiéme produit est

" .
e—2mey m ou e—2m,

Une limite inférieure du second produit est
. (1 — e~ Mmym—n
car tous les facteurs sont supérieurs a

I— e Ty >1— e Mn,.

Pour avoir une limite inférieure du premler produit, il suffit de remarquer que
I'on a, puisque p=n

\ ey—rp— 1 >(I — g—'l;n) ey—rp,
Ceci revient en effet a écrire
‘ » Y —TI'p— Tin> 0,
ce qui est conforme au choix de y.
Une limite inférieure du premier produit est par suite
L 4 (1 — e—-'q,,)n en_\'—Zrl,_
D’ou, en définitive

logm(y)>ny — Zr.+ m[log(1 — e=n) — 2]+ logAi.
Comme on a pris
M= 1A >y,

le coefficient de m dans I'avant-dernier terme de I'inégalité précédente est supé-
rieur & Blogy (B constante négative).
Comme

m <1+ (y + loga)e+e,
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on peut écrire, en majorant le nombre ¢
B ) .
n

logm (y)> ny = Firpt v ()0,

v(y) étant une fonction dont la valeur absolue peut étre prise aussi petite que
on veut, pourvu que y soit suffisamment grand.
En comparant les bornes obtenues pour logM(v) et logm(v), on voit que -

log| f(z)|=ny —~2r,,+ wlx, y)ye:
1
u(r, ) est analogue a v(y).
L’égalité est valable a I'extérieur des bandes de largeur infiniment petite
entourant les suites primaires.
Maintenant si 'on prend = dans la bande d’ordre n, le module du facteur

&(an, 3),
est compris entre
! ' .1
2 sin — (b, — x , S
! 2 ( " r) t I+ e%fin
- —. e P —
! § — ez:.,,a,,i I T — ela,,a,.‘

La contnbutlon de ce facteur g(a,, 5) dans log| f()] se tradu1t parl’ ad]onctlon
d’une certaine fonction A(x, v)

I

log| f(2)] = ny — Jr,+ ula, y) y+ -+ h(x, y)
1 .
h(x, y) étant compris entre

log et log (1 + &2"n),

1

sin (b, — z)

\ \ £ .

a4 une constante prés. La seconde expression est bornée.
Si'l’on prend ‘ :

HESIEE

ce qui revient a exclure du plan des domaines entourant les zéros et de dimen-
sions infiniment petites, A(z, y) sera inférieur en module au module de

u(x, y)W*'

lorsque y sera sufﬁsamment grand La somme des deux derniers termes de
I’égalité précédente est bien de la forme

, k(z, y)yers,
Le théoréme est par suite établi.

.
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L.e terme complémentaire est négligeable devant
] ny —2r,
dans les deux cas suivants :

ou blen lafonction estd’ ordre mfemeur a 2; oubienlafonction est i croissance
réguliére.

Dans 1'un ou I’autre de ces deux cas, on peut écrire
log| f(z)] ~ ny — Zr,.

Il est & remarquer que si la fonction contient des suites négatives, le facteur
G(u) correspondant a ces suites reste borné en module pour y- positif, le théo-
réme n’est pas altéré. De plus, on voit que o de51gne I'exposant de la suite
fondamentale positive.

14, Application. — Soit _
1 T — pis
f(z):F_(;):A+Al;+... (u=e").

Tout chemin s’éloignant indéfiniment du coté des y négatifs est un chemin de
détermination A pour f(3).

Il est facile de voir dans le cas général qu'une fonction entiére périodique de
genre fini ne peut admettre plus d’une valeur asymptotique.

En effet, d’aprés le théoréme précédent, si la suite fondamentale positive est
illimitée, log| /()| augmente indéfiniment pour une suite de valeursde y indé-
finiment croissantes et positives, il ne saurait avoir de chemin de détermination
s'éloignant indéfiniment du coté des y positifs.

Peut-il exister un chemin C de détermination @ restant compris entre deux
paralléles & Ox? (du coté des x positifs, par exemple).

Soit la droite z =X (X donné). A tout nombre ¢, il correspond un tel que

x > x, entraine
[ fla)—a| <&

. (z=a + ry désigne l'affixe d’un point du chemin C). Soit £, le plus petitentier .
positif tel que

X +ao2km >z,
C coupe la droite

r=X+2km

en M,. Marquons sur la droite z = X le point P, d’affixe z, et de méme ordonnée

que M,. Alors °
_ |f(s)—a|<e
A toute suite ‘
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tendant vers zéro, il correspond sur la droite = X une suite de points

P, Py, .., Po ...,

4 ordonnées finies donc admettant un point d’accumulation P d’affixe z tel que -
J(z)—a=o. .

‘La fonction f(s)— a admet par suite un zéro a distance finie sur toute droite
paralléle 4 Oy, ce qui est manifestement impossible.

Un tel chemin de détermination a ne saurait donc exister.

De plus, on voit que si les deux suites fondamentales positive et négative
sont infinies, la fonction f(z) n’admet aucune valeur asymptotique.

Remarquons encore que dans le cas ou f(z):F(i) la fonction entiére
correspondante est d’ordre nul, tout point du plan des u correspond a un point
dwplan des = du coté des y positifs et tout chemin de détermination pour F
correspond & un chemin de détermination pour fsitué du coté des y positifs.
Or, on sait, d’aprés un théoréme classique de Wimann que les fonctions entiéres

. , . W I 1
d’ordre inférieur a — n’admettent aucune valeur asymptotique.

. o CHAPITRE 1V.

LA DISTRIBUTION DES VALEURS DE LA FONCTION f (3).

15. Jai dit au Chapitre précédent (n° 11) que 'ordre du produit canonique
S (=) était 1+ o. Il n’est pas inutile de préciser ce point.

L’inégalité

logM (r) < ri+e+e,
satisfaite pour r suffisamment grand prouve d’abord que 'ordre de la fonction
est au plus 1+ . D’autre part, I'exposant de convergence de la suite compléte
des zéros est 1+ p. On conclut de 13 que I'ordre de la fonction est exactement
e -+ ¢. ‘ .

Donc pour une fonction entiére périodique d’ordre fini, 1l y a égalité entre

'ordre et 'exposant de convergence de la suite des zéros, car I'introduction

d’un facteur exponentiel ’

- ehs,

ne modifie pasb Pordre du produit canon’iquef{:-).
Dans 'expression

logM (r)=nr ———Zr,,—l— k (ri ree,
1

Ann. Ec. Norm., (3), LXV. — Fasc. 1. . ' : 6
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le dernier terme

;

k(r)re+s,

est négligeable devant les deux premiers dans tous les intervalles qu’on pour-
rait appeler de croissance regullere, c’est-a-dire on logM(r) reste comprls

entre o !
X P el prreE,

Par contre, il pourrait intervenir dans les régions de croissance irréguliére.
Mais méme dans les régions de croissance réguliére le terme

xrp,
est loin de se comporter d’une facon simple par rapport au terme

nr.

Des exemples simples de fonctlons a croissance réguliéré montrent que pour

o =o0, le terme
\‘r. ’
i)

est en général négligeable devant nr; que poyr ¢ fini et non nul

Xr,,

est une fmctlon de nr; tandis qu'il est facile de construlre des fonctions a
croissance tant regullere qu 1rreguhére pour lesquelles le rapport

3r,
nr

a effectivement pour limites d’indétermination o et 1.
Je me borne a étudier ce rapport, avec quelques détails, pour les fonctions a
eroissance réguliére. :

16. Soit la suite r, telle que
1 - 1

n5—°< r,,{ n?u;,

a partir d’une valeur suffisamment grande de n. Soit
. AN

Un=1{n n—%,

ou « désigne un nombre donné, positif, et inférieur a ;-
‘La suite u, n’est pas bornée supérieurement, mais elle n est pas en général
constamment crozssante :
Marquons les points M, de coordonnées n et u, et constrmsons comme
'indique la figure ¢i-dessus, une ligne brisée dont les sommets sont certains
points M, et dont la pente des cotés est positive ou nulle.
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Tous les points M, sont situés ou bien sur les cotés ou bien en dessous des
cotés de la ligne.
Les indices n; correspondant aux sommets M, de cette ligne sont appelés les
indices principaux de la suite. :
n

" A ) 1+lg
Ml‘l /

Fig. 3.

Tous les points M, finissént par étre a P'intérieur de la région délimitée par
les courbes o

N - o 1
N el e = - — o)

x)« £

prd

« Fig. 4. 4

Cherchons une limite supérieure du rapport de deux indices principaux

consécutifs
1 et N,

Posons ,
Nya= n;+ p;—+ 1.
Ona -
u’”i"‘l’i< Un;y

sans quoi n;+ p; serait indice principal ou bien il y aurait d’autres indices

principaux entre n; et n; .
Si m désigne I'abscisse du point de la courbe

&

y= s,
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dont Pordonnée est égale a u,, c’est-a- dire

= md—¢,

ona- o
Ry Zm—+1. ¢
Y m+1 1+ nfte
. Pt M
n; n; T n,
‘ . o 2E
. T

¢’ comme ¢ est un nombre trés petlt inférieur 4 tout nombre donné a l avance,
pourvu que A soit fixeé. ,
. N . n .
Cpe . L . N\ , .
Limute supérieure de er. — Désignons par
' v :x‘!’("f)
la fonction qui représente la hgne brisée precedente c¢’est une fonction non

décroissante, et I'on a
Uy RV,

’égalité est assurée pour une infinité d’indice‘s‘(les indices principaux) et
h—e<<y(x)<h-+e . h
La fonction ¢ () continue tend donc vers A quand x.augme‘nte indéfiniment.
La derlvee y . Présente une infinité dénombrable de points de discontinuité

ay,

de premiére espéce, il en est donc de méme de @

_d_q;__ I (IQ q)(x)>.
dz ~ logz \y dz z /),

D’autre part la non-décroissance de y se traduit par

— (@) wlogz £ ();
on a

. n
n
D - 2" Péf - Y@ edy + pba,

1

Une intégration 'par‘ parties donne
v fnx‘l'*—“dx +fn(;¥ 4 a) a¥+ady = p¥m+att —fnw‘%“““ Vlogz dz.
La seconde intégrale s’écrit . 0
| fn(¢+a)$“’“f°‘d$=<é +m/>fnw4’+‘5‘.dx, |

' . : . . . 1
‘w étant une fonction de n infiniment petite avec -

« : . . - ~
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Le premier membre de I’égalité est égale a
<1—1— -{I)- -+ co)f aVrrdr; .

f ¥+ (— z logx) dx <j ¥+ dr < ({;I — o+ e)f a¥+rdz;

i3

puis

d’otu finalement
(T4 a+ oy )f ¥ +rdr < pbinra
Et comme

nq;(n)+1+1

est infiniment grand par rapport a n¥"=* on peut écrire
n , \
. | ]
N p nylr+a+t
2 L ¢

1

] N .. . .. 1
Comme o« peut étre choisi aussi voisin de o que 'on veut, on peut remplacer,
dans I’expression précédente, ‘ o

1+4¢ 1+¢
I+ o

- |
Iy 2y o aw b
nr nry, . 1 u,

Pour un indice principal n=mn; on a u,= n*®. Pour un indice n = n;~ g tel
que n; soit principal et % infiniment petit, par ex’emple’ g n"*, ona, puisque
r"i—i'qérni’ ‘
’ (ni+q)* Unjg>> niup,

W) (g g )bt = <m+ 7 >

= n;

Unibg  Unirg - Uniig

D’aprés le choix de ¢ la derniére fraction tend vers 1 quand »; augmente indé-

. finiment.

- On a donc, pour les indices tels que »; ou 7,4+ ¢,

n

S ,

(1) : 1 <i§.. ,

nr
1+ =
P
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¢

Considérons maintenant deux indices principaux consécutifs n; et n;,; on a

vu que
n< ngy <1+ n,‘fa'.

'

De deux choses 'une, ou bien

< nipy << ni—+niTs,

\

et tous les indices entre n; et n;,, satisfont a 'inégalité (1), ou bien

ni=-nlmH < nggy << it
v b n) .
n . . . N . ’ .
et le rapport —— pour les indices » supérieurs a n;-+ n;"" n’est pas nécessaire-
- :

ment voisin-de 1. Le raisonnement employé ne montre pas que 'inégalité (1)
est satisfaite pour de tels indices.

Si donc, le rapport de deux indices prmmpaux conséeutifs n’est pas infini-

ment voisin de 1, il pourrait exister, a prior, des indices intermédiaires pour

/

. . xr, . . P .
lesquels on ne peut rien dire du rapport =~ sinon qu’il est inférieur a 1.
nr

1l en est ainsi, s'il existe, quelque grand que soit n, une racine multiple
d’ordre g, de rang n tel que g soit trés grand par rapport i n.

On peut cependant chercher un ordre de grandeur des intervalles de » pour
lesquels I'inégalité (1) est satisfaite. .

Soit r une valeur telle que 'indice » correspondant soit principal; r+ Arla
valeur correspondant i Iindice immédiatement inférieur a n + n'—=. Dans tout
I'intervalle » + Ar I'inégalité (1) est satisfaite. Comme

ré=t<n < rétE,
(r AP < n - ntmS < (r o Ar)eE,

Arest de 'ordre de . _

Ainsi, si » correspond 4 un indice principal, I'inégalité (1) est satisfaite
dans tout un intervalle d’épaisseur Ar infiniment grande avec r.

En résumé, pour les fonctions i croissance regulmre, il existe une infinite
de couronnes r, 4 Ar mdeﬁmment croissantes et d’épaisseur infiniment
grande dans lesquelles on a

logM(ry=Anr,

A étant une certaine fonction dont la valeur est comprise entre

1—8”

I+ 0

et 1.,

- De plus, I'intervalle entre deux couronnes consécutives (distance des circon-
férences intérieures) est moindre que 7'+ — r, puisque si » estindice principal,
I'indice principal suivant est moindre que n'*%, ¢, désignant un certain nombre
qui peut étre choisia I’avanée pourvu que I’on ait fixé A ¢’est-a-dire o,
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- En d’autres termes, si 7 est une valeur qui correspond i un indice principal,’
la valeur qui correspond 4 I’indice principal suivant est moindre que r'+.

Remarque. — Dans le cas particulier ot il existe un nombre « compris entre

I . .
0 eta tel que la suite
Up= ryn—2,

soit constamment croissante.a partir d’'un certain rang =, tous les indices sont
principaux a partir de ce rang et I'inégalité

Xr, 1+ ¢ |
I b
nr T+ a

est constamment satisfaite a partir d’une valeur suffisamment grande de ». -

Cas des fonctions d’ordre 1 a croissance réguliére. — Tout ce qui a été dit
;o . > [ [ N
précédemment subsiste sauf qu’il faut remplacer, dans I'inégalité (1), - par «,
’ ’ s
ou « désigne un nombre positif, fixe, qui peut étre choisi aussi grand que
'on voudra. :
Autrement dit, dans les couronnes déja mentionnées on a

2r,

<,

nr

r désigne un nombre donné, aussi petit que 'on veut. -~

17. Hypothése particuliére. — Sil’on suppose’que le rapport

finit par étre constamment croissant, on a

n
. ! N 1
f .,L.‘I'l.l;; d.l' < ,L‘l'(nH !)
I
14+ - —¢
0

v

car la dérivée du second membre s’écrit -

f - n®w+1 [————d) () +1 + @' (n) logn J
n
I+

— &

O | -

et I'inégalité a assurer s’écrira encore
I d -
(1 -+, s) n®m < (@ (1) + 1| n®m 4 pPi1 @ (n)logn,

ou
—e—D(n)y<<n®(n)logn,

O =

P
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ce qui a effectivement lieu, car le premier membre finit par étre négatif et le
second membre est positif.

Par suite l'inégalité (1) est satlsfalte pour toutes les valeurs de r au dela
d’une certaine limite.

Et dans le cas encore plus particulier des fonctions d’ordre 1 le rapport

Pl

nr

tend vers o lorsque 7 augmente indéfiniment.
Autrement dit, pour de telles fonctions logM () est équivalent anr.

18. Etude d’un e:vemple — Voici un exemple de fonction & croissance irré-

guliére.
Considérons, avec M. Borel, la suite des entlers définis de la facon suivante :

ny=r,

e Znp,—1<< et 41,

Soit la ligne brisée ]mgnant les pomts d’abscisses n; situés sur la courbe expo-

nentielle
y=e,

aux points d’abscisses n,— 1 situés sur la droite y = .

v

y-e Y=

~Définissons la suite 7, telle que les points de coordonnées n, r, sont tous
situés sur la ligne brisée précédente. La suite 7, est non décroissante et admet
pour exposant de convergence |'unité.
Envisageons une fonction eatiére périodique, d’ ordre 2, de période 27, et .
dont la suite fondamentale correspond a la suite r, qui vient d’étre définie. -

»
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Posons, pour simplifier I’é¢riture,

ny_1=a n,=b; Rp1==C;
n=b+N<e.

On voit facilement que
n ' <

Zr,,:Nel’(I —+e).
.1

Le rapport

-’r]7 :
nrp
est alors équivalent a
’ N
b+ N’

Comme N peut varier de o & ¢ — b, c¢’est-a-dire peut étre infiniment grand par

. . . >r
rapport a b, on voit que les limites d’intermination du rapport n"’

| > par suite
celles de %’3 sont effectivement o et 1.
Si 'on prend ‘
b+ N<c—1,

le signe égalité étant exclu, on a
re~ry~el; noe~ (logr+N),

et nr— Xr, est au plus de l'ordre de rlogr. Dans I'expression de logM (7) du

n° 11 le terme complémentaire £(r)7*= peut contribuer 4 donner I'ordre de

grandeur au module. Quoi qu’il en soit, la fonction se comporte, dans ces inter-

valles, comme une fonction d’ordre 1.
Mais si I’on prend

.

n=b6b+4+N=c—1,
on a
n~ce~eb.
Posons

r—=et+ R<<ec.

Pour des valeurs de / infiniment voisines de ¢’ ou e on voit facilement que
nr — Xr, est encore de I'ordre de rlogr.
Mais pour des valeurs de r telles que

R=(e""~n?,

A désignant un nombre supérieur i 1, on a

1
‘ nr o~ n't

Zrp~ Neb~ (el)? ~ n. _
Ann. Ec. Norm., (3), LXV. — Fasc. 1. ‘ . 7
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Donc le terme Xr, est négligeable devant »'™*; par suite

1+ A
nr—ZEr,~ontth s A

Le logarithme du module maximum se comporte alors comme une fonction
(1+A) « H

S

L’inégalité

d’ordre

logM (r) > r*—=
est satisfaite toutes les fois que A est compris entre

I et e

I—¢€
19. La distribution des valeurs de la fonction. — D’aprés ce qui a été dit au
Chapitre précédent, si une fonction entiére périodique n’est pas a suite fonda-
mentale limitée, logM(7) ne saurait étre égal a & r ol k désigne une fonction
bornée de r; puisque si ¢ est inférieur & 1 on a constamment logM(r) > A.ra
partir d’une valeur suffisamment grande de 7, et si p n’est pas nul il existe une

infinité de valeurs de 7 indéfiniment croissantes assurant I'inégalité

logM (r) > ri+f—=.

Pour les fonctions i suite fondamentale limitée; au contraire, logM (r) reste
équivalent a n,7 a partir d’une valeur suffisamment grande de 7, n, désignantle
nombre de suites primaires de la fonction d’un certain signe.

Par suite, une égalité de la forme

logM (r)=k.r,

<

ou k désigne une fonction bornée de r caractérise les fonctions & suite fonda-
mentale limitée.
Si 'on considére maintenant la fonction

J(5)—x,

ol x est une constante donnée, I'ordre de cette fonction est naturellement égal
a celui de f(z). Il en'résulte que I’exposant de convergence de la suite des
zéros de cette fonction est 1 - o. Dans le cas ot ¢ est nul la suite fondamentale
ne peut étre limitée sans quoi le logarithme du module maximum de f(3) —
par suite de /() est équivalent & Ar (cas sans intérét).

On déduit de la le théoréme suivant :

TukoriMe. — Pour toute fonction entiére périodique ne se réduisant pas ¢ une.
.combinaison finie d’exponentielles, il ne saurait y avoir de valeurs exceptionnelles
finies au sens de Picard.

Application. — Supposons que j'(z) ne comporte que des suites négatives.
Elle s’écrit /(z)=G (u), G(u) désigne une fonction entiere en u d’ordre o et

N



SUR LES FONCTIONS ENTIERES PERIODIQUES. 51

de genre o. On sait qu’une telle fonction ne peut admettre de valeurs exception-
nelles au sens de Picard. L’application du théoréme précédent nous montre
qu’en plus si R, désigne le module du n'™ zéro de la fonction G(u) et si R,
désigne le module dn n*™ zéro de la fonction G(u) — ¢ (oli¢ désigne une cons-
tante arbltrane) la série de terme général

(logR;,)—F—= comme (logR,)=f==
est convergente.

Autrement dit, non seulement on peut affirmer que I’exposant de convergence
de la suite des zéros de G (u) — ¢ est nulle, mais que I'exposant de convergence
de la suite de leurs logarithmes est o, c’est-i-dire le méme que celui de la suite
des logarithmes des zéros de G (u).

Natuze des suites primaires de f(3) — . Cas particulier. — Supposons d’abord
que f(3) n’a que des suites négatives.

Cf(5) =G (u).

A chaque zéro de f(z)— @ correspond un zéro de G(u) — ¢; a une suite posi-

tive de f(5) — @ correspond un zéro de G (u) — ¢ de module inférieur a 1.
Comme G (u«) ne peit admettre qu'un nombre fini de zéros de module infé-

rieur & 1, f(z) - 2 n’admet qu'un hombre fini de suites primaires négatives.

Cas généi'al. — On avu au n° 13 que

log|f(s)|=nly|—Zrp+k(x, y)| ¥ [F*,

égalité valable en dehors des domaines entourant les zéros et de dimensions
infiniment petites quand le rang de la suite primaire augmente indéfiniment.

L’expression ¢ qui intervient dans cette égalité désigne I’exposant de la suite
des zéros fondameentaux situés du méme coté que s par rapport a 'axe Ox.

Ainsi, du poml; de vue de la croissance du module de la fonction, tout se
passe comme si l’on a affaire & une fonction d’ordre 14-p.

Cet ordre peut étre inférieur a I’ ordre réel de la fonction.

Convenons de dire que dans la région envisagée, la fonction est d’ordre
relatif 1 + p. Il est clair que des deux ordres relatifs de chaque coté de Ox, I'un
au moins est égal a 'ordre réel de la fonction.

Cela dit, si ’on considére les deux fonctions

fG) e f(s)=a, ,

de chaque coté de Ox ces deux fonctions ont méme ordre relatif, car leurs
modules sont équivalents sur une parallele 2 Oz, en dehors des domaines
d’exclusion entourant leurs zéros. ' :

Autrement dit, de chaque coté de Oz, les suites primaires de ces deux fonc-
tions ont méme exposant de convergence relatif.

-
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Pour un produit canonique de facteurs primaires sinusoidaux, on a naturel-
lement, du coté des y positifs,
logM (y) ~ hyy,

h, désigne le nombre de suites primaires positives. )
En écartant le cas ou /() est une fonction linéaire de ’exponentielle . |

étiz,
(o f(5) — x peut ne pas admettre de zéros) on voit que la fonction
VO

admet quel que soit x, le méme nombre de suites primaires posmves que f(z).
puisque les logarithmes du module maximum de ces deux fonctions sur une
paralléle 2 O sont équivalents.

De méme ces deux fonctlons admettent le méme nombre de suites primaires
négatives. «

20. Les domaines de régularité d’une fonction & croissance réguliére. — On a
vu plus haut qu’il existe une infinité de couronnes de centre O, de rayon et
d’épaisseur indéfiniment croissants dans lesquelies on a -

_;nr< logM (ry<<nar.

J appelleral ces couronnes les domairies de regulante de la fonction. Dans le

cas particulier ou *
: logr

=) "’

lOg/l I

finit par étre constamment croissant, le domaine de régularité couvre tout le
plan, i lextérieur d’un certain cercle de centre O. .
Je me propose de montrer la propriété suivante :

TukoriMe. — Etant données deux fonctions entiéres périodiques a croissance
régulicre, [ () et F(3), il existe une infinité de domaines de regulal 186 communs
de rayon indéfiniment croissant.

Etant donné ¢ quelconque, on peut trouver un domaine de régularité (d,) de
rayon intérieur 7 pour /(z) tel que les rayons intérieurs des domaines de régu-
larité suivants (d,) (d;) sont inférieurs respectivement a r'+= et 7'+<",

Si l'on suppose qu'il existe, entre (d,) et (d,), un domaine de régularité (D,)
pour F(z) n’empiétant pas sur (d,) (d,), je dis que le domaine suivant pour
F(z), soit (D,), empiétera sur (d,) ou (d,). :

En effet, si R désigne le rayon intérieur de (D,), celuide (D) est moindre
que R*+¥'(R>r). On peut choisir ¢’ pour que R'* soit inférieur & 7'+ ou supé-
rieur & 7#'*") ce qui signifie que (D,) empiétera sur (d,) ot (d,).
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Ainsi si un domaine (D,) n’empiéte sur aucun domaine de f(z), le domaine
suivant (D,) empiétera sur un domaine-de f(z). Les deux fonctions admettent
~donc bien une infinité de domaines de régularité communs, aussi loin de

Porigine que I’on voudra. '

Application. — Soient
fz) et filz)=[(z) =2
Dans I'un de leurs domaines de régularité communs, on a

logM (ry=A (r)nr,
logM(r)y=A,(r)mr,

A(r) et A,(r) sont deux fonctions de r comprises entre

1—¢
I+9p

et 1.

Comme logM(r) est équivalent a TogM, (), le rapport %‘ est équivalent & %‘,
c’est-a-dire reste compris entre
I—¢ r+p.

et
1+P . I—¢

Donc si I'on se borne aux fonctions f(z) qui admettent par exemple une
suite limitée d’un certain coté de Oz, le rapport des nombres de zéros des deux
fenctions

f(z) et f(‘s)—xi

de module inférieur ar, lorsque z décrit yn cercle C situé dans 'un des domaines
de régularité communs, est compris entre deux valeurs finies et non nulles,
valeurs d’autant plus voisines I'une de 'autre que p est plus petit.

En d’autres termes, le rapport des zéros de méme rang n de ces deux fonc-
tions est fini et non infiniment petit pour une infinité d’indices n.

Et si la fonction f(z) est d’ordre 1 le rapport des zéros de méme rang n est

infiniment voisin de 1 pour une infinité de valeurs de I’entier n.
f L

CHAPITRE V.

CERCLES DE REMPLISSAGE ET DIRECTIONS DE BOREL
DES FONCTIONS ENTIERES PERIODIQUES.

21. Le point de vue élémentaire adopté dans les quatre premiers chapitres a
suffi pour préciser certaines particularités des fonctions entieres périodiques,
pour lesquelles la distribution spéciale des zéros permet en quelque sorte'de
prévoir certains résultats. '
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La transformation
uw=—-e',
I ~

.qui fait correspondre a toute fonction entiére périodique a suite fondamentale
‘positive une fonction entiére d’ordre nul peut servir a deux fins.

Les propriétés démontrées dans les chapitres précédents permettent de
retrouver quelques résultats simples des fonctions entiéres d’ordre nul.

Il est vrai que cette méthode laisse en dehors les fonctions entivres d’ordre
‘nul pour Jesquelles la suite des logarithmes des modules des zéros n’a pas un
exposant de convergence fini.

En se basant sur les propriétés classiques des fonctions entiéres d’ordre nul,
il est possible d’avoir certaines propriétés particuliéres des fonctions enticres
périodiques.

Notamment, en ce qul concerne la distribution des zéros dans une direction
arbitraire, ainsi que I'existence des cercles de remplissage et I'ordre de ces
cercles, les propriétés connues des fonctions entiéres d’ordre nul ont immeédia-
tement leur équivalent ici.

Cependant, il suffit d’appliquer quelques résultats du Chapitre 111, et de
suivre la méthode employée par MM. Milloux et Valiron dans le probleme des
directions de Borel des fonctions méromorphes, pour arriver a résoudre direc-
tement le probléme posé sur les fonctions entiéres périodiques avec une grande
précision (*).

22. Reprenons le résultat du n° 13 :

On a, pour toutes les fonctions entiéres périodiques,
’ “ n

log| f(=)|=nly|— Drp+k(a, y) |y o,
- .
a I’extérieur des cercles entourant les zéros et dont les rayons tendent vers o
lorsque le rang augmente indéfiniment.
Pour une suite de valeurs indéfiniment croissantes de |y | on a
Ly e <nly | = Zr, <[y frres.

r

Pour ces valeurs, le rapport
k(zy) Ly i
Ly [rre=s

(1) VALIRON, Sur les fonctions enticres d’ordre fini et d’ordre nul et en particulier les fonctions a
correspondance régulicre (Thése, Paris, 1914 et Ann. Fac. Sc. Toulouse, 1913); VALIRON, Sur les direc-
tions de Borel des fonctions méromorphes d’ordre nul (Bull. Sc. Math., t. LIX, 1935, 1re partic);
‘MiLroux, Les cercles de remplissage des fonctions méromorphes ou enticres et le théoréme de
Picard-Borel (Actu Math., t. 32, 1929). Dans tout ce chapitre, les renvois a ces éerits sont indiqués
respectivement par : (V. T.), (V. B.) et (M. A.). ’
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ést infiniment petit, donc

log|f(z)| ~n|y|—Zr, °

0

et I'on obtient, pour la fonction entiére d’ordre nul correspondant & /(=) le
théoreme suivant :

Il exz'ste une suite de valeurs indéfiniment croissantes de R pour lesquelles le
logarithme du module de la fonction est équivalent a

10“_““_*
"RyR,. ]

Onreconnaitlal’énoncé du théoreme de Littlewood (') valable d’ailleurs pour
toutes les fonctions entiéres d’ordre nul.

G(u) de31gnant la fonction entiére d’ordre nul correspondant af(z), M(R)
son module maximum pour |u|=R, on a
N lTn;IOgM(PE): 0 S? 0>1,
r— (logR)2 o si p<I.
Pour o =1, on ne peut rien dire de cette limite sans faire d’autres hypothéses:
- sur la croissance de la suite logR,.
Et si 'on remarque que pour p inférieur 2 1, on a constamment pour y positif

et suffisamment grand : -
ny — Er,,‘> Ay,

A désignant un nombre posmf donné (n“ 12), Donc

log | /(3) |~y — Sy~ logM ),
“et 'on obtient la proposition suivante :
Pour toute fonction entiére d ’ordre,nul telle que la suite logR,.a un exposant de
convergence inférieur 4 1, ce qui exige
——logM (R) .

S TlogR):

le logarithme du module de la fonction est équivalent au logarithme du module
maximum pour R suﬁsamment grand, a condition d’exclure du plan, autour de
chaque zéro de rang n, un domaine vu de I'origine sous un angle infiniment petit

avec,; et dont la plus grande dimension est de Uordre de ¢ (n)K,, ¢(n) tendant

I
vers o avec n .

(1) LirtLEwoob, Qn the asympiotic approximation of integral functions of szero order (Proc. Lon.
Math. Soc., t. V).
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On peut méme préciser, d’aprés I'analyse du n° 13, que I'angle sous lequel
on voit, de I’ orlgme ces domaines est de l’ordre de

e—(l0gRy,)p R

et que la plus grande de ses dimensions est inférieure &
(logR,)~* R, (A positif donné).

Ce théoréme n’est qu’un cas particulier d’ un théoréme de M. Valiron concer-

nant les fonctions d’ordre nul pour ]e%quelles
N

im logM (R)

3 Togry <= ()

Et si I'on suppose maintenant que la fonction f(s), d’ordre quelconque, est
a croissance réguliére, on a encore

log | /(%) ]~ logM (y),

i Pextériedt des mémes domaines d’exclusion. Le théoréme précédent s’applique
encore a ces fonctions, et celui de M. Valiron s’applique a leurs transformées,
qUI sont & croissance réguliére. Et pour ces derniéres, aucune condition n’est
lmpoqee a '
~logM (R) :
(logR)?

23. Directions de Borel. — Je rappelle qu’étant données une fonction entiére
et une direction d du plan issue de Porigine, cette direction est appelée direc-
tion de Borel de la fonction si dans tout angle () de sommet I’origine d’ouver-
ture arbitrairement petite et de bissectrice d le théoréme de M. Borel reste vrai,
c’est-a-dire
logn

Iim

—I’ordre de la fonction.
n= aolog : .

n désigne le nombre de zéros de la fonction /(3) — a de module inférieura ret
_contenus dans I'angle (a). :
On a la proposition suivante :

Etant donnée une fonction enticre périodique ne se réduisant pas a une combi-
naison finie d’exponentielles, toute droite A issue de I’origine contient une direc-
de Borel de la fonction. 5

Il suffit de montrer que le théoréme de Borel reste vrai dans ’ensemble des
deux angles-(A) de bissectrice A et d’ouverture 2 ¢ arbitrairement petite.

La période de la fonction est encore supposée égale 4 2 7.

(1) (V. T.).
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Soit « I'angle que fait A avec Oz. Toute suite primaire d’ordonnée r,< rsina
comporte A7, zéros situés dans (A), A désigne une certaine constante qu’il est
inutile de préciser; ces zéros sont situés & I'intérieur du cercle de centre O et de
rayon 7.

Le nombre total de zérosde la fonction intérieurs 4 (A) et de module inférieur
a r est par suite :

N=A il’p, .
o

(ra<<rsina <<rp).

On a, par définition,
m logr, 1

n=wlogn — p

Je dis que I'on a

n

10027“ \

8 P

lim —— — 1+
n=w logn

O |

i
En effet, on sait qu’il existe une infinité d’indices

v Ny Noy oo Npy e,
assurant I'inégalité

! =
ry>NETT
Les points d’accumulation de la suite N;_, : N,(k=2, 3, ...) peuvent étre
arbitrairement distribués sur le segment o, 1

A. Suppbsons que ce rappdrt ne tend pas vers o. Il existe donc une infinité
d’indices £ assurant les inégalités
\/ 1
o<lp< v <9<

(On peut ramener & ce cas celui ou le rapport tend vers 1, par suppressmn de
certains nombres de la suite N.)
Posons, pour simplifier I’écriture,

Njoy=n/, N =n.

On a
' 1 1
. e "o e 5-—& 1+E——~
g > (n—n')n >(1—q)p n
Parsuite '
' — log3r I
Iim 2= =1 -
n—w lOgn 0

Ann. Ec. Norm., (3), LXV. — Fasc. 1. 8
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B. Supposons que le rapport d’un indice N au suivant tend vers o, et prenons

"n =Nz, -+ N <Ny
On a

1_.
Sr,>NNG_,.
On peut prendre N’ infiniment grand par rapport 4 N._,. Le second membre de
Pinégalité sera supérieura . '

1 !

<t I3
&

VTR i NNy =
¢
Il suffira de prendre N’ inférieur au plus petit des deux nombres
Nﬁf;" et Ny,
ce qui est possible. Alors » sera équivalent a N, et pour ces indices n la somme
Xr, sera supérieure :
Bn ° y (B =rconst.).
I en résulte que, dans tous les cas N
im log3r, i I \\

n—r logn 0

- Ceci posé, on a, d’aprés les propriétés de I'ordre,

' — logn
lim +—— =
oy logr — 1
d’out ‘ ;
Tm 08N _ g lossry _ prplosrpprlosns (0 1\ o,
. logr logr — logn logr p)"

D’autre part, si I'on se borne aux valeurs de r équivalentes & r,, dans le
rapport précédent on peut remplacer .

logr par logr,.

Et pour la suite des indices » satisfaisant 2

——E

r,> nf )

logn . . N
lofr tend vers la limite ¢. Par suite, on a ’
o | logN v
— 108 .
— =1 +P.
i Togr =17

‘La proposition est donc démontrée.

}
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- Applications. — La transformation u= e fait correspondre a toute droite -
issue de l'origine une spirale logarithmique de point asymptote O permet de
retrouver la propriété connue suivante relative aux fonctions d’ordre nul
correspondant & /(z):

Il existe une famille de courbes de Borel constituées par des spirales loga-
rithmiques adjpettant I'origine comme point asymptote. '

La propriété qui vient d’étre démontrée est intuitive si 'on remarque que
tout angle formé par deux droites issues de I'origine et d’ouverture arbitraire-
ment petites est un domaine de remplissage pour la fonction. Si l’on considére
un angle arithmétique, formé par.deux demi-droites, il peut ne contenir qu’un
nombre fini de zéros de la fonction (s'il est situé du coté de Oz ou la fonction

n’admet qu’un nombre fini de suites primaires.)

Remarque. - La démonstration de la propriété précédente est valable pour
toutes les fonctions f(z) — Z quelle que soit la valeur de Z, puisque I’exposant
des zéros de toutes ces fonctions est 1+ 0. v

~Ceci montre que /les fonctmns entiéres périodiques d’ordre fini 1’ admettent pas
de valeurs exceptionnelles fintes au sens de M. Borel.

Le fait que toute droite du plan contient une direction de Borel pour une
fonctlon entiére périodique peut étre considéré comme une conséquence immé-
diate d une propriété classique, savoir : v .

Toute fonction meromorphe d’ordre fini posmf posséde au moins une direc-
tion de Borel.

En effet, soit (D) la direction de Borel fournie par ce théoréme, pour notre
fonction qui est d’ordre 1 -+ ¢. (A) désigne une direction quelconque du plan.
A l'angle (A) d’ouverture arbitrairement petite, on fait correspondre un angle
(D) tel que tout point de (D) correspond a un point de (A) ou la fonction prend
la méme valeur. Il est alors clair que si le theoreme de Borel est vrai dans (D)
il est vrai dans (A) :

24. Supposons, sans d’ailleurs restreindre la généralité, que la fonction
- entiere périodique ne contient que des suites pesitives. :

Soit T (R, G) la caractéristique de Nevanlinna de la fonction G (u) correspon-
dant a f(z). | ; .

Quand u décrit une fois le cercle {u|=R, = décrit un segment de longueur
2 = paralléle aux suites primaires.

On a immédiatement, avec les notations déja employées,

logm (y) <T(R, G) < logM (y).
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D’aprés les résultats du n° 13, on peut écrire

~ ‘ —logT (R, G) _
,{1,_{2 loglogR T
et ‘ '
’ = T(R, G) G) _ si p>1,
: = (log (logR)* o si p<1.

Si I’on introduit la moyenne logarithmique de Jensen

R g .
/ 2 (2, G) — 2% ) 4y 4 n (o, G)logR= N (R, G)=rnlogR — ZlogR,
A ;

ot n(x, G) désigne le nombre de zéros de G(u) de module inférieur a .
On voit que
T(R, G—9¢)=N(R, G—¢)+ £k (R).(logR)e*s,

k(R) désigne une fonction bornée.
On retrouve par suite une propriété connue :

T N (R, G — V) _
. r=» T (R, G—v) b
et ici la propriété est vraie pour toute valeur finie de 0y sans aucune valeur
exceptionnelle.

Revenons a notre fonctlon périodique /(z).

Toute bande de largeur égale 2 une période et perpendiculaire aux suites
primaires, ainsi que tout angle (A) formé par deux droites issues de O d’ouver-
ture arbitrairement petite est un domaine de remplissage pour la fonction.

La différence entre ces deux sortes de domaines réside en ce que, pour le
premier, le théoréme de Borel doit étre remplacé par

l_i-I_n logn
r=wlogr

il v
et non 1+ p.

Le second domaine est un domaine de remplissage d’ordre 1 + o tandis que
le premier n’est qu'un domaine de remplissage d’ordre ¢.

L'intérét ici est de trouver un domaine de remplissage constitué par une
bande de largeur moindre qu'une période ou bien une suite de cercles de rem-
plissage de rayon constant assez petit ou méme de rayon infiniment petit. .

Une remarque simple qu'on peut faire immédiatement est qu’il n’existe pas
une suite de cercles de remplissage de rayon borné et d’ordre supérieurap —1,
car I’existence d’une telle suite de cercles implique I’existence d’'un domaine de
remplissage constitué par une bande de largeur finie perpendiculaire aux
suites primaires et d’ordre supérieur & ¢, ce qui est.impossible.
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25.'\Dl'recti0ns d’accumulation. — Soient
@n(L) = b (L) + ienra(2),
les zéros fondamentaux de la fonction f(z) — Z
[6n(Z)] <.

La suite 6,(Z) admet au moins un point d’accumulation X. La droite z =X .
posséde la propriété suivante :

Dans toute bande
Dlr—X|<s,

aussi petit que soit ¢ la fonction /(=) prend une infinité de fois la valeur Z.
Je désigne par
n(t, X, e 7) ou n(t¢, D, Z),

“le nombre de racines de S (5) — Z situées dans le rectangle défini par

Diz—X|<5

: lyli<<e
On a
n(t,X,e,L)Zn(t o, 7 Z) [=nr(t 2)].
Comme '
.—lobn(t, Z)
' El loge =

on a
om | tm logn.(¢, X, e, Z)
t—ow logt

£=0

|=rx 22

o(X, Z) sera appelé 'ordre de la direction =X et cet ordre n’est autre que
la limite de 'exposant de convergence des zéros de /(z)— Z dans la bande D
quand tend vers zéro. -

- 26. Fonctions d’ordre supérieur a o

TugoriME. — ‘Dans toute direction x=X si lordre du nombre de zéros de la
Sonction f(z)—LZ est inférieur a p pour trovs valeurs de Z, cet ordre est inférieur
a ¢ pour toutes les valeurs de 7, sauf peut-étre pour des Z Jormant un ensemble
de mesure linéaire nulle sur la spbere

La démonstration qui suit -est inspirée d’une méthode employée par
M. Valiron (') basée sur une égalité due a M. Milloux (*).

—~
o=
— ~—
—
=

~ 5
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Couvrons le rectangle défini par

Criy
D) |lz—X|<e¢

* a Paide de p cercles C, centrés sur = X et de méme rayon ¢ y2. Chaque point

- de ce rectangle appartient 2 deux cercles au plus. Tracons les cercles T,

concentriques  C, et de rayon kz\/2(k >1). Ces cercles couvrent entiérement

le rectangle '
i<y

D(l«s) jx—X| < ke

et le couvrent moins de deux foxs ‘ " )
Soient ' '
n(Gy, L), n(Ty, Z)

les nombres de zéros de f(3)—Z respectlvement dans C, et I‘,, On a, d’aprés
I'inégalité de M. Milloux,

n(CrZ)<A N, n(X, u)+B— Dlog %, 2, ),

* u=a,b,c

A, D, sont des constantes ne dépendant pas de a, b, ¢, Z, ¢; B ne dépend que
dea, b,c;et|Z, Z,] deblgne la distance sphérique de Z a une certaine valeur L,,
qui peut ev1demment varier avec I’entier ¢. D’ou

En(cq, Z)<A2 2 n(rq,u) —]—pB—DEloMZ, 7oy -

g=1 g=1 u=ab,c

Astreignons-nous a prendre |Z, Z,| > ¢, v, étant donné arbitrairement
petit, de sorte que Z sera représenté sur la sphere a Pextérieur des cercles dont
la somme des rayons est inférieure 2 2v. Une limite supérieure du dernier
terme de 'inégalité précédente est

i — Dp log‘n‘—i- 2D log(p!j‘.
D’ou
n[Y,D(e), Z)<2 3 n[Y, D(key3), u|+pB—Dplogn-+2Dlog(p!).
u=a,b,c
On a, par hypothese,

m lobn[Y D(key/2), u]
\:, lO""Y

Zp<o (u:a,b,c)

pour e suffisamment petit, ce que nous supposons. Puis

>

Y . Y Y
P~ logph)y < —log—-
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Donc ' ‘ '
pB—Dplogn+2Dlog(p!) <<A'YlogY < Yi+*

pour Y suffisamment grand, « étant un nombre positif donné tel que 1+ a soit
inférieur a p. Donc ) : ‘

— logn[Y, D(e), Z]

11Lnl logY

égale au plus grand des deux nombres o' et 1+ «, est inférieure 2 ¢ pour
toutes les valeurs de Z, a I'exception peut-étre des Z formant un ensemble
de mesure linéaire nulle sur la sphére. '

Le théoreme est ainsi démontré.

Conséquences. — Si une direction == X-est d’ordre inférieur a p pour trois
valeurs de Z, on peut trouver e(X) tel que

logn[Y, D(e), Z]
logY

reste inférieur 4 p, dés que z est inférieur ou égal a ¢(X), et Y suffisamment
grand, pour tous les Z, sauf peut-étre pour les Z formant un ensemble de
mesure linéaire nulle sur la sphére.

TueorEME. — Il existe au moins une direction d’ordre maximum ¢ pour tous
les 7., sauf pour deux Z au plus.

En effet, supposons que toutes les directions sont d’ordre inférieur a p (sauf
pour les Z formant un ensemble de mesure linéaire nulle surla sphére).
Pour chaque X compris entre —n—+ = il correspond un ¢(X) tel que
I'inégalité ' ' ‘
logn|Y, D(e), Z] <o
logY :

lim
Y="%

soit vérifiée pour tous les Z (sauf pour un ensemble de mesure linéaire
nulle). ' ‘

Ces «(X) ont une borne supérieure ¢,, et il existe un X, tel que e(X,) > k¢,
(k donné inférieur a 1). Supprimons le domaine

D, |z —X, | <e(Xy).

Pour les X restants, les ¢(X) ont une nouvelle: borne supérieure z,c,.
1l existe un X, tel que ¢(X,) > ke,. Supprimons le domaine

D,z —Xo| < e(Xy)

et ainsi de suite. ' ;
Au bout d’un nombre fini p d’opérations, toute la bande — -+ 7 est
couverte, sinon en tontinuant indéfiniment on pourrait définir une suite
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infinie X, telle que ¢(X,) tend vers zéro et X, aurait une limite X' n’appar-
tenant pas aux domaines exclus. A X’ correspond

s(X’)>—/I;e(Xq)

dés que g est assez grand, ce qui est impossible car les ¢(X,) ne tendraient pas
vers zéro. - ,
On a donc p domaines D, recouvrant entiérement la bande — n 4 = et

n(Y,2)<Z2n[Y,D,, 2] <Lpr[Y, D,, Z],

D,, désigne le domaine qui correspond au maximum des » pour une valeur
de Y considérée.
D’aprés la remarque faite plus haut, on a, pour les p domaines D,
logn[Y, D,, Z]

logY <P
\

lorsque Y est suffisamment grand. Et

logn(Y, Z) logp logn[Y, D, Z]
TosY  =logY + logY

Comme p est fixe, le second membre de cette inégalité sera inférieur a ¢ dés
que Y sera suffisamment grand. La limite supérieure d’indétermination du
premier membre serait donc inférieure a ¢ pour tous les Z sauf peut-étre pour
des Z formant un ensemble de mesure linéaire nulle sur la sphére, ce qui est
impossible. - : :

Il existe donc au moins une direction d’ordre maximum o pour tous les Z
sauf deux Z au plus.

Ces directions jouent un role analogue aux directions de Borel d’ espéce
maximum pour les fonctions méromorphes générales. Mais il s’agit ici non
d’angle arbitrairement petit mais de bande arbitrairement petite.

En supposant que f(s) ne contient que des suites de méme signe on
retombe, pour la fonction entiére d’ordre nul correspondante, sur la propo-
sition suivante de M. Valiron :

Pour les fonctions entiéres d’ordre nul vérifiant

11 m logR, >1
l ogp
- ce qui entraine
— T(R G)
l J—
n{_n(lOgR) log, R .

il existe au moins une direction 9 telle que dans angle |argu — 8| < e (e arbi-
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- ’
tratrement petit) on a, pour tous les ¢, sauf deux au plus,

mn— N(R, O, g, V)

lim _——————T(R, &3] — k>0

N(R, 0, ¢, ¢) désigne la moyenne de Jensen des zéros de la fonction G(u) —¢
contenus dans le secteur
lul <R
largu — 0] <<e.

Cette direction est ce que M. Valiron nomme direction de caractére positif. .

27. Fonctions d’ordre infeérieur a 2. — On généralise sans peine les démons-
trations du numéro précédent aux fonctions d’ordre inférieur a 2.

Montrons d’abord que toute direction d’accumulation des zéros de f(z) est
direction d’accumulation de f(5) — Z quelle que soit la valeur de Z.

On a vu que tous les zéros de f(z)—Z finissent par s’accumuler dans les
domaines d’exclusion de dimensions arbitrairement petites. S’il y a un nombre
fini de zéros de f(s) — Z dans le domaine

Dix—X!<8

c’est qu'il y a un nombre fini de domaines d’ exclusmn dans D [on définit les
domaines d’exclusion a partir des zéros de f(z)—Z]|, par suite la direction
x =X ne peut étre direction d’accumulation’pour les zéros de /(z).

Les deux théorémes du numéro précédent sont encore valables ici. Il suffit
de modifier la démonstration du premier de ces théorémes de la facon sui-
vante, le deuxiéme s’applique sans modification une fois le premier établi :

Circonscrivons aux domaines d’exclusion situés dans D(¢) des cercles C, et
considérons les cercles I, concentriques et de rayon £ fois plus grand (£ >1).

Quand ¢ est sufﬁsamment grand C, est intérieur a D(c) et I, est intérieur
aD(ke). . . .

On a encore, en remarquant que, dans D(e), les zéros de f(35)— Z finissent
par étre dans C, : : » \

LY D( ),Z]42 Z nlY, D(ke), w)l+pB —Dplogn-+2Dlog(p!l)+ n,

u=a,b,c

“n, désigne le nombre, fini, de zéros de’ f(z) —Z du domaine D(<) en dehors
des C,. Ici p désigne le nombre de domaines d’exclusion intérieurs & D(e).

Si l on définit les domaines d’exclusion a partir des zéros de f(z) —a, p est
du méme ordre que . :
‘ nlY, D(ke), al.

Comme
m logn[Y D(ka), ]
Y logY

Ann. Ec. Norm., (3), LXV. — Fasc. 1. ) 9

Z¢<p (u=a,b,c)
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dés que z est suffisamment petit, ce que nous supposons, on peut écrire

aDlog(pl) < Yo+

pour Y suffisamment grand, < étant choisi tel que ;' ¢’ soit inférieur i ¢.

Donc
i logn[Y, D(\e), Z)
Y== lOgY

Q-

Le reste de la démonstration est le méme qu’au numéro précédent. D'ou :

I existe au moins une direction d’ordre maximum g pour tous les 7. sauf deux

Z au plus.

En passant aux fonctions G(u ), on voit encore que si

m lOng <1
log

ce qulentraine : :
il existe au moins une direction de caractére positif. ‘
M. Valiron a donné une limite inférieure précise de

’ S . .— N(R, 0, ¢,.9)

2 TR, G)

-en fonction de e (').

La méthode employée ici, bien que calquée sur celle de M. Valiron, ne ,
permet pas de conclure dans le cas des fonctions entiéres périodiques
d’ordre 2. On sait que le théoréme de M. Valiron sapplique a toutes les
fonctions d’ordre nul, par suite pour les fonctions entiéres périodiques
d’ordre 2, il existe encore au moins une direction d"ordre maximum pour tous
les Z sauf deux Z ou plus. '

28. Les cercles de refnplissage des fonctions d’ ordre supérieur ¢ 2. — Soit
-2 = X une direction d’accumulation d’ordre maximum g pour f(3).

Un cercle de rayon constant, aussi petit que ’on veut, et de centre suffi-
samment loin dans la direction X contient en moyenne

) .
Kn' ¢ ' (delordre de K yo—1)
L] .
suites primaires (K étant une certaine constante et y étant I'ordonnée du

centre du cercle).

N

N

(1) (V. B). .
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Il faut done s’attendre a ce qu'il existe une-suite de tercles de remplissage
d ordre o — 1 de rayon arbitrairement petit dans toute direction d’accumu-
lation d’ ordre maximum. g
Montrons d’abord que dans toute direction d’ordre maximum D(x =X), ll
existe, pour chaque valeur donnée de Z sauf pour deux Z au plus une suite.
infinie de cercles de rayon arbitrairement petit

Iz — 3, <e z, tend vers o)

i

tels que dans chacun de ces cercles la fonction f(z) prend au moins

Do iped—r
| S| in

fois la valeur L T tendant vers zéro avec -

En effet, appelons D(e ) le domaine |x — X[ <cecet decoupons D(e )en carrés
de coté 2c puis circonscrivons i ces carrés des cercles C,.
Si, a partir d’un certain rang n, chacun de ces cercles contlent moms de

- | —1—T,
| <n “ I~Tin
.

zéros de f(z)—Z, le nombre de zéros de cette fonction dans le rectangle

yI<Y,  Je—Xi<e
est moindre que '
RY | 5p 71—t~ b Yo—Tn,
n[Y, D(e), Z] < h YP~"n,
, - logn|Y, D(¢), Z]
log¥

logh ‘ ;
logY’ &
8 - ‘

<P — N+

Cette inégalité est valable, quelle que soit la suite 7, pourvu que les valeurs
de Y soient suffisamment grandes.
L'ordre de la diraction # == X ne serait donc pas e.
La proposition est ainsi établie.
Soit maintenant une suite de cercles C, de rayon 2¢ et recouvrant comple-
tement le domaine
D(e), |o—X|<e.

La direction 2 =X étant une direction d’ordre maximum.

Considérons les racines de I'équation f(z)—Z=o0 srtueeb daris un cercle I,
(T, concentrique a C, et de rayon double)

Pour les divers Z le nombre de ce® racines a un minimum »” atteint pour Z”;
supprimons dans le voisinage sphérique de Z” un cercle de rayon a’(ausm petlt
que I'on voudra). Pour les Z restants, ce nombre a encore un minimnm »’
supérieur ou égal & n’, minimum atteint pour une valeur 7' dont on supprime
encore le voisinage sphérique par un cercle de méme rayon d. Les Z en dehors

-

®



. a
68 ' o . PHAM TINH-QUAT.

de ces deux cercles de rayon.d admettent un nouveau minimum n(Z) atteint

pour une valeur que nous appelons Z. Les distances sphériques mutuelles des

trois valeurs Z, 2/, 2", sont supérieures a d (*).
On sait que dans C,, f(=) prendra au plus (*)

¢

A[n(Z) + log% + log* Fz'la_m]

fois toute valeur a, a, dépendant de g .
Sin(a) désigne le nombre des racmes de f(z) — a dans Lq, ona
- I '
IZ(Z) > K [n(a) —_ 10‘72 — lOg+ m] .
Prenons
la, ag|>dg—*

ce qui revient a exclure encore de la sphére des cercles dont la somme des

rayons est moindre que 24. D’ou S

n(Z) > ;—[zz(ca) — log—c% — 2 loqu

q est équivalent a

131
<

N
™

3, désigne le centre du cercle C,.
- D’aprés la propriété précédente on peut trouver une suite de cercles C, tels
que dans chacun de ces cercles la fonction prend au moins

- 1T
I W/

ioxs la valeur a. Le noffibre n(a) est par sulte infiniment grand par rapport a
logg. Et | - e
n(Z)>K|s54] #7177 > | 54 P11

q,, est une suite tendant vers zéro comme qq
On obtient donc le théoréme suivant :

Dans toute duectzon d ordre maximum il existe une suite ln/tme de cercles C,
‘de rayon arbm ‘airement petzt tels que dans chacun de ces cercles la fonction plend
au moins

. | 54 10 (5, centre de C,)

Jfois toute valeur Z représentée a I eacterzeur de deux cercles de rayon d, sur la

L]
sphére, 1, et d,, tendant vers zéro avec 5

(1) Ce raisonnement est emprunté & M. Valiron [vmr VaLiron, Sur les cercles de remplissage des
Jfonctions méromorphes (C. R. Acad. Sc., t. 186, 1928)].
(2) (M. AL v

Ly ’ ~
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Le fait que d, tend vers zéro résulte immédiatement de la possibilité de
choisir, dans U'inégalité écrite plus haut, le nombre d de 'ordre de = 7

Ces cercles sont des cercles de remplissage d’ ordre e—1, et ce sont des
cercles de remphssage de rayon borné d’ordre maximum, d’ apres une remarque
du n° 24. ( R
~ On sait d’ailleurs qu 'il existe des cercles e rempllssage de rayon arbitrai-
rement petit pour toute fonction méromorphe telle que

T ()
=0 r

condition manifestement satisfaite ici pour la fonction /().
. ‘ a

29.. Fonctions d'ordre inférieur ¢ ». — Ici, la distance entre deux suites
primaires consécutives grandit indéfiniment en général.

Il ne saurait exister de cercles de remplissage de rayon borné et d’ ordre non
nul. ; . .

Cependant, comme les zéros de f(z) — Z finissent par s’accumuler dans des
domaines de dimensions infiniment petites, il faut s ‘attendre a ce que, dans
chacun de ces domaines, la fonction prenne au moins une fois toute valeur Z
donnée, pourvu que le rang du domaine soit suffisamment élevé.

Ce point est aisé & démontrer : ‘

En effet, partons des zéros fondamentaux de f(z), et tracons autour du
zéro a, comme centre, un rectangle D, de cotés

e—ianl? et | @, |

paralléles respectivement 2 Ox et Oy; A étant un nombre positif donné
quel&:onque. |

On a vu que les zéros de f(z)—Z flinissént par étre situés entierement
a Vintérieur de ces domaines D,,. (En effet, dans le reste du plan logf(z) reste
équivalent 4 logM(y) pour y suffisamment grand. )

Soit maintenant Z donné quelconque de module inférieur a un nombre
fixe N, aussigrand que l'on veut.

Je dis qu'a partir d’un certain rang, n(A, N), chaque domaine D, contient

au moins un zéro de , .
Se)—=Z. . ' ,
Partons des zéros fondamentaux de f(3)—1Z et définissons autour de
- chacun de ces zéros a,(Z), un domaine A, comme on a défini D,,.
‘Tous les zéros de f(z) finissent par étre entierement 2 l'intérieur de ces
domaines A,.
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Si done il y a une suite infinie de domaines D, ne contenant aucun zéro de
J(z)—Z, les centres de ces domaines D,, c’est-d-dire les zéros de f(s),
finissent par étre 4 'extérietir des domaines A, ce qui est impossible.

On obtient par suite la proposition suivante : ' \

1l existe une suite igfinie de domaines D,, de dimensions

e~tanl" | g, |

tels que, a partir d'un certain rang n(A, N) dans chaque domaine D, la fonction
) 8 ’ q z,
prend au moins une fots toute valeur 7 donrée de module inférieur a N.

Dans toute direction d’accumulation « = X il existe naturellement une telle
« suite de domaines D,. ‘

v

Application. — En passant aux fonctions entiéres d’ordre nul; on voit que,
pour cetles de ces fonctions qui satisfont a la cgndition .
m LB G)
R= = (IOgR)‘

les points pour lesquels
‘ . IG(u)| <N (N nombre positif donné)

forment une suite de domaines D, fermés,.vus de 'origine sous un angle infi-
niment petit et tels que si «,, et u,, désignent deux points quelconques d’un tel
domaine, on a ' ' ‘
Uy — U |

lim

m=o

Um

On reconnait une proposition de M. Valiron ().
Ici, on peut donner un ordre de grandeur des dimensions de ces domaines :

L’angle sous lequel on voit D, est de 'ordre de emoslum ¥ et la plus grande
dimension de D,, est de ’ordre’ de

>

(log | wn | )2 wnl. '

On trouve de tels domaines dans toutes les directions de Borel de la fonction.

(1) (V. T.).



