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THEOREMES TAUBERIENS

ET

THEORIE SPECTRALE

Par M. Rocer GODEMENT.

INTRODUCTION.

Le but de cet article est de donner un exposé aussi simple que possible,
valable pour tout groupe abélien localement compact, des résultats les plus
récents de D’analyse harmonique; a savoir, des théorémes taubériens de
N. Wiener et, en partie, du théoreme spectral de A. Beurling. Nous avons ajouté
aces deux questions quelques considérations surles spectres des groupes d’opé-
rateurs dans les espaces de Banach; les résultats obtenus dans cet ordre d’idées
sont encore trés incomplets, mais ils nous semblent de nature & éclairer
quelque peu les résultats déja connus (essentiellement le classique théoréme
de Stone, relatif aux espaces de Hilbert, et qui est au cas général ce que les
fonctions de type positif sont aux fonctions continues bornées quelconques).

Les méthodes utilisées sont de type « moderne » : espaces de Banach,
anneaux normés, etc.; nous rappelons au début ’essentiel de ces méthodes.
Par ailleurs, nous faisons usage systématiquement des résultats et des notations
du Mémoire (*) (dont le présent constitue lasuite) de H. Cartan et R. Godement,
Théorie de la Dualité (cité Dualité).

Propriétés des espaces de Banach (*). — Soient E un espace de Banach complexe
(c’est-a-dire : vectoriel, normé, complet) et E' son dual (c’est-a-dire : I'espace

1 Le présent tome des dnn. Ec. Norm. Sup.

Cf.
Cf. J. DieunonNg, La dualité dans les espaces vectoriels topologiques [ Ann. Ec. Norm.
3). 59, p. 107-139].
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des fonctionnelles linéaires continues définies sur E). Si f€Eetsi /'€l on
notera (f, /') la valeur en f de la fonctionnelle /’. On dira qu'un f” variable de
E' converge faiblement vers f, si, pour tout f€E, (f, /") converge vers (f, f".)

LemMe a. — Les f'€E avec || f'|| <1 constituent un ensemble compact pour la
topologie faible de E'.
(Cet ensemble est la « boule unité » de E').

Lemye b. — Soit V un sous-espace vectoriel de E; pour qu’un [ de E' soit faible-
ment adhérent a V', il faut et il suffit qu’il le soit a Uintersection de V' et d'une
boule convenable de E'; en particulier, pour que V' soit faiblement fermé, il faut
et il suffit que son intersection avec la boule unité de E' soit faiblement fermée.

Lemme ¢. — Soit V' un sous-espace vectoriel faiblement fermé de E'; soit V
lensemble des fEX qui vérifient (f, f')= o pour tout ['€N'. Alors pour qu'un
S €l soit dans V', il faut et il suffit qu'il vérifie (f, f)= o pourtout f€ V.

(Vest la « variété orthogonale » a V).

Propriétés des anneaux normés (). — Un systeme d’éléments f, g. .. constitue
d’aprés Gelfand un anneau normé R siles conditions suivantes sont réalisées :

I. R est un anneau commutatif avec élément unité, et admet les nombres
complexes comme opérateurs (*) (on notera f% g la multiplication dans R, et e
Punité).

II. R est muni d'une structure d’espace de Banach telle que la norme vérifie

If*xsl<) /1181

Un sous-espace vectoriel I de R sera un idéal si, avec un f€R, I contient les
J* g (g arbitraire dans R). Si au surplus I est fermé dans R, on peut introduire
de facon évidente une structure d’anneau normé dans I’espace quotient R/L.
Un idéal sera maximal s’il n’est strictement contenu dans aucun autre idéal
que R lui-méme. Il est alors fermé, et on a le

Lemme d. — St M est un idéal maximal de R, alors l'anneau RIM est isomorphe
au corps des nombres complexes et réciproquement.

Sil'on note (f, M) I'image de fdans I'isomorphisme considéré, on voit que

(1) (f+& M)=(f, M)+ (g M);
(2) (A fy M) =12(f, M);

(3) (frg M)=(f, M) (g, M);
(4) (s M) Z1A

1) 1. GELFAND, Normierte Riﬁge (Mat. Sbornik, 9, 1941, p. 1-21).

M1
(2) 1l serait done plus correct de parler d’4dlgcbre sur le corps complexe.



THEOREMES TAUBERIENS ET THEORIE SPECTRALE. 121
En outre, le nombre complexe (f, M) est caractérisé par le fait que I’élément
S—=(f, M)e

de R est dans M; en particulier, les f€M sont caractérisés par (f, M)=o.
On a d’autre part le

Lemme e. — Tout idéal de R autre que R est contenu dans au moins un idéal
mazxumal. Si alors un f€R vérifie (f, M) =~ o pour tout idéal maximal M, c’est
que l'idéal engendré par f est tout R; par suite, fadmet un inverse dans R,
d’ou le

Lemme f. — Pour qu'un f€R posséde un inverse dans R, il faut et il suffit que
lon ait (f, M)~ o pour tout idéal maximal M; on a alors

I
—1 M == e
1. — THEOREMES TAUBERIENS DANS L'.
Soit G un groupe abélien localement compact d’éléments x, y, ... (onnotee

I'élément unité de G). Si I'on considére I'espace L' des fonctions f(x) som-
mables sur G pour la mesure de Haar dx, espace muni de la norme habituelle

= [ 1) do,
etde la structure d’anneau commutatif définie par le « produit de composition »
Sxg(x) :ff(wy—’)g(y)dy,

on obtient un systéme possédant toutes les propriétés des anneaux normés, a
ceci prés que L' ne posséde pas en général d’élément unité (la condition pour
qu’il en existe un est que G soit discret). On ne peut donc appliquer directe-
ment A cet anneau les procédés de Gelfand; mais on va voir que le lemme e est
valable aussi dans ce cas (') : ce qui nous conduira précisément au célébre
théoréeme taubérien de N. Wiener.

Lenye [. — Soit 1.(f) une fonctionnelle linéaire bornée non nulle définie sur L'
et vérifiant ‘

P *8) = p(NH(8);
alors Ul existe un élément bien déterminé x, du dual G de G tel que
() =F (@),

Ce lemme établit la relation fondamentale entre les caraciéres de G et les homo-
morphismes de L' dans le corps des nombres complexes.

(1) A condition de se borner aux idéaux fermés,
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Démonstration (*). — Comme a toute fonctionnelle linéaire bornée sur L',
on peut associer a g une fonction 9 €L~ (c’est-a-dire : mesurable et essentiel-
lement bornée sur G) telle que

(1) b (f) :ff<x>cp<x>dx.

Il s’agit de montrer que ¢ est un caractére de G. Pour cela, posons d’une
“maniére générale

Silz)=f(s7'2),
et observons qu’on a I'identité

(2) Sixg=[fxg=(f*g)s (f, s€L),
d’ou résulte
(3) P (8) = p () p(8s)-

Comme il existe une g telle que i#€g) £ o, on déduit de la d’abord que

r(f)y=o entraine p(f;)=o pour tout s€G;

d’autre part, si w(f) et n(g) sont 5£ 0, (3) s’écrit
PO (8

@ () pg) T D .
ou X(s) est une fonction bien déterminée; comme, d’aprés une propriété bien
connue, l'application s — f; de G dans L' est, pour chaque f€L', continue,
(4) montre que la fonction 4 (s) est continue sur G; elle est en outre bornée
d’apres

I le= 11715
pfe) _ p(fakf) _ p(fikfo)
B T RN el R
y. est donc un caractére de G.

(4) s’écrit

() P () =2(8)p(S)

et sous cette forme est valable pour toute f, puisque (/f)=o0 entraine
( f;) = o. En comparant (5) et (1) on voit que

enfin, on a :

x(s¢) =

ff(x) [o(sz) —x(s)¢(x)]|dz=0 quels que soient feL!, seG;

cela signifie que les translatées de ¢ forment, dans L=, un sous-espace vec-
toriel V, de dimension un sur le corps complexe et que, de facon précise, on
" a, pour chaque s€G, '

(6) 9 (sz) =1y(s)o(x) presque partout en z.

(1) 1. GeLranp et D. Raikov, On the theory of characters of comnutative topological groups,
(C.R.UR.S.S., 28, 1940, p. 195-198) ont déja donné le principe de cette démonstration.



THEOREMES TAUBERIENS ET THEORIE SPECTRALE. 123

V, étant de dimension finie est faiblement fermé dans L=; d’ou résulte que,
pour toute f€L’, on a
Sk eVy;

mais alors la fonction uniformément continue f ¢ est proportionnelle a ¢
(puisque V, est de dimension 1) : ¢ peut donc elle-méme étre supposée unifor-
mément continue sur G, auquel cas (6) vaut partout et montre que

?(s)=x(s)e(e);
on voit immédiatement que p(e)=1 au moyen de u(f* g) = p.(f) 1(8)-

C. Q. F. D.

Lexme 11 (). — Soient K une partie compacte de G, et U un voisinage compact
de K; alors il existe une f€L! vérifiant

>

AA 1 si e y
X )= A
IO=16 4 se6-0,
Démonstration (due a H. Cartan). — Soit V= V=" un voisinage de & pris

assez petit pour que la réunion des
VAR (ou & décrit R)

soit contenue dans U. Soient K’ la réunion des VZ (2 €K), § et A lesfonctions
caractéristiques des sous-ensembles

K et V de G.
Onaalors

é’*ﬁ(»%):fé(cﬁy‘")/?(y“)dfzfoé(ﬁf)dﬁ
Si zek, les zy ou y décrit V restent dans K’'; donc on a alors
2 % h (%)= mesure de # V = mesure de ¥ = const.

Si par contre &€ G — U, £V ne rencontre pas K’ et on a

En posant
~ I ~
)= ——=< & x (D),
S(2) m(v)é’ (2)
et en remarquant que £, étant sommable sur G pour d& et combinaison linéaire

de fonctions de type positif, est la transformée de Fourier d’une fe€L'
(cf. Dualité, formule d’inversion de Fourier) , on a la fonction cherchée.

(1) Ce lemme exprime que L! est une algébre normée réguliére au sens de G. Silov [On }egultzr
normed rings ( Travaux Inst. Stekloff; XXI, 1947)].
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Cecl étant, on va démontrer le

Tugorime (*) A. — Soient K un sous-ensemble compact de G, et f une fonction de

L! dont la trans formée de Fourier ne s'annule en aucun point de K; alors il existe
une g € L* vérifiant
5’9(5&):71—— pour tout £e K.
J(2)

Démonstration. — Soit Ig 'ensemble des h€ L' tels que A (&)= o pour tout
zeK; c’est un idéal fermé de L*, et 'on peut considérer I'anneau quotient
Rg=L!/I¢; on désignera par / I'image d’'un A€ L' dans I'application canonique
de L' sur Rg.

Si une ug de L* vérifie

dg(£)=1 pour tout 2eK,
on a
ug*h — helg pour toute heL?,

par suite, Rg posséde un élément unité (*) qui n’est autre que uz. On peut donc
appliquer a Rg le lemme f.

Soit alors M un idéal maximal de Rg; I’expression
pa(h) = (h, M)

est une fonctionnelle linéaire bornée et multiplicative sur L'; d’aprés le
lemme I, il existe donc un 2, € G tel que

pu(h) = h(&y),
et I’on aura

pa(ug) =r1;

comme on peut s’arranger pour que g soit nulle en dehors d'un voisinage

arbitraire de K (lemme II), on a nécessairement 2 €K. Le lemme f conduit
alors immédiatement au résultat cherché.

CoroLLAIRE 1 pU THEOREME A (*). -— Soient K un compact et | une combinaison
linéaire de fonctions de type positif, telle que f(&) <~ o pour tout x € K; alors la
. . r . . I .o . .
Sfonction continue = coincide sur K avec une combinaison linéaire de fonctions de

type positif.

(1) Ce résultat est classique dans la théorie de l'intégrale de Fourier, et tient essentiellement a la
régularité de I’algébre Lt.

(2) Autrement dit, l'idéal Ig régulier est au sens de I. E. Segal (¢f. Appendice 2).

(®) Ce résultat est bien connu dans le cas des séries de Fourier (le fait que f soit combinaison
linéaire de fonctions de type positif signifie que sa série de Fourier est absolument convergente).
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CoroLLaRE 2 pu THEOREME A. — Sotent f, g€L! et supposons que les zéros de

g sotent tous intérieurs a lensemble des zéros de f. Alors, et st [ est nulle en
dehors d’un compact, on peut résoudre dans 1.* I'équation

J—gxh (hely).
Soient en effet K un compact tel que

8(Z)Ho pour £ek;
f(a@):o pour - £#eG — K.

D’aprés le théoréme A, il existe g, € L* avec

g(£)8(2)=1  pour zeKk.

>

>

28 R(B)=B8(8) g () ()= J(B) st BER,
(0]

G—R (carf(2)=0)

. Py
s1 X

etdonc gh = f, d’out f= g« hce qui démontre la proposition. On vamaintenant
démontrer le

THEOREME TAUBERIEN. — Soit I un idéal fermé de L'; pour que 1=L", il faut et
il suffit que pour chaque & € G existe une f €1 avec (&) o.

Démonstration. — La nécessité de la condition est évidente; pour montrer
qu’elle est suffisante, on va d’abord prouver que, si un idéal fermé I la vérifie,
il contient toute f€ L' dont la transformée de Fourier est nulle en dehors d’un

compact K. Pour cela, et d’aprés le corollaire 2 du théoreme A, il suffit de
prouver I'existence d’une g€l telle que 2 () # o en tous les points d"un voisi-

nage U de K.
Or, si U est un tel voisinage, qu'on peut supposer compact, pour tout &, € U
existe par hypotheése une g€l vérifiant
18(£0) | >1

2 étant continue, on aura encore | 2 ()| >1 pour les 2 d’un voisinage V, de
Zo. U étant compact, on peut alors le recouvrir au moyen d'un nombre fini de
tels voisinages; d’ou &y, ..., 2,€U; V,, ..., V,set g, ..., g.€ltels que

[8:(&)|>1 pour £eV, (i=1,...,n) e UcV,u...uV,
Alors si ’on pose
S=gA Gt gk B

Ann. Ec. Norm., (3), LXIV. — Fasc. 2. 17
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ona

Jel
et

f(.%):Zig}i(ﬁ)}i>1 pour tout e U.
Le théoreme taubérien sera alors prouvé si I'on démontre le

Lenme 1. — Les f€ Lt telles que f sott nulle en dehors d’un compact (variable)
de G sont partout denses dans L' .
Or, soit /, un filtre (*) sur L' tel que :

a. f,estnulle en dehors d’un compact « de plus en plus grand » de G;

b. pour tout zel, /;(:%) converge vers 1 suivant le filtre considéré;
c. ona fy(x)> o0 pour tout x€G.

d. ff“‘(\ac)dcvzl.

(L'existence d'un tel filtre revient a la propriété suivante : sur tout groupe
abélien, on peut approcher la constante 1 par des fonctions de type positif
nulles en dehors de compacts; propriété démontrée dans larticle cité Dualité,
§18.)

Les hypothéses ci-dessus entrainent que la mesure f,(x)dx converge
« étroitement vers la masse un en e »; c’est-a-dire que, pour toute fonction
continue et bornée F(x) sur G, on a

tim [ () fu(2) d = F(e);
soit alors g() une fonction quelconque de L'; on aura
llg*fa—g‘l|1:fdﬁ‘fg(w}'”‘)fa(y)dy—g(x)l
:fdx‘f[g«vy—*)—g(x)]fw)dy"
= [ fdr [ 1ty —gto) d
= [ F) /)y,

ou F est donnée par

F(y) :/ | &(xy) — g(z)dr =] g — &l

(1) N. Boursakt, Topologie générale (Chap. I. Paris, 1940). Bien qu'un filtre ne puisse étre cor-
rectement désigné par la notation « fo », nous avons adopté cette dernidre parce qu’elle évoque
Pidée de « suite », plus généralement répandue.
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d’aprés une propriété bien connue des fonotions sommables, F est continue,
bornée et prend, pour x = e, la valeur zéro; il en résulte

li;n lg* fo— &li=o,

en sorte que g est limite, dans L*, des fonctions g%/, dont les transformées
de Fourier sont, comme celles des f,, nulles en dehors de parties compactes
de G : ce qui démontre le lemme.

Remarque a. — Le théoréme taubérien n’est autre que I'extension a I'anneau
normé L', dépourvu en général d élément unité, du lemme ¢ valable a priori pour
les seuls anneaux de Gelfand.

Remarque b. — Dans L', ot ’on peut définir les « translations » par

Si(z)=[f(s""2),

il y a identité entre les notions d’idéal fermé et de sous-espace vectoriel fermé
invariant par translation ().

Soit V un tel sous-espace invariant; si f€V, et si g est un élément arbitraire
de L', fx g€ V;en effet, rappelons que le dual de L' est isomorphe a I’espace L™,
dont les éléments sont les fonctions ¢(«x) « mesurables et essentiellement
bornées » sur G, la dualité entre L' et L~ étant réalisée en posant

(o)== [ Fa) @) e
soit alors o un élément de L~ orthogonal & V; d’ou en particulier

ff(:cy*’) 9(x)dx=o pour tout y€ G

et donc
js"()’)d)’ff(wy“l)?(x)dw
= fwx)dwff(xy—‘)gmd)':fc?(w)f*g(x):0;
tout élément de L™ orthogonal a V l'est donc & /% g : comme V est fermé, il en

résulte que f%x g€V, et donc que V est un idéal comme annoncé. On verrait de
méme que tout idéal fermé est invariant par translation.

(1) On peut donc, comme le fait N. Wiener, parler de sous-espaces invariants par translations au
lieu d’idéaux.
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2. — LE SPECTRE D'UNE FONCTION BORNEE ET MESURABLE.

La combinaison des propriétés générales des espaces de Banach et du
théoréme taubérien va nous permettre maintenant de définir et d’étudier le
« spectre » d’une fonction quelconque de L”. On va d’abord prouver le

TneorkME B.— Dans L”, toute variété linéaire (*) faiblement fermée V', nonréduite
a zéro et invariante par translation, contient au moins un caractére de G. -

Démonstration. — Soit V le sous-espace vectoriel de L* orthogonal a V'; il est
fermé, et de plus ineariant par translation, car f€V équivaut a

(f,cp)sz(x)qa(x)dx:o pour tout ¢ V';
V' étant invariant par translation, il en résulte

ff(x)cp(sx)da:sz(r’x)mdxz(fs,'cP)::o,

et par suite f,€V.

V est donc un idéal fermé de L*, idéal qui, si V' n’est pas réduit 4 zéro, est
distinct de L'; d’aprés le théoréme taubérien, les transformées de Fourier des
S €V ontau moins un zéro commun z,, ce qui s’écrit

ff(x)(x, Zo)dx = (f, yo)=o0 pour toute feV,

ou
2 (2) = (2, Z0);

il en résulte que I’élément 7, de L* est orthogonal a V, et, d’aprés le lemme ¢,
est contenu dans V' : d’ou le théoréme B.
V' étant comme plus haut un sous-espace vectoriel faiblement fermé et inva-

riant par translation, on appellera spectre de V' I'ensemble oy, des &G tels
que le caractére correspondant de G soit contenu dans V'; comme la topologie

de G est précisément définie par la topologie faible de L“, et que V' est fermé
pour cette topologie, on voit que le spectre de V' est un sous-ensemble fermé

de G; on peut encore le définir comme suit :

Considérons les f€L' qui vérifient

Sxo@)= [ ey o(y)dy =0 pour toute 9e V'

(1) Dans cet article, nous employons cette expression dans le sens de sous-espace vectoriel (cetle
derniére terminologie serait du reste plus correcte).
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en posant :
J(z)=[f(z™)

I’équation précédente équivaut a
%, CPs) =o, c’est-a-dire a _fe V;

si donc Z est dans le spectre de V', on a

Fa)= j F(2) (@ By de=F(2) =o,

et réciproquement.
En d’autres termes, & est dans le spectre de V' st et seulement si

Sx9(x)=o  pourtoute 9€V'  entraine J(@)=o.

Au théoréme B, théoréme d'existence, est associé un théoreme d approx:i-
mation, qu’on obtiendra de la facon suivante : '

o étant un sous-ensemble fermé de G, on notera V, le plus petit sous-espace
vectoriel faiblement fermé de L~ contenant les caractéres de G définis par les
éléments de o; il est clair que V; est 'ensemble des fonctions de L™ qui sont de
la forme

ay(z, 1) + as(zy Zy) +. ..+ an(x, £,), ou &4y, Ly, ..., Ty€0

ou qui sont approchables faiblement par de tels « polynomes trigonomé-
triques ». On notera aussi V, la variété orthogonale a V; :c'est d’aprés le
lemme ¢, 'ensemble des f€L' qui vérifient

ff(x)(x, 2)dr =0 pour loul £E€g,

¢’est-d-dire des f€L' dont la transformée de Fourier s’annule sur o. Il est
clair aussi que V; et V,; sont invariantes par translation.
Ceci étant, on va démontrer le

TueoreMe C. — Soit V' un sous-espace vectoriel faiblement fermé de L=, inva-
riant par translation; pour tout voisinage fermé o C G du spectre de V', on a

V'cVs.

Démonstration. — D’aprés le lemme ¢, il faut prouver que toute o€V’ est
orthogonale a la variété V; de L'; ou, d’aprés une remarque faite plus haut,
que si f€L! vérifie f(2)= o pour tout €, on a_f p = o pour toute p€V'.

Or la fonction = f* o est dans V' (en raison de I'invariance de V'); son
spectre (c’est-a-dire celui de la plus petite variété faiblement fermée contenant
les ;) est donc contenu dans celui de V', et est par suite intérieur a o : soit
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alors 2, un point du spectre de ; on peut trouver une g€ L' avec 2(&,)5£ 0
et g(z)=o en dehors d'un voisinage de Z, contenu dans o; on a alors
f*xg=o0, donc gx{=o0, contrairement au fait que § n’est pas nulle au
point , du spectre de ' — 4 moins que I'on ait =0, ce qui démontre le
théoréme C.

Le théoréme précédent conduit au probléme suivant, que nous n’avons pu
résoudre :

ProsLime I. — Soit V/ une variété linéaire faiblement fermée de L*, inva-
riante par translation; V' est-elle ’enveloppe linéaire faiblement fermée de son
spectre ?

Il est clair que ce probléme est équivalent au suivant :

Prosuime II. — Dans L', tout idéal fermé est-il U'intersection des idéaux
maximaux qui le contiennent ?

Spectre d'une fonction de L*. — On a déja introduit cette notion au cours de
la’ démonstration précédente : le spectre de ¢ () est celui de la plus petite
variété linéaire invariante faiblement fermée qui contient (x). Cette variété
étant I'adhérence faible de ’ensemble des fonctions de la forme

Zaiq(si”x

on peut poser la

Dirmition I. — Un point &£ € G est dans le spectre de la fonction o(x) de L7,
si toute _fonction f(x) de L' vérifiant fx ¢(2) = o vérifie f(2)=o.

Cas des fonctions continues. — Si la fonction () est continue (et naturel-
lement bornée), on peut remplacer la topologie faible par une autre.

Derivition II. — Une fonction continue bornée variable o(x) converge presque
étrottement vers la fonction continue bornée ¢,(x) st :

@ —g(x) converge vers %(x> uniformément sur loute partie compacte
de G;
b —||¢|. reste inférieur a un nombre fixe< + .

Observons que :

I. Si une ¢ variable de L* converge faiblement vers une ¢, tout en restant
dans une boule fixe de L=, alors pour toute f de L', fx¢(x) converge vers
Sk o,(x) uniformément sur toute partie compacte de G, et reste uniformément
bornée sur G.

II. Si feL' et sila fonction ¢ de L~ est continue, alors fk o(x) est limite
presque étroite de combinaisons linéaires de translatées de ¢.
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Ceci étant, et si le caractére y () est dans le spectre de la fonction continue o,
on voit, en prenant une f€L' telle que /%y (x)=1y(x), que % est limite
presque étroite de fonctions fx ¢(z) (ot ¢ est une combinaison linéaire de
translatéesde ¢) et donc limite presque étroite de combinaisons linéaires de
translatées de ¢.

De méme, si ¢ est limite faible de polynomes trigonométriques unifor-
mément bornés, comme o est limite presque étroite de fonctions de la
forme f% ¢(x), on voit que ¢ peut étre approchée presque étroitement par des
polynomes trigonométriques fabriqués avec les mémes caractéres que les
précédents. D’ou le

TutoreMe D. — Soit ¢ une fonction continue et bornée sur G; parmi les fonc-
tions qui sont limites presque étroites de combinaisons linéaires de translatées de o, 1l
extste au moins un caractére de G; l'ensemble des caractéres ainst obtenus (spectre
de ©) est un sous-ensemble fermé de G ; si Uon se donne arbitrairement un voisinage
de ce spectre dans G, alors on peut approcher ¢, au sens de la convergence presque

étrotte, par des polynomes trigonométriques constitués au moyen des caractéres
de G situés dans ce voisinage.

Remarque. — Les raisonnements utilisés pour démontrer le théoréme D
reposent sur la proposition suivante : tout élément du spectre de ¢ est limite
de combinaisons linéaires de translatées de o, qui restent uniformément bornces.
Cette propriété est une conséquence du lemme b.

Fonctions dont le spectre est compact. — Une conséquence intéressante du
théoréme C est le

TutorkMe E. — Toute fonction mesurable et bornée dont le spectre est une partie

compacte de  est presque partout égale a une fonction UNIFORMEMENT CONTINUE.

Démonstration. — Soient ¢ une fonction de L” dont le spectre est un compact

K de G, et soit U un voisinage compact de K; o est limite faible de polynomes
trigonométriques (*) de la forme

Y(z) =ao(x, Bo) + ...+ ay(x, 8,), ou By, ..., 2elU;

soit alors /() une fonction de L* dont la transformée de Fourier est égale a 1
sur U; on aura fx $(z)=1{(x) et par suite $(z) converge uniformément sur
tout compact vers une fonction nécessairement égale presque partout a o(x),
qui vérifie donc aussi /% ¢(x)=o(x): d’ou la continuité uniforme de o ().

Un cas particulier de ce théoréeme est le fait suivant, qui est a la base de la
transformation de Fourier : tout caractére mesurable de G est presque partout

(') Uniformément bornés d’aprés le lemme 6.
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égal & un caractére continu (car son spectre est réduit & un seul point). On
démontre d’ailleurs cette propriété de la méme facon que le théoréme E.

On a vu que le spectre de ¢ possédait la propriété suivante : on peut
approcher ¢ au moyen de polynomes trigonométriques construits avec des
caractéres de G aussi voisins qu'on le désire du spectre. On va voir que cette
propriété est caractéristique du spectre; d’'une maniére précise, on a le

TaiorkME F. — Le spectre d’une fonction ¢ de L= est le plus petit ensemble fermé
de G possédant la propriété suivante : étant donné un voisinage arbitraire de ce
Sermé, o est limite faible de polynomes trigonométriques formés au moyen d élé-
ments de ce voisinage.

Démonstration. — Soit tout d’abord s un fermé tel que o soit limite de poly-
nomes de la forme '

Zai(a}: ‘/2'1'); Ofl a?'iea;

avec les notations du théoréme C, on a donc ¢ €Vy; V, étant invariante, le
spectre de ¢ est donc contenu dans V;, ¢’est-a-dire dans le spectre de V;; mais
celui-ci est précisément o; car si 2, n’est pas dans le ferméq, il lui est extérieur,
en sorte que l'on peut trouver une f€L’ avec

(a) F(£) # 0;

(b) f/\(ﬁ):o pour tout Z€a,
donc f est orthogonale & V, sans I'étre a (@, &), qui n’est donc pas contenu
dans Vj.

Ceci étant, soit o un fermé tel que ¢ soit limite de polynomes formés au
moyen des éléments d’un voisinage arbitraire de a; ce qui précede prouve que
tout voisinage fermé de o contient le spectre de ¢ : donc o lui-méme contient le
spectre de ¢, d’ou le théoréme.

Addition des spectres. — Soient ¢ et U deux fonctions de L, dont les spectres
sont o, et ay; que peut-on dire du spectre de la fonction ¢ + ¢ ?

Tout d’abord, si 0 et V sont des voisinages de g, et gy, ¢ et ¢ sont limites
respectivement de

Eai(x, #), ou #el et Zb,-(x, P,  ou peV,
en sorte que ¢ + L est limite de
Zc;c(:v, 2, ou 2eUu¥;

le théoreme F montre alors que le spectre de © +  est contenu dans la réunion
de ceux de ¢ et .
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On ne peut rien dire de plus précis sans hypothéses supplémentaires (par
exemple si o =— 1, le spectre de 9+ { est vide). Mais dans le cas ou les
spectres de ¢ et  sont disjoints, on a 5,.,=0,Uay. En effet, soit une felL’

telle que
Sx(e+1{¢)=o, d’on Sro=—fx]=0;

la fonction 0 est & la fois dans V; et dans V; son spectre est donc  la fois dans

g, et gy : par suite il est vide, et I'on a fko =kl =0; de la résulte que
toute fonction de L' orthogonale & V., I'esta V, eta V) : on a donc

Vo Viiy et Vic Vi, dou ggnoyCogy,
et finalement ¢,.,= 0,Uay, comme annoncé. D’ou le

TukoriME G. — Le spectre de la somme de deux fonctions de 1.* est contenu dans
la réunion des spectres de ces deux fonctions; si en outre les spectres de celles-ci
sont disjornts, alors le spectre de la somme est exactement la réunion des deux
premiers.

Spectre d'une limite faible. — Soit @ un élément variable de L, qui converge
faiblement vers une limite ¢,; supposons en outre que le spectre de ¢ reste
contenu dans un fermé fixe 5. Alors il est clair que le spectre de o, est lui-méme
contenu dans ¢ : ¢’est une conséquence immédiate du théoréme F. On se servira
plus loin de cette propriété.

Spectre d’un produit de composttion. — Etant donné une f€L', on notera s,
le plus petit sous-ensemble fermé de G a I'extérieur duquel on a f(2)=o.
Il est clair que si, en outre, f€L”, 5, n’est autre que le spectre de / au sens
de la définition I.

Si feL' et €L, il est alors immédiat de constater que

T e CarNTg;5
de plus, tout point de g, qui est intérieur a o, est dans 5, .. On observera qu’on
n’a pas toujours g, .= a,Na, [ contre-exemple : o(x)=(x, Z,) ou Z, est un
point frontiére de 5,5 on a alors s,No,= (&, |, et /*x =10 en sorte que 5,
est vide |.

3. — VARIETES SPECTRALES DES REPRESENTATIONS LINEAIRES DE G. (‘)

Représentations linéaires bornées de G. — Soit E un espace de Banach arbi-
traire [on notera X, Y, ... ses éléments, || X| la norme, (X, X') la fonction

(') Dans le cas ol G est le groupe additif des nombres réels, on a des résultats beaucoup plus
précis : toute représentation bornée U, est engendrée par une transformation infinitésimale, sui-
vant U, = et (résultat dit & I. Gelfand dans le cas d’un espace de Banach quelconque).

Ann. Ec. Norm., (3), LXIV. — Fasc. 2. 18
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réalisant la dualité entre E et son dual E']. Une famille d’opérateurs linéaires
bornés U.(x€G) définis dans E sera une représentation linéaire bornée de G
dans F si

a. Um: U.‘L'UA" Ux—l — U;4 5

b. pour chaque X€E, ona | U.X| =/ X|;
c. quels que soient X€E et X' €, la fonction (U.X, X) est continue sur G.

Dermvarion 1l — Etant donné un sous-ensemble fermé o de G, on appelle
variété spectrale de B associée a o U'ensemble M, des X€E qui possédent la
propriété suivante : pour tout X' €', le spectre de la fonction (U.X, X') est
contenu dans o.

Remarque. — D’aprés les hypothéses (b) et (¢), les fonctions (U, X, X') sont
bornées et continues. - :

TutoriMe H. — Pour tout ensemble fermé o C G, M, est un sous-espace vectoriel
Jfermé de B, invariant par les opérateurs U,.

Démonstration. — Que M, soit un sous-espace vectoriel de E résulte immé-
diatement du théoréeme G; M, est fermé pour la raison suivante : si un X
variable converge au sens de la norme de E vers un X,, pour chaque X' de E/,
la fonction (U, X, X') converge, d’aprés I'hypothése (b), wniformément sur G
(donc a fortior: faiblement dans L*) vers (U.X,, X'); si alors X reste dans M,,
on a aussi X, €M, (d’aprés la remarque terminant le paragraphe 2). Enfin, on
a, si o(x) = (U.X, X'),

(U’LU\X) Xl) = (USJ.‘XI X/) = CP(S‘Z)’

en sorte que M, est invariante par les U,.

Les propriétés algébriques des spectres, bien connues dans le cas classique
ot G=N (groupe additif des entiers) et ou K est I’espace de Hilbert, cas qui
correspond & la décomposition spectrale des opérateurs unitaires, s’étendent
en partie au cas général :

Turorime la. — La variété spectrale de R associée a Uintersection d'une famille
quelconque de fermés est l'intersection des variétés spectrales associées a ces fermés.

Il est superflu d’insister sur la démonstration, évidente de ce théoréme.

TneorimMe 1b. — La variété spectrale associée a la réunion d’un nombre fini de
compacts disjoints est la somme directe des variétés associées a ces compacts.

Démonstration. — On peut se borner 4 examiner le cas de deux compacts o,
et o, sans point commun. Tout d’abord, les variétés M, et M, n’ont en commun
que zéro; car si X est dans ces deux variétés, pour tout X'€E' le spectre de la
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fonction (U.X, X') est alafois dans g, et s, : il estdonc vide, d'ou (U, X, X') =0
et X =o.

Soient U, et U, des voisinages compacts disjoints de o, et g,. On peut
trouverune f, et une f, de L' vérifiant

” s 1 si 2e0,,
Jilx)= S

' 0 si e U,;

~ o I si. 2e0,,
2(1‘): . ~ ~

o si zelU,.

Considérons dans E les opérateurs définis symboliquement par
T1:/ U fi () de, TQ:fof,(x)dr,

et soit X un point de M;, ;. ; alors, on a immédiatement,

T, Xe Mo'iy T,Xe Mc,
et
X_:T1X +T.X,

~ d’ou résulte que

Mo, s, € M6, @My, |
inversement, si X, €M, et si X, €M, , pour tout X' € E' le spectre de la fonction
(U.X, X') = (U, Xy, X7) 4 (U Xy X'} (X=X, Xs)
est contenu dans o, Ua, (th. G), d’ol
Xi+ Xo€ Mg, 5,

et 'on a finalement M, , =M, o M, comme annoncé.
Remarque. — On a utilisé les « opérateurs de composition »
| 1= [Uof@yde (fel);
plus généralement, on peut définir
Tu:fUrvdH(x)
. L)

de la facon suivante, pour toute mesure u. bornée.

Supposons d’abord u. portée par un compact K de G, et de plus positive et de
masse totale égale a un : 'ensemble de ces mesures constitue (avec la topologie
« vague ») un espace compact Q; d’autre part, pour un X€E, désignons par
E(X, K) ’ensemble des U.X ou « décrit K, et par C(X, K) I'enceloppe fermée
convexe de E(X, K) dans E.
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L’application  — U, X de K dans E muni de la topologie faible étant, d’aprés
la condition (c) sur les U,., continue, on voit que E(X, K) et par suite C(X, K)
sont faiblement compacts et donc faiblement complets.

D’autre part, associons & toute mesure discréte €€y, formée des masses
ponctuelles «;(a~o0, a,+...+ a,=1) placées aux points x;€K, le point

Xpy=a U, X+...+a,U,,X de (X, K);

R

pour tout X'€E/, on a trivialement

(Xp, x'):f(U_L.X, X') dp(z),

en sorte que, si . converge vaguement vers U.,, le premier membre tend vers
une limite : donc X, converge faiblement vers un élément bien déterminé X,

de C(X, K)qui, par définition, représente fU‘,X d ().

T, étant défini dans le cas ou w vérifie les conditions précédentes, il n’y a
évidemment aucune difficulté & passer au cas général.

Remarque b. — 1l est probable qu’il existe une proposition plus générale que
le théoréme 14, ce n’est toutefois pas évident; en particulier, peut-on affirmer
que la variété associée a la somme de deux fermés quelconques soit la somme
des variétés correspondantes ? (c’est-a-dire soit la plus petite variété linéaire
fermée contenant les deux variétés en question). On peut en tout cas affirmer
que Uon a M, ,, DM, + M, (mais c’est trivial).

Nous n’insisterons pas plus longtemps sur ce point, d’autant plus que,
iusqu’ici, Uexistence de variétés spectrales non trigiales n’est pas prouvée.

Hypothése A. — Toute fonction de L” dont le spectre est réduit & un seul
point z, est de la forme k(x, Z,).

TutoriMe J. — Si Lhypothése A est vrae, ou bien il existe des variéiés spectrales
distinctes de séro et de B, ou bien U, a la forme triviale

U.X = (z, 2,)X,

ot &, est un élément de G.

. Démonstration. — Supposons que M; soit constamment réduit a zéro ou a E,
et soit o, le plus petit fermé pour lequel on ait M, = E (définition justifiée par
le théoréme Ia). Je dis que o, se réduit & un seul point. En effet, 5, n’est pas
vide, sinon on aurait (U.X, X')=o0 et donc U,X=o0 pour tout Xe€E. Si
- d’autre part o, contenait deux points distincts &, et Z,, pour toute /€L, en
pourrait faire f=f,- f, ou /, est nulle dans un voisinage de &, et o f, est
nulle dans un voisinage de z,; T, X appartient donc & une M, ol o ne contient
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pas &, donc ne contient pas g, : par suite T, X =o0; de méme, T,X=o0 eten
définitive T,X = o pour toute /€L’ et tout X€E, ce qui ramene au cas U,=o.

Le fermé s, se réduit donc & un segl point z,; de I'hypothése A on déduit
alors que

(UeX, X' = (2, £,) (X, X),
d’ou le théoréme J.

L’hypothése A est un cas particulier du probleme I énoncé au paragraphe
précédent; on peut y répondre par I'affirmative dans le cas ot G =R" (prouvé
par Beurling pour n =1, cas d’ott 'on déduit facilement le cas général) et aussi
dans le cas ou G est compact (cela résulte alors de la théorie des fonctions
presque périodiques).

Arpenoice 1. — Afin de préciser les rapports existants entre les résultats
de A. Beurling (') et ceux du paragraphe 2, rappelons que cet auteur
parvient aux résultats suivants : disons qu'une fonction continue et bornée
variable p €L” converge étroitement vers une fonction ¢, (continue et bornée)
si o(x) converge vers ¢,(x) uniformément sur tout compact et si, en
outre, |||l converge vers ||@.[. (condition plus forte que la condition
sup|e|.<+ x); ceci étant, A. Beurling a prouvé les deux propriétés
suivantes (pour G =R"):

1° Si une g E€L" est uniformément continue sur G, il existe, parmi les
limites étroites de combinaisons linéaires de translatées de o, au moins un
caractere de G;

2° En outre, si le spectre de ¢ contient un seul caractére x,, @ est propor-
tionnelle & ce caractére (c¢f. 'Hypothése A du § 3).

Dans le cas d’'un groupe abélien quelconque, il est possible de montrer
que, si €L, est uniformément continue, il existe, parmi les limites étroites
de combinaisons linéaires de translatées de o, au moins une fonction dont le
spectre est réduit a un seul pornt (qui peut étre du reste choisi arbitrairement
dans o). Une généralisation compléte du théoréme de Beurling se raméne
donc essentiellement (ce que nous n’avons pu faire) a une démonstration de
I'Hypothése A. En termes algébriques, le résultat principal de Beurling peut
donc s’énoncer comme suit : dans I’algébre normée L*, un idéal fermé ne peut
étre pramaire sans étre déja maximal.

Avpenpice 2. — On trouvera la plupart des résultats du paragraphe 1 exposés,
par une méthode plus systématiquement algébrique que la notre, mais au fond
équivalente, dans le mémoire suivant : 1. E. Segal, The group algebra of a locally

(1) A. BEURLING, Un théoréme sur les fonctions uniformément continues et uniformément bornées
sur laxe réel (Acta Math., 77, 1945).
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compact group (Trans. Am. Math. Soc., 61, 1947, pp. 69-105). Signalons en
passant que I'un des problémes soulevés par les résultats de Segal dans le cas
d’un groupe non abélien (a savoir : un idéal & gauche maximal fermé de
I'algébre L' est-il associé a4 une représentation unitaire irréductible du
groupe?) dépend essentiellement du suivant : un sous-espace vectoriel
faiblement fermé de L*, non nul et invariant par les translations & gauche
de G, contient-il nécessairement une fonction de type positif non nulle? On
peut voir facilement que ce dernier probléme revient, & peu prés, a une
extension, analogue a celle du paragraphe 2, du théoréme de Beurling a un
groupe non abélien; mais il n’est bien entendu pas certain qu’une telle
extension soit toujours possible. On trouvera dans une Note récente de
D. A. Raikov (') une condition algébrique remarquablement simple pour que
ce probleme admette une réponse affirmative : c’est que, dans I’algébre obtenue
en adjoignant & L' un élément unité ¢, tout ¢lément de la forme [ f+ < soit
inversible (condition évidemment vérifiée par les groupes abéliens).

(1) D. A. Raigov, To the theory of normed rings with an involution [C. R. U. R.S. S. (Doklady),
l. B4, 1946, p. 387-390].




