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THÉORÈMES TAUBÉRIENS
ET

THÉORIE SPECTRALE
PAR M. ROGER GODEMENT.

—————^————

INTRODUCTION.

Le but de cet article est de donner un exposé aussi simple que possible,
valable pour tout groupe abélien localement compact, des résultats les plus
récents de l'analyse harmonique; à savoir, des théorèmes taubériens de
N. Wiener et, en partie, du théorème spectral de A. Beurling. Nous avons ajouté
à ces deux questions quelques considérations sur les spectres des groupes d'opé-
rateurs dans les espaces de Banach; les résultats obtenus dans cet ordre d'idées
sont encore très incomplets, mais ils nous semblent de nature à éclairer
quelque peu les résultats déjà connus (essentiellement le classique théorème
de Stone, relatif aux espaces de Hilbert, et qui est au cas général ce que les
fonctions de type positif sont aux fonctions continues bornées quelconques).

Les méthodes utilisées sont de type « moderne » : espaces de Banach,
anneaux normes, etc.; nous rappelons au début l'essentiel de ces méthodes.
Par ailleurs, nous faisons usage systématiquement des résultats et des notations
du Mémoire (1) (dont le présent constitue la suite) de H. Cartan et R. Godement,
Théorie de la Dualité (cité Dualité).

Propriétés des espaces de Banach (2). — Soient E un espace de Banach complexe
(c'est-à-dire : vectoriel, norme, complet) et E' son dual (c'est-à-dire : l'espace

( 1 ) Cf. Le présent tome des Ann. Éc. Nor/fi. Sup.
(2) Cf. J. DIEUDONNÉ, La dualité dans les espaces vectoriels topologiques [Ànn. Éc. Norm.

Sup. (3). 59, p. 107-139].
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des fonctionnelles linéaires continues définies sur E). Si/eE et si/eE^ on
notera (//) la valeur en /de la fonctionnelle/ / . On dira qu 'un/var iable de
E7 converge faiblement vers/, si, pour tout /eE, (//) converge vers (//o.)

LEMME a. — LesfrçEf avec\\f'\\^i constituent un ensemble compact pour la
topologie faible de E'.

(Cet ensemble est la « boule un i lé » de E').

LEMME b. — Soit V un sous-espace vectoriel de E;pour qu'un/' de E' soit faible-
ment adhérent à \', il faut et il suffit qu'il le soit à V intersection de V et d'une
boule convenable de E^; en particulier^ pour que V soit faiblement fermée il faut
et il suffit que son intersection avec la boule unité de E soit faiblement fermée.

LEMME c. — Soit V un sous-espace vectoriel faiblement fermé de E ; soit V
l'ensemble des /€ E qui vérifient (/, /) = o pour tout f e V^ Alors pour qu'un
/ € E7 soit dans V^ il faut et il suffit qu'il vérifie (/, /) = o pour toutfç. V.

(V est la « variété orthogonale » à V).

Propriétés des anneaux normes^). — Un système d'éléments/ g . . . constitue
d'après Gelfand un anneau norme R si les conditions suivantes sont réalisées :

I. R est un anneau commutatif avec élément unité, et admet les nombres
complexes comme opérateurs (2) (on notera/*^ la mult ipl icat ion dans R, et e
l 'unité) .

II. R est m u n i d'une structure d'espace de Banach telle que la norme vérifie

11/^11^11/IMkll.
Un sous-espace vectoriel 1 de R sera un idéal si, avec un /€R, 1 contient les
f^g (§' arbitraire dans R) . Si au surplus 1 est fermé dans R, on peut introduire
de façon évidente une structure d'anneau norme dans l'espace quotient R/I.
Un idéal sera maximal s'il n'est strictement contenu dans aucun autre idéal
que R lui-même. Il est alors fermée et on a le

LEMME rf. — Si M est un idéal maximal de R, alors l'anneau R/M est isomorphe
au corps des nombres complexes et réciproquement.

Si l'on note (/, M) l'image de/dans l'isomorphisme considéré, on voit que

(1) ( / + ^ M ) = ( / , M ) + ( ^ M ) ;
( 2 ) (À/, M ) = = À ( / , M ) ;
(3) ( / ^ M ) = = ( / , M ) ( ^ , M ) ;
(4) ( / ,M) ^(/|[.

(1) 1. GELFAND, Normierte Ringe (Mat. Sbornik, 9, 1941, p. 1-21).
(2) II serait donc plus correct de parler ^Algèbre sur le corps complexe.
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En outre, le nombre complexe (/, M) est caractérisé par le fait que l 'é lément

f-(f,M)e

de R est dans M; en particulier, les/ç=M sont caractérisés par (/, M )== o.
On a d'autre part le

LEMME e. — Tout idéal de R autre que R est contenu dans au moins un idéal
maximal. Si alors un/eR vérifie (/, M) ^= o pour tout idéal maximal M, c'est
que l'idéal engendré pa r /es t tout R; par su i te , /admet un inverse dans R,
d'où le

LEMME /. — Pour qu'un /ç=R possède un inverse dans R, il faut et il suffit que
Ton ait (/, M) 7^ o pour tout idéal maximal M ; on a alors

^••"^y-MT

1. — THÉORÈMES TAUBÉRIENS DANS L ' .

Soit G un groupe abélien localement compact d'éléments x^ y , . . . (on note e
l 'élément unité de G). Si l'on considère l'espace L1 des fonctions f{x) som-
mables sur G pour la mesure de Haar dx, espace mun i de la norme habituelle

ll/lh =f\fW\d^,

et de la structure d'anneau commulatif définie par le « produit de composition »

fi.g(^)-=J f^y-^g^dy,

on obtient un système possédant toutes les propriétés des anneaux normes, à
ceci près que L1 ne possède pas en général d'élément un i té (la condition pour
qu'il en existe un est que G soit discret). On ne peut donc appliquer directe-
ment à cet anneau les procédés de Gelfand; mais on va voir que le lemme e est
valable aussi dans ce cas(1) : ce qui nous conduira précisément au célèbre
théorème taubérien de N. Wiener.

LEMME I. — Soit [^(/) une fonctionnelle linéaire bornée non nulle définie sur L1

et vérifiant
^(/^)=^(/)^);

alors il existe un élément bien déterminé x^ du dual G de G tel que

^(/)=7(^).
Ce lemme établit la relation fondamentale entre les caractères de G et les homo-
morphismes de L1 dans le corps des nombres complexes.

(1) A condition de se borner aux idéaux fermés,
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Démonstration (1). — Comme à toute fonctionnelle linéaire bornée sur L\
on peut associer à [L une fonction Ç6L00 (c^est-à-dire : mesurable et essentiel-
lement bornée sur G) telle que

(i) ^(/)=r/(^)9(^)^.
Il s'agit de montrer que 9 est un caractère de G. Pour cela, posons d 'une

manière générale
f,^)=f(s-i^),

et observons qu'on a l ' identité
(2) /.*^=/*^=(/*^ (/^€LI),

d'où résulte
(3) ^(/.)^)=^(/)^).

Comme il existe une g telle que y^g) 7^ o, on déduit de là d'abord que
^(f)=zo entraîne ^(fs)==o pour tout 5€G;

d'autre part, si p.(/) et p.(^) sont 7^ o, (3) s'écrit

(^ ^(/)^P-(^)_ ^(4) ^y)"^)"^ "
où /.(«y} est une fonction bien déterminée; comme, d'après une propriété bien
connue, l'application s—^fs de G dans L1 est, pour chaque /€L1, continue,
(4) montre que la fonction y^(^) est continue sur G; elle est en outre bornée
d'après

II/, lit-Il/Il.;
enfin, on a

y(.t\ - ̂ f^ - ̂ /^/) - ̂ (/^/) - y ̂ y/^

^t)~ ^/) - ^(/*/) ~ ^(/*/) -%(5)7•( ')-

^ est donc un caractère de G.
(4) s'écrit

(5) ^(/,)=%(.)^(/),

et sous cette forme est valable pour toute f, puisque [ji(y)=o entraîne
pL(/y) = o. En comparant (5) et (i) on voit que

f f(x)[^{sx) — % ( « î ) 9 ( ^ ) ] dx=. o quels que soient /€ L1, sç G;

cela signifie que les translatées de <p forment, dans L", un sous-espace vec-
toriel V^ de dimension un sur le corps complexe et que, de façon précise, on
a, pour chaque ^eG,
(6) ^(sx) = y (5 )9 (^ ) presque partout en x.

(1) I. GELFAND et D. RAÏKOV, On thé theory of characters of com'nutative topological groiips,
((7.7?. U.R. S. S., 28, 1940, p. 190-198) ont déjà donné le principe de cette démonstration.
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Vç é tan t de d imension finie est faiblement fermé dans L"; d'où résulte que,
pour toute /€ L1, on a

/*€Vy;

mais alors la fonction uniformément continue f-k^ est proportionnelle à <p
(puisque Vç est de dimension i) : y peut donc elle-même être supposée unifor-
mément continue sur G, auquel cas (6) vaut partout et montre que

? ( ^ ) = X ( « î ) ? ( ^ ) î

on voit immédiatement que <p(^)= i au moyen de p-(/ * g) = y-(f) P-(^)-
G. Q. F. D.

LEMME II ( ^ ). — Soient K une partie compacte de G, et U un voisinage compact
de K ; alors il existe une fç. L1 vérifiant

1 si ^€K,
/(•^^ „ . . A f.0 si , a ? e G — U .

Démonstration (due à H. Cartan). — Soit V = V~1 un voisinage de e pris
assez petit pour que la réunion des

V V ^ (où x décrit K)

soit contenue dans U. Soient K/ la réunion des ̂ fx [x ç. K), g et h les fonctions
caractéristiques des sous-ensembles

K' et V de G.
On a alors

g K h(x) =:^(^-l)^(j>) dy ̂ ^j) dy.

Si x 6 K, les xy où y décrit V restent dans K/ ; donc on a alors

g iç h(£) == mesure de Se V •==. mesure de Y == const.

Si par contre x € G — Û, x\ ne rencontre pas K7 et on a

^h(£)=o.
En posant

/(^)=——^(^m(V)

et en remarquant que/, étant sommable sur G pour dx et combinaison linéaire
de fonct ions de type positif, est la transformée de Fourier d'une /€:L1

(cf. Dualité, formule d'inversion de Fourier) , on a la fonction cherchée.

( ' ) Ce lemme exprime que L1 est une algèbre normée régulière au sens de G. Silov [On régula r
normed rings (Travaux Inst. Stekioff, XXI, 1947)].
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Ceci étant, on va démontrer le

THÉORÈME (1) A. — SoientKun sous-ensemble compact de G, et fune fonction de

L1 dont la transformée de Fourier ne s'annule en aucun point de K; alors il existe
une g € I/ vérifiant

^(^)==—ç— pour tout .2'eK.
f(x)

Démonstration, — Soit 1̂  l 'ensemble des hç^V tels que Â ( A ) = = O pour tout
â-çK; c'est un idéal fermé de I/, et l'on peut considérer Panneau quotient
R^^iy/Iê; on désignera par À Pimage d'un AeL1 dans l'application canonique
de V sur R^.

Si une ̂  de L1 vérifie
ûg(^ )==l pour tout ^eK,

on a
u^iç h—Aelê pour toute h eL1,

par suite, RR possède un élément unité (2) qui n'est autre que û^ On peut donc
appliquer à Rg le lemme /.

Soit alors M un idéal maximal de Rg; l'expression

( J l M ( A ) = = ( Â , M)

est une fonctionnelle l inéaire bornée et multiplicative sur L1 ; d'après le
lemme I, il existe donc un ï^çG tel que

^(h)^h(^M),

et l'on aura
^M(^ê) ==1 ;

comme on peut s'arranger pour que ù^ soit nul le en dehors d'un voisinage
arbitraire de K (lemme II), on a nécessairement â-eK. Le lemme / conduit
alors immédiatement au résultat cherché.

COROLLAIRE 1 DU THÉORÈME A (3). — Soient K un compact et f une combinaison

linéaire de fonctions de type positif\ telle que /'(^) =7^ o pour tout xç. K; alors la

fonction continue ^- coïncide sur K avec une combinaison linéaire de fonctions de

type positif.

(1) Ce résultat est classique dans la théorie de l'intégrale de Fourier, et tient essentiellement à la
régularité de Palgèbre L1.

( 2 ) Autrement dit, l'idéal 1̂  régulier est au sens de î. E. Segal (c/. Appendice 2).
( s) Ce résultat est bien connu dans le cas des séries de Fourier (le fait que/ soit combinaison

linéaire de fonctions de type positif signifie que sa série de Fourier est absolument convergente).
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COROLLAIRE 2 DU THÉORÈME A. — Soient f y g^\^ et supposons que les zéros de
^ . ^

g soient tous intérieurs à F ensemble des zéros de f. Alors, et si f est nulle en
dehors d'un compact, on peut résoudre dans L1 Inéquation

f^g^h (hçU).

Soient en effet K un compact tel que

^(;0)^o pour .êçK;
f(£)=zo pour . ê e G — K .

D'après le théorème A, il existe g\ ç. L1 avec

g{x)g^x)=.î pour ^eK.

Si alors on pose h=f-kg\ on a

^)k^)=W^)f(.)=\^ si "€KÎ ,
( o si ^ e G — K (car / (^)=o)

et donc gh =/, d'où /== g-k h ce qui démontre la proposition. On va maintenant
démontrer le

THÉORÈME TAUBÉRIEN. — Soit 1 un idéal fermé de L1 ; pour que 1 = L 1 , il faut et
il suffit que pour chaque x € G existe une /€ 1 avec /(à-) ~=f^ o.

Démonstration, — La nécessité de la condition est évidente; pour montrer
qu'elle est suffisante, on va d'abord prouver que, si un idéal fermé 1 la vérifie,
il contient toute/eL1 dont la transformée de Fourier est nulle en dehors d'un
compact Ê. Pour cela, et d'après le corollaire 2 du théorème A, il suffit de
prouver l'existence d'une gç. 1 telle que g (â1) ̂  o en tous les points d'un voisi-

/^. ^~
nage U de K.

Or, si Û est un tel voisinage, qu'on peut supposer compact, pour tout ^o € U
existe par hypothèse une g^\ vérifiant

l^o)|>l

/s.

g étant continue, on aura encore \g{x)\ ^>i pour les x d'un voisinage Vo de
.î'0- Û étant compacta on peut alors le recouvrir au moyen d'un nombre fini de
tels voisinages; d'où^, . . . ,^eÛ; V ^ , . . ., V^; e t^, .. ., g-n^l tels que

|^(^)|>i pour ^€V, ( , ==1 , . . . , ^ ) et UcViU.-.uY,.

Alors si l'on pose
/=^i^i+---+^^^

Ann. Éc. Norm., (3), LXIV. — FASC. 2. lr7
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on a
/el

et
/(^)==^ i^-^)!"2^ pour tout ^eÛ.

Le théorème taabérien sera alors prouvé si l'on démontre le

LEMME III. — Les j € L1 telles que f soit nulle en dehors (îun compact {variable)

de G sont partout denses dans L 1 .

Or, soit/a un filtre (^) sur L1 tel que :

a. /a est nulle en dehors d'un compact « de plus en plus grand » de G ;
6. pour tout xç. G, /a(«î*) converge vers i suivant le filtre considéré;
c. on a/g(^)^o pour tout x^G.
d. jf^x)dx=\.

(L'existence d'un tel filtre revient à la propriété suivante : sur tout groupe
abélien, on peut approcher la constante i par des fonctions de type positif
nulles en dehors de compacts; propriété démontrée dans l'article cité Dualité^
§18.)

Les hypothèses ci-dessus entraînent que la mesure f\(^x)dx converge
« étroitement vers la masse un en e » ; c'est-à-dire que, pour toute fonction
cont inue et bornée F(.r) sur G, on a

lim C v ( x ) f ^ ( x ) d x = ¥ { e ) ;
a J

soit alors g ' ( ^ ) une fonction quelconque de L1 ; on aura

\\^^f^-^-==fdx\fg(œy-^f^y)dy-g-(x)

==f^ dx^[g{xy-^-g(x'}-\f^y)dy

^ J M y ) d y f \ g { x y - ^ - g { x ) \ d x

==f^(y)My)^^

où ¥ est donnée par

^j)^ \^{x•y"~l)— é>'(•r)^:=ll^r—^lll;

(1) N. BOURBAKI , Topologie générale (Chap. I. Paris, 1940)" Bien qu^un filtre ne puisse être cor-
rectement désigné par la notation « fy, », nous avons adopté cette dernière parce quelle évoque
Ridée de « suite », plus généralement répandue.
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d'après une propriété bien connue des fonctions sommables, F est continue,
bornée et prend, pour x = e, la valeur zéro ; i l en résulte

lim||^/a—^l|i:=o,
a

en sorte que g'est l imite, dans I/, des fonctions ^*/a dont les transformées
de Fourier sont, comme celles des /a, nulles en dehors de parties compactes
de G : ce qui démontre le lemme.

Remarque a. — Le théorème taubérien n'est autre que l 'extension à l 'anneau
norme L' , dépourvu en général d} élément unité, du lemme e valable a priori ponr
les seuls anneaux de Gelfand.

Remarque b. — Dans L1, où l'on peut définir les « translations » par

f^)=:f(s-1^),

il y a identité entre les notions d'idéal fermé et de sons-espace vectoriel fermé
invariant par translation (1 ).

Soi tV un tel sous-espace invariant; si/eV, et si g est un élément arbitraire
de LS/^eV; en effet, rappelons que le dual de L1 est isomorphe à l'espace L00,
dont les éléments sont les fonctions ç(^) « mesurables et essentiellement
bornées » sur G, la duali té entre L1 et I> étant réalisée en posant

(/, ̂ )^C f{x)~^)dœ;

soit alors ç un élément de L" orthogonal à V; d'où en part iculier

j /(•^J""1 ) ? (IT ) (lx = ° pour tout y e G

et donc

f ̂ (j) dy f/(^r-1) ?T^ ̂

== ^cp(^ )^ j j^ j - - 1 ) ̂ -(j) dy^ f ?(^)/^'(^)=°;

tout élément de L00 orthogonal à V l'est donc à/*^ : comme V est fermé, il en
résulte que/*^'€V, et donc que V est un idéal comme annoncé. On verrait de
même que tout idéal fermé est invariant par translation.

(1) On peut donc, comme le fait N. Wiener, parler de sous-espaces invariants par translations au
lieu d'idéaux.
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2. — LE SPECTRE D^UNE FONCTION BORNÉE ET MESURABLE.

La combinaison des propriétés générales des espaces de Banach et du
théorème taubérien va nous permettre maintenant de définir et d'étudier le
« spectre » d'une fonction quelconque de L00. On va d'abord prouver le

THÉORÈME B. — Dans L00, toute variété linéaire (1 ) faiblement fermée V, non réduite
à zéro et invariante par translation^ contient au moins un caractère de G.

Démonstration. — Soit V le sous-espace vectoriel de L1 orthogonal à V; il est
fermé, et déplus invariant par translation, car/eV équivaut à

(y, cp) =EE j f(^) 9(^) dx^==. o pour tout cpeV^

V7 étant invariant par translation, il en résulte

f(^)^(s^)d.v== j /(s-^) ~^x)dx-== (/„'(? )==o,

et par suite/y€:V.
V est donc un idéal fermé de L4, idéal qui, si V7 n'est pas réduit à zéro, est

distinct de L1 ; diaprés le théorème taubérien, les transformées de Fourier des
/€V ont au moins un zéro commun â-o; ce qui s'écrit

^ /(^) (.r, x^dx^ (/, % o ) = = o pour toute /eV,

OÙ
Zô(^)=(^, ^o);

il en résulte que l 'élément ' / ^o de L06 est orthogonal à V, et, d'après le lemme c,
est contenu dans V^ : d'où le théorème B.

V7 é tant comme plus haut un sous-espace vectoriel faiblement fermé et inva-
riant par translation, on appellera spectre de V l 'ensemble Oy, des x^G tels
que le caractère correspondant de G soit contenu dans V^ comme la topologie
de G est précisément définie par la topologie faible de L"3, et que V est fermé
pour cette topologie, on voit que le spectre de V7 est un sous-ensemble fermé
de G; on peut encore le définir comme suit :

Considérons les/€L1 qui vérifient

/^cp(^)= ^ /(.^-'^(j^j^o pour toute cpçV;

(1) Dans cet article, nous employons cette expression dans le sens de sous-espace vectoriel ( cette
dernière terminologie serait du reste plus correcte).



THÉORÈMES TAUBÉRIENS ET THÉORIE SPECTRALE. l^

en posant
/(^)-/(^-1)

l'équation précédente équivaut à

(/, cp^) == o, c'est-à-dire à /€ Y ;

si donc x est dans le spectre de V^ on a

J{x)=i/(^)(^)^=7(^=^

et réciproquement.
En d'autres termes, x est dans le spectre de V7 si et seulement si

f^^(^)==o pour toute cpeV entraîne f(x)=:o.

Au théorème B, théorème ^existence, est associé un théorème d'approxi-
mation, qu'on obtiendra de la façon suivante :

a étant un sous-ensemble fermé de G, on notera Vo. le plus petit sous-espace
vectoriel faiblement fermé de L00 contenant les caractères de G définis par les
éléments de CT; il est clair que V^ est l 'ensemble des fonctions de L00 qui sont de
la forme

aiÇx, ̂ i) + a^x^ x^) +. . .4- <^(.r, Xn), où x^x^ . . . , X n ^ v

ou qui sont approchahles fa iblement par de tels « polynômes trigonomé-
triques ». On notera aussi \\ la variété orthogonale à V^ : c'est d'après le
lemme c, l 'ensemble des/çL1 qui vérifient

j f(x) {x, x) dx == o pour tout ^€o-,

c'est-à-dire des^eL1 dont la transformée de Fourier s'annule sur a. Il est
clair aussi que V^ et V^ sont invariantes par translation.

Ceci étant, on va démontrer le

THÉORÈME C. — Soit V un sous-espace vectoriel faiblement fermé de L00, inva-

riant par translation; pour tout voisinage fermé oCG du spectre de V^, on a

V'cVo.

Démonstration. — D'après le lemme c, il faut prouver que toute yçV 7 est
orthogonale à la variété Vy de L4 ; ou, d'après une remarque faite plus haut,
que si/eL1 vérifie f^x) =o pour tout x^a, on a/* y = opour toute yeV^

Or la fonction ^=^^0 est dans V7 (en raison de l'invariance de V^) ; son
spectre (c'est-à-dire celui de la plus petite variété faiblement fermée contenant
les ^) est donc contenu dans celui de V, et est par suite intérieur à a : soit
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alors XQ an point du spectre de ^; on peut trouver une gç. V avec ^(^0)7^ o
et gÇx)=o en dehors d'un voisinage de x^ contenu dans CT; on a alors
f^g-=o, donc ^^=o, contrairement au fait que g n'est pas nulle au
point x^ du spectre de '^ — à moins que l'on ait ^=o, ce qu i démontre le
théorème C.

Le théorème précédent conduit au problème suivant, que nous n'avons pu
résoudre :

PROBLÈME I. — Soit V une variété linéaire faiblement fermée de L", inva-
riante par translation; T est-elle l 'enveloppe linéaire faiblement fermée de son
spectre ?

Il est clair que ce problème est équivalent au suivant :

PROBLÈME IL — Dans L1, tout idéal fermé est-il l 'intersection des idéaux
maximaux qui le contiennent ?

Spectre d'une fonction de L00. — On a déjà introduit cette notion au cours de
la démonstration précédente : le spectre de y(-t*) est celui de la plus petite
variété linéaire invariante faiblement fermée qui contient y(^). Cette variété
étant l 'adhérence faible de l 'ensemble des fonctions de la forme

^a,îp(5r1^)

on peut poser la

DÉFINITION I. — Un point x^Q est dans le spectre de la fonction (p(.r) de L%
si toute fonction f(x) de U vérifiant fiç(f(x) = o vérifie /(.r) = o.

Cas des fonctions continues. — Si la fonction y(.r) est cont inue (et naturel-
lement bornée), on peut remplacer la topologie faible par une autre.

DÉFINITION II. — Une fonction continue bornée variable y(^) converge presque
étroitement vers la fonction continue bornée ^ o ( x ) si :

a—^{x) converge vers cpo(^) uniformément sur toute partie compacte
de G-,

b — [| <p [^ reste inférieur à un nombre fixe <^ + oo.

Observons que :

I. Si une y variable de L°° converge faiblement vers une yo tout en restant
dans une boule fixe de L60, alors pour toute /de L^ /^yC^) converge vers
/^(po(a?) uniformément sur toute partie compacte de G, et reste uniformément
bornée sur G.

II. Si /€L' et si la fonction y de L00 est continue, alors /*y(.r) est limite
presque étroite de combinaisons linéaires de translatées de o.
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Ceci étant, et si le caractère %/^) est dans le spectre de la fonction continue y,
on voit, en prenant une /€l^ telle que fiç^Çx)-==^x\ que ^ est limite
presque étroite de fonctions /* ̂ (^) (où ^ est une combinaison linéaire de
translatéesde <p) et donc limite presque étroite de combinaisons linéaires de
translatées de y.

De même, si y est limite faible de polynômes trigonométriques unifor-
mément bornés, comme © est l imi te presque étroite de fonctions de la
forme/* y (^), on voit que y peut être approchée presque étroitement par des
polynômes trigonométriques fabriqués avec les mêmes caractères que les
précédents. D'où le

THÉORÈME D. — Soit y une fonction continue et bornée sur G; parmi les fonc-
tions qui sont limites presque étroites de combinaisons linéaires de translatées de y, il
existe au moins un caractère de G; l'ensemble des caractères ainsi obtenus (^spectre

de y) est un sous-ensemble fermé de G ; si l'on se donne arbitrairement un voisinage

de ce spectre dans G, alors on peut approcher y, au sens de la convergence presque
étroite, par des polynômes trigonométriques constitués au moyen des caractères
de G situés dans ce voisinage.

Remarque. — Les raisonnements utilisés pour démontrer le théorème D
reposent sur la proposition suivante : tout élément du spectre de y est limite
de combinaisons linéaires de translatées de y, qui restent uni fermement bornées.
Cette propriété est une conséquence du lemme 6.

Fonctions dont le spectre est compact. — Une conséquence intéressante du
théorème C est le

THÉORÈME E. — Toute fonction mesurable et bornée dont le spectre est une partie
compacte de G est presque partout égale à une fonction UNIFORMÉMENT CONTINUE.

Démonstration. — Soient y une fonction de L00 dont le spectre est un compact
K de G, et soit Û un voisinage compact de K; y est l imi te faible de polynômes
trigonométriques ( A ) de la forme

^(^) == 67o(^, ^o) +. . .4- CIn^X, Xn), OÙ XQ, . . . , . € • € Ù ;

soit alors f{x) une fonction de L1 dont la transformée de Fourier est égale à i
su rU ; on aura y*^(.^)=== ^(^) et par suite ^(^) converge uni fermement sur
tout compact vers une fonction nécessairement égale presque partout à y(^),
qui vérifie donc aussi /* y(^) = yC^) : d'où la continuité uniforme de y(^).

Un cas particulier de ce théorème est le fait suivant, qui est à la base de la
transformation de Fourier : tout caractère mesurable de G est presque partout

( ' ) Uniformément bornés d'après le lemme b.
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égal à un caractère continu (car son spectre est réduit à un seul point). On
démontre d'ailleurs cette propriété de la même façon que le théorème E.

On a vu que le spectre de y possédait la propriété suivante : on peut
approcher y au moyen de polynômes trigonométriques construits avec des
caractères de G aussi voisins qu'on le désire du spectre. On va voir que cette
propriété est caractérist ique du spectre ; d'une manière précise, on a le

THÉORÈME F. — Le spectre (Tune/onction 9 de L00 est le plus petit ensemble fermé
de G possédant la propriété suivante : étant donné un voisinage arbitraire de ce
fermée y est limite faible de polynômes trigonométriques formés au moyen d'élé-
ments de ce voisinage.

Démonstration. — Soit tout d'abord a un fermé tel que 9 soit l imi te de poly-
nômes de la forme

^ai{x,Xi), où r^ço-;

avec les notations du théorème C, on a donc yeV^; V^ étant invariante, le
spectre de y est donc contenu dans V^, c'est-à-dire dans le spectre de V^; mais
celui-ci est précisément CT; car si XQ n'est pas dans \e fermé a, iï]m est extérieur,
en sorte que l'on peut trouver une /€ L1 avec

(a) /(^o)^o;

(^ ) / (c9)==o pour tout xç.v,

donc/est orthogonale à V^ sans l'être à Çx, x}, qui n'est donc pas contenu
dans V^.

Ceci étant, soit a un fermé tel que 9 soit l imite de polynômes formés au
moyen des éléments d'un voisinage arbi t raire de CT; ce qui précède prouve que
tout voisinage fermé de CT contient le spectre de y : donc o- lui-même contient le
spectre de y, d'où le théorème.

Addition des spectres. — Soient y et ^ deux fonctions de L00, dont les spectres
sont Oc et CT,̂  ; que peut-on dire du spectre de la fonction y + ̂  ?

Tout d'abord, si Û et V sont des voisinages de Oç et a.^, y et ^ sont limites
respectivement de

^cii{x,Xi), où ^-eÛ et ^^-(^jpy), où 7y€V,

en sorte que y 4- ^ est limite de

^<^(^,2y0, où S^eÙuV;

le théorème F montre alors que le spectre de y + ^ est contenu dans la réunion
de ceux de y et ̂ .
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On ne peut rien dire de plus précis sans hypothèses supplémentaires (par
exemple si y = — ^, le spectre de 9+^ est vide). Mais dans le cas où les
spectres de y et ^ sont disjoints, on a a^==cLpUc^. En effet, soit une /eL1

telle que
/^ (9+^)=o, (Ton /^îp==:—/^=:0;

la fonction 6 est à la fois dans V'ç et dans V,^; son spectre est donc à la fois dans
CT^ et rs^ : par suite il est vide, et l'on a/*9=/*^=o; de là résulte que
toute fonction de L' orthogonale à V^ l'est à V^ et à V.̂  : on a donc

V® C V^,^ et V^ c Vs+y» ^w o'cp C\ o-^ C o"ç+^

et finalement cLp_^=(7^u^ comme annoncé. D'où le

THÉORÈME G. — Le spectre de la somme de deux fonctions de L30 est contenu dans
la réunion des spectres de ces deux fonctions ; si en outre les spectres de celles-ci
sont disjoints, alors le spectre de la somme est exactement la réunion des deux
premiers.

Spectre d'une limite faible. — Soit y un élément variable de L", qui converge
faiblement vers une l imi te 90; supposons en outre que le spectre de o reste
contenu dans un fermé fixe a. Alors il est clair que le spectre de Ço est lui-même
contenu dans a : c'est une conséquence immédiate du théorème F. On se servira
plus loin de cette propriété.

Spectre d\un produit de composition. — Étant donné u n e /€ L1 , on notera c^
le plus petit sous-ensemble fermé de G à l 'extérieur duquel on a f\x)=o.
11 est clair que si, en outre, /eL30, <7y n'est autre que le spectre de / au sens
de la déf ini t ion I.

Si /€SL1 et ce L30, il est alors immédiat de constater que
O/^CpCGTynO-ç;

de plus, tout point de a^ qu i est intérieure cr^ est dans o-y^. On observera qu 'on
n'a pas toujours cr/^== ^ /n^ [contre-exemple : ̂ {x)={x, x^ où x^ est un
point frontière de a, • ; on a alors c^-n ^ç= [ x^ ;, et /'* y = o en sorte que a . ^
est vide],

3. — VARIÉTÉS SPECTRALES DES REPRÉSENTATIONS LINÉAIRES DE G. (1).

Représentations linéaires bornées de G. — Soit E un espace de Banach arbi-
traire [on notera X, Y, . . . ses éléments, i |X' | | la norme, (X, X^) la fonction

( ' ) Dans le cas où G est le groupe additif des nombres réels, on a des résultats beaucoup plus
précis : toute représentation bornée U< est engendrée par une transformation infinitésimale, sui-
vant U<= e1^ (résultat dû à I. Gelfand dans le cas d'un espace de Banach quelconque).

Ann. Éc. Norm., (3 ) , LXIV. -- FASC. 2. i8
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réalisant la dualité entre E et son dual E^. Une famille d'opérateurs linéaires
bornés LL(.reG) définis dans E sera une représentation linéaire bornée de G
dans F si

a. U,,=U,U,,U,_,=U;1;
6. pour chaque X e E, on a || U^X [| = [| X [[ ;
c. quels que soient XeE et X^E', la fonction (LL.X, X7) est continue sur G.

DÉFINITION III. — Étant donné un sous-ensemble fermé a de G, on appelle
variété spectrale de E associée à a Vensemble Mo. des XçE qui possèdent la
propriété suivante : pour tout X^eE^ le spectre de la fonction (LL.X, X7) est
contenu dans a.

Remarque. — D'après les hypothèses (6) et (c), les fonctions (U.^.X, X7) sont
bornées et continues.

THÉORÈME H. — Pour tout ensemble fermé aC G, M^ est un sous-espace vectoriel
fermé de E, invariant par les opérateurs U,..

Démonstration. — Que M^ soit un sous-espace vectoriel de E résulte immé-
diatement du théorème G; My est fermé pour la raison suivante : si un X
variable converge au sens de la norme de E vers un Xo, pour chaque X' de E7,
la fonction (U^X.X') converge, d'après l'hypothèse (6), uniformément sur G
(donc a fortiori fa iblement dans L00) vers (U.^Xo, X7); si alors X reste dans M^,
on a aussi Xo€Mçr (d'après la remarque terminant le paragraphe 2). Enfin, on
a, siy(.r)==(U,X, X^),

(ILU.X, X^ == (U,,X, X^) == cp(^r),

en sorte que M^ est invariante par les (J.,.
Les propriétés algébriques des spectres, bien connues dans le cas classique

où G =N (groupe additif des entiers) et où E est l'espace de Hilbert, cas qui
correspond à la décomposition spectrale des opérateurs unitaires, s^étendent
en partie au cas général :

THÉORÈME \a. — La variété spectrale de E associée à l } intersection d'une famille
quelconque de fermés est T intersection des variétés spectrales associées à ces fermés.

Il est superflu d^insister sur la démonstration, évidente de ce théorème.

THÉORÈME I&. — La variété spectrale associée à la réunion d'un nombre fini de
compacts disjoints est la somme directe des variétés associées à ces compacts.

Démonstration. — On peut se borner à examiner le cas de deux compacts o^
et 0-2 sans point commun. Tout d'abord, les variétés M^ et M^ n'ont en commun
que zéro; car si X est dans ces deux variétés, pour tout X /eE / le spectre de la
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fonction (LLX, X') est à la fois danser et^ : il est donc vide, d'où (U^X, X')==o
e tX=o ., /\ /\

Soient Ui et IL, des voisinages compacts disjoints de CTI et c^. On peut
trouver une/i et une/a de L1 vérifiant

.. i si ^€Ûi ,
.A^')^'

o si . reU^;

I Si .ÎÇÛ2,

/'(^= • - T-,o si .ççUi.

Considérons dans E les opérateurs définis symboliquement par

T,==j \],,f,{œ)dx, T,=fu,/,(^)^,

et soit X un point de M^. ,^; alors, on a immédiatement,

TiXeM^, T^XeM^
et

X==TiX+TVX,
d'où résulte que

Mo^a,cM^©M^;

inversement, si X, e M^ et si X^ € M^, pour tout X7 e E' le spectre de la fonction

(U.A X^^U,^, X / )+(L T . .X, /X / ) ( X ^ X . + X ^ )

est contenu dans (7i u^2 (th. G), d'où

X^ + X.2 € M^j^

et l'on a finalement M^^ === M^ ® M^ comme annoncé.

Remarque. — On a util isé les « opérateurs de composition »

T,=^U,/(^)^ (/eï^);

plus généralement, on peut définir

T^= Cv.,d^(œ)
•

de la façon suivante, pour toute mesure [L bornée.
Supposons d'abord [L portée par un compact K de G, et de ç\\is positive et de

masse totale égale à un : Pensemble de ces mesures constitue (avec la topologie
« vague ») un espace compact U^ d'autre part, pour un XeE, désignons par
E(X, K) l 'ensemble des U.,X où x décrit K, et par C(X, K) Veweloppe fermée
convexe de E(X, K) dans E.
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L'application x -> U.,,X de K dans E m u n i de la topologie faible é tant , d'après
la condition (c) sur les U,^, continue, on voit que E(X, K) et par suite C(X, K)
sont faiblement compacts et donc faiblement complets.

D'autre part, associons à toute mesure discrète ^.eû^, formée des masses
ponctuelles f/,(a^o, Oo+. . . 4- a^= i ) placées aux points .z\eK, le point

X^== aoLÎ^X + . . . + ^U.,,X de C(X, K ) ;

pour tout X^E^, on a tr ivialement

(X^X^J^UAX^/^),

en sorte que, si [L converge vaguement vers y.o, le premier membre tend vers
une l imite : donc X^ converge fa ib lement vers un élément bien déterminé X.
de C(X, K)qu i , par définit ion^ représente f V^Xdy.o(x').

T^ étant défini dans le cas où ^.vérifie les condit ions précédentes, il n'y a
évidemment aucune difficulté à passer au cas général.

Remarque b. — II est probable qu'il existe une proposition p lus générale que
le théorème 16, ce n'est toutefois pas évident; en particulier, peut-on affirmer
que la variété associée à la somme de deux fermés quelconques soit la somme
des variétés correspondantes ? (c'est-à-dire soit la plus petite variété linéaire
fermée contenant les deux variétés en quest ion). On peut en tout cas affirmer
que l'on a M^^DM^+M^ (mais c'est trivial).

Nous n ' insisterons pas plus longtemps sur ce point, d'autant plus que,
jusqu ' ic i , Y existence de variétés spectrales non triviales n'est pas prouvée.

Hypothèse A. — Toute fonction de L" dont le spectre est réduit à un seul
point XQ est de la forme li'Çx, x^).

THÉORÈME J. — Si l'hypothèse A est vraie, ou bien il existe des variétés spectrales
distinctes de zéro et de E, ou bien U,. a la forme triviale

U.rX== (^, ^o) X,

/\
où x^ est un élément de G.

, Démonstration. — Supposons que M^ ^oit constamment réduit à zéro ou à E,
et soit do le plus petit fermé pour lequel on ait M^= E (définition justifiée par
le théorème la). Je dis que Oo se réduit à un seul point. En effet, Oo n'est pas
vide, sinon on aurait (U^X,X / )==o et donc U ^ X = = o pour tout XeE. Si
d'autre part CTQ contenait deux points distincts XQ et x^ pour toute/eL' , en
pourrait faire /=/o+/i où /o est nulle dans un voisinage de x^ et où/i est
nulle dans un voisinage de ïo; Ty^X appartient donc à une Mç, où a ne contient
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pas^i, donc ne contient pas OQ : par suite T^X=o; de même, T^X=o et en
définitive T^X=o pour toute/eL1 et toutXeE, ce qui ramené au cas U.,.==o.

Le fermé ao se réduit donc à un seul point A o î de l'hypothèse A on dédui t
alors que

(U.X.X^^^HX,^),
d'où le théorème J.

L'hypothèse A est un cas particulier du problème 1 énoncé au paragraphe
précédent; on peut y répondre par l'affirmative dans le cas où 0==^ (prouvé
par Beurling pour n = i, cas d'où l'on déduit facilement le cas général) et aussi
dans le cas où G est compact (cela résulte alors de la théorie des fonctions
presque périodiques).

APPENDICE! . — Afin de préciser les rapports existants entre les résultats
de A. Beur l ing ( ^ ) et ceux du paragraphe 2, rappelons que cet auteur
parvient aux résultats suivants : disons qu'une fonction continue et bornée
variable y€L 0 0 converge étroitement\ers une fonction yo (continue et bornée")
si ç(^) converge vers ©oC^) uniformément sur tout compact et si, en
outre, ]| y ||^ converge vers ||ço||^ (condition plus forte que la condition :
sup | |y | ^<^-^ 0 0 ) ; G^ci étant, A. Beurl ing a prouvé les deux propriétés
suivantes (pour G = R1) :

i° Si une yeL^ est uniformément continue sur G, i l existe, parmi les
limites étroites de combinaisons linéaires de translatées de ç, au moins un
caractère de G;

2° En outre, si le spectre de cp contient un seul caractère ^o, ç est propor-
tionnelle à ce caractère (c/. l'Hypothèse A du § 3).

Dans le cas d'un groupe abélien quelconque, il est possible de montrer
que, si çeL^ est un i formément continue, il existe, parmi les limites étroites
de combinaisons linéaires de translatées de <p, au moins une fonction dont le
spectre est réduit à un seul point (qui peut être du reste choisi arbitrairement
dans Oç). Une généralisation complète du théorème de Beurling se ramène
donc essentiellement (ce que nous n'avons pu faire) à une démonstration de
l'Hypothèse A. En termes algébriques, le résultat principal de Beurl ing peut
donc s'énoncer comme suit : dans l'algèbre normée L1, un idéal fermé ne peut
être primaire sans être déjà maximal.

APPENDICE 2. — On trouvera la plupart des résultats du paragraphe 1 exposés,
par une méthode plus systématiquement algébrique que la nôtre, mais au fond
équivalente, dans le mémoire suivant : I. E. Segal, Thegroup algebraofalocally

( 1 ) A. BEURLING, Un théorème sur les fonctions uniformément continues et uniformément bornées
sur l'axe réel ^Acta Math., 77, 1945).
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compact group ÇTrans. Am. Math. Soc., 61, 1947, pp. 69-io5). Signalons en
passant que l'un des problèmes soulevés par les résultats de Segal dans le cas
d'un groupe non abélien (à savoir : un idéal à gauche maximal fermé de
l'algèbre L1 est-il associé à une représentation unitaire irréductible du
groupe?) dépend essentiellement du suivant : un sous-espace vectoriel
faiblement fermé de L^, non nul et invariant par les translations à gauche
de G, contient-il nécessairement une fonction de type positif non nul le? On
peut voir facilement que ce dernier problème revient, à peu près, à une
extension, analogue à celle du paragraphe 2, du théorème de Beurling à un
groupe non abélien; mais il n'est bien entendu pas certain qu'une telle
extension soit toujours possible. On trouvera dans une Note récente de
D. A. Ra ïkov( 1 ) une condition algébrique remarquablement simple pour que
ce problème admette u n e réponse affirmative :-c'est que, dans l'algèbre obtenue
en adjoignant à L1 un élément unité £, tout élément de la forme /*/4-£ soit
inversible (condition évidemment vérifiée par les groupes abéliens).

( ') D. A. RAIKOV, To thé theory of normed rings with an involution [C. 7?. U. fi. S. S. (Doklady),
l. 54, 1946, p. 387-390].


