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LES

FONCTIONS P L U R I S O U S H A R M O N I Q U E S

PAR M. P. LELONG.

I. — Introduction.

1. Je me propose, dans ce Mémoire, d'étudier une classe (L) de fonctions
réelles dont l'étude systématique est en rapport avec celle des fonc t ions analy-
tiques de plusieurs variables complexes.

La classe (L) est constituée par des fonctions définies dans des domaines de
l'espace C" des n variables complexes z^ ;j,, . . ., ̂ . Ces fonctions sont semi-
continues supérieurement du point M de coordonnées (^). La classe (L) est
invar iante dans son ensemble par les transformations analytiques faites sur
les Zf, et comprend les deux sous-ensembles suivants :

i° Les fonctions sousharmoniques dans le plan complexe G ' , ensemble
auquel se réduit (L) pour n = i ;

2° Les fonctions de la forme logj/(^, :,, . . . , ^,) où / est holomorphe
dans un domaine de G".

Je désignerai par (^) ce dernier sous-ensemble qui contient en parti-
culier les parties, réelles des fonctions holomorphes. Pour celles-ci j'adop-
terai le nom de fonctions pluriharmojîiques ^) et j 'appellerai en conséquence
ylurisousharmoniques les fonctions étudiées dans ce Mémoire.

Dans un précédent travail (^j 'avais été conduit à grouper un certain nombre
de propriétés des fonctions holomorphes de deux variables complexes.
J 'uti l isais, en effet, pour les établir, une même méthode de démonstrat ion qui
consistait, pour l'essentiel, à déterminer une correspondance entre la propriété

( 1 ) An lieu du terme b.ifiarmoluque employé quelquefois.
( 2 ) /hin. Éc. Nor/fi., t. 38, 1941, p. 83-177.
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étudiée et une propriété des fonctions sousharmoniques. Les propriétés des
fonctions analytiques établies par cette voie étaient toutefois diverses, et s'il
était heureux de faire appel aux moyens d 'un chapitre déjà très élaboré de la
théorie des fonctions de variables réelles, chapitre que des acquisitions d'un
très grand prix sont venues récemment enrichir, par contre il était malaisé
d'apercevoir plus qu'un rapport d^occasion entre les propriétés des fonctions
analytiques ainsi établies, et le champ d'application de la méthode n'appa-
raissait pas nettement.

Le passage aux fonctions analytiques de plus de deux variables m'a condui t
tout d'abord à rechercher une extension de la classe des fonctions sousharmo-
niques qui formaient l 'instrument essentiel de la méthode suivie dans le cas de
deux variables. Cette extension à l'espace C"(/?^2), faite avec l'idée d'obtenir
une classe iuvariante par les transformations analyt iques de G", condui t à la
classe (L) des fonctions plurisousharmoniques ainsi qu'on le verra.

L'extension obtenue présente également un intérêt logique. La définition
adoptée pour les fonctions plurisousharmoniques délimite en effet le groupe
des propriétés rencontrées antérieurement dans Pétude des fonctions analy-
tiques de deux variables et permet d'en fixer le caractère véritable. La première
étude de ces fonctions qui est faite ici explique plus généralement le succès
de certaines méthodes de la théorie des fonctions de variables réelles pour
l'étude de la structure analytique complexe dans le cas n^> i.

Parmi les propriétés des fonctions analytiques de n variables, il en est dont
l 'énoncé ne fait intervenir que le module de ces fonctions [indiquons dès
main tenan t qu'elles seront rapportées non au module |/j, mais à log ]/[, c'est-
à-dire à la classe (Li) définie plus haut) . Si l'on s'efforce de grouper celles de
ces propriétés qu^on peut déduire directement de l 'une d'entre elles, soit(P),
il apparaît possible de choisir pour (P) une propriété nul lement caractéristique
de (Li), et de conserver cependan tpa rmi celles associées à (P) nombre de
propriétés remarquables de (L,) ; celles-ci appartiennent donc à une classe (L)
plus étendue que la classe (L.i) définie plus haut à partir des modules des
fonctions analytiques.

Nous choisirons comme propriété (P) celle qui résulte des deux remarques
suivantes : si V est de classe (L, ) dans le domaine D :

i° V a pour trace sur une variété analytique l inéa i re (plan) à une dimension
complexe dans D, soit la constante — o c , soit une fonction sousharmonique;

2° V est bornée supérieurement sur tout compact contenu dans D.

Une fonction V(— oo ^V <^ oo ) satisfaisant à ces deux conditions sera dite
plurisoushajmonique (définition 1, § II). La suite montrera (§ III) que la classe
(L) ainsi définie comprend des fonctions qui ne possèdent que la semi-conti-
nuité supérieure.
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L^étude faite ici peut donc être présentée encore comme un moyen de grouper
un ensemble de propriétés particulières des fonctions analytiques, ou, plus
exactement, de leurs modules. Ces propriétés, dont l'ensemble est par t icul iè-
rement riche pour n^>i, ne sont nullement liées à la totalité de la structure
analytique complexe, étant l'apanage d 'un ensemble de fonctions semi-
continues; en conséquence, elles peuvent être déduites de (P) indépendamment
des moyens que le caractère holomorphe pourrai t offr ir (série de Taylor,
intégrale de Cauchy, etc.). On conçoit que leur démonstration fasse appel aux
méthodes de la théorie des fonctions de variables réelles, et les raisons de
succès de celle-ci apparaissent ainsi nettement.

Les considérations qui précèdent contribuent à une classification logique des
difficultés qu'on rencontre dans l'étude des fonctions de plusieurs variables
complexes. Leur importance et leur diversité soulignent la très grande richesse
de la structure analytique pour ^^2. L'analyse de celle-ci doit conduire, si
possible, à en recomposer les éléments à partir des propriétés de structures
moins riches; cette tendance aboutit dans des travaux récents à rattacher
certaines des difficultés rencontrées à des problèmes portant sur une structure
topologique ou algébrique. A côté des propriétés de ces deux ordres, il en
existe d'autres parmi lesquelles se groupent les propriétés de la structure
analytique complexe dont on a défini l 'ensemble en plongeant (Li) dans la
classe plus étendue (L) : ce sont les propriétés d'une fonction holomorphe qui
découlent du fait que log |/[ est une fonction plurisousharmonique ; on pourra
les appeler propriétés de convexité^ l'image attachée à ce mot s'accordant assez
bien avec l 'énoncé précis de certaines d'entre elles.

î. Donnons un aperçu des définitions ( : > ) auxquelles nous conduit cette
première étude des fonctions plurisousharmoniques. La première d'entre elles
^définition 1, § II), fondée sur les deux conditions (P), permet d'établir par
récurrence de C71"1 à C" la sommabilité des fonctions étudiées, pu is leur
semi-continuité (§ III). Chemin faisant sont démontrées des propriétés de la
moyenne sur l'arête d'un /z-cercle, propriétés qui, associées à la semi-
cont inui té , apportent, par la suite, une seconde définition des fonctions
étudiées ( théorème 3, § V); elle montre qu'une part importante de
la théorie des fonctions sousharmoniques, celle qu'on peut établir
sans l'aide de la représentation potentielle de Riesz, trouve son corres-
pondant quand on passe de C1 àC^i^i); toutefois les propriétés obtenues
sont, en un certain sens, plus riches de conséquences précises [on remarquera,
à ce propos, que la classe des fonctions de (L) qui ne dépendent que des l ^ / . j

( 3 ) Ces définitions ont été indiquées dans deux Notes (C. //. Acad. Se., t. 215, 194-2, pp. 3c)8
et 454).
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est constituée (§ VIII) par les fonctions convexes des variables /^=log;^ I ,
la convexité ayant l ieu par rapport à V ensemble des variables].

Une fonction plurisousharmonique dans un domaine de G" est sousharmo-
nique dans le domaine correspondant de l'espace réel R2^ trace de G" (§ IV). La
comparaison des diverses fonctions de masse associées aboutit à un résultat
particulièrement simple (théorème 4, § VI); en particulier si la fonction est
de classe (Li), on retrouve ainsi un beau résultat de Poincaré ( ' ) que nous
énoncerons : si ./(^) est une fonction holomorphe dans un domaine D,
log[/(^A-)[ est égal, à une fonction harmonique près dans D des variables
(^Â-» yk\ au potentiel C 4 ) d'une masse de densité 270 répartie sur la variété
/(^)=o.

Une troisième définit ion de la classe (L) est obtenue en remarquant qu'une
fonction plurisousharmonique qui a des dérivées secondes continues, satisfait à
un système d'inégalités aux dérivées partielles (système I, § VI), obtenu en
expr imant qu'une forme hermit ienne associée à V est positive ou n u l l e ; les
coeflîcients de cette forme sont les composantes d'un tenseur qui généralise la
densité de masse potentielle à laquelle il se réduit pour n=i . La classe (L)
est formée des fonctions qui satisfont au système 1 et de celles (à l'exclusion
de la constante — o o ) qui sont limites de suites non croissantes de telles
fonctions, L'extension suivante de la propriété (P) en résulte : une fonction
plurisousharmonique a pour trace sur une variété irréductible soit une
fonction sousharmonique, soit la constante — oc . On en déduit (§ VII) qu'une
fonction plurisousharmonique sur un domaine fermé n'atteint un maximum
qu'en un point de pseudo-convexité de la frontière du domaine.

Les familles de fonctions plurisousharmoniques bornées supérieurement
possèdent des propriétés simples. Nous définissons (§ IX) une classe (M) plus
vaste que (L) à laquelle appar t iennent encore les enveloppes supérieures de
telles familles. La régularisée supérieure d'une fonction de classe (M) appar-
t ien t à (L). Une application des fonctions plurisousharmoniques concerne la
démonstration de la propriété suivante signalée dans une Note antérieure ( r ' ) :
si D est un domaine d'holomorphie, la distance à la frontière d'un point
Intérieur M, comptée paral lèlement à une direction fixe de plan analytique à
une dimension complexe, est une fonction plurisousharmonique de M. Cette
propriété simple (dont on déduirait sans peine la plupart des caractères
nécessaires de ces domaines) peut être appliquée à l'étude du prolongement
analytique d'une fonction de n variables, ainsi que je me propose de le montrer
dans un prochain travail.

( 4 ) Mémoire sur le potentiel et les fonctions abélieanes {Acta Math., t. ^2, p. 15g). Voir l a N o t o ( 1 7 ) ,
11° 15 du présent travail.

(s) C. R. Acod. Se., t. ^16,,1943, p. 107.
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II. Définition des fonctions plurisousharmoniques.

3. Une fonction réelle et définie dans un domaine de l'espace C" des
n variables complexes ^i, ^2, . . ., Zn peut être notée brièvement sous la forme
V(M) d'une fonction de point. La nécessité d'expliciter les coordonnées com-
plexes z^ de M amène toutefois à utiliser la notat ion V(^, ^ 2 » • . • ? ^)- C'est
celle dont nous ferons usage en général, en observant, une fois pour toutes,
que le signe de la fonction précédant les variables complexes z,, ^indique par
lui-même qu'une correspondance, la plus générale, sauf mention du contraire.

Exceptionnellement nous considérerons la fonction sur l'espace W à
' i n coordonnées réelles .^/,, y/;, qui est la trace de C". Nous écrirons alors
V(o^, ji ; . . . ; x^ y^), en sous-entendant les équations ^,,=x/,-+- iy / , de
passage deC" à R^.

C'est ainsi qu'une fonction définie sur C' (plan complexe) s'écrit soit V(M),
soit V(.r, r), soit V(^). Cette dernière notation, une fois prise la précaution
signalée plus haut, présente quelques avantages pour l'étude des fonctions
sousharmoniques (6), classe invariante, comme on sait, par les transformations
analytiques de C1. Pour ^^.2, elle apporte une simplification indispensable à
l'écriture des fonctions que nous définirons dans C", ces fonction s étant, dan s leur
ensemble, invariantes parles transformations analytiques faites sur les s / , .

4. Rappelons qu'un ensemble E est une variété analytique complexe ( 7 ) dans
un domaine D de C" si E est fermé sur D et si E est défini au voisinage d'un de
ses points M par un nombre fini d'équations fp= o (/^holomorphe au voisinage
de M); E sera di t variété irréductible dans D si E n'est pas la réunion de deux
variétés dans D doni l'une au moins soit distincte de E. Nous ne considérerons
que des variétés homogènes W9, c'est-à-dire ayant en chacun de leurs points
même nombre de dimensions complexes (ce nombre figurera en ind ice
supérieur). Nous supposerons de plus qu'elles sont simples, c'est-à-dire que,

N désignant le rang du tableau ( ^ ) » on n^a pas N< q en tous les points de E

appartenant à un voisinage ouvert co (auquel cas on aurait N <^ q sur toutes les
variétés i r réduct ib les contenues dans E et intersectant co). Dans ces condi t ions
nous appellerons réguliers sur E les points où N= y, sing'uliers ce\ix où N <^ q\

( 6 ) On trouvera dans Pouvrage de T. Radô, Subharmonie fonctions ((Ergebnisse der Mnthematlk^
t. 5, 1937, p. i), la démonstration des propriétés des fonctions soushîirrnoniques dont la connais-
sance est nécessaire à la lecture de ce travail; seuls les résultats plus récents ici utilisés feront
Pobjet d\m renvoi aux Mémoires originaux.

(7) Voir en p-irticulier U. C ^ R T A N , Idéaux de fonctions analytiques de n variables complexes
{Ânn, Éc, Norm.y t. 61, 1944, p. igô).
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ces derniers forment une variété E ' c E , à q—i dimensions complexes au plus
au voisinage d'un de ses points.

Une variété l inéaire de G" sera appelée plan, ou plus précisément variété
plane, quel que soit le nombre de ses dimensions.

La notion de fonction sousharmonique se transpose, par application, de
l'espace G' à une variété W1 définie dans un domaine D. Nous dirons que V(M)
est sousimrmonùfuc sur la variété irréductible W1 si :

i° V(M) possède une valeur bien déterminée (—oo^V<^oo) en tout po in t
de W1. 11 existe un po in t de W en lequel V^>—oc.

2° Si M(-J^) est un po in t régulier de W1 au voisinage duquel la variété est
représentée par le système
( l ) Z ^ = z ^ k ( u )

(ç/; holomorphe du paramètre complexe / / ; 9/.(^o) = ̂ )» ̂  es^ sur ̂ ' u n e t0"^-
tion sousharmonique de u au voisinage de u^.

3° Au voisinage d'un point singulier, où il est besoin de plusieurs systèmes
de la forme ( i ) pour représenter W1, la condition précédente est réalisée par
rapport à chacun d'eux séparément.

5. Nous caractériserons les fonctions plurisousharmoniques par la propriété
de leurs traces sur les variétés planes P1. Remarquons que les définitions
adoptées plus haut entraînent que les diverses composantes connexes de
l'intersection DnW 7 , où W7 est une variété analytique dans G7 ' , soient
comptées comme au tan t de variétés dist inctes dans D. Dès lors, si Q1 est un
plan de G", chaque composante de l ' intersection Q ' O D constitue une variété
plane P1 dans D.

Définition 1. — Nous dirons qu 'une fonct ion V est plurisousharmonique
dans un domaine D de G" si elle satisfait aux condit ions suivantes :

{a\ En lo ut point de D elle possède une valeur dé terminée, réelle^ oui peut être
soit une valeur finie, soit la valeur représentée par — oo. En un point de D au
inoins cette v^cdeur est finie.

(^). Elle possède une borne supérieure finie sur tout compact contenu damD.
(c). Sur une variété plane à une dimension complexe dans D, la trace de \ est

une/onction sonsliarmonique ou vaut identiquement —oo.

La seconde condit ion Ça') s 'énonce encore : la cons t an t e— oc n'est pas une
fonction plurisousharmonique.

Dans G' on retrouve exactement la classe des fonctions sousharmoniques.
Dans G'1 pour n^2, la classe (L) a ins i déf inie n'est pas vide : elle contient les
fonct ions de la forme C(/) log'|/(<j,, j^ , . . . , ^,,) j où C(/) est une constante
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posi t ive e t / ' (^ i , ^2. . . ., ^,i) une fonction holomorphe dans D : ces fonct ions
constituent une classe restreinte qui jouit de propriétés particulières (conti-
nu i t é , disposition de l 'ensemble V =—oo). La définition condui t aux
remarques suivantes :

i° Soit P'7 une variété plane dans D définie en se donnant les j/, l inéairement
en fonction de q paramètres complexes u^ 1/2, . . . 5 u^q <^ / /) : V est fonct ion
plurisousharmonique de (^ , , . . ., Uq) sur P ' 1 ou identique à — oc sur P7. Les
fonctions de la classe restreinte montrent les deux possibilités.

2° Si V est pluriharmonique, Vi =a\ + 6, où a et h sont deux constantes,
^^o, b ^>—oo, est une fonction plurisousharmonique.

3° Si Vi , ¥2, . . ., V/, sont? fonctions plurisousharmoniqnes, V = m a x V , e s t
plurisousharmonique.

4° Une suite non croissante de fonctions plurisousharmoniques a pour l imite
soit une fonction de même nature, soit la constante —oo.

5° Nous dirons que & est un ensemble polaire (8) dans un domaine D de C"
s'il existe une fonction V plurisousharmonique dansD dont Fensemble V =—oc
coïncide avec & dans D. La définition 1 a pour conséquence : un ensemble
polaire da?zsî) a pour îrace sur une variété plane P1 dans D un ensemble de capa-
cité extérieure (°) nulle ou bien la contient tout entière.

6° Un ensemble polaire ê ne contient aucun domaine.

Supposons en effet que V soit plurisousharmonique dans un domaine D
contenant deux hypersphères Si, S^ sécantes et que ê soit l 'ensemble V==— GO .
Si & contenait S,, il contiendrait aussi S^, car on peut relier un point M de S^ à
un point Q intérieur à Si choisi de manière que M et Q appartiennent à une
même variété plane P ' dans la réu nion Si u Sa ; sur P ' , ê ne saurai t être de capacité
extérieure nulle puisqu'il contient un voisinage de Q; il contient donc P' et M.
Si & contient une hypersphère Si dans D, il contient ainsi toute réunion
d'hyperspbères deux à deux sécantes à laquelle appartient S^ , donc, en
définitive, tout point intérieur à D, contrairement à la condition Ça) de la
définition 1.

La condition Ç a ) est a i n s i réalisée dans tout sous-domaine de D. Nous
énoncerons :

Une fonction plurisousharmonique dans D l'est aussi dans tout domaine inté-
rieur à D.

( 8 ) [^expression a été formée par M. Brelot pour désigner l'ensemble des infinis (négatifs) d^ine
fonction sousharmoniqne dans tout le plan G1. Il a été établi depuis par H. Cartan (C. R. Acad. Se.,
214, K)1'2, p. 945), qu^il y a identité entre ces ensembles et les ensembles de capacité extérieure
nulle. Il nous paraît sans inconvénient de disposer du mot polaire dans un sens élargi afin d^exprimer
une notion qui est nouvelle pour n^ 2.

( 9 ) Un ensemble est dit de capacité extérieure nulle s'il est contenu dans un ensemble ouvert de
capacité arbitrairement petite.
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l.a trace d'un ensemble polaire dans' D sur un domaine I-VcD est un ensemble
polaire dans D\

La propriété 6°, peu précise, constitue un lemme utile pour la suite.

III. — Sommabilité et semi-continuité des fonctions plurisousharmoniques.

('). Nous nous proposons d'établir le résultat suivant :

THÉORÈME 1 . — Les fo fictions plurisousharmoniques sont semi-continues supé-
rieurement.

Admettons l'énoncé pour l'espace G" ' : une fonction Vplur isousharmonique
dans un domaine D de G7'"1 est alors mesurable; elle est bornée supérieurement,
donc sommable sur un compact de D, l'intégrale pouvant avoir la valeur — oc.

Soit M un point de coordonnées ^. Pour abréger, nous emploierons les
notations suivantes :

C(M, r j , / 'a , . . ., /'/J, ou C(M, j ' k ) désigne rareté du ^-cercle j ,3/,— Ç ^ - 1 r-r /-/.;
S ( M , / ' i , ï\i, . . .. /•//), ou S (M, r ^ ) désigne le n-cercle fermé | .57,-— Ç/- ^/'/.

Nous désignerons par D,. l 'ensemble des points de D qui sont centres d 'un
A/-cercje S(M, r) de rayons égaux à r entièrement contenu dans D.

Soit M un point de coordonnées ^, contenu dans D, et soit a la variété par-
courue par le point m de coordonnées dans G""1

^==^+^^

pour 2^À-^//, 0^6/^27:. Nous considérerons l ' intégrale de Lebesgue
étendue à a

(i) HZ,)^ ^^_^\(.z,, m) dm

^—— f • • • f V(-s , , r ,+ / - ,6A, . . . , r,+/,^)^6,...^o/,
k 2 7 7 ) Jo JQ

Montrons tout d'abord que ( i ) a un sens. Deux cas sont possibles : ou bien
V ( ^ i , m ) vaut identiquement —oo pour la valeur ^i considérée quand
mÇzi,, A'^2) varie au voisinage de mo(^/,, ^=^2), ou bien V(^i , m) est une
fonction plurisousharmonique de m (remarque i°, § IV), et alors V(^ i , m) est
sommable sur <j. Dans les deux cas l'intégrale I (^) a une valeur déterminée,
finie ou — oo. Nous établirons que t ( ^ i ) est encore une fonction sommable de
^ grâce au lemme suivant :

LEMME 1. — Soit V(^ m ) une fonction définie dans le domaine fermé A qui est
le produit des domaines fermés ^ € d, mça, et possédant les propriétés suivantes :
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i° elle est bornée supérieurement sur A ;
9° pour m fixé, elle est fonction sousharmonique de ^ dans le domaine fermé d,

ou bien est identique à la constante — oc ;
3° pour ^ fixé, elle est fonction semi-continue supérieuremeni de m dans cr.

Dans ces cojiditions. l'intégrale de Lehesgue

.(2) l ( z ) —: ^ V(.3, ni) dm
^ (7

est une fonction quasi-sousharmonique de j ou vaut identiquement — oc dans d.

Nous disons qu'une fonction est quasi-sousharmonique si e l le est égale à une
fonction sousharmonique, sauf aux points d 'un ensemble de capacité exté-
rieure nulle où elle lui est inférieure.

Remarquons pour la démonstration du lemme 1 que, V( j , m) étant semi-
continue supérieurement, l 'intégrale de Lebesgue (2) peut s'obtenir comme
intégrale supérieure de Riemann. Soient Aof les mesures des éléments d'une
partition de CT, fê tant l 'indice de l'élément,? celui de la partition, et soit ^ ( z )
le maximum de V(^, m) pour m^Aof. Posons

S^)==^^(,s)AŒf.
;

La fonction p-f(^) est une enveloppe supérieure de fonctions sousharmoniques
(ou identiques à — o o ) bornées supérieurement. Dans ces conditions p.f(^) est
une fonction quasi-sousharmonique ( 1 0 ) (ou — oo) dans d; S p ( z ) est de même
nature, ainsi que l'intégrale (2) obtenue comme limite de la suite Sp(^) quand
on donne à cp= maxAof une suite de valeurs tendant vers zéro. Le lemme 1

;
est ainsi démontré.

[1 en résulte que I(^), calculé à partir de ( i ) , est fonction quasi-sousharmo-
nique de Zi (ou est identique à —oo) , donc est sommable en Ji pour
' - Y \ ̂  r\ ^ i — ^ i 1 •^—/ •

Pour abréger, nous conviendrons :

L^V, M, / ' i , . . ., r,,) ou L(V,M,r/^ désigne la moyenne de V sur C(M, /•/,)
prise par rapport aux 0/,(o^6/^2T:, /•= i, 2, . . ., /?) .

A(V, M, /•i , . . . . / ' ,<) ou A(V, M, /•/,) désigne la moyenne de V sur le //-cercle
S(M.r,V

Dans ces conditions on a

L ( V, M, r,,} — -l-. f 1 ( r-i -+- /•i e^ ) 6/0,,
271 J.

(^o) Foir^ pour ce théorème dû à M. Brelot et H. Cartan : H. CABTAN, C. H. tend. Sr,., 214,
194^ p. 945, et M. BRELOT, Ann. Ec. Norm. t. 61, p. 317.

Ann. Ec. Norm., (3), LXII. — FASC. i. ^0
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et le résultat précédent s 'énonce :

LEMME 2. — Sou V ^/^ fonction plurùousiuirmoniquc dans un domaine D de
C7^ ^ S(M^ /•/.) un n-cercle intérieur à D .' le théorème 1 supposé vrai pour G'1 1

entraîne l'existence de la moyenne L(V, M, /'/,) dans G".

7. En utilisant la remarque 6°, n° 4 et une inégal i té classique, nous
établirons maintenant que L(V, M, /'/,) a une valeur finie.

Remarquons tout d^abord que, V étant borné supérieurement, L(V, M, r/,)
peut, selon un résultat connu (11), être calculée soit comme intégrale double à
partir de (i) et (3), soit comme intégrale étendue à la variété C(M, ^), soit
encore comme intégrale /?-uple sous la forme

(3 ) L(V, M, n) == -—— / . . . ( ¥0,4- r, ̂  . . .,^-+- î\e^n) ciQ, . . . d^
\'îT~-) J^ J^

l'ordre des n intégrations étant quelconque.
Supposons MeD^, , de manière que pour r/,<^r, on a i t S(M,/'/,)cD/..

Désignons par K âne borne supérieure de V sur D/ et majorons V dans S(M,T7'/,),
o < T <; i, en fonction de L(V, M, r/,). Pour ce calcul nous supposerons, afin de
simplifier l 'écriture, que les coordonnées ^ de M sont nulles. Notons /(?i, ^ i)

le noyau de Poisson, égal à la par t ie réelle du rapport j1—^» et majorons V en
(;! —— ,C-1

ut i l i sant sa sousharmonicité en j^ pour ^3, . . . ,^, fixés. On a, pour | ̂  =/'i
et j i |==- / - i ,

Ln^^ -^^±1.
I + T — — v - 1 ' ' l / — — ^ -T

(À)

Posons \\ = V — K : Vi est négatif ou nul . En exprimant que V, est au plus
égal à la fonction harmonique qui prend les mêmes valeurs pour j ^i | =-=- r\ et se
calcule par l 'intégrale de Poisson, nous obtenons

(5) • - V^i^,, ... . ^)^B,-^- f '\\(re^, ̂  . . . , Z n ) d Q , .
^^o

Dans (3) il n^est pas exclu que les deux membres aient pour valeur — oo.
Considérons maintenant j^ comme seul variable et appliquons la majora-

tion (5) à la fonction V, écrite au second membre de (5) : i l vient une inégalité
analogue où figure une double moyenne. En répétant l'opération par rapport à
toutes les variables ^/, successivement, nous obtenons la majoration cherchée
qui s^écrit, P représentant le point de coordonnées j/,

. ( V,(P)^B?L(V,,M\ r,),

' ( Y ( P ) ^ B ? L ( V , M, / ^ )+K(I—.B^ .

(ll) Énoncé dû ù L. Tonelli. î^oir SAKS, Théorie de l'1 intégrale^ p. 75, édition française, iç)33.
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Nous énoncerons :

LEMME 3. — .SÏV est plurisousiuirmonùlue sur le n-eercle fermé S (M, /•/,.\ el y
est borné supérieurement pur K, (F)) donne une majoration de V(P) du us le
n-cercle S(M, T/'/,). o <^ T <^ T , B^ ayant la valeur (4).

Supposons qu'on ait L(V,M, r/,) =— oo, le /^-cercle S(M, 77,) étant intér ieur
au domaine D où V est plurisousharmonique : (6) montre qu'on a V(P) =— oo
dans S(M, ^77,); Fensemble polaire V = — o o contient un domaine contrairement
à la remarque 6°, paragraphe 4. Ainsi :

LEMME 4. — Si V est plurisousharmonique dans î), la moyenne L(V^ M, /•/,)
possède une vnleur finie pour r/,^> o et pour S CM, /7,)cD; elle est f onction non
décroissante et convexe de chacune des variables u/,= log/^.

La dernière partie de l'énoncé résulte de (3) et du caractère sousharmonique
de V par rapport à chacun des z / , séparément; elle entraîne à son tour :

LEMME 5. — La moyenne L(V, M; 77,) possède, quand M est fixé et quand le plus
grand des /\. tend vers ^éro, une limite déterminée V(/M).

8. Nous sommes maintenant en possession du résultat su ivan t : V étant une
fonction plurisousharmonique dans un domaine de C" le théorème 1 supposé
vrai pour C^"' entra îne dans G" l'existence et les propriétés de la
moyenne L(V, M, r,^ qui sont exprimées par les lemmes2, 3, 4, 5.

Nous nous proposons maintenant de montrer que ces mêmes propriétés ont
pour conséquence la semi-continuité supérieure de V, c'est-à-dire entraînent le
théorème 1 pour l'espace C".

Nous appelons régularisée supérieure ( 1 2 ) d 'une fonction A( M) une fonction
B(M) égale en chaque point au maximum de Baire de la fonc t ion A(M). Nous
écrirons :

B ( M ) == reg. sup. A ( M ),

B(M) est encore la plus peti te majorante de A(M) qui soit semi-continue
supérieurement.

En posant
V o ( M ; = : l i m L ( V , M, /•,)

/•^o

( l 2 ) En un point M considérons une suite de voisinages Sn (M) n'ayant en commun que le point M :
le maximum de Baire est la borne inférieure des maxima [in do la fonction sur ces voisinages. Dans
u n travail antérieur (Thèse Ann. Éc. Norm., 08, 1941, p. 98), j'avais, pour une classe de fonctions
particulière, considéré les maxima \±'n sur les ensembles ouverts S/z(M) — M et défini la valeur de la
régularisée supérieure en M à partir des ;JL^ : pour ces fonctions qui rentrent d^ailleurs dans la
classe (M) définie § IX, la plus petite majorante semi-continue supérieurement peut en effet être
obtenue de cette manière.
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nous nous proposons de montrer successivement les deux égalités

( 7 ) Yo ( M ) = reg. sup. V ( M ),
( 8 ) V o r M ) = = V ( M ) .

Le théorème 1 en résultera dans l'espace C".
L'égalité (7) se démontre comme dans le cas n=ï. Soit £ quelconque

positif : il existe un voisinage co de M tel que pour P€CO, on ait

V(P) < reg. sup. V(M) + c.

Pour max/^ suffisamment petit, on aura

S (M, r/.)c^
donc

L( V, M, /7,) ̂  reg. sup. V ( M ) -4- £. '
D'où

( 9 ) Vo ( M ) =-r lim L ( V, M, /•/, ) ̂  reg. sup. V ( iVI ) .
/ •A-—-0

Par ailleurs revenons à (6) et posons T = I — Y ] ; il v i en t B ^ = i — - r / , r/
tendant vers zéro en même temps que T(. De (6) résulte

(^) V(P)^( i-r /)L(V, M, r,)+r/K

pour PeS(M, cr/,). P'aisons tendre Y] vers zéro; (G7) nous doniu*

(10) reg. sup. V ( M ) ^ L ( V , M, r^),

quels que soient les /•/,^> o. Faisons tendre ceux-ci vers zéro; nous obtenons

lu) reg. sup. Y ( M ) ^ l i m L ( V , M, r ^ ) ̂  V o ( M ) .
rjr,=0

L'ensemble de (9) et (i i) démontre (7).

9. Reste à établir (8) qui s'énonce :

LEMME 6. — Une/onction plurisousharmoniqne V(M) est égale à la limite de sa
moyenne L(V, M, /•/,) quand max r/, tend vers zéro,

Posons p = max(/-2, . . ., /^) et remarquons que le théorème 1 supposé vrai
dans C"~1 entraîne pour une fonction plurisousharmonique de G""1 les égalités
(7) et (8). On aiira donc, en laissant ̂  constant,

(r2) V(Ç,,^,,...,:,)=Hm————^ F ... f V(^Ç,+r,^S...,^4-r,6A.)^.. d^.
F^o(27T) ^ J^

Cette égalité est en effet vérifiée si V^Ci, z^ . . . , 3n) est une fonction pluri-
sousharmonique de (^2, . . ., ^^) pour la valeur Ci considérée; elle l'est encore
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si, pour cette valeur Ç, , V vaut identiquement —oo quand on tait varier
(^a, .. ., ^,) au voisinage de (^,, .. ., ^).

Ceci posé, M(^-) étant un point déterminé du domaine D où V est plurisous-
harmonique, nous considérerons la différence

^T: ^.T.

( i 3 ) 3?^i)==/——.,,-, \ • " V(^, Ç,+p^\ ..., Ç.+p^0")
\'ÎT: ' Jft ^o

x </e, . . . </9/,~ \(>i, ç. , . . . , ^),

où <;i est variable dans le cercle | ^ — ^ i <^/ 'o; on suppose p < ^ p o »
/^ et po positifs assez petits pour que S(M, r^ po , . . ., po) soit intérieur à D.
Nous distinguerons trois cas selon le comportement de V au point M, le raison-
nement ne différant du reste que par des détails :

i° V ( M ) > — o o : la fonction £ p ( ^ i ) est alors définie sauf pour les valeurs
de Si ou V(^i, ̂  . . ., ̂ n)=— °°» valeurs dont l 'ensemble e est de capacité
nulle dans le cercle i ^^ — ^i i < f\ et est indépendant de p ; hors de e, on a

^ (' s i ) 1̂  o, 3 ̂  ( .Si ) -^ £o., ( ^2 ) pour o < o i < p.^ < po

l i m £ p ( ^ i ) == o
et

C. — 0 '

d'après ( 12 ) et ( i3). Considérons alors l'intégrale

( 14 ) " Jp = ̂  f 3G ( rl + / 'e^ ) </0 ' 7
'-J y ' '- 'o

où /• a une valeur positive inférieure à /-o. Pour p = po , Jp a un sens, car on a

T r^
f i 5 ) Jp==LrV, M, r, p, . . . , p)- ^- ^ V(Çi+re^, Ç,_, ..., ^We,.

^ " ^ o

Au second membre le premier terme est fini (lemme 4), et il en est de même
de l ' intégrale qui est supérieure à V(^. . . ., ^ )=V(M)>—oo gadoue une
valeur finie pour p = po. Pour résumer : les fonctions £p (^ i ) forment une suite
de fonctions définies hors de l 'ensemble de mesure nu ' i e e, suite non croissante
quand p tend vers zéro en décroissant, et les intégrales Jp, ( p < p o ) » sont

bornées par J^. Dans ces conditions on peut affirmer que Jp tend vers zéro
avec p. Le résultat est indépendant de la valeur positive, inférieure a r»,
donqée à r. Or on a

(16) L(V, M, r, p, .... p) - V(M) =Jp+ ̂  f V(Ç,+ rc^, Ç,, . . ., Ç.) ̂ 6,- V(M).

Donnons à /• une valeur positive f\ assez petite pour que la différence des deux
derniers termes au second membre de (16) soit inférieure à .£ pour r ==r, .
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Prenons ensuite p , de manière que J^ soit^ lui aussi, inférieur à £. Nous aurons

o < L(V, M, r, ? , . . . , ? ) — V ( M ) < 2 2 ,

pour r<^ /\, p <^ p i , ce qui démontre le lemme 6 dans le cas é tudié .

2° Supposons V ( M ) = — o o , la fonction V(^, ^, . . . , ^ ) de ^ n'étant pas
identique à — oo au voisinage de z ==*Ci pour les coordonnées '€2, . . . *C, consi-
dérées. L'ensemble V(^i, ^2» • • • ? ^ ) = — ° o est encore un ensemble de
capacité nulle e (auquel appartient maintenant la valeur ^ = 'd correspondant
au point M); ( i3) définit £p(^) sauf s u r < ? ; ( i5) montre que J^ a encore une
valeur finie et tend vers zéro avec p. L'intégrale au second membre de ( i5) a
pour limite — oo quand r tend vers zéro. On choisira /'o pour que cette intégrale
soit inférieure à — N, puis po pour que J^ soit inférieur à l 'uni té . On aura alors
d'après (5)

L ( V ^ M, r, p, . . . , p ) < — N 4- i pour r < /-o, p < po.

On a donc
l i m L( V, M, / • / , )=-— oo == V ( M ) .
/ •A-=«

3° Supposons enfin que pour les valeurs ^>, . . ., '€,, considérées et pour
| j ^ — ^ ^ro, V(J i , ^2, . . . , 'C//) soit identique à — o c : ( i3 ) ira plus de sens;
nous poserons

i r - ' - r-^
1-^ ̂ i ) == , _ ̂  ^ ' " V ( ;-,, Ç, + p e'^, . . ., ̂  4- p ^ /0" ) ^/(L . . . ^O//.

On a
/.^J,^/)^/,.^ (^ i ) pour p-j < po et lim/p^.i ) == — oc,

p-o

quel que soit ^i dans le cercle j ^ — ^ i j^^'o. 1/intégrale

JF==^.: r /.pf^+r^)^

à un sens et vaut L(V, M, r, p, . . ., p ) : si l 'on fixe ^'<0'o), elle tend vers
— oo quand p tend vers zéro. On a donc encore

lim L ( V, M, /•/, ) == — oc •==. Y ( M ) ,
/•^.--=0

ce qui établit le lemme 7 dans le troisième des cas possibles.
Les propriétés (7) et (8) sont ainsi démontrées sous la forme

rëg-. sup. V ( M ) . = = ] i m L ( V , M, r / , ) = = V ( M )
. '-k—Q

égalités dont la comparaison établit le théorème 1.
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IV- — Fonctions plurisousharmoniques de C^ et fonctions sousharmoniques de R'".

10. Dans la démonstration du théorème 1 in te rv iennen t seules les propriétés
de la fonction V(M) sur les plans P' obtenus en laissant constants n—i des j/,.
Nous considérerons trois classes de fonctions (A), (B), (L).

(A) désigne les fonctions sousharmoniques dans un domaine de \VÎ^.

( B ) désigne l 'ensemble des fonct ions V satisfaisant dans un domaine de C/'
aux condit ions {a\ (6) de la définition 1, et à la condition (c^ :

( Ci). P1 étant une variété plane Çdans le domaine de définition de la fonction)
obtenue en donnant à n — i des ^ des valeurs constantes^ Y est sousiumnoniqiie
sur P1 ou y vaut identiquement — oo .

(L) désigne enfin la classe des fonctions p lur i sousharmoniques dans un
domaine de C7'.

La démonstration du théorème 1 s'applique au résultat plus précis.
»

THÉORÈME 1 bis. — Les fonctions de la classe ( B) sont semi-continues supé-
rieurement.

Les classes (A), (B), (L) sont donc toutes trois semi-continues : nous a l lons
les comparer. Remarquons que (B) possède les propriétés établies, chemin
faisant, au .paragraphe 7; on a, en particulier, pour une fonction V € ( B )

(1) V ( M ) ^ L ( V , M, /•,).

Nous en déduirons :

THÉORÈME 2 bis. — La classe ( B ) est contenue dans (A ).

Il nous suffira en faisant appel à une propriété bien connue des fonct ions
sousharmoniques de démontrer que V(M) est au plus égal à la moyenne de V sur
une hypersphère 2 de centre M intérieure au domaine D de défini t ion de la
fonction. Nous désignerons par ^ les coordonnées de M; celles d'un point de 2
sont de la forme

z^= Ç/, + /•/, e^k avec ^ r|. == R'2^
k

R étant le rayon de H; l 'élément d'aire da sur ^ a pour expression

dfj = h(r^ . . ., /^_.i ) dr, . . . di'n ̂  6/0, . . . ^/O,,,



3lf) P. LELONG.

où A(/ ' i , . . ., /•„ i) est positif. On a donc

j da-zz (9.7: }ft f h ( /• i , . . ., /'/, , ) di\ . . . drn i ,

\ \ (h :— / V ( Çx. + r/, e^k} //.(/•,, . . . , / • / / _ . , ) dr, . . . ///•// , d^, . . . d^n
<7^ •^

^{97;}^ l L(V, M, rk ) / / ( / • ! , . . ., /•/ / i ) ^ / - i . . . dr,, , .

ou, encore, d'après (ï\

] V ^o- ̂  ( 2 'T: )^ V ( M ̂  A ( / • , , . . . , /•/, 1 ) ^//•i . . . dr,, -i r:--: V ( M ) f ^/cr,

ce qui démontre le théorème î bis. Pour achever d'ordonner ^A), (B), (L),
remarquons que (c, ) est moins restrictif que la condi t ion (c) de la définition 1 ;
on a donc (L)c(B) et pour résumer

( L ; c ( B ) c ( A ) .
Ainsi donc :

THÉORÈME 2. — Une fonction phiri.wusharmoniciite de C" a pour Inu'e une fonc-

tian sonsharrnonique sur H2".

En particulier un ensemble polaire dans un domaine D de C/' est un ensemble
de capacité extérieure nulle (au sens de la capacité dans R2 7 ' ) ; un tel ensemble
est donc de mesure nulle dans R27'. En voici une conséquence : si V^, . . ., V/,
sont? fonctions plurisousharmoniques dans D, V= V^ +. . .\ p est de même
nature; en effet il existe un point de D où l'on a V ^>— oc, D ne pouvant être
la somme d'ensembles de mesure nulle en nombre f in i .

V. — Propriétés caractéristiques des moyennes sur un ^cercle.

il. Parmi les domaines appelés /z-cercles, nous comprendrons non seule-
ment les domaines déterminés par n inégalités de la forme \z/,—^^7'/,, mais
encore tous ceux qui en résultent par un changement de coordonnées dans C/'.
Un /?-cercle quelconque sera défini par n inégalités

où le tableau (a,/,) est formé des coefficients d 'une t ransformat ion orthogonale
et unitaire :

y a,ip a^ =:-: ^p,{, Qp,/ =: o si p -^ q, o^/ == i si p ==- </ .
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Les rayons r/, sont des nombres positifs', le point de coordonnées ( ;̂) est le
centre du ^-cercle; la variété à n dimensions réelles

^^Uik^Zf,— ^k}=rke^k (0^0^271)
;

est V arête du /^-cercle.
Des trois classes semi-continues supérieurement (A), (B), (L) du para-

graphe IV, la première est caractérisée par la propriété de la moyenne sur la
frontière à in—\. dimensions réelles d'une hypersphère, la seconde par la
propriété de la moyenne sur l'arête d'un /i-cercle dont les faces sont parallèles
aux plans coordonnés ; enfin les fonct ions plurisousharmoniques le sont par la
propriété de leurs moyennes sur l 'arête d'un ^-cercle quelconque. Nous démon-
trerons en effet

THÉORÈME 3. — Pour qu'une fonction V ( — oc^V<^oc^ V^ — oo ) définie
dans un domaine D soit plurisousharmonique, il faut et il suffit qu'elle possède les
propriétés suivantes :

(a). V est semi-continue supérieurement dans D.
(?) A tout point MeD correspond un nombre positif ç('M) tel que la moyenne

de V sur rareté d'un n-cercle quelconque de centre M, de rayons positifs inférieurs
à p(M), soit au moins égale à V(M).

Pour qu'une fonction soit plurisousharmonique, il faut et il suffit, bien
évidemment, qu'elle soit de classe (B) et le demeure par tout changement de
coordonnées de C'1. Donc le théorème 3 équivaut au

LEMME 1. — Pour qu'une fonction V(M) soit de classe (B) dans un domaine D,
il faut et il suffit quelle satisfasse à la condition (a) et à la condition

(P^) A tout point M de D correspond un nombre positif p (M) tel que

V(M)^L(V, M, r/,) pour o</^<p(M).

Si Fon remplace dans les hypothèses du lemme 1 la condition (^) par la
condition (p^ qui n'en diffère que par l'inégalité moins restrictive o^^-<pCM),
l'énoncé est immédia tement établi. En effet prenons ^>o, ^==7-3. ,.==/•„= o-
l'inégalité V(M)^L(V, M, ^.) montre, associée à (a), que V est sousharmo-
nique de ^ variant seul, ou vaut identiquement — oo .

Tout revient donc à montrer que (a), (Ra) entraînent (p, ). Ce point résulte à
son tour des remarques suivantes que nous présenterons sous forme de
lemmes :

LEMME 2. — Si V est une fonction semi-continue supérieurement, e(t) un
ensemble fermé qui se déforme continûment en fonction du paramètre réel t,
le maximum de V(M) pour Mçe(t) est une fonction semi-continue supérieu-
rement de t. -

Ann. Ec. Norm., (3), LXII. — FASC. 1 4l
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En effet si pour i= to ce maximum vaut A, l 'ensemble V <^A-t-£, £^>o,
étant ouvert, constitue un voisinage de e(t^, donc contient e(t^ pour
^-^o <^.

Pour assurer la semi-continuité de la moyenne de V sur un ensemble fermé
a(^) qui se déforme cont inûment en fonction d'un paramètre réel t, nous
sommes amené à faire des hypothèses plus précises; ces hypothèses seront
réalisées en particulier, quand a(t} sera une variété dépendant analytiquement
de t, ne conservant pas nécessairement un nombre de dimensions constant
quand avarie; a ( t ) pourra en particulier se réduire à un point auquel cas la
moyenne de V sera la valeur de V en ce point. Nous supposerons que les condi-
tions suivantes (conditions C) sont réalisées pour /— t^ <^ h.

i° Sur ( j ( t ) est définie une mesure 3Tii (ou répartition de masses positives)
faisant correspondre un nombre positif (mesure ou masse portée) à chaque
sous-ensemble fermé, la mesure de a(t) aveciTtI; étant égale à l'unité.

2° Entre a(Y) et cr(^) existe une correspondance l\t) de manière qu'à tout
point M de cr(^) corresponde un ensemble e{t, M) de a(t\ un point de (j{t)
appartenant à un ensemble e{t. M) et à un seul.

3° £ étant un nombre positif quelconque, il lui correspond un nombre
Yj(Tj <^ h) tel que :

a. l'ensemble e(t^ M) est intérieur à Fhypersphère de centre M, de rayon £
pour tout M €0(^0) et tout t de l'intervalle | ^ - — ^ ! < ^.

b. (ùf désignant la mesure d'un ensemble (co^ de a ( t ) par JH^ on a

( I —- £ ) WQ < Wt < ( l + S ) ûùo

pour tout couple d'ensembles ( ojo)? (^/) en correspondance par r ( t ) et pour
tout t de l'intervalle \t— t^ <^.

LEMME 3. — Si la dé f or/nation de a^t) satisfait aux conditions G pour les
valeurs de t voisines de ^ et si V(M) est semi-continue supérieurement, la moyenne
de V(M) sur aÇt) au sens de la mesure 3\ït est semi-continue supérieurement pour
t=t,,

Soient, en effet, (co^,) les éléments d'une partition de a ( t o ) en domaines
fermés n'ayant en commun deux à deux que des points formant un ensemble
de mesure nulle sur ^(^o); nous choisirons la partition assez fine pour qu'on
ait, p/ désignant le maximum de V sur (co^),.

( i ) Lo==f V(M}^7>y^-c,
^«o) ^

£ donné positif. Nous choisirons ensuite | ^ ~ ^ | < ^ l de manière que
l'ensemble V<^ u/+£ contienne l'ensemble ((o^ pour tous les indices /, ce qui
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est possible d'après la semi-continuité de V et la condition G, (3°, a}. Dans ces
conditions, on aura, L, désignant la moyenne de V sur ( j ( t }

L/ -r \ v(M)^^<$'(^-+-£)^<c4-ya<^.
•^(/l A" -—

Mais
f^, < ( i + £ ) ut/y pour f — to | < T/.

Donc

L / < £ + ( l4-£)^^c^<s-4- ( l 4 - £ ) ( L o + £ )

pour | / — /o j suffisamment petit. On a donc L/ < L, + c7, quand Lo a une valeur
finie, pour ^voisin de t^ ce qu i démontre la semi-continuité supérieure de la
moyenne L, quand Lo est finie. La démonstration s'étend sans peine au cas
Lo=— oo en remplaçant ( i ) parS^ < — N, N positif arbitrairement grand.

Appliquons le lemme 3 au cas où ^0=0, et a{o} est la variété
C(M, o, . . . ,o,r^ . . . , r^) définie par

;1 == r1^ • • ^ ^ - 1 ̂  ̂ -1, ^p==- tp-^ //, A, . . . , Zn=z t,,-^- rn 0^',

^, / À étant constants, 6^ variable (o^6^^2T., p^q^n). Cette variété est
limite de C(M,r,, .... r,,)pour t= max(7^ . . . . r^) tendant vers zéro et les
conditions C sont réalisées au voisinage de /=o . On aura donc si
L ( \ , M, o, ...,o, /,„ ...,/•„) désigne !amoyennedeVsurC(M, (),...• o,/-,,,.,., 7^) :
soit

L(V, M, / • , , . . . , /•/ j<L(V, M, o, ..., o, 2^, .... / - / , )4 -£ ;
soit

L(V, M, / • , , . . ., / • / / ) ,<—N pour \t\<-n,

selon que L(V, M, o, . . ., o, /^ . . . , r,) est f ini ou non. Dans le second cas
on a V ( M ) = = — a o . Dans le premier la condition (p^) , soit

V f M ) ^ L ( V , M, /•,, ..., /•„) entraîne V(M)^L(V, M, o, . . . , o, r^ . . ., ̂  ) + £,

quel que soit £ > o, donc V(M)^LO, M, o, . . ., o, ̂  . . ., r.^ soit, dans
tous les cas la condition (^). Le lemme 1 en résulte. Le théorème 3 est ainsi
établi.

12. Le théorème 3 permet d'affirmer dans de nombreux cas qu'une fonction
est plurisousharmonique à condition qu'elle soit semi-continue supérieurement.

Ce dernier point pourra quelquefois être établi au moyen du lemme 2 ou du
lemme 3.

i° Soit V(M, P) une famille de fonctions plurisousharmoniques dans D
dépendant du paramètre P, et soit e un ensemble dans l'espace du para-
mètre P. Posons

W , ( M ) - = m a x V r M , P i .
Pçe
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Si W i (M) est semi-continue supérieurement^ W,(M) est plurisousharmonique
dans D : on appliquera le théorème 3 en remarquant que

W i ( M ) ^ m a x L [ V ( M , P), M, ^]^L(Wi, M, /^).
P € P

2° Même résultat pour la fonction

W,(M)-- : fâ?^(P)V(M, P),
•j c

où p-(P) est une fonction positive d'ensemble définie sur e,

3° En particulier soit V(M, P ) = = V ( M + P ) , M + P désignant le point de
coordonnées ^+^ quand M a pour coordonnées Ç/,, P pour coordonnées î^.
D'après le lemme 2, si e est un ensemble fermé (13 )

W i ( M - ) = : m a x V ( M 4 - P )
Vç.e

est plurisousharmonique.

4° Soit encore
W 2 ( M ) = / \ (M4-P)<^(P) .

L'intégration se fait sur les ensembles ^ obtenus à partir de e par la transla-
tion M; les conditions du lemrne à sont réalisées (au besoin après multipli-
cation de la fonctimi de masse par un nombre constant, de manière que la
masse totale sur e ait pour valeur l 'unité); dans ces conditions Ws^M) est une
fonction plurisousharmonique, étant semi-continue supérieurement d'après le
lemme 3.

5° En particulier
^7: ^-ÎZ

L(V, M, ^ )== -——-/ . . . / V,(^4-^^)^0, . . . d^n ( \ z k \ = r k }
{^T^ ) J^ JQ

est une fonction plurisousharmonique ( i 4) à la fois de M(^) et de P(^); en P
elle ne dépend que des modules |^(.

6° Si V est plurisousharmonique, la fonction
W..i=:maxV(zi, z^, .. ., 3^-j, Zp^ e^p s . . ., 3» e^n )

pour^A constant et 6^ variable (0^0/^27:, p^q .^n) est une fonction pluri-
sousharmonique de (^j, . . ., ^). De même

W, == ——I^— f .. . .f V(^,, . . ., .̂ ^ .s ,̂ +.4+1 ^^-'S . . ., .3n+- ,̂, e^n} ̂ 9^, . . . ̂
( 2 7T ) ^/^ ,7^

( l ù) Si l'on ajoute une restricfcion convenable sur la nature de Pensemble au voisinage de ses
points-frontières, Wi(M) est même une fonction continue.

(u) On peut montrer qu'elle est fonction plurisousharmonique continue de M.
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est une fonction plurisousharmonique de ( z ^ . . ., ̂ ); elle Fest aussi du point Q
de coordonnées ^i , . . . , ^,, ^ ' ^ . . ., ^.

7° En particulier, si/(^, . . . , ^ ) désigne une fonction holomorphe, les
quantités W3 et W, formées à partir d e V = I o g | / | seront désignées respecti-
vement par logM(^, . . ., ̂ ; r^i. ..., r,) et par N(^, ..., ̂ ;r^ ..., /^.
Ces quantités qui interviennent dans l'étude de la croissance d'une fonction
entière et dans celle de la répartition de ses variétés zéros sont des fonctions
plurisousharmoniques.

8° Remarquons enfin que les propriétés établies plus haut pour la moyenne
L(V, M, /A.) sont valables et se démontrent de même pour la moyenne
A(V, M, r/,); on peut remplacer l'une par l'autre dans l'énoncé du théorème 3.

VI. ' Fonctions plurisousharmoniques ayant des dérivées secondes continues.

13. Pour abréger, nous dirons qu'une fonction est de classe K^ si elle pos-
sède des dérivées continues jusqu'à l'ordre n compris. Les fonctions plurisous-
harmoniques qui sont de classe K^' sont les solutions d'un certain système
d'inégalités aux dérivées partielles. Nous poserons :

àM ï ( àV àV \
^-.te-^l (^=^+<^
àV ï [ à\ à\' \
w^A^1^) ^•=^-^)-

_ à2 \ _ ï | à2 V ^V ./ ^V ^V ^ . __
si/~~• àz7d^ ~1,[ô^ôxj + ~ôy^, + ' \à^dy; ~ ~àx]~àyJ \ sl '^J ^ll-s^

et
ï /^V à^\ . . . . - ,

^^(^^àyf) s l l= / (5/•^^eel)•

Soit V, plurisousharmonique dans un domaine D; menons par un point M(^)
de D u n plan P1 défini par ̂ =^+ t/,u et exprimons que, sur P', la trace de V
estsousharmonique. Il vient

^V y, ^V _
"3—3-" == / "3——-j—t,t,^0.ou au ^àzfdz/ '—

/',/
iNous énoncerons :

Pour qu 'une fonction V de classe Kitî) soit plurisousharmQniaue dans y D, if faut
et il suffit que la forme hermùienne

^V(I) ^^z^^^^^^^^
iJ i,î

soit une forme positive ou nulle en tout pointde D^
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ou encore

Pour que V, de classe K^, soit plurisous harmonique^ il faut et il suffit qu'entre
ses dérivées secondes complexes Sij soient vérifiées les n inégalités

( 1 ) ^D^p^o (p=-i, ̂  . . . , „),

a/,

obtenues en exprimant que la matrice hermitienne [ |^/ | | a ses valeurs propres
positives ou nulles; D^ est le déterminant tiré du tableau \\s^- en prenant p
lignes etp colonnes dont les indices appar t iennent à une même combinaison
(a?); la sommation est faite par rapport à toutes les combinaisons obtenues
pourp fixé.

Fonctions pluriharmoniques. — Nous dirons que V est pluriharmonique dans D
si V et — V y sont plurisousharmoniques (ce qui équivaut à dire que V est
bornée sur tout compact intérieur à D, et est harmonique sur les variétés
planes P'); V et — V sont sousharmoniques dans R2"; V est donc harmonique
et, par suite, analytique des variables (x / , , y/.), ou, encore, des (^/,, iy,).

Écrivons que la fonction
v == ^(^. i , . . . , z-,,, ïi. . • • , î )

satisfait au système des ri—n-—^-équations aux dérivées partielles .y^=o, la
forme (i) devant être nulle identiquement; nous obtenons pour ^ une solution

^==f(z,, . . ., ̂ )+^(:^, . . ., î )

OU
^==f(z,, . . ., Zn)-^f(z,, . . ., t;/),

en exprimant que ^ est réel. Nous énoncerons :

Pour qu'une fonction soit pluriharmonique il faut et il suffit quelle soit la
partie réelle dune fonction holomorphe,

14. Tenseur des densités de masse d^une fonction de classe K^. — Nous
appellerons ainsi le tenseur contravariant formé des coefficients complexes s , ,
de la forme <i>. Il est facile de donner la signification des coefficients ̂  f' consi-
dérons la fonction sousharmonique obtenue en taisant varier ^ seul; il est
associé à cette fonction dans le plan P1 ainsi décrit une répartition de masses
potentielles, dont la densité est

I /^V ^V\ 2
?/.=: —— ——— + ——— == - Skk.
r 27T\d^ à j ' - f , ! 7T

Considérons m a i n t e n a n t un plan P1 quelconque donné par les équations
^ / = = Ç / 4 - ^ / / / avec ï.f/,t/,=i : la densité de masse relative à la trace sous-
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harmonique de V sur ce plan est, au point M(';?/,).

2 ^V __ 2 ̂

TC au au — ^ 2 ^ s i j t i t j '
}, /

II est intéressant de la comparer avec la masse relative à la fonction V,
considérée comme fonction sousharmonique dans R277. Cette masse dépend d'une
densité. On a, en désignant par co^ la surface de la sphère V | z ' / , 2 = i,

/•
i \ v ^2 ^ v ^2 ̂  /
Av ̂ Z Ô^f ̂ L Jyf = (eÀn " ̂ ^-P5

pour ^^2 et AV=co^p == 2Tip , pour^=i . Par ailleurs, ^^n= —^—- Donc
la densité p s'obtient en mul t ip l i an t la somme des densités p/, relatives à
chacune des variables z,, par un facteur A^ ne dépendant que de n. On a

( 2 ) ^^y0/.- avec A ̂ ——^'> ^^ ^ ^^/ï—.l
/,-

15. Le résultat précédent est lié à un énoncé plus général relatif aux fonc-
tions plurisousharmoniques quelconques. Pour simplifier faisons disparaître le
coefficient A^, en prenant comme fonction fondamentale du potentiel dans R2"
non pas — —^—^ mais

(3) ^(r)-=———-———l-———; s i / z ^ 2
. ^2 /z(2^ — 2)r2^-'^ ——

et

^ / / ( r ) = = — l o ^ r pour n-=zi.
' 2TT 0 -

L'avantage est le suivant : le flux $ qui sort de la surface frontière d'un
domaine D est égal à la masse contenue dans D; il suffit de le vérifier pour une
hypersphère, ce qui est immédiat.

Soit S(M, r/,) un n cercle contenu dans D, de centre M(C/,); désignons par (T/,
une des n hypersurfaces qui constituent la froutière de D (sur cr/,, |Ç/, =r/,,
l ^ l ^ / y p o u r / ^ A ) . Dans ces conditions la masse pi contenue dans S(M, r/,),
relative à V fonction sousharmoniqne dans R3^, est

(4 ) ^^-s/^^-s/^^^-n^^^-
/,- /' /• . 7-7"/•

Désignons par [^(C/>, ^; ^) la masse relative à V considérée comme fonction
sousharmoniquede z-i, seuly quand z / , varie dans le cercle z/,—^\^r/^ pour
^(/^F) fixés, et par p./, la quantité qui en résulte par intégration dans le
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volume balayé par le point de coordonnées ^jÇj ̂  k) de G""1 quand on par-
court S (M, /'/,). On aura, diaprés (4),

^=2 f^(^^;^)nr,^6y
k t/^

ou
(5) , ^=2^.

k

Nous énoncerons :

THÉORÈME 4. — AÏ la fonction fondamentale est prise sous la forme (3), la masse
de V dans un domaine D de G'1 ̂  égale à la somme dans D des masses relatives
aux n fonctions sousharmoniques obtenues en faisant varier successivement
chacun des z^ séparément.

Indiquons deux applications :

a. V est de classe K^. Désignons par p' et p^ les densités relatives aux fonc-
tions fondamentales (3). On aura

&. On a

p7^^?^^^^-
/,: /•

v :=[OS\f(:'^ .-, . . ., Zn)\,

où/est holomorphe dans D.

La masse ^(^, r^ 2j) est alors égale à 27; multiplié par le nombre de
racines de Inéquation /(^i, . . ., ^)=o pour zj fixé Çj^Ék), situées dans le
cercle \z^—^A <^ 7A; l'intégrale ^ est, au facteur 271 près, Faire de la pro-
jection de la variété/(^i, . . . , ^)==o sur le sous-espace C"~1 des zjÇj^k),
chaque point de la projection étant compté autant de fois qu'il est la projection
de points différents de la variété dans C". L'égalité (5), où [JL est évidemment
indépendant d^un changement d'axes de C71 nous montre que la somme des
projections d'une variété analytique W"' sur les sous-espaces coordonnés C""1

est un invariant. Du reste en choisissant les axes de manière que le plan P""'
tangent à W'1"1 ait pour équation ^==0, on voit que cet invariant n'est autre
que l'aire de W71"'. Ainsi donc : d'une part, nous retrouvons la propriété
connue (16) de l'aire d'une variété analytique complexe d'être égale à la somme
de ses projectious sur les n sous-espaces coordonnés C71"1, d'autre part, (5)
nous donne, en appelant S l'aire de W7^ et S/, l'aire des projections

^.=:27rS^ ^.=:V^==27TVSÀ-==27rS

(16) J^oir WIRTINGEB, Monatshefte fur Math. und Physik, t. 44, 1936, p. 343,
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qui s énonce :

La masse associée à la f onction sousharmojlique V=log|/(Ji, . . . , J/,)|
dans R271 est répartie sur la variété f' = o et de densité constante 271, la fonction
potentielle fondamentale étant prise sous la forme ^nÇr) indiquée par ^3 ).

iNous retrouvons donc en second lieu le résultat signalé § I, n° 2,
résultat qui donne une interprétation remarquable de l'aire d'une variété
analytique W^ dans C": on en trouvera la première démonstration, par une
voie assez longue, dans le Mémoire de H. Poincaré ( 1 T ) .

16. Le système d'inégalité 1 (§ VI, n° 13) nous fournit une troisième définition
de la classe des fonctions plurisousharmoniques. Nous démontrerons :

THÉORÈME 5. — La classe des fonctions plurisousharmoniques se compose :
1° des fonctions ayant des dérivées secondes continues satisfaisant au système I;
•2° des fonctions {a l ) exception de la constante —oo ) obtenues comme limites de
suites non croissantes des précédentes.

Remarquons en effet que la moyenne A(V, M, /•) d'une fonction plurisous-
harmonique V définie dans D, moyenne prise sur le ^-cercle z,,—^ ^-i\ de
centre M(^), de rayons égaux à r, est une fonction continue de M pour MeD,.
Plus généralement, si V est de classe K^, A(V, M, /•), est de classe k^^. Dans
ces conditions, soit Ap(V, M, /•) la moyenne itérée? fois; elle est une fonction
de classe k ^ ' } . De plus elle est pluri sousharmonique pour M € D^,. (Remarque 4%
n° 12), Pour? = 3, A^(V, M, r) est donc une fonction plurisousharmonique, de
classe K.^, pour tout /'positif; elle est de plus non croissante quand /'décroît et

a pour limite V(M) pour r=o. En donnant à r la suite des valeurs-? on

obtiendra donc V comme limite d'une suite non croissante de solutions du sys-
tème I, ce qui établit le théorème 5.

47. Il est facile de voir qu'une transformation analytique de G" transforme
une fonction plurisousharmonique en une fonction de même nature. Soit, tout
d'abord, V de classe K^ dans D; substituons aux variables z,, des variables z^ le
point (^A.) parcourant D quand (^) parcourt un domaine D7; si la transforma-
tion est analytique (18), les z,, s'expriment par des équations z/,=(û/,(^\ où les

( 1 7 ) Sur les propriétés du potentiel et les fonctions abéliennes (Âcta Math.^ t. ^2, 1899, p. 159).

H. Poincaré prend la fonction fondamentale sous la forme gn(r)==— _^ - Dans ces conditions la

densité constante à prendre sur la variété/=o est égale au coefficient An qui figure dans notre éga-
lité (2), et non pas à un, ainsi qu^il est dit dans le Mémoire cité.

(18) Nous disons analytique (dans G") au lieu de pseudo-conforme.
Ann. Éc. Norm., (3), LXII. — FASC. 4. 42
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ç, sont analytiques et ne dépendent que des variables .-' (a l'exclusion
des s^.). La forme

^_y à--\
^-^àzpà-^1"

. /'.-?.

est positive ou nulle. Soit t,,=^ à^- (h\ ; © s'écrit

-S^g Î̂

et <î>^o exprime que V est fonction plurisousharmonique des (^.).
Si, maintenant, on suppose que V est une fonction plurisousharmonique

quelconque, on considérera V comme limite des moyennes A.3( V, M, ï-} pour
n -> oo et l'on appliquera le résultat précédent.

Réciproquement, soit (T) une transformation cont inue, biunivoque, d'un
domaine D de C" en un domaine D^ Supposons que (Ï) transforme l'ensemble
des fonctions plurisousharmoniques dans D en fonctions de même nature
dans D'. L'ensemble des fonctions pluriharmoniques est conservé par (T), une
fonction pluriharmonique V étant telle que V et — V soient simultanément
plurisousharmoniques. Dès lors, soient

z/,= .Tf, 4- iy^ cp/,(.4 ~z'j)

les équations qui définissent (T); x,, est égal à la partie réelle de la fonction y/,;
c'est une fonction pluriharmonique dans D de (^); elle devient par la transfor-
mation une fonction H/, pluriharmonique de (^) dans D^. On a donc

cu^==H^.4-/H^

où H^, H^ sont deux fonctions pluriharmoniques dç (^.), donc d'expression
analytique par rapport aux variables .^ , ̂ . La fonction y/, {^ , ̂ ) est donc ana-
lytique de ces variables. Pour achever de caractériser ç^, il suffit d'exprimer
qu'une fonction A(^, j,) harmonique et ne dépendant que du point(^) dans C,
reste pluriharmonique après la transformation (T), c'est-à-dire satisfait aux

à2 A.équations -—— = o; les conditions obtenues
àz', ôz',

^k à^i,—= -==z o ou —•- == o
àz'j àz,

montrent que y/, ne dépend que de n des variables jj, ^ . Au besoin, après une
permutation, on pourra supposer que ces variables sont les ^;., à l'exclusion de
leurs conjuguées. Nous énoncerons :
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THÉORÈME 6. — Pour quune transformation biurmoque conserve V ensemble des
fonctions plurisousharmoniques ^ il faut et il suffit qu'elle soit, à une symétrie près.
une transformation analytique complexe dans C77.

18. Nous dirons qu'une fonction V(M) est plurisousharmonique sur une
variété W7 irréductible dans un domaine D si elle satisfait aux conditions
suivantes :

i ° Elle possède une valeur bien déterminée ( — oo ̂  V <^ oo ) ̂  tout point de W7,'
il existe un point'de W7 où V ^> — oc .

2° 5Ï M(^) est un point régulier de W7 au voisinage duquel W7 est représentée
par un système

( 4 ) „ . .^== ^k{U^ .'. . , ?-/,y)

rf^ n fonctions hoiomorphes des paramètres u^ . . ., ̂ , avec ̂ = y/,(^°), V est une
fonction pluriharmonique de (u,) au voisinage des valeurs (u°).

3° Au voisinage d'un point singulier de W7, s'il est besoin de plusieurs systèmes
de la forme (4) pour représenter W7^ nous supposerons que la condition 9° est
réalisée par rapport à chacun d^eux séparément.

Nous démontrerons :

LEMME. — Uue suite non croissante S de fonctions plurisous harmoniques sur une
variété W7 irréductible dans D a pour limite une fonction plurisousharmonique
sur W9 ou bien identiquement — oo sur W7.

Remarquons tout d'abord que W^ est la somme d'une infinité dénombrable
d'éléments §, chacun représenté par un système de la forme (4); à tout élément
â^ on peut en associer un autre contigu S^ tel que les deux systèmes (4)
associés ©^(t^) et ̂ (nf) satisfassent à

C^(^)E=Cp^(^),

pour un ensemble ouvert §i n §2 de valeurs (^1)) et de valeurs (uf). Dans ces
conditions si 8 a pour limite la constante —oc sur un élément S, S converge
vers —oo sur tout élément contigu, et finalement converge vers —oo sur toute
la variété W'7. Dans le cas contraire, S ne peut converger vers —oo dans aucun
des éléments §; la l imite de S est une fonction plurisousharmonique dans
chacun des éléments S, donc sur toute la variété W^. Le lemme est établi; il
permet de démontrer :

THÉORÈME 7. — Une fonction plurisousharmonique dans un domaine D de G" a
pour trace sur une variété W^(y^/i— i) irréductible dans D^ soit une fonction
plurisousharmonique^ soit la constante — oo .
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En effet, si V n'est pas de classe K 2 ) , considérons V comme la limite de la

suite A 3 < V, M, ^ j = = = V ^ . Les fonctions, V^, de classe K^, sontplurisousharmo-

niques sur W^ : en effet si, utilisant (4), nous exprimons V,, en fonction des ^,,

la forme $ définie par (i) s'écrit V ,——duidu^ forme positive ou nulle.
l , /

D'autre part, quand n augmente indéfiniment , V'^, suite non croissante, a pour
limite V sur W9; diaprés le lemme, V est donc une fonction plurisousharmonique
sur W'7, où y vaut identiquement — oo .

Le théorème 7 nous permet de généraliser la propriété (c) de la définition 1,
§ II, n° 5 : la trace d'une fonction plurisousharmonique sur une variété
analytique W1 irréductible dans un domaine D est une fonction sousharmonique
ou est la constante — oo.

VII. Maximum d'une fonction plurisousharmonique dans un domaine
et pseudo-convexité.

19. Une fonction plurisousharmonique dans un domaine D est sousharmo-
nique sur la trace de D dans R2"; elle ne peut donc avoir un maximum relatif en
un point intérieur de D, à moins d'être constante dans D. Nous supposerons
dans ce qui suit que V est une fonction non constante dans D, plurisous"-
harmonique dans D et sur sa frontière F; nous dirons que V a un maximum A
en P s'il existe un voisinage co de P tel que V^A surconD* (D* désigne la
fermeture D 4- F). Ce maximum sera dit strict si P est point isolé de l'ensemble
V = = A sur D'; sinon il sera dit simple. Dans ce cas il existe une suite de
points P^eD' ayant P comme limite. Ces points peuvent être choisie sur F; en
effet, si P^ n'est pas sur F, P^ est un point intérieur d'une composante §n
convexe de l'intersection co H D ; on a donc V = A sur §„ et sur la frontière de o\,;
mais celle-ci contient des points de F; on pourra donc remplacer P,, par un
point P^ sur F appartenant à la frontière de ô/,. Remarquons que, dans ce cas,
existe une suite de domaines §n tendant vers P avec S^eD, V = A sur â^; cette
circonstance n^est réalisée que si tout voisinage de P découpe surD une infinité
de domaines disjoints, et si V peut être constante sur des domaines intérieurs
à D aboutissant à F.

Dans la suite, nous supposerons que V, définie sur D', satisfait à la
condition (a) :

a. P étant un point quelconque de lu frontière de D, co //// voisinage de P,
V n est pas identique à une constante sur conD.

LEMME. — Si V est plurisousharmonique sur D' et satisfait à la condition (a),
un point P de la frontière F de D en lequel V possède un maximum^ possède la
propriété suivante : ou bien il existe une vaîiété analytique W1 qui appartient à F
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dans un voisinage de P^ ou bien toute variété analytique W1 qui passe par P et est
définie dans un voisinage de P possède des points étrangers à D* ayant P comme
point limite.

Supposons V ( P ) = A et soitco un voisinage de P tel que V soit plurisoushar-
monique sur co; W étant une variété analytique dans co passant par P, la trace
de V sur conW est une fonction sousharmonique. Si l'on exclut la seconde
alternative du lemme, W1 appartient à D* ; on a donc V ̂  A sur co n W1 et V = A
en P, point intérieur de l 'ensemble conW1 : on a donc nécessairement V= A
sur co nW. Ainsi l'hypothèse (conW1) eD' entraîne que le maximum en Psoi t
simple. D'autre part il ne peut exister une suite de points P^e (conW1) tendant
vers P et intérieurs à D, car on aurait V(P^)= A en ces points, ce qui entraîne,
comme on l'a vu, que (a) ne soit pas vérifié. Ainsi donc il existe un voisinage ouj
de P, coi c ̂ o, et dans ce voisinage W1 appartient à F, ce qui établit la première
alternative du lemme.

Nous sommes ainsi conduit à distinguer une pseudo-convexité ( 1 9 ) stricte.
Nous dirons que D* est strictement pseudo-convexe en un point frontière P si toute
variété analytique W contenant P et définie dans un voisinage de P contient
des points étrangers à D\ Nous dirons que D'est simplement pseudo-convexe en P
si toute variété W1 par P contient des points étrangers ou frontières de D*.
Nous énoncerons alors :

THÉORÈME 8. — Soit V une fonction plurisousharmonique surle domaine) fermé})9

et v satisfaisant à la condition (a). Si elle possède un maximum en un point P de
la frontière de D /

ou bien D* est strictement pseudo-convexe en P ;
ou bien D' est simplement pseudo-convexe en P^ mais la frontière de D* contient
une variété analytique W1 dans un voisinage de P et V est constant sur cette
variété.

Nous dirons qu'un point P de la frontière de D' appartient à Y ensemble maxi-
mal deD' s'il existe une fonction plurisousharmonique dans D' satisfaisant à la
condition (a) et ayant un maximum simple en P. On pourra définir un ensemble
maximal restreint de D* en opérant à partir de la classe (Li) des fonctions
de la forme V= logi /(^) |,/(^) étant holomorphe dans D\ D'après le théo-
rème 8, V ensemble maximal appartient à l'ensemble des points frontières de D*
en lesquels D* est pseudo-convexe.

La notion d'ensemble maximal est à comparer avec la surface frontière
« remarquable » introduite par S. Bergmann (20), relativement à certains

(19) Voir BEHNKE et THULLEN, Ergebnisse der Math., 3, 1934, p. 53.
( 2 0) Voir S. BKRGMANN (Math. Annalen, 404, igSi, p. 611 et Math. Zeitschrift, 36, 1932, p. 171),

pour la définition et les applications de la surface « remarquable » (ausgezeichnete Randflàche^ rela-
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domaines particuliers limités (dans C2), par deux hypersurfaces analytiques (31).
Pour de tels domaines, l'ensemble maximal appartient à l'intersection des deux
hypersurfaces frontières et cette intersection constitue la variété « remarquable »
du domaine.

Faisons pour terminer deux remarques :

i° Une fonction /{^/,) liolomorphe sur 1)' v est déterminée entièrement par ta
connaissance de ses valeurs sur I ' 1 ensemble maximal restreint de D*. soit E/..

En effet une fonction pluriharmonique Hj sur D'atteint son maximum surE/,
car si l'on pose Hi+ iîî^== g ' Ç ^ / ^ ) , Ha étant la conjuguée de îi^, Hi= log i ^ f^ |
est donc de classe ( L i ) . S'il existait deux fonctions plur iharmoniques tîi,
H', sur I)', coïncidant sur E,., on aurait H[ — H^ = o sur Er et par suite^ à la fois
Hi — H ( ^ O et H 7 ,—Hi^osur D'; d'où Hj^H^. Il suffit alors d'envisager sépa-
rément la partie réelle et la partie imaginaire de/(^/,) pour établir la remarque
énoncée. ,

2° Si E est un ensemble polaire dans un domaine A, et si E,,, est l'ensemble
maximal relatif à un domaine fermé D'cA, E ne peut contenir E^. En effet,
supposons que E soit l'ensemble V =—20 (V plurisousharmonique dans A,
donc dans D*); si E,^ appartenait à E, le maximum de V sur D* serait égal à — oc,
ce qui est impossible.

VIII. Fonctions plurisousharmoniqnes ne dépendant
que des modules r/,-== Zk !•

20. Les fonctions plurisousharmoniques qui ne dépendent dans C" que des
quantités |^| ==^ se ramènent aux fonctions convexes des variables u^= logr/,
dans leur ensemble. C'est là une circonstance qui généralise le résultat bien
connu pour n = i, mais qui, en un certain sens, est plus riche puisqu'il s'agit
d'une convexité dans un espace à /z+i dimensions réelles. Les deux énoncés
qui suivent expliquent le rôle joué par les fonctions convexes de n variables
réelles dans la théorie des fonctions analytiques de n variables complexes.

D^autre part l'un d'eux résout pour les fonctions ne dépendant que des \z^\
le problème important de savoir si la classe (L) peut être engendrée,
simplement à partir de (Li) . Pour préciser, soit (L\ ) la classe des fonct ions
obtenues en mul t ip l i an t une fonction de(Li)par un nombre positif quelconque.
Toute fonction de (L ) s^obtient-elle comme régularisée supérieure d'une limite

tive à la frontière des domaines envisagés par Fauteur dans G2. La surface « remarquable » S d^un
domaine D est définie par la condition d'être à deux dimensions réelles et telle qu^une fonction
pluriharmonique dans D soit déterminée par ses valeurs sur S.

(21) Une hypersurface analytique est constituée dans C2 par le lieu géométrique d\me variété \V1

dépendant continûment d^un paramètre réel.
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supérieure de fonctions de (L',) bornées dans leur ensemble comme ceci a lieu
pour / ^ = i ? Le théorème 10 résout la question par l'affirmative pour n
quelconque quand la fonction ne dépend que des |^;.

Nous supposerons dans la suite que Do est un domaine univalent, contenant
en même temps que le point (^) tous les points (^/,^), o^Q^ar.. Un tel
domaine (qui ne contiendra pas nécessairement son centre 0) est encore
caractérisé par sa trace rfo dans l'espace des variables u^= log//,, ou encore par
le cylindre F de base d^ dans l'espace R7^1 des variables ( / / , , . . ., a,, y).

THÉORÈME 9. — Pour qu'une fonction V(;,, . . ., j,) définie dans un domaine
n-cerclé Do de centre 0 et n y dépendant que des /•/, = \ z,,\ soit plurisousharmonique,
il faut et il suffit que dans l'espace R^ 1 ( / / , , . . ., //,„ y) la surface S d'équation
v= 9 (a,, . . ., u,,), où y es/ la valeur de V exprimée en fonction des variables
///,= log/1/,, soit une surface cowexe du côté des y négatifs.

La surface S de l 'énoncé est définie à l ' in tér ieur du cylindre V de base CO-
NÇUS démontrerons simultanément

THÉORÈME \ Os — Pour qu'une fonction V ne dépendant que des modules r,,= z^ ,
définie dans un domaine n-cerclé Do; de centre 0, y soit plurisous harmonique, il
faut et il suffit quelle soit l'enveloppe supérieure d'une suite de fonctions de la
classe L, dans Do.

Nous démontrerons en premier lieu :

LEMME. — Si \ est plurisoushaimonique^ fonction seulement des |^J dans .Do
V est fini dans D.

En effet, dans le cas contraire on aurait V=—oo sur l'arête d'un n cercle
C(0, r/,), cette arête étant contenue dans Do [en général D, ne contiendra pas
le Tz-cercle S(0, 7'/,)]. A chacun des /•/, associons un r\<^ r,, de manière que le
produit topologique A des n couronnes /, < ^/..[ < r, appart ienne à Do. En partant
de l'expression d'une fonction harmonique dans une'couronne r^z^r^
prenant des valeurs données sur les deux cercles frontières, on forme aisément
l'expression de la fonction H, harmonique par rapport aux variables z,, séparé-
ment, et prenant les mêmes valeurs que V sur les 2^ arêtes Ay qui constituent
l'ensemble maximal E^de A (chaque arête s'obtient en choisissant l 'une des
deux circonférences frontières de chaque couronne et effectuant le produit topo-
logique des n circonférences choisies); H est exprimée par la somme de' i"
fonctions Hy de même nature, H^ étant nulle sur E^ sauf sur Ay, où elle prend
les valeurs de V. Si l'on a V = = — o o sur Ay la fonction H,, vaut identiquement
—oo dans A; il en est donc de même de H, donc aussi de V, H étant une majo-
rante de V dans A. On aurait donc V^—oc dans A contrairement à l'hypothèse
q u e V e s t p l u r i s o u s h a r m o n i q u e d a n s D o . Le lemme est établi.
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Il en résulte que la fonction j=op(^, . . ., /^) déf in ie dans Ténoncé du
théorème 9 est finie en tout point de rfo. D'autre part elle est convexe de
chacune des variables ^/,, donc, étant finie, continue par rapport à chacune de
ces variables; de sa convexité par rapport à chacun des ?//, résulte encore qu'elle
est bornée et à nombres dérivés bornés sur un compact intér ieur à d^ elle est
donc continue par rapport à l 'ensemble des u/, et l 'équation y = 0(^1, .. ., u^
définit bien une nappe de surface S dans B/^.

Pour montrer que S est convexe du côté des y négatifs, considérons deux
points Â(i4,r), B(y^ y') dont les projections a(///,), bÇïQ appartiennent à d^
ainsi que le segment ah. Il nous suffit de montrer que si A et B sont au-dessus
de S., il en est de même de tout le serment AB.

Si A et B ont des coordonnées (?//,) rationnelles nous pourrons écrire les
équations de la droite ab sous la forme

(1) u/,= -mk\o^\t 4-logC/,

{t paramètre complexe, S, m/, entiers); (i) montre que la droite ah est la trace
de la variété analytique définie dans Do par
(2) ^=C^.

Sur cette variété la fonction V est sousharmonique de t\ y est donc convexe
de log] t . Ainsi la section de S qui se projette suivant ah sur l'espace des (;//,)
est une courbe convexe, ce qui démontre la propriété dans le cas où A et B ont
des coordonnées (?//,) rationnelles; elle subsiste quand A et B ont des coor-
données (14) quelconques par suite de la continuité de la fonction ç(^,, . . ., / / / < ) .
La première partie du théorème 9 est ainsi établie.

Pour démontrer la réciproque, supposons que V se réduise dans D^ à u n e
fonction ' y = y ( « i , . . ., ?/„) donnant l'équation d'une surface S convexe du côté
desj négatifs et définie quand (?//,) appartient à do. Soit P,, d'équation

y =:^a^ ̂ + b^,
k

un plan tangent à S (plan ayant avec S un point commun au moins et laissant S
du côté des y positifs) pris dans un ensemble dénombrable E de tels plans :

( lU^nous choisirons E de manière que les (^) soient rationnels a^=—^-^ m^ y

o^ entiers; on pose C1'^^'^) et qu'ils forment un ensemble partout dense
sur l'ensemble des (a^) correspondant aux plans tangents à S. Posons

y;(^ . . . , ^==0^^...^
et soit

< 3 ) • • ^^ ^[OS\f^^k) ;.
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D'après la manière dont l'ensemble E des plans P/ a été défini, on a évidemment
sur S

j = max.V ( a^ u,, -h b^ ).

D'où
9 ( u^ . . ., Un ) -== y ̂  max, ( 1 a^ u/, 4- b'^ ') -̂: max V,.

On a donc
( 4 ) V — m a x / V , .

Ainsi V est l 'enveloppe supérieure des fonctions V/p lur i sousharmoniques ; Ves t
de plus continu, puisqu' i l en es ta ins i de © ( l a continuité dey résulte el le-même
de la convexitéde S). Donc Vest une fonction plurisousharmonique (n° 12, i°).
La seconde partie du théorème 9 est établie.

La première partie du théorème 10 l'est aussi : si V est plurisousharmonique
et ne dépend que des \z/,\ dans Do, il correspond en effet à la surface S repré-
sentative de V dans l'espace R^', une su i t e V, de fonctions de classe restreinte
données par (3) dont V est l 'enveloppe supérieure.

Pour démontrer la seconde partie du théorème 10, considérons une fonction V
définie dans le domaine /^-cerclé Do de centre 0, et soit
( 5 ) V ̂  niax,C(^ log-1 gi{zk :) \ [C(^) > oj

l 'égalité qui définit V comme enveloppe supérieure d 'une suite de fonctions de
la classe (L^ ) dans Do. Posons

W V/-r maxo^C(^) log | ̂ (^ e1^- ) |

le maximum devant être pris quand les 6 / , ( ^== i , . . ., n) parcourent l 'intervalle
^^^^2T^ ^ est fonction con t inue et convexe des u/,= ïosr/, dans leur
ensemble. D'autre part, au lieu de (5), on peut écrire

(7 ) V == max;\,-.

Donc Ves t fonction convexe des ^ dans leur ensemble; elle en est donc fonc-
tion continue; dans ces condit ions elle est fonction con t inue dans Do. Il résulte
alors (n° 12, i°) de (7) qu'elle est plurisousharmonique, ce qui achève la
démonstration du théorème 10.

IX. L2s fonctions de classe (M ).

21. Soit (F) une famille de fonctions plurisousharmoniques bornées supé-
rieurement localement dans un domaine D, c'est-à-dire ayant une borne supé-
rieure finie sur tout compact in té r i eur à D. Dans C1 on obtient une famil le
fermée par rapport au passage à la l imi te d ' u n e su i te convergente de (F) en
adjoignant à (F) Fensemble des fonctions quasi sousharmoniquesC 2 ) ayant les

( 2 2) La définition en est rappelée au n° 6.
Ann. Éc. Norm., (3) , LXII. — FASC. 4. /,3
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mêmes bornes supérieures dans I). Dans l'espace (^(//^a) on complétera (F)
par des fonctions appartenant à une classe (M) plus étendue que (F), une fonc-
tion de (M) coïncidant avec une fonction plurisousharmonique sauf sur un
ensemble ê, de mesure nulle dans R2", aux points duquel elle lui est inférieure.
Cette extension est fonction de la défini t ion adoptée pour ê. Pour 7/^2, une
telle définition ne peut plus être rattachée à des notions déduites de la théorie
du potentiel ( 2 3) , et nous définirons directement la classe (M) de la manière
suivante :

Définition 'A. — Une fonction LJ définie dans ait domaine D de C7' sera dite de
classe ( M ) .v/ elle possède les propriétés suivantes :

a. En tout point de D elle possède une valeur déterminée^ réelle^ a ni peut être
soit une valeur finie ̂  soit la valeur — oc . En un point de D au moins cette valeur
est finie.

b. Elle possède une borne supérieure finie sur tout compact contenu dans D.
c. Sur une variété plane à une dimension complexe dans D, la trace de U est

une fonction quasi sousharmonique ou vaut identiquement -—oo.

On démontre comme au paragraphe II, n° 5, 6° que U ne peut être indentique
à — oo dans un domaine contenu dans I).

De la définition résulte :
i° La classe (M) contient la classe (L) pour n quelconque ; elle est constituée

pour n == i par l 'ensemble des fonctions quasi sousharmoniques.
2° Une suite non croissante de fonctions de classe (M) a pour limite soit une

fonction de même nature, soit la constante —oo.
3° L'enveloppe supérieure d'une famil le de fonctions de classe (M) bornée

supérieurement localement dans D, est une fonction de classe (M) (démonstra-
tion à partir de la proposition analogue pour n = i).

4° La limite supérieure d'une suite de fonct ions de classe (M) bornée supé-
rieurement localement dans D est une fonction de classe (M) ou la constante
—oo (on appliquera 3° puis 2°).

22. Nous nous proposons main tenant de démontrer le résultat suivant :

THÉORÈME 1 1 . — La régularisée supérieure d'une fonction de classe (M) est une
fonction plurisousharmonique.

La démonstration repose par rintermédiaire du théorème 3 sur les propriétés
des moyennes L(U, M, r/,) et L(V, M, r/,) où l'on a posé

V(M)=:reg . sup. U ( M ) .

(23) On remarquera cependant la généralisation de la notion de densité de masse (n° 14) sous forme
d'un tenseur, qui montre dans quelle voie peut être recherchée une extension à l'espace 0 des
notions capacitaires.
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Pour établir l'existence de L(U, M, /-/,), nous considérerons l'intégrale
i r^(i) ^ j u(îi+/,^\ ̂  ...,̂ ô,,

où M(^-) et S(M, //,) sont supposés intérieurs au domaine D ou U est défini.
Les fonctions quasi sousharmoniques appart iennent à l 'ensemble des fonctions
appelées par M. Brelot sous-médianes, fonct ions q u i ne diffèrent d 'une fonction
sousharmonique que sur un ensemble de mesure nul le où elles lui sont infé-
rieures. On sait ( 2 4 ) que l'enveloppe supérieure d'une famille bornée supérieu-
rement de telles fonct ions est encore de même nature. Les fonct ions de la
classe (M) sont des fonctions sous-médianes par rapport à chacune des
variables z / , considérées séparément. Donnons des valeurs fixes à ̂ , . . ., ̂  et
prenons la régularisée supérieure de U(^, , 2,, . . . , z^ par rapport à z^ nous
noterons U i ( ^ , , . . ., 3^ cette régularisée; le résultat cité entraîne que U/, soit
encore une fonction sous-médiane de chacune des variables ^ j , . . ., z,,. D'autre
part U et V, ne différant pour ^ . . ., z,, fixés que pour les valeurs ^ d'un
ensemble de mesure nu l l e , l 'intégrale (i) est encore égale à

< ^ » / tMÇi-+-n ^01, -,..., ;/0 ^6,.
- 0

Cette intégrale portant sur une fonction semi-continue supérieurement
de 6, se calcule comme intégrale supérieure de Riemann. On en dédui t ,
selon un raisonnement déjà fait (n° 6) qu'elle représente une fonction sous-
médiane de chacune des variables ^» . . . , ^. On poursuivra en intégrant
successivement par rapport aux paramètres 63, . . ., 9//. Finalement l'intégrale

i r17'- ^ l r -
(3) L(U, M, r,)=—^—^ j . . . / U(ç,4-^A ._ ^+,.^0,)^ ... ̂

existe. Elle ne peut avoir pour valeur —oo, sinon on aurait identiquement
U = = — o o dans un /i cercle in tér ieur S(iM, T/-/,), O < T < ^ I (même démonstra-
tion que pour les lemmes 3 et 4, n° 7), ce qui est imposs ible ; donc
L(U, M, r/,) possède, pour tout n cercle S (M, r/,) contenu dans D, une valeur
finie; cette valeur est fonction non décroissante et convexe des variables
u/,= logr/,. Quand p = maxr/, tend vers zéro, L(IJ, M, /./,) a donc une limite bien
déterminée Vo(M).

Nous allons montrer qu'on a

(4) V o ( M ) r _ = r e ^ . sup. U ( M ) .

En effet on a Vo(M)^reg. sup. I J (M) d'après la défini t ion même de reg.
sup. U(M). D'autre part on a reg. sup. ÏJ(M)^L(U, M, r/,) [même démonstra-

( 2 4) Voir BKELOT, Bull. Se. Math., t. 68, 1944, p. 9, note (3); ressentiel, pour la démonstration
est (Tétablir la sommahitité de l'enveloppe supérieure.
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tion que pour l'inégalité (10) du n° 8, à partir de l ' inégalité (6), n° 8J;
en faisant tendre p=maxr/ , vers zéro, on obtient donc (4)- II résulte de (4)
que Vç(M)= lim L(LI, M, /•/;) est une fonction semi-continue supérieurement.

^=0

II est aisé de voir que cette limite est plurisousharmonique. On a, en effet,

{^) U ( M ) ^ V o ( M ) ^ L ( [ j , M , r,)

ou en itérant la moyenne

L(-U, M, ,4^L[L(U, M, r/J, M, ,-,J-:L[L(U, M, r , ) , M, a].

Quand p^max^. tend vers zéro, L(IJ, M, /^) tend vers Vn(M). On a donc

( 6 } Vo(M)^L(Vo, M, r^).

Cette inégalité, jointe à { ^ ) , montre que Vo(M) appartient à la classe (B) du
paragraphe IV. D'autre part elle le demeure par un changement d'axes
dans C"; elle est donc plurisousharmonique. Le théorème 11 est établi.

23. L'ensemble des points où une fonction de classe (M) diffère de sa régula-
risée est de mesure nulle sur l'arête d 'un n cercle. Nous démontrerons en effet :

THÉORÈME 12. — La moyenne d'une fonction de classe (M) sur rareté d'un
a-cercle quelconque est égale à la moyenne de sa régularisée supérieure.

Remarquons, pour la démonstration, que, pour Zn fixé, Li est une fonction de
classe (M) par rapport à (^, . . . , Zn-\) ou est identique à — oo. Dans les deux
cas, si l'on appelle Vn-i I<A régularisée supérieure de U prise pour Zn constant
par rapport à F ensemble des variables ( z ^ , . . . , ^^i), on a, en admettant le théo-
rème 12 pour C^',
^7) L(U, M, r^)=:L(U^i, M , / ^ ) .

D'autre part, d'après (^4}

(8) l)̂ , (Zk)= lim ——^ ( . .. f Ii (.3, + r, ̂ \ ..., .̂  ...i + A-,,.-, e^ -, .̂ ) d^... d^.,.
/•.-:() { f > ' ^ ) Jy J^

La fonction U^_i est sous-médiane en ^, de sorte que, si l'on appelle li/, sa
régularisée supérieure par rapport à z-n, pour^ . . .^.i constants, on a

(Q} LJn== lim —— f \Jn-i(^i. - • • • ? -S//-1 ' Zn-\- 0 C^n) d^n.
p=o27T^

En comparant (8) et (9) avec
(10) V(M)==reg . sup. U ( M ) == lim L ( U , M, / • / , ) ,

rt==0

on a
Un(M)=:V(M),
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en désignant par V(M) la régularisée supérieure de U(M). On peut donc énoncer,
en procédant par récurrence :

LEMME. — L u régularisée supérieure d'une fonction de classe (M) s'obtient en
régularisant successivement par rapport à chacune des variables z,, prises dans un
ordre quelconque.

On a, de plus, puisque V est la régularisée supérieure de U,,_i par rapport
a z^

1 f l̂ -î -i, .... Zn-i, z.-^re^}^^-1- Ç V(^, . . . , ̂ -i.^+r^)^,,
" ^n 2 " *^o

d'où
( t i ) • . L( U^,,, M, / ^ ) := L( V, M, /•/. ).

En comparant ( T i ) et ( 7 ) , il vient

(!•<) • UU, M, r / , } ̂  L (V , M, /^).

Inégalité (12) est ainsi établie par récurrence. Le ra isonnement fai t est indépen-
dant du système d'axes considéré dans G". Le théorème 12 est démontré.

H est à remarquer que les démonstra t ions des théorèmes 11 et 12 font
passer par l ' intermédiaire d'une classe plus générale que (M), celle des fonc-
tions satisfaisant aux conditions (</), (6) de la définition 2 et à une condit ion (c^
moins restrictive que (r), où l'on ne considérera que les plans P1 parallèles aux
plans coordonnés. La régularisée supérieure d'une fonction de cette classe est
de classe (B); l 'ensemble où elle diffère de la fonction est de mesure nu l l e sur
l'arête d un /?-cercle de faces parallèles aux plans coordonnés.

24. Le théorème 11 nous donne la démonstration d'une propriété remar-
quablement simple d 'un domaine d'holomorphie par rapport à ses points inté-
r ieurs . Nous l 'énoncerons :

THÉORÈME 13 . — Si D est un domaine d'holomorphie et si ai (M) désigne la dis-
tance d'ujï point intérieur de 1) à la frontière, parallèlement à une direction com-
plexe fixe ̂  la fonction V( M) = — log âj (M) est une fonction plurisousharmo7iique
de M dans le domaine D.

Par le point M(^/,) menons en efïet un plan P1 parallèle à la direction
complexe Ça/,}; ses équations s'écrivent
(,i3) ;/,--= Ç/,-+ ttku,

où u est complexe et où Ï.a/,a/,= i. L'intersection de la frontière de D avec P1

est un ensemble fermé e. Par définition la distance O i ( M ) d e M à la frontière
de D parallèlement à la direction (a/,) sera la distance de M à 'ensemble e.
Puisque D est ouvert, Si(M) est une fonction semi-cont inue intérieurement
de M; la fonction V ( M ) = = — l o g O i ( M ) est semi-continue supérieurement
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de M; elle est, de plus, fonction continue pour un déplacement de M parallè-
lement à la direction (a/,).

La trace ̂ (u) de /(^.) sur le plan P1 est holomorphe pour ^[< p o ( M )

( r4 ) W(u} =:/(^+ a^u) =:/(^) + ̂ Va^(^)+...+^^(a/,, ^-) +. . ..
•^— ^/,3 /-

/,:

y,, est holomorphe de (Ç/,) pour Me D, et est un polynôme homogène de degré//
en a/,; le rayon d'holomorphie de V, soit po^VI), est supér ieur en général
à S, (M), mais on a 3, (M)= rê^. inf. po(M), et par suite

V ( M ) = = : ~ l o g â i ( M ) = = r e g . sup. [ - • • • logpo(M)| .

Soit Di un domaine contenu, a ins i que sa fermeture, dans I), et contenant M
à son in tér ieur , soit T le maximum de |/(M)[ pour Mel ) , . D'après ( r 4 ) on a

1 ^r^-, ̂ )|^;^T,

où pi désigne la distance de M(^) a la frontière de D, parallèlement à (>/,);
pi est borné intérieurement, quelle que soit cette direction, par un nombre
positif; la suite

V/J^/-, Ç/0--^ -^log' W,,(a/,, Ç A - ) ]

est une suite bornée supérieurement de fonctions plurisousharmoniques quand M
appart ient à un compact contenu dans D^ c'est-à-dire, en défini t ive, sur
compact quelconque contenu dans D.

Pour une direction (a/,) fixée, on a

U -=— logpo(.M ) == lim sup. \n(a/,, ^.'),

U est une fonction de classe (M .). Finalement, d'après le théorème 14
V ( M ) =: reg. sup. TJ ( .M )

est une fonction plurisousharmonique pour MeD. La propriété énoncée est
établie.

L'énoncé du théorème 13 subsiste si l'on remplace la distance o,\M) paral-
lèlement à une direction complexe (^) par la distance ordinaire ô ( M ) d ê M à la
frontière du domaine D : â(M) est en effet le m i n i m u m de o , (M) quand le point
de coordonnées (^) parcourt la sphère ̂ ci^.=î. n'aiitre part S(M} est une

k

fonction continue de M. Il en résulte bien (§ V, n° 12, i°) que
— log ô ( M ) == max(,,,, [— log ̂  ( M )]

est une fonction pllirisotisharmoriiqtie.


