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SUR

LE RÔLE DU POINT A L'INFINI
DANS LA

THÉORIE DES F O N C T I O N S H A R M O N I Q U E S

PAR M. BRELOT.

I. — Introduction.

1. Les problèmes sur les fonctions harmoniques et sousharmoniques ne
sont pas tous considérés pour des ensembles ouverts quelconques, mais
souvent pour des ensembles bornés, ce qui permet alors de traiter à la fois les
cas des espaces à T^ 2 dimensions (1). Il y a donc lieu d'examiner ensuite en
toute généralité les extensions aux ensembles ouverts non bornés en cherchant
une présentation précisant mais atténuant les différences entre le cas du plan
et celui des espaces supérieurs provenant de la divergence d'allure à l ' infini des

fonctions harmoniques fondamentales | A(r) == log- dans le plan, h{r)=—^

pour T ̂  3 dim. et de l'usage de la transformation de Kelvin qui se réduit dans
le plan à une simple inversion. C'est ce que nous ferons brièvement en
commençant par une étude sommaire à l ) infini des fonctionssousharmoniques,
complétant ainsi les études antérieures au voisinage d'un point supposées
connues ( t j). On considérera des moyennes sur des sphères {cercles) à centres et

(1) Voir les articles suivants qui serviront de base et seront utilisés plus ou moins explicitement :
Familles de Perron et problème de Dirichlet (Acta Szeged, t. IX, fasc. III, 1939, p. i33), noté AS ;
Sur la théorie autonome des fonctions sousharmoniques (Bull. Se. Math., t. 65, 1941, p- 72),
noté TA. (Dans TA, il est fait usage au théorème 3 (Tun lemme topologique inexact, introduit pour
abréger une démonstration qu^on pourra restituer. )

( 2 ) Voir : Étude des fonctions sousharmoniques au voisinage d'un point (Act. Se. et Ind., n°139,
1934).; Points irréguliers et transformations continues en théorie du potentiel (Journal de Math.,
t. 19, 1940, p. 3i9); Sur les ensembles effilés (Bull. Se. Math., t. 68, 1944; P. 12).
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rayons variables^ et il s'y rattachera aussitôt des critères pour qu'une fonction
sousharmonique dans tout Pespace soit un potentiel de masses ^o à noyau h(r)
(soit exactement, soit à une fonction harmonique 6u constante près).

Puisque le point à l'infini s'introduit comme un point-frontière, il paraît
naturel, surtout en pensant au plan et aux applications à la théorie des fonc-
tions de variable complexe, de ^introduire même dans les domaines de sous-
harmonicité. Si R^ désigne l'espace euclidien ordinaire à T-^2 dimensions, on
notera ̂  le point à l'infini (et aussi pour abréger, comme pour un autre
point, l'ensemble qu'il constitue) qui lui est adjoint pour le rendre ^compact,
formant ainsi Pespace noté IL. On définira l^harmonicitéetia sousharmonicité sur
les ensembles ouverts de R^ même contenant ^, de manière a conserver des
propriétés fondamentales comme le « principe du maximum », clef des
résultats d'unicité. Et c'est ainsi que l'on reprendra pour les étendre, à la fois
pour ï^2, les premières grandes questions .de la théorie générale : suites et
familles, dans un exposé modernisé; problème de Dirichlet pour ensemble
ouvert (d'énoncé unique englobant et généralisant donc les problèmes clas-
siques dits « intérieur » et « extérieur ») et théorie de la mesure harmo-
nique '^représentation potentielle des fonctions sousharm,oniques Çméme à VinfinC)^

'étendant les résultats classiques de F. Riesz grâce à un noyau généralisant
la fonction harmonique fondamentale.

Enfin on profitera de cette reprise d'exposé pour apporter par ailleurs
améliorations et compléments divers (exemple d'un nouveau critère de régu-
larité au n° 14). *

On notera : i° Do et Ao les domaines de ï\, où OM<^ r et OM ^> r, Ao' =Ao U ̂
enfin d3 les domaines Do, Ao7 de R^;

2° So ^ circonférence ou périsphère OM =r, c^ la longueur ou aire de So
dans R^, y^ le flux de A(OM) à travers So entrant dans Do (c'est-à-dire pour
normale orientée vers le centre) et qui vaut 271 si r==2, ( r — 2 ) ^ -sir >2;
enfin JTl^(O) la moyenne sur So d'une fonction u.

3° E et E l'adhérence (fermeture) et la fontière dans R^ d'un ensemble E
quelconque.

II. — L'allure à rinfini des fonctions sousharmoniques
(dans un ensemble ouvert de Rr).

2. Cas harmonique. — Soit d'abord dans R^(T^2) , u harmonique dans un
ouvert cOAo. Rappelons le développement dans Ao

„———n . „ Y^fP^
( i ) ^ ( M ) = K 4 - ^ ( O M ) + Y O M Y.(P)+V__^ ( T ^ 2 ) ,

^ ^OM

où les Y,,, Y^ sont des fonctions de Laplace (en particulier trigonométriques)
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d'ordre n du point P sur la sphère-unité (OP=i) de R, (OP vecteur-unité
d e Q M ) ( 3 ) .

On en déduira directement des propriétés de l imitat ion analogues à celles
du voisinage d'un point 0 (et par le même type de raisonnement) : par exemple
la nu l l i t é du premier I; équivaut à la condition que u soit bornée dans un sens
« à l ' in f in i » ; plus généralement si -^Jtl^(0)-^o (pourra oo) (^> o\ les Y
sont nuls dès que n^s. % '

On peut aussi être ramené à ce cas du voisinage de 0 par la transformation
de Kelvin : OM. OW === i , ('(AT) =f^(M) Qt fonction transformée ^(M') = - P ( M / )

OM7^2

(dont la transformation redonne d'ailleurs u\
Éludions plutôt le développement (i) pour un point 0^ variable et spécialement

les coefficients K et a qu'on notera K^(0, ), a^(0^ ). Comme

( 2 ) - ^ (0 )=K, (0)+a , (0 )À(r ) , ,

K et a apparaissent comme l'ordonnée à l'origine et la pente de la droite repré-
sentant la variation de la moyenne JTi^(O) en fonction de t=h{r\

D'abord le flux ̂  sortant de D^ à travers 2o, est indépendant de 0^ et r
[pour A^O] et vaut -- v•u{Q^ )y^ ^ù l'indépendance en 0, de a^; la nullité
de ^équivaut d'après (2) à l'invariance en rdeJH^(lO); etsi ^(0)==limc)U^(0)

r> oo '

/ o ^ p-u(O) == K-^(O) si T ^ 3 ou si T== 2 avec a^== o,
^ ( 0 ) i n f i n i d u s i g n e d e a s i T = = 2 e t a ^ ^ o .

Enfin on verra aisément ( 4 ) que, si r^> 00^ :

(4) ^£(Oi)==K,(0)+a,À(r)+^00^ Y,(P,) (Pi correspondant à Oi)
n=i

d'où

(5) K»(O, )=K^(O)+^OO^Y«(PO
1

harmonique en 0^ variable. Soulignons spécialement que :

THÉORÈME 1. — L'invariance en 0, de K^(O^) [qui vaut [^(Oi) si T^3, ou
00

si T = 2 et o^==o] équivaut à la nullité de ^OM"Y^(P^ pour le développe-
n-=i ' ,

(3) Pour OM < X fini fixé quelconque, les termes du premier S sont majorés eu module par les
termes d'une série numérique convergente. Pour OM > X fixé > R, propriété analogue du second S.
Ces conditions, ou seulement l'uniformité en P de la convergence des séries, suffisent à assurer
l'unicité du développement.

( 4 ) Le second S dé (i) est de flux nul à travers SS ou tout S?, enveloppant 0, donc de moyenne
sur S^ constante en r et tendant vers zéro pour /'-^oo, c'est-à-dire nulle.

Ann. Éc. Norm., (3), LXI. — FASC. 4. 3o
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ment (i) relatif à tout point 0 {c'est-à-dire à ce que u soit à Vinfini borné
dctns un sens).

L'invariance de yÇC^(Q^) en 0^ etr [pour ^o(^(s}] équivaut à la double condition
que u sou borné à F infini dans un sens et de flux nul (c'est-à-dire que le
premier S et o^ soient nuls) et u admet alors pour M —^ (H^ une limite égale à cette
valeur invariante.

3. Cas de u sousharmonique dans coDÀ^. — D'abord Jtt^(O) est fonction
convexe de h(r)=t, donc pour t croissant (à partir de t=o pour T^S, de
t-=—oo pour T = = 2 ) croissante, décroissante ou d'abord décroissante, puis
croissante ( 5) et admet quand r-^-oo une limite ^u(O) qui pour r^3 est
toujours 7^—oo (6).

Étudions en fonction de 0 cette courbe des moyennes en t. Considérons,
sortant de Do, les flux généralisés/^ et/e de F. Riesz (7) qyi valent les produits
par —<p^ des dérivées respectives à droite et à gauche en t de 3Tl^(0). Ces
dérivées admettent pour r -> oo une même limite a», déjà rencontrée dans le cas
harmonique et qui vaut en général :

pour ï^3, —oo si [JL«(O)==+OO ou la pente init iale (<^+oo) de la courbe
en t, soit

^^(O)-^(O)^
. A ( ^ ) ' .

? pour T = 2, la pente de la direction asymptotique (<< -h- oo ), soit

^ - lin,311"!0!
roo h(r) . '

c
* ou, pour résumer, toujours la pente initiale de la courbe en t (d'ailleurs <^ + oo).

La limite $ ,̂ des flux considérés^ pour r —^oo, est indépendante de 0, à cause de
la croissance du flux quand on passe d'une sphère à une autre quelconque qui

(°) Notions de croissance et décroissance prises toujours au sens lar^e (avec signes ^, ^), donc
constance incluse.

( 6 ) Soulignons en passant que pour u sousharmonique dans le domaine ( r i<OM</ '2 ) , la
condition que Jn^(0) soit linéaire en h(r) (ï\ < r <i r^) équivaut à l'harmonie lié de u dans le
domaine. Car en retranchant K - + - a A ( O M ) convenable, on se ramène au cas de JTt^(O) constant.
Considérons alors la fonction de Wiener H^= ^p dans le domaine (/'i< r\ < OM < p < /s). On a

^^(O^^nr/co).
Quand p croît," ^>p croît et Pinvariance de 3Vi^ p (0) en p exige la constance de <Ï»p en p en chaque

point. On en déduit M== <ï». On pourrait aussi se servir de Pinterprétation potentielle et du flux.
(7) On ]jrend S^i(r i<^) et la fonction de Wiener pour Pintersphère et valeurs-frontières u

( c^est-à-dire la meilleure ou plus petite majorante harmonique); le flux de celle-ci sortant de
S /2(7•l< r, < r) a comme limite fi quand ^i-> r. De même pour/e avec ̂ \r\ > /•).

Sur la courbe en t, la corde [A(^i) , ^(^'2)] correspond à la moyenne relative à la majorante pré-
cédente dans Pintersphère (/'i, 7-2).
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l'enveloppe. On l'appellera^^ à l'infini (ou en ^). Ain^i <&«=—Çra^a,
est indépendant de 0.

Introduisons encore K«(0) limite commune pour r -> oo de

et de
^(0)-a,A(r)

^(0)-9Â(r),

où y désigne la pente à droite ou à gauche de la courbe en t des JTl^(O).
On voit que K^(0) vaut ^a(O) si^ 3 ̂  rf^m-y le plan, l'ordonnée à l'origine de

V} asymptote de la courbe en t^ y compris — oo en cas de branche parabolique
[donc encore [^(0) si a,,= o].

Dans le plan une inversion de pôle 0 conserve harmonicité etsousharmonicité,
et le flux; les courbes des moyennes en t des fonctions correspondantes sont
symétriques par rapport à l'axe des ordonnées.

Pour T^37<2 transformée de Kelvin (de pôle 0) de u sousharmonique au voi-
sinage de ̂  (ce point exclus) est une fonction sousharmonique w au voisi-
nage de 0 (exclus). Comparant les deux courbes en t des moyennes sur 2o,
on voit que Vordonaée initiale [^(0) de la première vaut la pente de la
direction asymptotique de la deuxième et que la pente initiale a^ de la première
vaut l'ordonnée à V origine de l'asymptote de la deuxième.

THÉORÈME 2. — a. L'existence d'une majorante harmonique au voisinage
de cîl^ (8) équivaut à la condition : [^(0) fini si T ̂  3, v.ufini si^ ===2 ; ,

&. [^(0)» K^(0) sont partout soit infinies de signe déterminée soit harmoniques^
c. Si limsupf/ <^+°o? ^(0) lui est égale. Si p-u(O) est finie et invariante

M>^

pour 0 variable, lim sup^ lui est égale (9).
,M>^

(a) se vérifie par la transformation de Kelvin et le résultat analogue de
l'étude locale déjà connue, mais se démontre aussi très facilement de manière
directe (10).

(&) résulte de a. lorsqu'il n'y a pas de majorante harmonique. S'il y en a, on

(8) C^est-à-dire par exemple dans tout A§1 avec Oi fixe quelconque et Ri alors assez grand. On
pourra introduire la plus petite majorante harmonique et son développement (i), (fou des pro prié tés
de limitation comme au voisinage d^un point 0.

( 9) Dans le cas du plan on complétera comme suit : 'ût. Là condition : lim sup ,——.- fini (d'où
M^^ logOM

Pégalité à — y.u) équivaut à Inexistence d^une majorante harmonique v au voisinage de ôi^ avec
invariance de K('(O) (et alors invariance pour toute majorante). Cas particulier : K^(0) fini invariant.

P. La condition lim sup ,—,-rr ^o équivaut à lim supu <-+- oo et aussi et à Pexistence.d^une majo-
M^^ logOM M-^^

rante harmonique P au voisinage de (^^ avec a^o et invariance de Kp(0) (et alors invariance pour
toute majorante avec oc^Ô) . Cas particulier : ̂ (0) fini invariant.

(10) Grâce à Pinterprétation des cordes de la courbe (convexe) des moyennes.
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introduira la plus^etite majorante ̂  dans A^ (0^ fixé) ( ^ ' ) et l 'on remarquera
que i^(0) et K^(0) qui sont harmoniques en 0 sont fonctions de R décrois-
santes et tendant (pour R -^ oo) vers [^(0) et K^(0).

(c) en première partie, résuite encore d'une transformation de Kelvin ( 1 2 ) .
Supposons ^«(0) finie et invariante. Soit v une majorante harmonique, prise
pour T = 2 .égale à la plus petite majorante dans un A^ de sorte que son flux
soit ainsi nul . On sait que ^(0) est fini. Donc [L^ qui vaut ^— ̂  l'est aussi.
Comme u—v est soushariïionique et ^o, [L^, est invariant en 0 comme a«.
Donc aussi i-^(O), ce qui entraîne que v, donc u soient bornées supérieurement
au voisinage de di^.

Nous reviendrons plus loin (n° 8) sur l 'al lure à r i n f in i (avec pseudo-limite)
après introduction d'une sousharmonicité à l ' infini.

4. Fonctions sousharmoniques dans R^ entier et potentiels. — Si u est
harmonique dans R^, elle admet un développement ( i ) avec a et deuxième
S nuls. Le premier 2 disparaît, c'est-à-dire qu'elle se réduit à une con-
stante si elle est bornée dans un sens (Picard) (1 3). Plus généralement
^^^K0)"^^71"'00)^^0) elle se réduit à un polynôme de degré <^.

Si u est sousharmonique dans R^, 3U^(0) est fonction convexe et décroissante
de t=h(r} et a^o (ou ^a^o). La condition a,,==o équivaut à la constance
en r de JT^(O) (pour un point 0, donc aussi pour tout point 0) et entraîne
l 'harmonicité ( 1 4 ) .

THÉORÈME 3. — Soit u sousharmonique ^dans R^.
Pour quelle y admette une majorante harmonique il faut et il suffit que ^(0)

soit fini (pour un 0 ou pour tout 0).
Pour qu'elle soit harmonique il faut et il suffit que v.u= o (ou $^== o).
(Dans le plan les deux propriétés d'être harmonique ou d'admettre une

majorante harmonique sont équivalentes.)
Pour quelle soit constante^ il faut et Usuffit que a,,= o et que u soit bornée

supérieurement ( ' ^ ( la^ première condi t ion étant inutile dans le plan).

(u) C'est la limite de la plus petite majorante (oo fonction de Wiener) dans le domaine compris
entre S^i et ̂  (^2 quelconque, p-^+oo). Son prolongement par u est sousharmonique dans co.

(1?) Remarquer aussi que si u est bornée supérieurement, il en est de même pour ^(0) qui est
donc constant vu son harmonicité, diaprés b.

(13) Ce théorème de Picard s^obtient encore comme suit : Si -u est harmonique et > o dans R^ les

moyennes Ap, AQ de u dans Dj^, Dg satisfont, si D^DQ à R^Ap^ ^-^AQ, d'où u^- >(^y~1

où le second membre peut être arbitrairement voisin de i.
( u ) Grâce au résultat de la note (7).
(15) Extension des théorèmes classiques de Liouville-Picard. On peut substituer à la seconde

condition d'autres moins fortes assurant la constance d'une fonction harmonique, comme : u bornée
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Potentiels (^\ — Soit dans R, une distribution m demasses ^o, qui soit sur

tout compact une mesure classique de Radon. L'intégrale f /? (MP)rfm(P) a
• ^ . J^

pour 0 et M fixés une limite pourra oo, indépendante de 0; cette limite fonc-
tion de M est partout infinie ou une fonction sousharmonique (1 7) u(M) dite
alors potentiel de m.

Approfondissons ce cas : i° m(Do) et w(Do) (masses portées par Do, Do)
valent les pentes à droite et à gauche de la courbe en t des moyennes cïïL^O).

Donc la masse totale [limite pour r—^ oo de w(Do)] vaut a^o.

2° c?TL^(0)—A(r)m(Do) vaut lepotent ie l en 0 des masses hors Ûo, donc
tend vers zéro pour r-^ oo, c'est-à-dire que K^(0) == o quel que soit 0.

Cela implique : ^'T^3, p-«(0) === o et m(Do)A(7') — o (r->oo);
^ T == 2, (y.u (ou la masse totale) est finie, (autrement dit

u admet une majorante harmonique au voisinage de l'infini) ce qu'on peut
établir sans la convexité de la courbe des moyennes, par étude directe de
l'intégrale-potentiel.

3° Si T^3, ^o, limsup?/ == ^(0)==o et la plus petite majorante harmo-
. M>^

nique est nu l le ;

si T== 2, limsup,——T = y-^
^^logOM

Ce second point ne semble pas immédiat. Il suffit, grâce à u n e inversion, de
voir que —^-y». est bornée supérieurement à l ' infini puis de considérer seule-

ment le potentiel ^des masses hors Do. On considérera la couronne (i <" OM<<r)
\r-> oo) dont on fera le balayage. Les masses hors Do donnent en tout point
fixé un potentiel tendant vers zéro, celles balayées sur 2o donnent en 0 un
potentiel nu l ; celles balayées sur So donnent donc un potentiel tendant '
vers ^(0) w 0, par suite tendant en tout point fixé vers ce même ^(0).

dans un sens non précisé, OVi'+ÇO) bornée en r pour un point 0 (cette dernière condition entraî-
nant encore dans le plan que a ==o).

L/énoncé plan (sans intervention de a^) est bien connu. Dans l'espace signalons sur la recherche
de la constance s^il y a borne supérieure, des travaux de Privaloff et Keldych introduisant d^autres
conditions supplémentaires que a ^ = = o comme la contmuité et Pabsence de minimum. Voir
KELDYCH : Sur le théorème de Liouville pour les fonctions sous harmonique s (Recueil-Math, de
Moscou^ nouvelle série, t. 2, 1987, p. 36g).

(16) On reprendra cette notion sous une forme plus générale au n° 19.

(1 7) Ge cas est caractérise par la propriété que Pintégrale [ A(OP) dm(P) est bornée lorsqu\m

l'étend à un domaine (^i < OP < r.^) pour 0 et ri fixés, r^ arbitraire.
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En P hors D^, le nouveau potentiel a une limite (plus petite majorante har-
monique de v sur Ag) visiblement majorée par

^(0) -+- log(OP — i ) x | masse totale |,
d'où le résultat.

THÉORÈME 4. — Pour que u sousharmonique dans R^ soit un potentiel de
masses ^ o, il faut et il suffit que Ky(0) = o quel que soit 0.

11 reste à montrer la suffisance. Or soit m la distribution de masses ̂  o obtenue
localement par la représentation potentielle selon F. Riesz. Sur un domaine
borné § quelconque, son potentiel vaut u à une fonction harmonique près, de
sorte que m(Do) vaut la pente à droite de la courbe en t des JTl^(O); on sait
même que ^(M)= fGa(M, P)^m(P)+^(M) où Go est la fonction de Green

' ^ô . ' , •

de à et ^ la plus petite majorante harmonique égale ici à la fonction deWiener
pour § et u. D'après cela '

u(0)=C[h(OP)-h(r)]dm(P)+3^(0)
J^

= C h(OP)dm(P)-{-3R^(0)—h(r)m(Dr,).
"DO

L'hypothèse K^(0) = o montre que

f h(OP)dm(P)-->u(0).
J^ (r^

On conclut aisément que m admet bien un potentiel et que celui-ci vautj^.

COROLLAIRES. — i° Pour que u sousharmonique dans R^ soit un potentiel à une
fonction harmonique près^ il faut et il suffit que K^(0) soit fini (en un point,
donc en. tous), ce K^ étant alors une fonction harmonique et, si T^ 3, la plus
petite majorante harmonique.

2° Pour que u sousharmonique dans R^ soit un potentiel à une constante pî^ès^ i
faut et il suffit que K«(0) soit fini et invariant en 0, sa valeur étant celle de la
constante,

OÎZÎ(O)
ou qu en un point 0, K,/0) soit fini et que —î—^— -> o (/•->-oo) pour un s

(ou tout .y) tel que (o <^ .y ̂ i ) ,
ou encore simplement si T^3 que u [on même seulement OTlî(O) pour un 0]

soit bornée supérieurement (18).

(18) Dans le plan, la condition lim sup ,—-„, <+ 00 n^est pas suffisante, même pour que u soit
M-^^-f lOg^1'1

un potentiel à une fonction harmonique près. On obtient un contre-exemple par une fonction
[dans (—00, +oo)] de la variable t (qu^on remplacera par log —-\^ convexe décroissante dont la
branche de gauche a une pente asymptotique finie mais est parabolique.
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III. — Étude dans Rr. Harmonicité et sous-harmonicité à l'infini.
Premières propriétés.

5. Définition.—Dans un ensemble ouvert^de^ contenante, une fonction u
sera dite sousharmonique si :

A. Elle Vest sur oj — ̂  au sens habituel;

B. et si elleest au point (R^ :

a. <+oo;
6. semi-continue supérieure ruent;
c\ de valeur ^(^) majorée par 3Tl^(0) pour 0 fixé arbitrairement et r alors

assez grand.

(B) peut être remplacée par : 7/(^)r==lim supî/ <^+oo et ^u^o (cette
M 7= ̂ , M >• ^RT ,

condition en $^ étant le plan conséquence des autres); et alors c)TL^(O) est
fonction décroissante de r[pour Ao C^] et tend vers u((Ji^.

Exemple : À(PM) (P fixé 7^^) est sousharmonique au voisinage de ̂ .

a. Critères de « prolongement sousharmonique à Vinfini ». — Par exemple : ?/
sousharmonique dans co—^ n'est « sousharmonique en ̂  », c^est-à-dire
prolongeable sousharmoniquement dans (o (et de manière unique) que si u est
bornée supérieurement à l 'infini et ^^o; et si, de plus, u est harmonique »
dans où — ̂ , son prolongement est donné par le développement (i) au voisi-
nage de ̂  avec a ̂ o et premier 2 nul.

*
8. Premières propriétés de u sousharmonique dans co ouvert quelconque de R^.

— I l n'y a de maximum en un point qu'en cas de constance au voisinage.
La borne supérieure :

i° n'est atteinte dans un domaine qu'en cas de constance ;
2° est toujours égale à la borne supérieure des l imsup à la frontière si

celle-ci existe. •
Si u est sousharmonique dans R^ entier, elle est constante.
I^enveloppe supérieure de ckux fonctions sousharmoniques est sous-

harmonique.
Soit oo c RT et (x/ son inverse de p^ôle 0 (hors o/) et puissance ï. Dans le plan

l'inversion simple fait correspondre les fonctions sousharmoniques sur (o et ci/.
Pour T^ 3 la transformation de Kelvin (définie hors des points inverses 0
et ^) transforme u sousharmonique dans co, valant K (nécessairement fim}
en ̂  en la somme de K/^OM') et d'une fonction sousharmonique u1 dans co'
(c'est-à-dire sousharmonique dans OL/—O, mais prolongeable sousharmonique-
ment dans a/) avec ^ /(0)=a^o et flux nul de u' en 0; mais elle ne trans- '
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forme une fonction sousharmonique ^(M') dans co en la somme d'une fonction
sousharmonique dans co et d'une fonction pA(OM) que si la courbe en t=h^)
de JTl^(O) n'a pas de branche parabolique (pour ?->+oo); noter que si ^(0)
est fini ^o, la transformée sera sousharmonique nul le en (Ji^.

Notions analogues pour la surharmonicùé. Par conjonction, définition et
propriétés de Vhajmonicîté, d'ailleurs aisée à étudier directement.

Ainsi u sera harmonique dans co contenant ^ si elle est harmonique
dans co — ̂  et, en ̂ , finie continue, égale à JTL^(O) [pour 0 fixé quelconque
et r alors assez grand, ou encore quel que soit A'J'Ccoj. Cette condition au
pointa revient à supposer dans le développement ( i ) que a et le premier S
sont nuls. • , .

On soulignera pour co quelconque de tL :

i° si u est sousharmonique et h harmonique et si à la frontière non vide,
l i m s u p ( ^ — À ) ^ O , alors u^h dans co;

2° si u harmonique tend vers o en tout point de la frontière non vide, u=o.

6. Extension de l'intégrale de Poisson. — A côté de l'intégrale de Poisson
(qui sera dite aussi intégrale-®) pour un 1)̂  et une fonction sur 2^, on intro-
duira une intégrale- ® pour A^ et/(sommable - cr sur î^), qui sera la fonction
dans A^ égale à

(6) ^M)^——^^?)^0^^-^——.-——"!^v / , v / ^ ^ J ^ \ ' L MPT OMT-2 ^"'J

où le crochet est pris égal à —^ pour M en <^, donc toujours ^> o et se simpli-
fiant d'ailleurs pour T == 2.

On verra que ®(M) est harmonique dans A^ et tend vers/(P) aux points de
continuité de /. Il serait banal d'introduire et d'étudier une intégrale étendue
de Pois-son-Stieltjes.

Remarque. — Si u est sousharmonique dans co 3 D^, on sait qu'elle est
majorée dans D^ par l'intégrale - ® correspondante et lui est égale si u est
harmonique dans D^. Il en sera de même avec A^. L'égalité se voit en consi-
dérant c)Tl£(Mo) qui est continue pour p = r.

Inégalités. — Si/^o, les inégalités de Harnack s'étendent selon

(6) [ ^^ -=-^-^-]^(^)<
" [(OM+Ry-1 OM^2 R^J

< ^ ( M ) < [ O M + R _.___4-——1R^(^).
[ ( O M — R ^ - 1 OM^2 R^'J.

On en déduira l'extension suivante d'un résultat classique pour un domaine 1

borné :
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Pourtoute fonction harmonique u > o dans le domaines de; IL \e rapport des
valeurs de u en deux points variables d^un ensemble compact de^co est compris
entre deux nombres positifs indépendants de u.

6 é^. Laplaciens et flux généralisés. — Soit la fonction f définie au voisi-
nage d'un point Mo d'abord différent de ̂  et sommable - a sur 2^ (pour
tout r assez petit) ou. sommable au sens large mais finie en Mo. Introduisons les
paramètres analogues à ceux de Privaloff(1 8^)

P / ( M o ) = l i m s u p
p / „ . />0 ^W-(Mo)-/(Mo)l
P y ( M o ) == lim inf l /

. ~~ /->o .

qui, comme ceux de Privaloff, coïncident avec le laplacien ordinaire lorsque/
admet des dérivées secondes finies continués.

On fera l'extension au point ̂  en considérant les deux limites pour r-^oc
de 2Tr2[JH;(0)—/(^r)] où 0 est un point fixé. Laissant de côté ici plus de
développements, indiquons brièvement qu'en adaptant des raisonnements de
Blaschke-Privaloff on trouve :

Pour que û dans le domaine (o de R^ soit — oc ou sousharmonique, il faut et
Usuffit quelle soit <^4-oD, semi-continue supérieurement et qu^en tout point où
elle estfinie\ P^o.

On sè^ramène à voir que u est majorée par l ' intégrale-^ relative à un
* domaine OS et sur d3 une fonction y finie continue majorant u. On considérera
pour cela v=u—®+£^(£>>o) où w est une fonction auxiliaire dans ^D,
finie continue, ^o sur CD et admettant un Pa>>o dans (©.Alors v qui est ^osur
d3 l'est dans (S, sinon y admettrait un maximum où Pp serait > o (ce qui est
contraire aux propriétés évidentes du Pc,).

Reprenons d'autre part la notion de flux généralisé (selon F. Riesz). Plaçons-
nous dans R^, mais ne considérons pour simplifier, que des surfaces sphériques.
Soit u sousharmonique dans co et <© C^. On considérera une surface sphérique
concentrique 2 située dans OS et la fonction de Wiener pour l'intersphère avec
valeurs-frontière u. Elle admet à travers une sphère intermédiaire et pour la
normale dirigée dans le sens de CQ vers ( © u n certain flux. Vu Finterprétation

(18&/5) Ceux de Privaloff (encadrés par les nôtres) sont relatifs a u n e moyenne spatiale dans D7^

avec remplacement de 2^ par 2 ^—--^? / étant sommable en volume au voisinage de Mo, ou som-

mable au sens large mais finie en Mo.
L'énoncé qui suit améliore le critère analogue de Szpilrajn avec moyennes spatiales, outre Pexten-

sion relative à ̂ .
Ann. Éc. Norm., (3), LXI. — FASC. 4. 4o
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sur la courbe: des moyennes, ce flux a une l imite quand 2 tend vers (33. Ce sera
le flux généralisé relatif à d3. De même, en prenant une surface sphérique
concentrique hors Û), on définirait à la limite un flux généralisé relatif'à d3.

Nous voulons souligner q^une fonction sousharmonique dans co est déter-
minée à une fonction harmonique près par ses flux relatifs aux CQ contenus
dans co (ou encore par les flux relatifs aux (Q dont l'adhérence est contenue
dans co). Autrement dit, si u et v sont sousharmoniques dans co et de mêmes
flux précédents, u—v vaut, là où elle est définie, une fonction harmonique
dans où.

En effet pour My fixé et r assez petit, 3îl^(Mo) et t5T2^(Mo) ont mêmes
dérivées, finies, en r o u î à droite ou à gauche, donc diffèrent d'une constante.
Ainsi <7Tl^,(Mo) est constante et vaut donc sa limite pour r-^o, soit
^(Mo) — ^(Mo) si cette différence a un sens (ce qui entraîne qu'elle soit alors
finie). De même, par suite, pour la moyenne spatiale. Par médiation spatiale
de u — v à rayon constant, on obtient hors ̂  une fonction égale quasi-partout
à u — v mais aussi harmonique. Ainsi dans co hors ̂ , u — v vaut quasi-partout
w harmonique. Voyons, si ^G^, que w se prolonge harmoniquement en dL;
en y prenant la valeur u — v lorsque celle-ci a un sens. Supposons d'abord T^3.
Alors 311^(0) et Jn^,,(0) sont bornés pour r-> oo, donc aussi JTt^, (0); cela
exige que dans le développement ( i ) de w à l ' infini, le premiers soit nul; le
coefficient a est nul aussi puisque u et v ont même flux à l ' infini ; d'où l'e pro-
longement de w. Il doit valoir en (K^, limJn^(O) ou fpuisque lim,Jlt^(0) et .

( r°o L /•<

limcTn^ÏO) sont finies et valent u{^) et ^(^)1 la différence u—v. On conclut
/ • 30 J »

aussitôt. Démonstration analogue pour T= 2 en considérant . .Q^ et / r o v i ^

7. Ensembles polaires et effilés, — On dira qu'un ensemble E de R^ y est
polaire s'il possède la propriété locale que pour tout point M de R^ (19), il
existe un voisinage ouvert co et une fonction sousharmonique dans CD valant —oo
sur En co.

Il faut noter que le point ̂  ne forme an ensemble polaire que srT=2.
Si T> 2, un ensemble contenant ̂  n^est pas polaire.

Je laisse de côté les démonstrations assez faciles ( 2 0 ) des propriétés
suivantes :

a. Une inversion de pôle 0 (qui fait correspondre 0 et ̂ ) transforme un

(19) Ou même « tout point M de E » comme il résulte de Pétude ultérieure et d^un recouvrement
dénombrable.

('̂  On utilisera le lemme suivant : s^il existe au voisinage d'un point 0 une fonction sousharmo-
nique valant—oo sur E (ne contenant pas 0), il en existe une, analogue, finie en 0. C'est immédiat
si 0 n^est.pas adhérent à E. On passe au cas général par sommation et décomposition dénombrable
dé E (grâce aux propriétés de convergence des suites décroissantes des fonctions sousharmoniques).
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ensemble polaire E en un ensemble polaire, à condition, si T^>2 , que E ne
contienne pas 0.

6. La définition de polarité équivaut à dire que E n R ^ est polaire dans R, au
sens antérieurement connu ( 2 1 ) à condit ion, si T ^ > 2 , que E ne contienne
pas dl^.

c. Soit dans co ouvert (deR^) un ensemble a polaire fermé dans co. Toute
fonction u sousharmonique dans c o — a ; bornée supérieurement au vois'inage
de tout point de a est prolongeable sousharmoniquement dans co et de manière
unique; et si u est harmonique dans c o — a et bornée ( 2 1 bls) au voisinage de
tout point de a, le prolongement est harmonique dans co.

rf. Soit co ouvert différent de IL et contenant E. Pour que E soit polaire, i l
faut et suffît qu'il existe dans co une fonction sousharmonique valant —oo
sur E.

e. Toute réunion dénombrable d'ensembles polaires est polaire.
Un ensemble sera dit intérieurement polaire, si toute partie compacte est

polaire. On dira quasi-partout ou à peu près partout dans le sens de « sauf sur
• u n ensemble polaire, respectivement, intérieurement polaire » (2 2).

Une fonction dans un ensemble ouvert y sera dite y/za^'-^o^-harmoniquesi
elle est au plus égale (condition suggérée par M. Leiong) et quasi-partout égale
à une fonction sousharmonique (nécessairement unique) dite régularisée.

8. On dira que l'ensemble E est effilé en ̂  ( 2 3 ) si EuRr est borné, sinon
s'il existe au voisinage de c%-, u sousharmonique telle que
(8) l i m s u p M <^u{ôi^)^= l imsup / / .

M€.E, M^^, M->^ - M^^,.M->^.

avec la restriction que ffi^ ^appartient pas à E pour T ^> 2.
Une fonction sousharmonique au voisinage d 'un point Q vaut donc toujours

,en Q sa lim sup en Q sur tout ensemble non effilé en Q.

Pour que E de R^ soit effilé en ̂ , il faut et suffit que l ) inverse de pôle 0 soit

effilé en 0 si T = 2, effilé d'allure A(OM ) == ——— si T ^> 2.

Diaprés cela on peut dans la définition de l'effilement remplacer l'iné-
galité par ^ -^—oo(M€E, M^ûi^ M ->-<3^).

(^) Foir l'article (TA) à utiliser.
(21 bis) Cette condition évidemment nécessaire de « ^bornée)) a été oubliée dans Ténoncé du théo-

rème 2 de(TA).
( 2 2 ) Rappelons que les ensembles de R-r intérieurement polaires et polaires sont aussi les

ensembles de capacité-intérieure respectivement extérieure nulle (Evans-Frostman et Cartan).
( 2 3) Pour reffilement en un point, voir les articles précités au Journ. de Math., 19^0 et Bull.

se. Math., 1944.
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Comme en un autre point , une fonc t ion /admet t ra en cJi^une pseudo-limite À
(finie ou ± oo ) si pour tout voisinage V de ^, il existe un ensemble effilé en ̂
sur le complémentaire duquel / est, hors ^, définie et de valeur contenue
dans V. Il y a unicité. Une fonction sousharmonique au voisinage de ̂  y
admet une pseudo-limite égale à ii((Ji^.

Remarque. — Pour que E donne par inversion un ensemble effilé au pôle 0,
il faut et suffit qu ' i l existe u sousharmonique dans un Ao avec

s
lim sup u < l i m s u p M ^-(-oo.

(M^^, M e E, M->^) M^<^,1\1->-^ 1

11 y correspond une notion analogue à la pseudo-limite en ^ qui permet
d'interpréter lim sup^ pour toute fonction u sousharmonique et bornée supé-

M ̂  ̂  M-^
rieurement dans un Ag. Le cas plan donne lieu à quelques compléments
immédiats.

Enfin on utilisera la notion d'ensemble E effilé intérieurement en ̂ , définie
par reffilement en ce point de toute partie dont la réunion avec (Ji^ est
compacte.

Un ensemble polaire (respectivement intérieurerhent polaire) est effilé (resp.'
intérieurement effilé) en tout point. Les points d'un ensemble où il est effilé
(resp. effilé in tér ieurement) forment un ensemble polaire (resp. intérieure-
ment polaire) (2 4) .

La réunion de deux ensembles effilés en un point est effilé en ce point. '

IV. — Suites et familles dans un ouvert de ̂  (2*6^) .

9. Fonctions harmoniques. — Dans co ouvert de R^, considérons un
ensemble Hp de fonctions harmoniques bornées sur tout compact K contenu.
Elles sont également continues^ comme on le voit en se ramenant au cas où elles
sont > o au voisinage d 'un point et utilisant les inégalités de Harnack ou leurs
extensions relatives à ̂ .

Considérons alors une suite S de fonctions de Ho ou plus généralement une
famille de telles fondions fi et un filtre ^ sur l'ensemble des indices i; grâce à
l'égale continuité, il vient comme dans le cas classique :

(2 /1-) Cela résulte de mon dernier article du Bull. des Se. Math., n° 7.
ç ï ' ^ h i s ) pour les résultats sur la topçlogie générale et les espaces fonctionnels utilisés ci-après (et

basés sur le théorème cFArzela) voir le traité de Bourbaki en cours de publication par fascicules {Act.
se. et ind.y Hermann, Paris). Cela permet de moderniser en particulier lès résultats classiques de
Harnaçk et Montel sur les fonctions harmoniques.

Rappelons la définition de l'égale continuité. Considérons une famille de fonctions/ sur Pespace E
prenant leurs valeurs dans Pespace uniforme E'. Elles sont également continues dans E, si pour tout
point x de E et tout entourage ê de E', il existe un voisinage de x pour tout pointa duquel f(x)
et f(y) sont voisins d'ordre ê quelle que soit/.
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a. S'il y a convergence simple, il y a convergence uniforme sur tou t K(au
sens ordinaire de la structure uniforme additive de la droite) et la limite est
harmonique (2 0) .

6. Il existe une suite extraite de S ou un filtre plus fin que S1 avec conver-
gence uniforme sur tout K et limite harmonique.

Passons à un ensemble (H^) de fonctions harmoniques u dans un domaine co,
bornées supérieurement sur tout KC^. Avec des fonctions de (IL), et une suite
ou un filtre :

«
û'. S'il y a convergence simple, la l imite e s t — o c ou harmonique et la

convergence est uniforme sur tout K, au sens ordinaire dans les deux cas.
b''. II existe une suite extraite ou filtre plus fin avec convergence uniforme

. comme ci-dessus vers — oc ou une fonction harmonique (2 a^).

En effet dans a' il est évident, que la limite est —oo ou bornée sur tout K
grâce à la remarque finale du n° 6; i l y a alors dans le second cas convergence
uniforme ordinaire sur tout K d'où l 'harmonicité. Quant à b\ on commencera
par assurer la convergence en un point, ce qui entraîne la convergence uni-
forme vers — oo ou nous ramène au cas de Ho.

On en déduirait que les fonctions de Hi sont également continues en prenant
sur F espace de leurs valeurs la structure uniforme de la droite numérique achevée,
c'est-à-dire par exemple que les e1' sont également continues au sens ordinaire.
Et cela se démontre directement et facilement grâce aux inégalités de Harnack. •

COROLLAIRE. — Toute famille ordonnée filtrante croissante Cou décroissante)
de fonctions harmoniques converge vers une fonction harmonique ou 4- Gc

(resp. —oo).

Résumé topologique. — Considérons V ensemble des fonctions harmoniques u
dans le domaine co de R^, majorées par une fonction donnée finie continue;
adjoignons la fonction —oo et introduisons pour l'espace de ces fonctions
(u e t — o o ) la structure uniforme de la convergence compacte relativement à
la structure uniforme de la droite numérique achevée dans laquelle les fonc-
tions prennent leurs valeurs (2 G) . L'espace ainsi uniformisé est compact (2 7) .

(2y) Cette harmonicité vient de la représentation par intégrale-^* et, pour les filtres, de raniformiLé
de convergence qui permet le passage à la limite sous le signe j •

(25 bis^ Cet énoncé pour les suites se traduit dans le langage classique de M. Montel en disant que
la famille (Hi) est normale.

(26) On peut dire encore que cette structure est donnée par la base d'entourages .définie par
[ e"!—e"î | < s sur K (s et K variables).

(2 7) Cette structure uniforme, évidemment séparée, est aussi métrisable puisque (Weil, Àct. se.
et ind.y n° 551) le filtre des entourages est à base dénombrable. \

L'a compacité traduit ( b ' ) qu^il est donc équivalent dénoncer seulement pour des suites.
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De même le sous-espace des fonctions harmoniques précédentes majorant une
seconde fonction finie continue.

10. Fonctions sousharmoniques. — On pourrait d'abord étendre les résultats
du cas harmonique à un ensemble de fonctions sousharmoniques bornées
supérieurement sur tout compact et également continues en tout point (au sens
de la structure uniforme additive ou de la droite numérique achevée) (2 8) .

Laissant de côté cette explicitation, étudions les fonct ions sousharmoniques
les plus générales, en commençant par étendre la propriété fondamentale de
F. Riesz :

Une suite décroissante de fonctions sousharmoniques dans le domaine co de R^
tend vers une fonction sousharmonique ou vers —oo (dans ce dernier cas avec
uniformité de convergence sur tou t compact de co).

Car la limite est <^+oo, semi-continue supérieurement, majorée sur un (Q
par son intégrale-® (dans laquelle on a pu passer à la l imite) (2 9) . '

La propriété s'étend à la limite relative à une famille ordonnée filtrante
décroissante (30).

(2 8) Un cas intéressant est celui des médiantes spatiales sphériques à rayon constant de fonctions
sousharmoniques données dans œ de R-r et bornée supérieurement sur tout compact. On Retend à o)
de R-r en remplaçant d'abord les fonctions sousharmoniques dans un.A^ fixé par l'intégrale-^ cor-
respondante puis prenant les médiantes. L'intérêt de cette classe est que toute fonction sous-
harmonique est limite d'une suite décroissante de fonctions sousharmoniques de cette classe.

( 2 9) On achève en sachant que dans un domaine de R^ la semi-continuité supérieure et l'inégalité
de moyenne pour une fonction <-hoo entraîne quelle soit sousharmonique ou —oo.ët Puniformité
se voit en remarquant que l'intégrale-^ prolongée par la fonction doit tendre vers _oo avec
celle-ci.

(3 0) Cela résulte par exemple de ce qu'on peut extraire une suite décroissante admettant locale-
ment la même limite, ce qui peut se déduire du lemme suivant (Dini-H. Carfcan) : si une famille ordon-
née filtrante décroissante de fonctions < + oo, semi continues supérieurement sur un compact tend
vers o, la convergence est uniforme. De ce lemme H. Cartan déduit d'ailleurs en se ramenant à une
convergence uniforme : soit sur un compact une mesure ^o et une famille ordonnée filtrante
décroissantede fonctions fi^o et semi-continues supérieurement. Alors

f fi 41 •-> / lim/, dy..

. On en tire directement et c'est préférable, le résultat du texte.
On peut aussi procéder de la manière particulière qui suit : soit U la limite ou enveloppe infé-

rieure, qui est semi-continue supérieurement. Prenons D^cco et déduisons des Ui de la famille,
les Vi sousharmoniques obtenues en remplaçant dans D^ , Ui par l'intégrale - ̂ . Dans D^ les ^ ont
une limite harmonique ou —30 et U ( M o ) ^ l i m ^ ( M o ) . Comme l im^(Mo) ou JHf^ ̂  ( Mo ) indépendant
de p < /• est majoré par O-îliim v, (Mo) à cause de la semi-continuité supérieure de lim^-, on a

U(Mo)^.mu(Mo).

Raisonnement analogue .avec ̂  remplaçant Mo et A^CO). On remarquera comme conséquence le
passage à la limite daftis-Pintégrale-^; en effet, limp; sousharmonique mais harmonique dans le (D
vaut sa propre intégrale.
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Les énoncés précédents pourraient se déduire aussitôt des résultats généraux
de H. Cartan sur le potentiel (31) auxquels il nous faut avoir recours maintenant
pour étudier le cas de croissance.

D'après eux, une suite croissante (3 2 ) ou famille ordonnée filtrante croissante
de fonctions sousharmoniques Ui dans un ouvert de R^, bornées supérieurement
sur tout compact contenu, tend vers une fonction quasi-sousharmonique (3 3 ).

U énoncé s'étend tel quel à un ouvert co quelconque de R-r.
En effet soit v, déduit de u, par remplacement dans A^ par l ' intégrale-^T;

l im^ est harmonique dans A^, quasi-sousharmonique hors (R^ donc même
dans (o, coïncide dans A^ avec son intégrale-® (puisqu'il en est ainsi pour la
régularisée). Donc dans A^

lim Ui^ lim (^== Intégrale - ̂  de lim Ui.

La régularisée U de lim^ hors (R^ est aussi majorée par son intégrale-®;
en la prolongeant en ^ par la valeur X = l i m s u p U , on aura une fonction

M^^,M>^

sousharmonique dans co; on achève donc en remai^quant que dans le cas der:'^>9.
(où le point ̂  ne forme pas un ensemble polaire) on a

limui(ôi^) == L

En effet la majoration de U par l ' intégrale-® de lim^ (pour A^) entra îne
celle de A par JTl^j(Mo) qui vaut donc X. Il suffira par suite de voir que

lim p 20 "

lim Ui(^) -==. l im ̂  ( Mo ),
p^oo

où d'ailleurs
^(^)==lim^.(Mo).

?->- 30

Or on peut passer à la limite pour Ui dans une intégrale-® de A^, ce qu i
équivaut à dire que jn^Mo) tend selon le filtre vers «Tîl^Mo) ou Jîlg (34). On

llmi/i
conclut alors grâce à la convexité de la courbe [en ^ ==%(?)] <7îl^(Mo), et de la
courbe limite Jîl^Mo) (38).

(3 1) H. GARTAN, C. /?. Acad. Se., 214, 1942, p. 946.
( 3 2 ) Dans cet énoncé poursuites croissantes, on savait antérieurement que Pensemble exceptionnel

(où la limite diffère de la régularisée) était de mesure ordinaire nulle (Szpilrajn-Rado, voir T. RADO,
Subharmonic fonctions, Er^eb. Bd. V, Heft., i, 1937) puis même intérieurement polaire (iFoir ma
Note des C. R. Acad. Se., t. 207, nov. 1988, p. 836). dénoncé actuel plus précis caractérise même
localement les fonctions quasi-sousharmoniques comme on y reviendra dans la remarque du n° 42.

(33) Cela se déduit par exemple, selon H. Cartan, de Renoncé pour potentiels >o décroissants,
en voyant que localement les fonctions valent à une même constante près, des potentiels de
masses ^o à fonction de base une certaine fonction de Green.

(3 4) Raisonnement analogue à celui du cas décroissant, selon la fin de la note (30).
(3 5) On considérera le segment joignant le point initial (point limite, pour t-^-o) à un point

d^abscisse fixe et à sa position limite. Celle-ci doit être au-dessus de la courbe limite d'où la propriété
cherchée de son point initial.



3l8 MARCEL BRELOT.

Enveloppes supérieures. ~ Un bel exemple de l'utilité des filtres est dans
l'application (H. Cartan) du théorème de convergence précédent aux enveloppes
supérieures. En adjoignant à un ensemble de fonctions sousharmoniques toutes
les enveloppes supérieures d'un nombre fini d'entre elles, on ne change pas
l'enveloppe supérieure, mais l 'ensemble to ta l peut être ordonné selon une
famille filtrante croissante dont la l imite est l'enveloppe en question.

Donc un ensemble de fonctions sousharmoniques dans un ouvert CD de R^, bornées
supérieurement sur tout compact de co, admet une enveloppe supérieure quasi
sousharmonique; si les fonctions données sont harmoniques (3 < s) , l ) enveloppe
supérieure est continue sousharmonique(ce qui peut s'établir sans appel au
théorème le plus général).

Limite supérieure. — On passe aussitôt à l'énoncé général pour les suites :
Soit une suite de fonctions sousharmoniques bornées supérieurement sur tout com-
pact dans le domaine co de R^. La l imsup^ —oo ou quasi sousharmonique.

Extension immédiate aux filtres à base dénombrable ( 3 7) .

V. — Le problème de Dirichlet pour un ensemble ouvert de Rr.

H. Les seuls théorèmes de convergences donnés ini t ialement sur les fonc-
tions harmoniques fournissent aussitôt , grâce aux filtres, le résultat suivant :

LEMME. — Considérons une famille ordonnée filtrante croissante (38) de fonc-
tions sousharmoniques U{ dans un domaine co de R^, telle que V intégrale-^ de
tout iii pour tout (0 C co prolongée par u,, appartienne encore à la famille.
Alors la limite ou enveloppe supérieure sera -\- oo ou harmonique.

Car les intégrales -% des u, dans un (D fixé forment une famille ordonnée
filtrante croissante de fonctions harmoniques, avec même limite que les u,.
L'enveloppe cherchée est donc localement soit +00, soit harmonique, d'où le
même résultat pour le domaine OD entier. D^où la forme élargie du théorème de
Perron :

THÉORÈME 5. — Soit sur la frontières non vide de l'ensemble ouvert co de R^,
une fonction f ^pouvant valoir ±00). L'enveloppe supérieure S€^ des fonctions u
valant dans chaque domaine composant co,, —oo ou une fonction sousharmo-
nique et qui admettent en tout point frontière une limite supérieure ̂ f est dans
chaque oo/, —oo, +00 ou harmonique et vaut 9€^\

(3 r )) Ou si plus généralement les enveloppes supérieures avec Pune (Tenire elles sont également
continues en tout point. , 7

(3 7) Comme H. Gartan Pa montré par un exemple, Renoncé-n^est plus vrai pour un filtre
quelconque.

(3 8) C'est-à-dire, on le rappelle, telle que deux fonctions soient majorées par une troisième.
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Si chaque u est assujettie à être de plus bornée supérieurement dans co, V enve-
loppe supérieure notée H^ est de même dans chaque co,, ±00 ou harmonique et
vautW^\

Mêmes enveloppes respectives si les u sont de plus continues. Enfin résultats
analogues avec fonctions surharmoniques et enveloppes inférieures ^€^ H^.

On a essentiellement H^H" et Inégalité en un point entraîne Inégalité dans
tout le domaine composant contenant ce point.

12. Un point frontière P (même ̂ ) de oo est dit régulier s'il existe un voisi-
nage ouvert a et une fonction harmonique (ou ce qui est équivalent sur-
harmonique) ^> o sur aHco s 'annulant en P (c'est-à-dire tendant vers zéro
quand M -^P). Si P est en^et r^>2, il est toujours régulier; sinon l'inversion
de pôle O^P conserve sa régularité. Dans tous les cas, l'irrégularité de P
équivaut à l'effilement en P de Cco; la régularité de P-équivaut à l'existence
dans co d'âne fonction surharmonique ^>o s 'annulant en P et de l iminf^>o
en tout autre point frontière ( 3 9) ; il s^ensuit que si f'est bornée supérieurement^
W. admet en P régulier une lim. sup. au pluségale à celle de/en P sur CD. Enfin
l'ensemble des points frontière irréguliers est une réunion dénombrable de
compacts, polaire, et la réunion des ensembles analogues (d'ailleurs dis-
joints) pour chaque œ/.

Lorsque H^(M) et H^(M) sont égaux et finis en M, on les note H^(M). Si
cela 2h lieu quel que soit M, / est dite résolutive et H^ dite fonction de Wiener.
On verra aisément que si COD est polaire (donc co connexe) les u considérées
d'enveloppes H^, H^ et celles-ci sont des constantes et / n'est résolutive que
si/==const. finie. D'où la généralité du résaltat suivant, point essentiel de
l'extension entreprise de (AS) :

THÉORÈME 6. — Soit (î) ouvert de complémentaire non polaire {ou ce qui est équi-
valent de frontière non polaire). On notera â^ le domaine composant contenant le

- *
point M de co. Toute f finie continue sur co est résolutive^ H^(M) est fonctionnelle

linéaire de cette f et s'exprime Çde manière unique) selon f fÇP)d^ÇP)y où ̂
0) »

est une mesure ̂ o de Radon sur oo, nulle hors o^ et identique sur â^ à celle, relative à o^
• La mesure- [L^ Cou mesure harmonique relative à M) extérieure ou intérieure

* ' ! . . . • ' ' —
d'un ensemble e de co (de fonction caractéristique Ce) vaut H^(M) respective-
ment H^M)^0).

(39) On pourra obtenir une telle fonction en s^arrangeant pour la prendre harmonique dans un
voisinage de P, constante ailleurs. - .

(40) Leur nullité respective, leur égalité sont indépendantes de M dans un même domaine com-
posant co;; de plus, comme pour toute fonction harmonique > o, le rapport des valeurs de chacune
(supposée non nulle) en deux points arbitraires d^un compact d'un même co; est compris entre deux
nombres > o indépendants de e.

Afin. Êc. Norm., (3), LXI. — FASC. 4. . 4l '
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La sommabilité- ^i Cou sommabilité harmonique relative à M fixé) d^une f
quelconque sur co équivaut au fait que H^(M) et H^(M) soient finis et égaux
en M (41 ) (elle est donc indépendante de M dans un même domaine composant
et équivaut à la résolutivité de/pour S^) et ̂ on a alors

(9) : H^(M).=r/^M.
- ... • ' ^ • .. - •

On y parvient en adaptant les raisonnements principaux de (AS) à partir des
deux résultats suivants que nous allons démontrer : u étant un ouvert de com-
plémentaire non polaire,

* • .
A. Si/sur a) est finie continue, elle est résolutive.
B. Il existe dans a /une fonction harmonique ^o tendant vers —oo aux

points frontière irréguliers ( 4 2 ) /d'où résulte que les enveloppes H}', H^ sont
aussi celles, des fonctions correspondantes assujetties à être de plus
harmoniques).

Supposons d'abord GOJ d'intérieur non vide. Alors (A) ainsi réduit résultera
comme dans (AS) de :

« • » . . • '
A'. Étant donnée y finie continue dans K^, on peut l'approcher à £ près hors

d'un point Q par la différence de deux fonctions, finies continues sousharmo-
niques hors Q. . ^

II suffit même de réaliser l'approximation hors d'un voisinage de Q (42^).
Pour se ramener alors au cas connu de Q en ût^, on fera dans le plan une
simple inversion; si T^>2, on remplacera <p par (pi voisine mais constante au
voisinage de ̂  et l'on se ramène donc au cas de y nul au voisinage de ̂ ; on
approche la transformée de Kelvin (complétée par zéro au pôle Q) par une
différence de deux fonctions sousharmoniques continues dans R^, ^o en Q et
l'on fait à nouveau la transformation de Kelvin.

Quant à B, on fera une inversion de pôle 0 extérieur à co, ce qui nous
ramène au cas connu de co borné. Si T^> 2 et si co 3 Jl^, on prendra, grâce à
l'addition d'une constante, une fonction harmonique nulle en 0 dans l'inverse
de co, puis oft ajoutera à la transformée une constante la rendant <<o.

(41) De plus, la condition Vi j (M) = H^(M)=-»-oo (indépendante de M dans un même domaine
composant) équivaut à ce que/majore une fonction mesurable -^LM, et sommable-^M au sens large
avec intégrale valant 4- oo. De même avec — oo.

Ajoutons que la condition « H^ partout <-+-oo » équivaut à Inexistence d'une fonction résolutive
(et marne borélienne) majorant/.

(43) J^oir plus loin un énoncé plus général (n" 13 c).
(426^) Pour obtenir (A') lui-même, on partira de cet énoncé restreint avec ç = const. dans un

voisinage de Q et l'on modifiera convenablement les deux fonction^ sousharmoniques dans u n D g — Q
(si Q ̂  ^)ou A'Q.
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Passons au cas général. On démontre (B) en u t i l i san t sa validité lorsqu'on
ôte de ce un voisinage Do d'un point 0 puis faisant un prolongement sur ce
voisinage par la méthode alternée, dont le succès vient de Inexistence d'un
point frontière régulier du domaine composant dé co qui contient 0 (43).
Enfin (A) s'obtient en formant d'abord, grâce à sa forme réduite (en ôtant
un Do) et au procédé alterné, une fonction harmonique bornée prenant les
valeurs de / aux points-frontière réguliers, puis achevant par usage de (B).

' Remarque.— Ce-même emploi de la méthode alternée" donne le résultat
suivant grâce à la propriété (rf, n° 7). Soit E polaire, sur oo de complémentaire
non polaire. Il existe dans oo une fonction sousharmonique <^o valant —oo
sur E (44) et même finie en un point fixé hors E. On en déduit que toute fonc-
tion quasi-sousharmonique dans un tel CD est F enveloppe supérieure des Jonctions
sousharmoniquês quelle majore.

13. Mesure harmonique. — Le théorème 6 ainsi établi, poursuivons l'exten-
sion des résultats ultérieurs, en particulier de TA. co étant ouvert, et Cco non
polaire, on mettra en relief la propriété de la note ( 4 0) ; puis :

a. Soit <t> finie continue dans co. Quel que soit£ ^> o et un compact E dans CD,
il existe dans co un compact F DE tel que pour tout ouvert (Oo satisfaisant
à F c ̂ o C ̂ , on ait sur E, ] H|i — H|°| <0. D'où résulte que si co^ tend en crois-
sant vers co,H^"—^ H^, ce qui équivaut ad i ré que, pour M, fixé, la mesure

' ' "̂  • - '• .
harmonique sur co^ converge vaguement {au sens de H. Cartan (45)] vers la

mesure harmonique sur co. •

(43) De façon précise soiL o < ri< /'2< r-s et Dî.3 cco. Soit dans co—Î)S1 une fonction harmonique
u^o tendant vers —oo aux points irréguliers, puis vi Pintégrale - ̂  pour D^3 et u, enfin

wi^H^-1^ '

où f\ vaut o sur co et v\— u sur S^2. Soit ^2 PintégraÏe - 3' pour D^° et u -\- wi,

(V^H^-^

où /a vaut o sur co et v^— u sur S^2, etc.- Comme H^""^2 où o vaut o sur a) et i sur S^2 est < i
sur 2^3, on verra par le procédé alterné que w^ et v,z restent bornés et convergent uniformément
vers des fonctions harmoniques w et v, enfin que v et w-h u coïncident dans le domaine

/ • 2 < O M < /-3.

Alors la fonction égale à v dans Dî3 à w -h u dans o—D^ 2 résout la question. On remarquera qu'il
n'y a pas même besoin de connaître la forme réduite de (A). A ^

(44) En partageant au besoin E en deux, on se ramène au cas où .un DS contenu dans oo ne ren-
contre pas E. On utilise (cZ, n° 7) pour R^-—0, d'où une fonction sousharmonique <o dans
R ^ — D o valant —oo sur E, On la prolonge (en la modifiant) dans co.

On complète l'énoncé en raisonnant comme dans la note (20).
(40) Sur un ensemble localement compact une mesure de Radoa pi» converge vaguement vers ^ si

y *
pour toute fonction finie continue y, nulle hors d^un compact / fdu.n-> / fd^.
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&. Soit co^ ouvert contenu dans co et M dans co,,. Sur coHco^ la mesure
harmonique (extérieure ou intérieure) pour M décroît quand on pass^ de co à
coi et la sommabilité est conservée; de plus si/est résolutive pour co / prise
sur co^ égale à/ou H^ est résolutive pour coi et dans co^, on a

H^H^.

Enfin soit co,, ouvert tendant en croissant vers co, E un ensemble owçrt
sur(^, appartenant aux co,,.' Sur E, la mesure, harmonique pour M fixé 'et ^,^tend

. en croissant et au sens le plus fort vers la mesure harmonique pour co (4 6 ).

c. Soit l'ensemble e sur co :

a. La condition H ^ ( M ) = = o e n un point M (respectivement pour tout M)
équivaut à ce que toute fonction souharmonique et bornée supérieurement
dans §M (respectivement dans co) de l imsup^o aux points de S^f^Ce
(resp.conC^) est ^o.

P. La condition H^(M)=o en un point M (respectivement pour tout M)
équivaut à V existence d'une fonction soushaimonique [ou ce qui est équivalent
harmonique (47)] ̂ o dans 8,̂  (respectivement dans co ) tendant vers — oo en tout

* / . ^ \
point de S^ H e (respectivement de co ç\ e ] .

Y. Ces conditions prises séparément subsistent quand oo est changé en (04
(Cco^ non polaire) s'il existe A ouvert contenant e et tel que conA= coi nA;

* * . '
ainsi sur l'ensemble conA ou c o , n A et pour M e ^ n c o ^ , la mesurabililé - [^
est la même pour co et (Oi. '

rf. Les ensembles e tels que H';' ^ fou H0' * ) soit nul , sont négligeables inté-
* —^e^o \ 'rc^to/ . .

rieurement (extérieurement) pour co. Dans le second cas on pourra dire
seulement « négligeables ».

Soit sur co, l 'ensemble E tel que A == co — E soit non vide ouvert ; il y a équi-
valence des condi t ions que E soit négligeable pour A, que E soit polaire ou que
toute fonction harmonique et bornée dans A soit prolongeable harmonique-
ment dans co; et dans cette hypothèse, pour toute fonction $ dans IL, H^ H^
valent H^, 5$.

e. Au qualificatif « négligeable intérieurement ou extérieurement » on
______€__________________________________________.__________

(46) Sur E localement compact la mesure p/ limite forte par croissance et la mesure harmonique
pour co donnent la même intégrale pour toute fonction/finie continue nulle hors (Tun compact, d'où
leur identité.

(47) Partons d'une telle fonction sous Imrn ionique (voir le raisonnement d'existence dans TA) et
considérons la fonction ç de ses l i m s u p à la frontière. On aura une fonction harmonique cherchée en *
ajoutant à H^ une fonction harmonique < o tendant vers —oo aux points irréguliers.



SUR LE RÔLE DU POINT A L'INFINI DANS LA THÉORIE DES FONCTIONS HARMONIQUES. 3'23

ajoutera « absolument » pour caractériser que la propriété a lieu quel que
soit/o (48). » '

Les ensembles polaires sont absolument négligeables.
Il y a identité des ensembles intérieurement polaires et des ensembles abso-

lument négligeables intérieurement.
On explicitera aisément des conséquences particulières de toutes ces

propriétés. Ainsi une fonction harmonique et bornée dans CD, est nulle si elle
s^annule à la frontière, hors d'un ensemble intérieurement négligeable (en
particulier à peu près partout). . . -

14. Mesure harmonique de ̂ . — Un point forme un ensemble absolument
négligeable, sauf ̂  si T^> 2.

Pour que ^(ï ^> 2) soit négligeable pour un ouvert oj dont ffi^ est point
frontière^ il faut et il suffit que pour une ou toute inversion^ le pôle 0 soit régulier
pour ï inverse o/ (c'est-à-dire Cco' non effilé en 0).

C'est avec un autre langage un résultaîl de Bouligand (4 9) . qui se déduit
facilement de la remarque du n° 8. En effet la fonction de Wiener u pour OD, la

*valeur o sur co — (R^ et i en (R.^ se prolonge SQUsharmoniquement au voisinage
de ̂ , ce point exclus, par la valeur zéro hors ou sauf aux points irréguliers où
l'on prendra des valeurs convenables bornées. Si u n'est pas nul le , donc est'
^> o dans un domaine composant o de co, on voit que Câ (donc Cco) donne par
inversion, à un ensemble polaire près, un ensemble effilé en 0.

Réciproquement si 0 est régulier pour l'inverse de oo, il existe dans un A^
une fonction sousharmonique <^ o hors ojnA^, mais de lim sup ^> o en ̂ . II
en résulte que la fonction de Wiener pour conA^(Ri ^>R) et distribution-fron-
tière finie, mais nulle hors Ûi^ n^est pas nulle partout.

Remarque. —D'après le critère (c, ^traduisant la négligeabilité, le théorème
précédent donne, par inversion, pour T ^> 2, le critère suivant de régularité d'un
point-frontière 0 ̂  tfl; d 'un ouvert û '. il faut et il suffit qu il existe au voisinage
de 0 sur û une fonction surharmonique (ou, ce qui est équivalent, harmonique")

u ^> o telle que ^., -> + oo, (M — 0).

Ce cri 1ère est vrai même pour^ = 2 comme va l'établir succinctement 1 a démon-
stration directe suivante (pour ^^2) , ce qui entraînera inversement aussitôt le
théorème précédent. On se basera sur le critère suivant : pour que le point
frontière 0 de û borné soit régulier/il faut et il suffit que A(OM) soit égale à la

(4 8) Pour les ' ensembles de R^, il y a bien équivalence avec les définitions de TA,, où ^inter-
viennent que des o) bornés. -

( 4 9 ) BOULIGAND, annales de la Soc. polonaise de Math.y 1925, p. 98.
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fonction de Wiener de û.pour valeur-frontière A(OM)( 5 0 ) , ce qui équivaut
directement ( ÎH) à la non.existence d 'une fonction harmonique dans Q, ^o^ion
partout nulle, ^À(OM) 4- const. s^annulant quasi-partout à la frontière ( s 2).

Si 0 est régulier, considérons pour û ramené à être borné, la fonction de
Wiener upow une distribution égale à À(OM) dans D^ et à zéro ailleurs. Elle
diffère deA(OM) de la fonction de Wiener pour zéro daas Do et À(OM) ailleurs.
Cehe dernière s'annulant en 0, on voit que K étant fixé (o <^ K<^ i) u majore
KA(OM) pour tout r fixé, dans un voisinage de 0 choisi alors/assez petit,
tandis qu'en tout point fixé. de û, u tend vers zéro avec r. On en déduit pour
.chaque composant i^ de û une fonction harmonique ^^>o«te l le , si 0 est
point frontière, que , ^^ -^+oo(M-^0) (53). On répond alors à la question
pour QL en prenant la fonction égale dans û^ à Un -4- ^A(OM).

Réciproquement, considérons une fonction surharmonique u de l'énoncé
dans S=finDo. On voit facilement qu'elle majore toute fonction harmo-
nique v dans S, ^o, ^Â(OM.)+const. s'annulant quasi-partout à la frontière.
De même EU. D^où^^o. <

15. Extension de F intégrale de Poisson-Stieltjes. — Considérons dans R-r un
domaine CD (Cco non polaire) et la fonction de Wiener fd^. La seule inva-
riance en M des ensembles de mesure-(J^M nulle entraîne l'existence d'une
fonction de P sur OL), (p^(P) telle que

^e)==f^(P)d^(P)/ . •

d'où

'(10) ' H^(M)=/ / (P)9â(P)^o(P) .
«-/*

(50) Immédiat d'après l^expression générale de la différence entre « plus petite » et « meilleure »
majorante harmonique dans un domaine (Voir mon article du Bull. Âc. roy. des Se. de Belgique,
t. 24-, 1938, p. 426). Gela rentre d'ailleurs dans le théorème général 5 de mon article déjà cité {Bull.
Se. Math., janvier 1944)-

Remarquons que la différence entre A(OM) et sa fonction de Wiener si elle n^est pas nulle, n'est
pas bornée.

(51) Existence évidente si Â(OM) diffère de la fonction de Wiener (toujours au plus égale); inver-
sement s^il y a existence dWe telle fonction u^ on verra que À(OM) — u doit majorer toute fonction
sousharmonique dans û, bornée supérieurement, de limite supérieure ^À(OP) en tout point
frontière P, et doit donc majorer la fonction do Wiener de À(OP).

(52 y Cette seconde forme qui, comme Pautre, entraîne directement le théorème sur la mesure
harmonique de ^l-r ajustement été donnée de manière voisine et utilisée dans ce but par M. Bouligand
(loc. cit.). .

(°3) On considère Un correspondant à rn-> o, de sorte que, en P fixé, Un(P) < -;9 On voit que
00

^ n Un répond à la question. Tout cela n^est d'ailleurs qu'une transposition du lemme 2 de TA.



SUR LE RÔLE DU POINT A L'INFINI DANS LA THÉORIE DES FONCTIONS HARMONIQUES. 3%5

Lorsque co est D^, p.o est proportionnelle à la mesure superficielle sur 2^ et
l'intégrale précédente est celle de Poisson. On étendra celle de Poisson-

/» *
Stieltjes en introduisant l ( ?^ (P )û fvoùves tune mesure de Piadon surco, 0 étant

^*• A
Ci)

f ixé/Cet te intégrale doit permettre de représenter des classes étendues de
fonctions harmoniques dans co (54), avec des applications dans le plan aux fonc-
tions holomorphes. L'allure à la frontière dépendra de l'étude, à approfondir,
du noyau y.

i6. Prolongement sousharmonique et plus petite majorante harmonique. —
Soit u soushariponique dans co ouvert. On envisage son prolongement en
considérant v sousharmonique dans S ouvert rencontrant co, telle que :

a. u^v dans oHco;
6. surconâ, l imsupî / est partout <^+^ et quasi-partout égale à v.

•»
Alors u prolongée par v dans SnCco définit une fonctiorr U quasi sous-

harmonique dans cou S ( 5 â ) -

Applications. — i° Cas de ^=o, u fonction de Wiener pour/^o, nulle
• ' < N . * . • • ' 'sur oHoL);

2° Soit co tel que ai soit contenue dans t2, où v est sous-harmonique; v est
résolutive pour co et H^ prolongée par v hors co est quasi sousharmonique. H"
est d'ailleurs l'enveloppe supérieure des fonctions sousharmoniques dans (o
dont le prolongement par v est sousharmonique dans t2.

Enfin ^i QL est connexe, l'enveloppe supérieure des H^((oCt2) (qui est aussi
la limite des H^" pour co^ tendant en croissant vers û avec co,,cû) est harmo-
nique ou vaut -4-00 suivant qu'il existe ou non une majorante harmonique de v
dans £1 et vaut dans le premier cas là plus petite majorante harmonique de v.

17. Extension de la fonction fondamentale A(MP). — On définira A^(M)
comme fonction de M dans R^ dépendant de deux .points distincts P et Q de R^
selon les conventions suivantes, à partir deA(r) définie pour (o^r:^+oo)

f a. A^(M,)=A(PM), /^(M)=-/ i (QM);

(n) \ b. si P et Q sont distincts de ̂  :
A ^ ( M ) = / i ( P M ) - / i ( Q M ) - A ( P Q ) , avec h^(^)==-h(PQ).

(s4) Voir à ce sujet MARIA and MARTIN, Représentation of positive harmonie Fonctions (Duke
Math. Journal, Vol. 4, septembre i936).

('5S) On le voit localement en introduisant une fonction sousharmonique w < o valant —oo sur
rensomble polaire exceptionnel de ^ n S ; alors U + X w est sousharmonique (X > o), d'où laquasi-
sousharmonicité de la limite pour X ->- o, puis de U. -
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Propriétés.— Comme fonction de M elle est surharmonique hors Q, sous-
harmonique hors P avec flux <p^ et —<p^ en ces points. Elle est, pour Q fixé^
symétrique en M et P hors Q et alors notée ^o(M, P) (56).

En extension cTifh critère antérieurement rappelé, on verra que /^(M), qui
est résolutive ( 5 7 ) pour tourco(Cco non polaire), coïncide avec sa fonction de
Wiener si et seulement si P et Q sont tous deux hoî^s de co et 'de F ensemble des points
frontière irréguliers; dans le cas général, la différence de ces fonctions, bornée
au voisinage de tout point frontière autre que P et Q n'est bornée au voisinage

* • .de P pris surco que si P est régulier; elle est nulle ou non bornée dans co SÏP
et Q sont hors co. -

Ainsi pour deux tels points P et Q (situés hors CD et non irréguliers) et

M eco, À^(M)=/^(P) = f h^Çs^d^Çs). Comme ^ ne charge pas l 'ensemble
des points frontière irréguliers, on en déduira pour M et P dans co, Q hors co et
non irrégulier :

(n) fh^s)d^(s)== fh^s)d^(s) ou H^(M)^H-(P) ,
v * ly ' û Q

grâce à une interversion d'intégrations (5 7 ^). .

18. Fonction deGreen. — Soit un ouvert co (Cco non polaire) et le point Peco.
// existe une fonction et une seule surharmonique dans co, harmonique dans co — P,
de flux <p^ en P, bornée à la frontière de co et s'y annulant quasi-partout (ou même
seulement sauf sur un ensemble intérieurement négligeable pour co). Ces con-
ditions à la frontière de co équivalent à celle que la fonction, soit u, coïncide
avec la fonction de Wiener pour co — E où E est un compact de co (déterminé*
ou arbitraire) dont P est intérieur, avec valeur zéro sur co et u s\ir E (58).

La fonction (qui s 'annule aux points-frontière réguliers) est ^>b dans Sp,
nulle dans. les autres domaines composants et vaut au voisinage de P, ^(M) à
une fonction harmonique près (Q quelconque). On l'appellera fonction de
Greenpour^, soit G^(M).

( 5 G ) On remarquera que ces propriétés la déterminent à une fonction de Q près.
(5 7) On se ramène à voir la résolu tivité d^nne fonction ç égale à À(PM) au voisinage d^un

point P ̂  ̂  nulle d^ailleurs. Évident s^il n^y a qu^un point-frontière régulier, nécessairement ôi^'
Sinon il suffit de se ramener à coi plus grand contenant ô^^ (Ctx)i non polaire). On montre alors à
partir du cas d^un ouvert borné et grâce au procédé alterné, Inexistence d'une fonction harmo-* . ,-. .
nique ^o dans o, qui pour tout point de (x) — P est bornée au voisinage et prend la valeur y s/il est
régulier. On en déduira la résolutivité cherchée. La fonction de Wiener de Renoncé est bornée au
voisinage de tout point-frontière autre que P et Q et le théorème s'achève en raisonnant sur des
voisinages de P et Q.

(57 bis) I/égalité (n) n^est d'ailleurs pas vraie pour Q intérieur ou irrégulier et il est intéressant
de comparer à cet égard AQ dans te plan et dans les espaces supérieurs pour Q en ̂ .

(5 8) Cette présentation a été donnée, pour co borné, à l'occasion d'une équation plus générale que
celle de Laplace dans un article (Rendiconti del R. Ist., Lombardo, vol. 63, i93o).
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L'existence se voit en considérant A^(M) au voisinage de P et utilisant le
procédé alterné avec deux domaines^ contenant P. L'unicité vient de ce que
la différence de deux fonction? possibles est harmonique en P.

On montrera que si coi c co, G^ G^ et si co^ tend en croissant vers co, G^ -> G^.

SiQ est extérieur à co, ou point-frontière régulier

(12) - G ^ ( M ) = / ^ ( M ) - H ^ ( M ) ,
lQ. • • -

d'où, d'après (n), la symétrie (8 9) : G^(M)== G^(P) qui conduit à la nota-
tion GO)(M, P). Et grâce à un passage à la limite avec co^, on verra alors que
pour tout 0 hors a)

(13) • G^(M)==/^(M)-^(M),

où ̂  est la plus grande minorante harmonique de K^ dans co.

Remarque. — Supposons que à étant ouvert borné, SHCO soit au voisinage de
chaque point une ligne (r == 2) ou surface (r ^> 2) assez régulière (par exemple
à co-urbures finies continues). Alors sur cette partie de la frontière dG^ existe

/7Wdn

et^)={^(80).

VI. — Représentation potentielle dans Ri des fonctions sousharmoniques.

19. Potentiel-h^ — Reprenons pour Q fixé dans R^ la fonction h^ÇM, P)
définie pour M et P hors Q et d'ailleurs bornée inférieurement lorsque M et P
varient sur un compact de R^— Q (ce qui demande un petit examen du cas plan).

Donnons-nous dans R ^ — Q une mesure de Radon [JL^O (61). La somma-
bilité- p- en un point M au moins de la fonction de P, ^(M, P) équivaut à la
sommabilité- [L au voisinage de Q de A(QP) si Q^^ (et entraîne dans ce

(59) Cette symétrie, qui entraîne inversement (n), se voit aussi grâce au passage à la limite
G(O^-> GO), en se ramenant à une frontière plus régulière et adaptant les raisonnements « élémentaires »
du cas de o borné, enfin avec la propriété auxiliaire suivante : si u et P sont harmoniques au voisi-
nage de ^? on ^ pour /-assez grand, . .

F ( d v _ _^du\^^^
J \ dn - d n / ^ ~~ ' ' ' . .

o

(6 0) On utilisera le résultat (bien connu pour co borné) lorsque la frontière entière est assez
régulière et l'on fera un passage à la limite avec un co^ à frontière assez régulière comprenant une
partie de Snco. On se servira des propriétés de la dérivée normale à la frontière d^une fonction
harmonique y prenant les valeurs d^une fonction assez régulière (^oir SCHAUDER, Math. Zeitsc/irift,
igSi, Bd. 33).

f 6 1 ) Voir l'expose sur la mesure de Radon dans un espace localement compact par H.'Cartan,
Sur les fonde/rients de la théorie du potentiel (Buil. Soc.' Mcith. de France, 1942).

Ann. Éc. Norm.^ (3), LXI. — FASC. 4. ^2
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cas que la masse totale soit finie), ou de A(OP) si Q est en <Jl- (0 quelconque).
Il y a alors sommabil i té- y. au se^ns large de h^ quel que soit M et l'inté-
grale /_ Ag(M, P) û?p,(P) ^potentiel —h^ de y. est surharmonique dans IL — Q

KT—Q •

et même harmonique sur tout ouvert partiel sans masses/comme il résulte des
propriétés analogues de ÀQ (°2).

Résultats analogues avec une mesure [JL^O et la sousharmonictté. On passerait
à des masses de signe quelconque (mesure généralisée, somme d'une mesure >o
et d'une mesure ̂  o, avec potentiel somme des potentiels, définie quasi-partout).

On complétera par des propriété3 qui se déduisent aussitôt du cas classique
et de la décomposition de h^ Ainsi les flux généralisés relatifs à (S ou d3
(Q hors d?) ^oirn° 6 bis) valent le produit de <p^ paria masse portée par ̂  ou ̂ .

, 20. Représentation potentielle. — Poursuivons .l 'extension des résultats
classiques de F. Riesz.

THÉORÈME 7. — Soit u sousharmonique dans un ouvert co et Q hors co. Il existe
sur a) une'mesure de Radon [L^O unique (dite associée) indépendante de Q
telle que sur tout ouvert S (§C co), u soit égale, à une fonction harmonique près,
au potentiel- h^ des masses portées par o.

La seule nouveauté est d'examiner le cas de Q^^ avec d^ e co. Alors pi
hors ̂  est déterminé par la théorie classique et vaut pour l 'ensemble r^OM<r3,
la différence entre les flux généralisés de u relatifs à A^ etA^2 ; comme le flux
de u à travers 2o î^ste borné pour r -> .00, on trouve pour tout o — ̂  une masse
totale finie. Enfin la charge de ̂  doit valoir le quotient par y^ du flux à
l'infini.

Ainsi est établie l'existence d'une mesure qui donne pour tou t^c^ le
quotient par ^ du flux généralisé de u relatif à (Q. Prise sur tout S elle admet .
bien un potentiel et il résulte du n° 6 bis fin que ce potentiel y vaut u à une
fonction harmonique près.

(62) il i^y a aucune difficulté ( en particulier pou'r prendre une moyenne et permuter les signes F)

si \L ne charge qu'un compact de R^—Q. On passe â.u cas général en introduisant un compact En
tendant en croissant vers R^— Q.

Si (x)/i est un ouvert tel que œ c HT;— Q, on a pour M fixé

' /=/- / '^En ^E^—co ^(o

où j et f tendent vers les intégrales relatives à H ^ — Q et ( R T — Q ) — œ . On conclut e n -
^En *"E^—Cri

remarquant que f est fonction de M qui dans œ est harmonique et monotone à partir d'un
^En—C.)

"certain-rang.
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Remarque. — Comme lorsque co ne contient par ̂ , [j- vaut sur tout ouvert
partiel la mesure associée sur cet ouvert.

THÉORÈME 8. — Soit le domaine co (C co non polaire), u sousharmonique dansas),
y. la mesure ae Radon associée. Pour que la fonction de P, G^(M, P), soit som-.
mable - [L dans co pou/ un point M au moins de co, il faut et il suffit que u admette
une majorante harmonique dans co et alors

( i4) ' ' ^ ( M ) = f G , , ( M , P ) ^ ( P ) + ^ ( M ) , -
J(ri

où u(M.) est la plus petite majorante harmonique de u dans co (63).

Si f GQ)(M, P)rf[ji(P) est finie en un point My, voyons (en reprenantçle
^(0

raisonnement connu), qu'elle vaut partout u à une fonction harmonique près,
d'où l'existence d'une majorante harmonique pour u. Soit co,, ouvert croissant
t e l q u e c o , , C c o e t c o ^ - ^ c o . E n t o u t M , f tend en décroissant vers f et est donc

v tÛ,t (jt)

finie en Mo. De plus, dans co,,, f =û+{^ est harmonique, comme il résulte
"^n . '

de la décomposition de G(O. Donc ^ décroît en tout point où u est finie, par
suite quasi-partout, puis même (grâce à une moyenne) partout; sa limite v

finie en Mo est harmonique et ^ === u + (\
^(0

Réciproquement supposons qu'il y ait majoration harmonique de u dans co.
Si E est un compact dans co, on montrera que dans co—E, u admet une plus
petite majorante harmonique dont le prolongement par u sur E est quasi
sousharmonique dans co; et la régularisée w admet dans co la même plus petite

*
majorante harmonique u que u.

Soit y-i la mesure associée à w^ identique à ^ sur l'intérieur E de E, nulle
hors E. Reprenons des domaines croissants co,,[co,, C co, co,,->coj. Il est facile de
voir que dans co^ contenant E

^ ( M ) = f G ^ ( M , P ) ^ ( P ) + H ^
JE

d'où
w(M)= fGco(M, P )^ i (P )+^ (M) ,

. J E
puis

^ ( M ) ^ f G ^ ( M , P ) ^ ( P ) + ^ ( M ) .
^Ê

(63) Sans utiliser le résultat pour co borné, nous donnons une démonstration directe et en partie
nouvelle.
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Vu l'arbitraire de E, f G^(M, P)û?p.(P) est finie quasi-partout et
^(ri

' M ( M ) ^ f G ^ ( M , P ) ^ j L ( P ) + ^ ( M ) .
-'(o

Mais alors, d'après la première partie, u — f est définie quasi-partout et y
^(0 * — •

vaut une majorante harmonique de u, qui est donc égale à u, d^où le théorème.
''. ' •

Remarque.— Si T ^3 la fonction de Green de R^ est À(MP) et le théorème
précédent fournit les résultats du n° 4 pour T^3.

21. Fonction de Green prolongée et majorantes harmoniques. — Soit P fixé
dansco ouvert deR^;. G^ (M) est une fonction de M dans co, qui, prolongée par zéro
hors CD devient quasi-sousharmonique dan^R^— P. La régularisée dans R^— P
définira ̂ fonction de Green prolongée, notée encore G^(M).

Soit Q extérieur à co ou point-frontière régulier. — Pour M€ (D, on a vu que

(15) G^(M==^^(M)-J l^(S)^M(S),

ou encore,

(i5') G^(M)^(M) -^^(5)^(8).

La seconde intégrale est un potentiel - h^ qui pour M extérieur à co ou point-
frontière régulier représente la valeur en P d'une certaine fonction de Wiener
et vaut alors d'après le n° 17 Â^(P) ou A^(M). Il s'ensuit aisément que
l'expression (iS7) de G^(M) est encore valable pour la fonction de Green prolon-
gée et M quelconque ^ Q. Elle met en évidence qye — ^p est la mesure asso-
ciée à la fonction sousharmonique de M, G^(M) hors P et Q et que G^(M) est
le potentiel-ÂQ de la distribution Vp hors Q de total zéro définie par +1 en P
et — pLp sur la frontière du domaine composant de <o contenant P. Tout cela
généralise des résultats bien connus (pour co borné, Q en ^) de Vasilesco-
Frostmann.

Application. — Soit u sousharmonique dans û ouvert différent de R^ et co
ouvert tel que (oCÛ. Si \L est la mesure ^o associée à u, nous allons voir que,
pourPeco

(16) • M(P)^YG^(M)^(M)+HÏ(P) ,
^(ri

où G^ est la fonction de Green généralisée et H;^ la, fonction de Wiener dite
aussi meilleure majorante harmonique de u dans co (notée encore u\

En effet soit (o^ ouvert tel que coCco, Ceci CÛ et Q hors cor
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Dans GO.),
' ^ (S )= : f^ (M) .^ (M)4-w(S)

*'^i
où w est harmonique.

Dans oj,
HS )(P)=^^(S)^p(S)

(ri , . '

d'où en y substituant l'expression de ^(S)»ét permutant les intégrations

H S ) ( P ) = f ^ ( M ) f / ^ ^ ( M ) ^ p ( S ) 4 - ^ ( P ) . / •
J^ ^î)

Le second membre de (16) vaut donc

/' FG^(M)+ r^(M)^p(S)1 ^(M)+^(P),
^ [ ^ J

où le crochet, d'après ( i5 ' )vaut bien ^(M), d'où le résultat ( f i 4) .
Comparant enfin ( i4) et (16) il vient pour les majorantes de u dans CD

:^7) 'u(P)-!i(P)=rG^(M)d^(M) (Pçco). .
' - ^

Cela est évident aux points P où u est finie. La conclusion est générale puisque
les deux membres sont harmoniques.

On remarquera que les formules (12) et( i3) sont des cas particuliers de (16)
e t ( i4 ) .

22. Fonctions sousharmoniques et potentiels—h^ dans R^— Q, (Q ̂  <^). —
On adaptera sans difficultés^les raisonnements du n° 4.

Si u est harmonique dans IL— Q, çlle admet un développement

^K+yXw.. '
^ QM^^-2

(64) Le calcul est inspiré de celui de Frostman démontrant Pégalité de u et u pour un domaine
borné a) sans points-frontière irréguliers {Âeta Szeged, t. 8, 1937, p. 202). J'ai déjà utilisé une
variante de ce raisonnement pour établir la formule (17) dans le cas de oj borné (Bull. ^c. royale
de Belgique, t. 24, i938, p. 427). Voici sommairement une autre variante, toujours basée sur une
interversion d'intégrations, et où se présente normalement l'utilisation du résultat général suivant :

Soit v une mesure généralisée sur \m compact de E de R - r — Q de potentiel - ÀQ nul au voisinage
de Q. Si w est harmonique dans un ouvert contenant à la fois E et les domaines composants de CE

ne contenant pas Q, j wd^ = o (explicité par Choquet et Deny dans le cas classique de Q en (R^).
Alors

fG^(M)^(M-)=/Wvp
v w ' •-/

et il suffira de décomposer le second membre.
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Pour que ce'S soit nul, c'est-à-dire que u se réduise à une constante, il faut et
il suffit que u soit bornée dans un sens; d^une manière générale si

r^Tt^ ( Q ) -> o ( pour r —> o ), Y^ ̂  o pour n 4- T — i^s.

Si u est sousharmpnique dans R^—Q, on considérera la courbe des ^Tt^(Q),
convexe et croissante en r=^À( / ' ) ; l'harmonicUé de u équivaut à l'existence
d'une majorante harmonique à la nullité du flux de u en Q ou encore à ce que
lim cTn^(Q) soit finie; la constance de u équivaut à ce que u soit bornée supé-
r^O . .

rieurement, ou encore que JH^(Q) soit bornée.

Potentiels-h^ —Examinons pour le po ten t i e l -AQ d'une mesure [JL^O les
particularités de cette fonction sousharmonique u et de la courbe en t
deJ^CQ). . ^ ^ _

Les pentes à droite et à gauche valent — [^(Ao) et — ^(^Q )•
^^(Q) + ̂ (r) i^ AQ ) vaut le potentiel en ̂  des masses hors AQ\ donc tend

vers zéro pour r -> o; autrement dit la courbe des moyennes en t admet à droite
une branche de pente asymptotiqu'e ^ïo finie i c'est-à-dire que t u{ — est
bornée-supérieurement pour r->o, et cela implique l'existence d^une majo-
rante harmonique au Voisinage de Q et aussi que la masse, totale soit finie)
avec asymptote passant par r origine. D'ailleurs

• ' . . • ' •
, . < > u(M)lim SUD————<-+-oo ,,,. -^ A /i i t \\^ \ 'M X Î / ^ Q M ) ^ • î

comme on le voit aussitôt sur l'intégrale-potentiel par décomposition de h^ et
cette limite supérieure vaut donc ?.

Pour que u souharmonique dans R ^ — Q soit un potentiel-h^ de masses ^o à
une fonction harmonique près w^ il faut et il suffit que la courbe des 3TL^(Q) en t
admette à droite une asymptote d} ordonnée à V origine A finie ( 6 0 ) 9 , w sera une
constante si (et seulement si) r'jrL^Q) -^ o ( / -—o) pour un (ou tout) s tel
que T — 2 <^^T— i et la constante vaut alors r'ordonnée à l'origine X.

(6S) On remplacera u par son intégrale- ̂  dans un An^; la condition entraîne que les masses
associées voisines de Q, qui sont les mêmes, donnent un potentiel fini en ̂ \ il y-a donc bien un
potentiel (fini quasi-partout) pour la mesure, associée de la fonction donnée u.


