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ANNALES

SCIENTIFIQUES

L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE

THEORIE NOUVELLE

DES

FAMILLES COMPLEXES NORMALES
APPLICATIONS \ IETUDE DES FONCTIONS \LGEBROIDES

Par M. Jacoues DUFRESNOY.

Introduction.

(’est I'exposé magistral et aujourd’hui classique de M. P. Montel (') sur les
familles normales qui est le point de départ de notre étude. Apres avoir
appliqué la notion de famille normale aux fonctions holomorphes ou méro-
morphes, M. Montel étend cette notion aux systémes [ de n+ 1 fonctions f,,

Sis ooy furildit que de tels systémes forment une famille complexe normale
si les n+41 familles constituées respectivement par les fonctions f,, les
fonctions /', ..., les fonctions £, sont elles-mémes normales. Mais, sauf dans

des cas particuliers, la théoric construite a partir de la ne permel pas
d’atteindre les propriétés des familles dont tous les systémes présentent un
certain nombre de combinaisons linéaires exceptionnelles.

Pour y parvenir, nous avons du apporter a la définition une modification
sensible. Elle nous a été suggérée par la méthode que MM. H. et J. Weyl (*)

(") P. MoNTEL, Legons sur les [umilles normales de fonctions analytiques et leurs applications
(Gauthier-Villars, 1927).
(2) H. et J. WEYL, Meromorphic curves (Annals of mathematics, 11, 39, 1938, p. 516-538).
Ann. Ec. Norm., (3), LXI. — Fasc. 1. 1
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d’abord, puis M. L. Ahlfors (*) ont utilisée dans I’étude d’une question voisine.
Cette modification nous a permis de batir une théorie harmonieuse que nous
exposons ici de facon synthéiique en nousinspirant de ce qu’a fait M. Montel ()
pour les familles de fonctions méromorphes. Nous n’avons pas traité des
familles complexes quasi normales, ce qu’'on pourrait faire sans peine dans le
méme esprit.

Nous nous placons a un point de vue homogéne, ne distinguant pas entre
deux systemes dont les éléments sont proportionnels. Aprés avoir introduit les
notions de distance et de convergence pour des systemes de n—+ 1 nombres
complexes, nous définissons la continuité, la convergence, la normalité pour
des systtmes de n + 1 fonctions quelconques ¢t nous obtenons un premier
critere de normalité a partir de I’égale continuité. Nous limitant ensuite aux
systemes de fonctions holomorphes, nous indiquons des propriétés des suites
uniformément convergentes, un second critere de normalité et des propositions
correspondant aux théorémes de Schottky, Landau et Vitali (théorémes 1, 11
et IIT). Tout ceci fait I'objet du premier Chapitre.
~ Dans le Chapitre II interviennent les combinaisons exceptionnelles (ou
lacunaires). Ce sont des combinaisons linéaires, homogeénes,

A fo(z) 4+ a, fr(z)+. ..~ a, fr(z),

ou les a, sont des constantes, et qui ne présentent pas de zéros dans le
domaine ot 'on se place. Conformément a la terminologie usuelle, nous dirons
que plusieurs combinaisons sont linéairement indépendantes s’il est impos-
sible de trouver entre elles une relation linéaire homogéne, a coefficients non
tous nuls, qui soit identiquement vérifiée relativement a f,, f,, ..., [». Nous
indiquons le nombre maximum de combinaisons exceptionnelles d’un systéme
de fonctions entiéres (théoremes IV ‘et V, ce dernier étant amélioré dans
’Appendice : théoréeme XVI); puis nous étudions, & I’aide d’un théoréme
de M. Henri Cartan (*), les familles de systémes de fonctions holomorphes
présentant des combinaisons exceptionnelles (critére fondamental et théo-
reme VI, celui-ci étant précisé dans I'’Appendice : théoreme XVII). Nous
donnons enfin des extensions des théorémes de Schottky (théoreme VII) et de
Landau (théoréme VIII) et nous parvenons & mettre le premier sous une forme
partiellement quantitative.

Dans le troisiéme et dernier Chapitre, nous précisons la proposition connue
sous le nom de « continuité des racines d’'une équation algébrique » (lemme IV),
ce qui nous permet de ramener aux propriétés correspondantes des systémes

(1) L. Aavrors, The theory of meronorphic curves (Acta Societatis scientiarum Fennicae, Nova
series A, III, 4, 19471).

(%) P. MonTEL, loc. cit.

(3) H. CARTAN, Sur les systémes de fonctions holomorphes a variétés lacunaires et leurs applica—
tions [ Annales de I’Ecole Normale Supérieure, (3), 43, 1928, p. 256-346].
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de fonctions, les différentes propriétés des algébroides — convergence,
convergence uniforme, normalité, égale continuité, ..., — définies direc-
tement de la facon la plus naturelle ('). Aprés quoi toute I'étude des algé-
broides se déroule sans peine parallelement i celle des systémes de fonctions
holomorphes, faite dans les Chapitres I etIl. On est ainsi conduit & rassembler
des résultats connus et a en établir de nouveaux qui, quoique prévus depuis
longtemps, n’avaient jamais recu de démonstration. Ici comme (oujours. la
méthode des familles normales apporte I'unité et la cohérence (*).

Signalons enfin que, pour ne pas alourdir les notations, nous n’avons
presque jamais indiqué explicitement sur quels indices portaienl les somma-
tions, mais nous avons systématique ment désigné ceux-ci par les lettres ¢ et/,
ce qui évite toute ambiguité.

CHAPITRE 1.

DEFINITIONS ET PREMIERES PROPRIKTES.

Systémes de » 4 1 nombres complexes.

1. A titre préliminaire nous allons donner quelques définitions sur les
systemes de n -+ 1 nombres complexes. Nous n’envisagerons que des systémes
formés de nombres non tous nuls et nous ne considérerons pas comme distincts
deux systemes dont les ¢éléments unrespondants sont proportionnels (nsremes

équivalents).
Etant donnes deux systemes, le premier o' constitué par les nombreb w,
w', ... w) et le second o constitué par les nombres o, /¥, ..., w‘,,‘"’,

nous appelleronb distance de ces deux systémes et nous lepnsenterons
par [, @] 'expression

Pl — ) 2
\ Elwﬁ"[Zl(xf-’y

(’est une quantité qui ne change pas quand on remplace un systéme par un
systéme équivalent; de plus, elle est indépendante de 'ordre dans lequel sont
donnés les deux systémes et enfin elle est positive ou nulle. Cette derniére
éventualité se produit dans le cas ou les deux systémes sont équivalents et dans
ce cas-la seulement. Si la distance de deux systémes est petite, nous dirons que
ceux-ci sont voisins.

(1) Cf. G. RémouNpos, Sur les familles de fonctions multiformes admetiant des valeurs evcep-
tionnelles dans un domaine (Acta mathematica, 37, 1914, p. 241-300); Sur les familles et les séries
de fonctions multiformes dans un domaine [ Annali di matematica, (3), 23, p. 1-24].

(2) Aux auteurs déja cités, il faut ajouter M. A. Bloch & qui sont dues des idées donl la fécondité
s'est affirmée dans les travaux de MM. H. Cartan, H. et J. Weyl, [.. Ahlfors.



4 -JACQUES DUFRESNOY.

2. Nous allons établir maintenant une propriété fondamentale de la distance
de deux systéemes. A cet effet, remplagons tout d’abord chacun d’eux par un
systéme équivalent de facon i se ramener au cas ou X|w’[P=X|w® =1
(systémes normés). Profitant de I'arbitraire qui subsiste, on peut encore multi-
plier tous les éléments du second systéme par exemple, par le nombre
complexe ¢ de module 1. Nous avons alors

e — el P=o 1 — R (e Zw{VF) .

Lorsque ) varie, cette quantité prend toute les valeurs comprises entre les

expressions
’ 2[1 | 2 ],

dont la plus petite est égale (') a
a[1— | ZwO@2 || =o[1— T [0 W“ﬁr’]?].

De sorte qu’aprés avoir éventuellement remplacé les deux systemes o) et p!*
par des systémes normés équivalents convenablement choisis, on a

wla

(1) 3]l — V) P:'[; sin252E si 'on pose [0l 2] =sing (ogcp <
Il en résulte que des systémes convenablement normés satisfont a

(2) 2l — D 2 [0l o ]2

et que des systémes normés quelconques vérifient I'inégalite

(3). [t o2l 2 X ] 2 — gp{ D) 12,

Pour des systémes quelconques non normés, il n’y a pas de relation
analogue a (2); par contre (3) peut s’étendre sous la forme

. . X — i) 2
(3 bis) [0, ¥ 2 l ‘
: VE el 2 )
car
2 @l D2 S o B g 5 | 2t 20 [VETRT ST — | 7]

a partir d’ou le calcul s’acheve comme dans le cas des systémes normés.
3 La propriété établie dans le numéro précédent entraine deux conséquences
trés importantes :

a. Les distances de trois systémes pris deux @ deux vérifient I'inégalité
triangulaire
(4) [, winl] < [, w2 ] 4 [eplt), o],

() En vertu de l'identité

| wit) w}.?)— WD w2 [ B aD 2= X w2 2] w22,
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En effet, aprés avoir convenablement normé les systémes, on a
[, i | = sing,, avec 2wt — i 2= 4 sin? (P <0 L8
[, oo ] == sin oy, avec .§:|w§3"~wf-“l“:[;sin‘*%g <o§<ps_,§

et
o . . . . s
[, @l | = sing;, avec L|W§’”—W§-‘)|2>4Sln2ﬂ;—1 <O§<p1§ -2->

Or on démontre aisément (') I'inégalité

VETWF— W E <Y STl — Wi+ ETel7— 5T,

“(ui entraine la suivante
92 Ps

:-;in?—S in 2 4 sin 2.
2 2 2

Celle-ci entraine & son tour I'inégalité triangulaire
sinQ, < sin@,+ sing;,

car, si o, est supérieur 51 cpq et a cps, seul cas ou le résultat ne soit pas évident,
cos—est inférieur a cos 22 et a cos—, d’out

2 sin E-E'-co 1<a <sinc—23 — sin %’-) (,od) <2sm<P2 s P2 —+—zsm—<P—3uoscP2

6. Une substitution linéaire homogeéne fixe non dégénérée effectuce sur les
éléments d’un systéme le transforme en un nouveau systéme. A deux systémes
voisins correspondent ainst deux systémes voisins.

La démonstration précisera cet énoncé. Soit

\szza/“- Wi (I\'ZO, L, 2, "'?n)

la substitution linéaire considérée et

wr= XA, W; (k==o0,1,2, ..., n)
la substitution inverse. L’inégalité de Cauchy—Schwarz nous donne

| W — WD S X a2 2] o) — i

et
Jooe PSETAL PR W, 2

(1) La relation

VE @i+ b2 <SYE| @+ VE | ba]?,

que nous utilisons ici, peul s'établir en ajoulant membre & membre les inégalités

b2 ST ‘-——2 | [6;] P . ,
1“/+b/|§[\/2!“t|+&/2|bz|_|[‘/z|ail2 \/zlbiP] (J=o0,1,2,...,n)

qui sont des cas particuliers de I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
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De ces inégalités, sommeées relativement a I'indice £, on déduit aussitot
3IWE - Wi X g

Sy P

= — - ay P2TA —_
VEITWIO RIS WEP CVE W EE e

A

KEn remarquant que l'on peut toujours supposer les systémes w!'/, *
convenablement normés avant de leur appliquer l'inégalité précédente, il
vient, compte tenu des relations (2) et (3°"),

(5) [WO W< B i 2PETA Plw !, w2

4. Nous dirons qu'un systéme variable o tend vers un systéme fixe o]
lorsque la distance [, w(®] tend vers zéro. On dira aussi, pour exprimer la
méme propriété, que o est convergent et que o' est sa limite. On voit
aussitot qu'une substitution linéaire homogeéne fixe non dégénérée conserve la
convergence et 'on démontre sans peine le critére de Cauchy : Pour que la
sutte des systémes "' soit convergente, il faut et il suffit que, < étant arbitrar-
rement petit, | Wi < e dés que k est asses grand, quel que soit | positif.
Ce critére s’établit exactement comme le critere analogue relatif a la
convergence ordinaire; on utilise I'inégalité (4) et la proposition suivante qui
apparait évidente si 'on commence par normer les systémes sur lesquels on
raisonne : tout ensemble infini de systémes présente au moins un systéme
limite.

Systémes de ~ -+ 1 fonctions.

5. Soit maintenant un systeme de n—+ 1 fonctions complexes définies dans
un meéme domaine. Nous supposerons essentiellement que les fonctions du
systtme ne s’annulent jamais simultanément et nous ne considérerons pas
comme distincts deux systémes dont 'un se déduit de 'autre en multipliant
par une méme fonction les n - 1 fonctions qui le composent. Tout ce que nous
allons dire dans cette section s’applique quel que soit le nombre de variables
réelles ou complexes dont dépendent les fonctions. Mais, pour simplifier
I'exposé, nous nous placerons des maintenant dans le cas de fonctions d’une
seule variable complexe s, I'extension au cas général étant immédiate. Nous
supposerons d’autre part que le domaine de définition des fonctions est borné,
cette hypotheése n'étant d’ailleurs pas essentielle (').

6. Nous dirons qu’un systéme de fonctions est continu en un point 3, si la
distance des systémes des valeurs prises par les fonctions aux points 5, et s

(') Si Pon veut s’en affranchir, il suffit de remplacer, dans la suite, la distance | z"— 2’| de deux
points du domaine par leur distance sphérique

” ’

P~
7

1w

ViR T
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tend vers zéro lorsque z tend vers z,. Un systéme de fonctions est dit continu
dans un domaine s’il est continu en chaque point de ce domaine; il y est dit
uni formément confinu si, a tout nombre positif ¢, on peut associer un nombre v,
tel que l'on ait [ £(3"), f(3")] <<e pourvu que 3" et 3" soient deux points du
domaine satisfaisant a | 2" — z'| <.

Un systéme continu dans un domaine fermé y est uniformément continu. En
effet, s’il n’en était pas ainsi, il existerait une suite de couples de points 3, z|
appartenant au domaine, dont la distance |z, — 3| tendrait vers zéro avec /i
tandis que I’expression [ f(z,), f(z;)] demeurerait supérieure a4 une borne
positive ¢; on pourrait extraire de la suite des couples 3, =z, une suite
partielle =/, , z, qui tende vers un point z, du domaine fermé et, d’aprés la
continuité au point 5,, on aurait

et [fla, fE)] < 5

N

(f(30), [(50,) | <=
dés que 4 serait assez grand; il en résulterait
[f Gzi)s f(2n) ] << e,

ce (ui est en contradiction avec ’hypothése faite.

Nous nous limiterons ici a I’étude des familles de systémes continus. Nous
dirons que les systémes f“'(3) appartenant & une telle famille sont également
continus dans l'intérieur du domaine D si, a tout domaine D’ complétement
intérieur & D et & tout nombre positif =, on peut faire correspondre un nombre v,
tel que, 3’ et z” étant deux points quelconques de D’ satisfaisanta|z"— 3'| <,
on ait [ (3", f*(z")] <, quel que soit le systtme f* de la famille.

7. Une suite de systémes /“(z) de fonctions est dite convergente dans un
domaine D si, pour chaque point = de ce domaine, la suite des systémes des
valeurs prises par les fonctions converge elle-méme vers un systéme de valeurs.
L’ensemble, pour les différents s, de ces systémes limites de valeurs définit le
systéme limite de fonctions que nous représenterons par f*’(z). Pardéfinition,
la convergence sera uni forme dans D si, & tout nombre positif ¢, on peut faire
correspondre un nombre N tel que # > N'entraine | /*(z), /*”(3)] < zquel que
soit 3 dans D; elle sera uniforme dans 'tntérieur de D si, a tout nombre
positif = et & tout domaine D’ complétement intérieur a D, on peut faire
correspondre un nombre N tel que £ >> N entraine [ f“(z), f*(3)]< ¢ quel que
soit z dans D’. On voit aussitot que le critére de Cauchy relatif & la convergence
uniforme s’applique.

Pour que la suite de systémes f"'(s) sout uniformément convergente dans D
(ou dans 'intérieur de D) ¢l faut et il suffit que [ f'"+"(z), f*(5)] << dés que k
est asses grand, quel que soit | positif, lorsque = est dans D (ou dans D'
quelconque complétement intérieur a D).
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St une suite de systémes continus de fonctions converge uniformément, le
systeme limite est continu. Supposons en effet qu’il n’en soit pas ainsi; il
existerait alors une suite de points z, tendant vers un point z, de D et tels que
les valeurs correspondantesdusystemelimitesatisfassenta[ /1V'(z,), /1 (z,)]> ¢,
ol ¢ est un nombre positif fixe. Mais, 4 condition de prendre £ assez grand,
'expression [ /*(z), f1°(z)] est arbitrairement petite lorsque z est dans D et,
par conséquent,

[/ (=p)s SO () | <<

[SEINOY
[SETR N

et [/#(50) SO (50) | < &+

D’autre part, le systeme ¥ (=) étant continu au point 5,, on a, des que p est
suffisamment grand,

[SE () S5 (2) <

L’application de P'inégalité triangulaire nous conduit alors 4 une contradiction.

Dans I’énoncé de la propriété précédente et dans sa démonstration, il y
aurait lieu de préciser si I'on se place surle domaine D fermé ou dans U'intérieur
da domaine D. Nous ne I'avons pas fait dans un but de simplification et parce
que le raisonnement a exactement la méme forme dans chacun des deux cas.

8. Dérmniriox. — Une famille de systéemes de fonctions définies dans un
domaine D y est normale si, de toute suite infinie de systémes de la famille, on
peut extraire une suite partielle uniformément convergente dans l'intérieur de D.

St Pon effectue sur les fonctions de tous les systémes d’une famille une
méme substitution linéaire homogene fixe non dégénérée, on obtient une
nouvelle famille qui est normale en méme temps que la premiére. En effet, une
telle substitution conserve la convergence uniforme d’une suite partielle,
ainsi qu’il résulte de I'inégalité (5).

PREMIER CRITERE DE NORMALITE. — Pour qu’une famille de systémes continus de
Jonctions soit normale dans un domaine D, il faut et il suffit qu'il y ait égale
continuité dans l'tntérieur de ce domaine.

La condition est nécessaire. Supposons en effet qu’il n’y ait pas égale
continuité; on pourrait mettre en ¢vidence une suite de systémes /' (z) &
chacun desquels serait associés deux points 3 et =, situés dans un domaine D’
complétement intérieur a D et tels (ue

[S9(), SR (] > e (s o,

ot = est un nombre positif fixe. En remplacant au besoin cette suite par une
suite partielle, on peut toujours supposer que =, et z, tendent vers une
limite 3,. Puisque la famille est normale par hypothése, on peut extraire de la
suite une suite partielle /"“(z) qui converge uniformément. Le systéme
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limite £1°' étant continu, les expressions
[/ C=0), S (5) | et [SU(50)s /(S0 ]

sont inférieures & - dés que £ est assez grand. Il en est de méme de
-+

LS Gy S (] et [0S0, S () ]

en raison de la convergence uniforme. L’inégalité triangulaire nous montre

alors que ’
l‘f‘\”“(‘zlﬂk)? f{‘nk)('zllltk\)] <,

ce qui est contraire a hypothéese.

La condition est suffisante. Pour le montrer considérons un ensemble E de
points z,, 33, ..., 3, ..., dénombrable, dense dans D. D’aprés une remarque
déja faite (n° 4), d'une suite donnée de systéemes de fonctions on peut
extraire une suite partielle qui soit convergente au point =, ; de celle-ci on peut
extraire une nouvelle suite partielle qui soit convergente au point z,, puis de
cette derniére une autre qui soit convergente au point s, et ainsi de suite. Le
procédé diagonal, bien connu dans la théorie des familles normales, nous
permet de former une suite partielle /"*(5) qui soit convergente aux différents
points de E. La limite est un systéme /"' (z) de fonctions définies sur
’ensemble K. Ce systéme limite est uniformément continu dans I'intérieur
de D car, par hypothése, & tout nombre positif ¢, et a tout domaine D’ complé-
tement intérieur a D on peut faire correspondre un nombre 7, tel que

| 30 3, | <<y entraine [ U6 (z), S0 (2)) ] << &,

d’out, en passant a la limite, [ /©'(5,). /' (5,)] <e,. Le systeme /' peut donc
étre prolonge par continuité dans tout I'intérieur du domaine D. Il nous reste
a démontrer qu’il y est limite uniforme de la suite partielle qui a servi ale
définir. Pour cela, donnons-nous arbitrairement un domaine D' complétement
intérieur & D et un nombre positif . 1l existe un nombre v tel que = et =" élant
deux points quelconques de D’ distants de moins de v, on ait

S, ] < g e ), S | < g

Choisissons un sous-ensemble E, de E, form¢ d’un nombre fini de points, de
telle sorte qu'il existe au moins un point de If, &4 une distance moindre que 7
de tout point du domaine D'. On peut alors déterminer un nombre N tel que

k>N entraine [l (5h), fO(d)] <

Wl ™
-

lorsque =" appartient a E,. Si 5 est un point quelconque de D', on a done, en
vertu de I'inégalité triangulaire,

[fre(z), S(z)] <<e. C. Q. F. D.
Ann, Ec. Norm., (3), LXI. — Fasc. 1. 2
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Systémes de n -+ 1 fonctions holomorphes.

9. Etudions maintenant le cas particulier des systémes-de n 41 fonctions
holomorphes. Soit une suite de tels systémes /' (z) uniformément convergente
dans Uintérieur d’'un domaine D. Les fonctions du systéeme limite f'(z) ne
sont pas complétement définies puisqu’on peut les multiplier toutes par une
méme fonction arbitraire. Nous allons démontrer que, en profitant de cette
latitude, il est possible de les trans former simultanément en _fonctions holomorphes.

Les zéros des fonctions du systéme limite sont parfaitement déterminés,
car la multiplication par une meéme fonction (ne s’annulant pas) ne peut les
modifier. Montrons que ces zéros sont isolés dans Uintérieur de D. Il nous
suffit pour cela d’établir que, s, étant un point quelconque de D, les zéros sont
isolés dans le voisinage de 3,. Or, I'une au moins des fonctions limites n’est
pas nulle en z,, soit f'(3,) £ 0. En raison de la continuité du systeme limite,
il existe un voisinage de z, dans lequel on a

['f@m(, ) /‘(m (= ‘)] — I ;/(/;”(;0) : .
S s VR T
Daus ce voisinage, supposé complétement intérieur a D, on peut trouver un

nombre N tel que £ > N entraine

o e 1 RO (5]

LS, S < __j_'(__")__

PVETST (o)

Il en résulte que

0 " 2 500
WANCHAVANCIIES 3 -\—“__“/‘TG>“0—>’
VI G
ce qui nous montre que les fonctions /%°(z) ne s’annulent pas dans le voisinage
| non plus que la fonction f7"(z)]| car on voit immédiatement, a partir de la
définition de la distance, que la relation f1°(s,) = o entrainerait

o)~ 12
[ /0 z }} ",(w’: 22 i.//’ (*‘0)4 .
G S P T

Dans le voisinage considéré nous pouvons mettre les systemes de fonctions
holomorphes sous la forme

(k) ) »
Qb JL, o == Sy , b » ‘—/L,
' A ‘ e o Ty e T k3
S 1 #
et opérer de meme sur le systeme limite qui s’écrit alors
9(00)7 ?(10)} CE) 'J,‘;,O)E 1, «.., (P(n").

La somme des carrés des modules des fonctions de chacun de ces systemes
est bornée supérieurement dans le voisinage. En effet, la distance du systéme ¢*'
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au systéme ¢"* qui s’en déduit en remplacant o' par o est donnée par

Ceg K (=Y kR = - - __—_.—_'
e

tandis que, d’aprés une remarque déja faite, ~
iz

I'@\k)*(z)’ ?mz(.‘-."” s = v/ -
' VET (50)

I.’inégalité triangulaire -
[ (=), v (20) | <2 [0%7(2), 9% (=) ]+ (oW (5), 9" (50)]

nous conduit alors 4

AR ! C 2 1% (50|
ey = ,’
VETG(z0) [P VE[9[O(2) 1 0 Y E[["(z)
d’ou

N, 00 &
ks N - Qi (‘u"
‘\“Cf‘ﬁ (2)1*<C9 ‘,((l)) = |1‘
PYp ("0)|

On verrait de méme que X| ;" ()| est borné supérieurement.
Cette propriété étant établie, I'inégalité

k)

conséquence de ¢, = ¢’ =1, nous montre qu’il y a convergence uniforme, au
sens ordinaire du mot, des fonctions holomorphes 97”( =) verslesfonctions ¢,'(z).
Celles-ci sont donc holomorphes dans le voisinage considéré. Il en résulte en
particulier que leurs zéros, done ceux des fonctions /7"'(z), sont isolés.
Considérons alors dans tout le domaine D les fonctions
S : S

K b e e
(o) (0) (0)
Jo ,/0 Joo

Elles sont holomorphes au voisinage de tout point qui n’annule pas /'; or
ces derniers sont isolés et, dans le voisinage de chacun d’eux, les fonctions
[y

précédentes multipliées par =% (avec p bien choisi) deviennent holomorphes.

Finalement, les fonctions considérées sont méromorphes. En les multipliant
toutes par un meéme facteur convenable 4'* on obtient bien un syst¢me de
fonctions holomorphes dans D. C’est la propriété annoncée.

10. Ce résultat peut étre précisé de facon utile. Nous allons montrer qu’s(
existe une suite de fonctions holomorphes U (z) telle que les n+ 1 suites de
termes généraux

L!)‘k‘ L/‘(()k)’ L!/!k‘j‘(lk)} A be(klf'glk),’
convergent uniformément (au sens ordinaire) dans l'intérieur de D respectivement
vers les n 41 _fonctions holomorphes constituant le systéme limite f1°'(z).
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D’apres I’étude locale que nous venons de faire et les propriétés connues des
suites uniformément convergentes de fonctions holomorphes, on voit aussitot
que les zéros de f%'(z) tendent vers ceux de f\"'(z). D’autre part, nous avons
été conduit a utiliser une fonction holomorphe % (*'(z) qui présente les mémes
zéros que f\”(z). On peut déterminer une suite de fonctions holomorphes y ' (z),
tendant uniformément vers y'*(z) dans l'intérieur de D, la fonction " (z)

ayant mémes zéros que /\”(z) (). Il suffit alors de prendre

FOG)

pour que la propriété énoncée devienne évidente.

L!J‘/"(z) — }',"/“(Z)

[1. On en déduit deux lemmes importants pour les suites uniformément
convergentes de systemes de fonctions holomorphes.

Lemme 1. — Considérons pour chacun des systémes de la suite une mcme
combinaison linéaire
/’0/.(0/‘.)_1_”l/'(lk)"‘"'-'—f‘ Un,/‘\n/“)'

Si le systéeme limite n’annule pas identiquement cette combinaison, les zéros des
combinaisons relatives aux systémes de la suite tendent vers les zéros relatifs au
systéme limite. En particulier, si les combinaisons formées avec les systémes de

(*) On peul loujours se ramencr au cas ou le domaine D est le cerele | 5| <C1. Soit alors

s = r-Z1unecirconférence ne passanl par aucun zéro de () (z). Des que & est suffisamment grand,
il est possible de trouver une fonetion A41(3), méromorphe dans |z | <1, ayant mémes zéros que

FiP (=), ayant pour poles les zéros de y (V) z), et différant de 1 de moins de " lorsque | z | = r. En

effet, pour % assez grand, 710 (z) el fif(z) présentent dans | z | < 7 le méme nombre de zéros qu’on
peut associer deux a deux, soil z, avee 55/”, de fagon que la distance de deux zéros associés soil
inférieure a un nombre arbitrairement petit; il en résulte que I'expression

R =)
3 — 3
ll. 3 o !
A < — <

ot le produit est étendu aux couples de zéros que nous venons de considérer, est arbitrairement

voisine de 1 sur la circonférence | z| = r. D’autre part, il existe une fonction g'4( z), méromorphe
dans | 3| <1, et ayant pour zéros et poles respectivement les zéros de f{F(z) et de »("(3) qui sont
situés dans la couronue r < | z| < 1. La fonction log g% (z) est holomorphe dans | 5 | < r;avec dans

ce cercle une erreur aussi petite que Pon veut, on peut remplacer log g(%i(z) par un polynome
P4 (z) section de sa série de Taylor. On a ainsi démontré P'existence de la fonction

_plh) o) g 5 — ath)
Ik (z) = gkl (z)e ll—————;-
W0(5) = gth)(=) e

A rel e donnés correspond done un enticr Ao(r, <) tel que, pour &> Ay(r, ¢) il exisle une

fonction AWK (3) 710 (3), holomorphe dans | z| <1, ayant mémes zéros que f(z), et différant de
710 (=z) de clorsque | z | = r, done aussilorsque | z | < . Choisissons alors une suite 7y, 72, ..., 7y, ...,
tendant vers 1 et une suile <y, ¢, ..., ¢4, ..., lendant vers o; on leur fait correspondre la suite

croissante d’entiers A, = ky(7p, ¢, ). Tout nombre entier & supérieur a %, d¢termine un entier p
tel que kpShk < hpia; el Pon peut caleuler % (z)= Akl (z) y©)(z) par le procédé précédent ou
Pon a fixé r = rp,e =¢.
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la suite ne présentent pas de zéros, il en est de méme de la combinaison formée
avec le systeme limite, a moins que celle-ci ne soit identiquement nulle.

(est 1a une application immédiate de la propriété de convergence des zéros
pour une suite uniformément convergente (au sens ordinaire) de fonctions
holomorphes.

Lemme Il. — SU la suite des systémes [ (z) tend uniformément vers le
systéme [1°)(3), la suite des systemes constitués par les fonctions

JRGEEE) =1 () /()

est uniformément convergente (au sens (ue nous avons altribué i ce terme)
0 £00) o) £y,
et a pour limite le systéme des fonctions [)" [ L L) s iy a toutefors

exception aux points 3, ot ces derniéres fonctions sannulent stmultanément
(et 'ne constituent donc plus un systéme suivant notre terminologie).

En effet, les suites
k2 k k £l kYY) = Ntk Lk y ik kY ik k
“P/L,-[f(p)f(q )I_/‘%)f(/) ),]:LPL ( )[qJ(A /__q)w/u/'(,/ ["l"“/;).ll
sont uniformément convergentes au sens ordinaire.

Plus généralement, la suite des systémes constitués par les Wronskiens
AP . des fonctions /" pm%ea rar(r<n)estuniformément convergente et
a pour llmlte le systeme constitué¢ de la méme facon a l'aide des fonctlons
limites /,”. 1l y a exception si ce « systéme limite » de Wronskiens comprend
des éléments tous nuls (ne constituant donc pas un systeme & proprement
parler).

Le méme raisonnement nous démontre aussi la proposition suivante :

Lemme IlI. — Dans les mémes conditions, on peut affirmer sans exception la
convergence uniforme au sens ordinaire des expressions
' k k) fk k ' :
|f\ ) R 1f/;/\)f( / f(“f |A$n,)m,.-.,/u»!’ |A(o/:)1,z,...,u ! .
] tr r Tt 1ol
(2 1f100] = [X1700) (2100

Les limites respectives de ces suites sont formées de la méme facon a partir

de /1.

12. DEUXIEME CRITERE DE NORMALITE. — Pour qu’une famille de systémes [(3)
de n—+1 fonctions holomorphes soit normale dans un domaine D, il faut et il
suffit que expression

VISiSi— S
DIV

soit également bornée dans l'intérieur de D pour tous les systémes de la famille.

Cette condition est nécessaire, car si elle n’était pas satisfaite pour une
famille normale on pourrait extraire de celle-ci une suite de systemes /" (z)
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a chacun desquels correspondrait un point 3, d’'un domaine D’ complétement
intérieur 4 D, de sorte que 'expression

VELSF (z1) f”"'(l — () fi () 12
NIWENIE

augmente indéfiniment avec 4. Quitte a extraire de cetlte suite une suite
partielle, on peut toujours supposer que les points 5, tendent vers un point z,
intérieur 4 D et que les systémes f'"' convergent uniformément vers un
systéeme limite /. Si I'on pose alors |

V2SS ) — SR [T R0)
' DI RIENTE v

on peut déterminer dans D un voisinage de =, dans lequel 'expression figurant
au premier membre de la derniére relation reste inférieure 2 A 4 1. Dans ce
méme voisinage, I'expression correspondante relative au systéme /% sera,
d’aprés le lemme 111, inférieure & A + 2 dés que & sera assez grand, ce qui
nous conduit a la contradiction cherchée. '

La condition est suffisante, car elle entraine I’égale continuité en vertu de

I'inégalité
. . Y 5 5)— s
VIESNICEY A= ”f/ LGNSO, g .
g ~iJil%s

<o

Celle-ci est une conséquence de I'inégalité triangulaire, car le module de la
différentielle du premier membre par rapport i =, satisfait a
S (ze), flz)+ (s dzg ] — [ f(2). [(z) 1S f(=z10), flz1) + f1(5) dzy |

V-u./ (20) Jj(50) — Jil54) Ji{51) { ds
S iz o

13. Voici maintenant deux propriétés importantes des familles comple\es
normales.

Tukorime 1. — Soit une famille normale dans le domaine | z| <R, dont chacun
des systémes [ (z) présente une méme combinaison linéaire exceptionnelle (')

o fo+ ay fi—. ..~y [,
lexpression
, ]aofo+CL1/1+-..+(lnfnl
VLol e N L Pt P

(5

\

étant, au point s = 0, supérieure & un nombre positif fixe. Dans ces conditions,
¢ reste, dans le domazne 3| <r< R, supérieure ¢ une borne positive ne
dépendant que de r.

(1) Nous entendons par la que la combinaison a, fo+ @y /i ~~.. .=+ a, fp ne s'annule dans | z| <R
pour aucun systdme f(z).
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En effet, supposons qu’il n’en soit pas ainsi. 1l existerait alors une suite de
systémes pour lesquels ¢ prendrait, dans |3| < r, des valeurs tendant vers zéro.
La famille étant normale, on pourrait en extraire une suite partielle unifor-
mément convergente et qui jouirait de la méme propriété. La combinaison
linéaire relative au systéme limite, n’étant pas identiquement nulle (puisqu’a
I'origine on a 2>>m>>o0), ne peut présenter de zéros, d’aprés le lemme I.
Le ¢ correspondant au systéme limite, étant une fonction de z continue et
dépourvue de zéros, présente dans z < rune borne inférieure positive. Vu la
convergence uniforme, il en est de méme, & partir d’un certain rang, pour les
¢ relatifs aux systémes de la suite; ce qui nous conduit & une contradiction.

Takorime LI, — St une famille de systémes [(3) est normale dans |z <R, les
expressions
‘\./‘/'./‘Iq’“fvf;' ! ‘ A/ﬁ,/’g,...,”,» \ ll A*0,1. ...n ;
—_—Lljl" > ey -—————-———-—i_, —_— i
' [/ AV

relatives a tous les systémes de la famille présentent dans |z ' < r<_R une borne
supérieure ne dépendant-que de r. '

La démonstration se fait encore par I'absurde. Si la propriété n’était pas
vérifiée, il existerait une suite de systémes pour laquelle I'une des expressions
précédentes prendrait des valeurs augmentant indéfiniment, et I'on peut
toujours supposer que cette suile est uniformément convergente. Mais
I’expression considérée serait bornée pour le systeme limite, et, d’apres le
lemme III, il en serait de méme pour les systemes de la suite. (Vest la
contradiction cherchée.

14. Pour montrer par un nouvel exemple que notre théorie peut recevoir un
développement parallele a celui que M. Montel a donné & la théorie des familles
normales de fonctions méromorphes, nous termincrons ce Chapitre en étendant
le théoreme de Vitali.

- TukoreMe 111, — St une suite de systémes, appartenant a une famille normale
dans un domaine D, converge en une infinité E de points complétement intérieure
a ce domaine, elle converge uniformément dans tout l'intérieur du domaine D.
(Par infinité de points complétement intérieure au domaine D, nous entendons
une infinité de points qui sont tous intérieurs a D, ainsi que leurs points
d’accumulation.)

Montrons d’abord qu'il y a convergence dans I'intérieur de D. S’il n’en était
pas ainsi, on pourrait trouver deux suites partielles convergeant uniformément
dans l'intérieur de D vers deux systémes limites distincts. Mais ces deux
systémes coincident nécessairement sur I’ensemble E; nous allons voir qu’il en
résulte leur coincidence dans tout D, ce qui établit la propriété. Considérons,
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en effet, deux systémes f!'' et f1*' coincidants sur E; en un point 3, d’accu-
mulation de 'ensemble E les deux systémes coincident forcément en raison de
leur continuité. Soit, par exemple, /" (z,)5£0 et /i (5,) £ 0. Les fonctions
fi'(z) et /,*(5) ne s’annulent pas dans le voisinage de z, et les fonctions

appartenant a chacun des couples suivants

A SR L | £

T et —‘]@, f(o” e 7?-)5 cey W ‘/—(0_,,
sont égales aux points de E situés dans le voisinage considéré. Or ce sont des
fonctions méromorphes; elles sont donc égales dans tout U'intérieur de D.

La convergence est uniforme dans I'intérieur de D. Sinon on pourrait extraire
de la suite considérée (que nous savons maintenant étre convergente dans
I'intérieur de D vers un systéme limite /) une suite partielle de systémes /'
a chacun desquels serait associé un point 5, appartenant & un domaine D’
completement intérieur 4 D et tel que

[ G s w0l

ou ¢ est un nombre positif fixe. Or, la famille étant normale, on peut extraire
de cette suite une nouvelle suite partielle /" uniformément convergente;
par conséquent

L/ () S0 (m) | < e,
dés que n, est assez grand. L’hypothése de convergence non uniforme est donc
absurde et le theoreme se trouve complétement démontré.

CHAPITRE 1.

LE CRITERE FONDAMENTAL DE NORMALITE.

Résultats relatifs aux systémes de fonctions entiéres.

15. Nous allons d’abord énoncer des propositions concernant les systémes
de fonctions entiéres et en donner des démonstrations sous une forme qui va
préparer nos considérations ultérieures.

TneoriMe IV. — Soit un systéme de n—1 fonctions enticres [y(3),
Ji(3), ...y fu(3). Il ne peut exister entre ces fonctions an—1 combinaisons
linéaires homogénes exceptionnelles qui sotent linéairement indépendantes n + 1
a n—+ 1, a moins que les fonctions ne sotent proportionnelles entre elles (' ).

(1) Dans les théorémes [V el V, el par conséquent aussi dans les théoréemes X el X1, si le quo-
lient de deux des fonctions f, cst transcendant le mot « exceptionnel » peut 8tre pris au sens large,
une combinaison exceptionnelle étant seulement une combinaison n’ayant qu’un nombre fini de
zéros. La démonstration n’est que peu modifiée.

Nous croyons que le théoréme IV est nouveau. On peul toutefois en rapprocher un résullal de
M. P. Mo~TEL [ voir Lecons sur les familles normales... (loc. cit.), § 128].
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Autrement dit, les fonctions /, sont proportionnelles s’il existe 2n -1
combinaisons
Ipofot dp i f1—+ ot dpn S (p=o0,1, ...,2n0)

dépourvues de zéros et telles qu'aucun des déterminants d'ordre n—1 que
'on peut extraire du tableau des coefficients «, , ne soit nul.

Pour démontrer cette propriété, on désignera par Iy, F,, ..., F, les n 4
premiéres combinaisons linéaires précédentes, puis on en tirera les /, en
fonction des F,. Les 2n -1 combinaisons exceptionnelles deviennent alors

Fo,
.
l‘l; -

ey

.
[‘]l‘,

. .
) e [N Fitoo o, b,
s Byt \Frm ooy, B

UnoXot tn Fit+. .+ ap ¥y,

ou les a,, sont des coefficients numériques qu’on peut calculer & partir
des «,,. La condition d’indépendance linéaire se traduit maintenan( de la
facon suivante : Tous les déterminants, d’ordre quelconque, que I'on peut
extraire du tableau

’7!,0’ (/I,l; ce 'y ny
a0y (12, y o
.................... 3
”11,4)) //n,h ey ”IL.n

sont ditférents de zéro.
D’aprés un théoréme bien connu de M. Borel ('), puisque la combinaison

o Fo4 a4 Fi+...+a,F,

ne présente pas de zéros, les fonctions F,, F,, ..., F, (si elles ne sont pas
toutes proportionnelles) se répartissent en un certain nombre de classes
jouissant des propriétés suivantes :

a. chaque classe, sauf une peut étre, comprend deux fonctions au moins;

b. les fonctions d’'une méme classe sont proportionnelles;

c. la combinaison considérée est somme de combinaisons partielles,
chacune de celles-ci faisant intervenir les fonctions figurant dans I'une des
classes; a Uexception de 'une d’elles, les combinaisons partielles sont
identiquement nulles.

Et la meéme propriété va s’appliquer a toutes les combinaisons linéaires
exceptionnelles. Chacune d’elles donnera naissance 4 une combinaison

(") E. BoREL, Sur les zéros des fonctions enticres ( Actu muthematica, 20, 1897, p. 357-396).
Ann. Ec. Norm., (3), LXI. — Fasc. 1. 3
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partielle identiquement nulle au moins. Ces derniéres seront donc au moins
au nombre de n. Nous allons montrer d’autre part qu’elles sont linéairement
indépendantes. Il en résultera aussitot que les fonctions F, sont proportion-
nelles, donc aussi les fonctions f,,.

Pour établir 'indépendance linéaire des combinaisons partielles, il suffit
d’établir 'indépendance de celles qui portent sur les fonctions F, appartenant
a une méme classe; or ceci est une conséquence 1mmed|ate de la propriété des
déterminants extraits du tableau des a, ,.

16. Ce résultat peut étre précisé comme suit.

Takorime V. — S’il n'existe entre les n+1 fonctions f, que 1 relations
linéaires homogénes indépendantes au plus (). < n), le nombre de combinaisons
exceptionnelles (linéairement indépendantes n + 1 d n—+ 1) que peuvent présenter
ces fonctions f, est au plus égal a n + )+ 1.

En effet s’il y avait n++ A 4 2 combinaisons exceptionnelles entre les f, il
resterait, en opérant eomme précédemment, A+ 1 combinaisons exception-
nelles proprement dites entre les F,; or chacune d’elles doit comprendre une
combinaison partielle identiquement nulle et ces derniéres sont linéairement
indépendantes. On estainsi conduit a une contradiction qui établit le théoréme
annoncé. Celui-ci peut étre amélioré; c’est la un point sur lequel nous
reviendrons dans I'Appendice. ‘

Le critére fondamental de normalité.

17. Nous étudierons maintenant des systemes de fonctions holomorphes
dans un domaine D.

CRITERE FONDAMENTAL. — St entre les n 41 fonctions de chaque systéme d’une
famille, il existe 2n 1 mémes combinaisons linéaires exceptionnelles, linéai-
rement indévendantes n+ 1 a n—+ 1, la_famille est normale.

Comme dans le n° 15, nous commencerons par faire une transformation
linéaire homogene en introduisant les fonctions F, au lieu des fonctions f,.
Pour chacun des nouveaux systémes nous aurons n combinaisons linéaires
exceptionnelles proprement dites.

Soitalors F¥(z) une suite de systéemes de la famille. Les fonctions F,, F,, ..., F,
se répartissent en un certain nombre de classes, chacune de celles-ci compre-
nant au moins une fonction de premiére catégorie et éventuellement des
fonctions de seconde catégorie caractérisées par les propriétés suivantes : dans
chaque classe, les fonctions de premiére catégorie (si elles sont plusieurs) ont
des rapports mutuels qui convergent uniformément vers des limites qui ne




THEORIE NOUVELLE DES FAMILLES COMPLEXES NORMALES. 19

sont ni la constante zéro, ni la constante =, tandis que les rapports des fonce-
(ions de seconde catégorie i celles de premiére tendent uniformément vers zéro.

A chacune de ces classes, el pour chaque combinaison exceptionnelle,
correspond une combinaison partielle. Le quotient de celle-ci par une fonction
de premiere catégorie de la classe convergente converge uniformément vers
une fonction limite qui ne peut étre la constante zéro que pour n— 1 combi-
naisons partielles au plus, en raison de l'indépendance linéaire de ces
derniéres. Pour I'une des n combinaisons exceptionnelles, aucune des combi-
naisons partielles ne conduit donc & une fonction limite 1dentiquement nulle.
Soient F, ®,, F, ®,, ..., F, @, les combinaisons partielles correspondantes, en
désignant par F, une fonction de premiere catégorie de la premiere classe,
par F, une fonction de premicre catégorie de la seconde classe, ete.
L’expression

R D L R ) | U

ne s’annule pas dans D et les @ tendent uniformément vers des limites @Y qui
ne sont ni la constante zéro, ni la constante . Si nous écartons du domaine D
les voisinages des zéros des fonctions @', il nous reste un domaine D* dans
lequel les fonctions Fy'®." ne s’annulent pas dés que £ est assez grand. Un
théoreme de M. Henri Cartan (') montre qu’on peut extraire de la suite F'“' une
suite partielle F™' pour laquelle le rapport de deux des fonctions F* @i
converge uniformément dans D*; il en sera de méme du rapport des deux
fonctions Fy* correspondantes; mais, comme ce rapport est holomorphe dans D,
la propriété subsiste dans tout ce domaine. D'une suite ' donnant lieu & ¢ > 1
classes, nous extrayons ainsi une suite partielle relativement a laquelle deux
de ces classes peuvent étre réunies en une seule. En recommencant le raison-
nement un nombre suffisant de fois, on parvient a extraire finalement une
suite partielle donnant lieu & une seule classe.

Cette suite de systemes, que nous désignerons encore par F*' pour ne pas
alourdir les notations, est uniformément convergente. En effet, on majore la
quantiteé PR et b

i j i j o

Fik | Fik+d z__.zl S
[ > ] 2’| b}lt)]zszs./;"/" ii

en remplacant le terme général de la somme par

CRRY Rkl ik F(/-k) |2
l ! 4 ‘

(k)2 U kAl CEA )
(ER e F ) B e R )

H

ce que I'on fera si F; et F; n’appartiennent pas tous deux a laseconde catégorie,
ou par , -
| F(i/\)}‘}k*z) — Fi=+0 P(,.“ 2 _ F{o b;ﬁz, B0 Fi

EEERE L G R s 3
iF(OA)kz!F%A+l‘ 2 F0 F(o+ [«(0 "Fo

(') H. Camtan, Sur les systemes de fonctions. ... (loc. cit.), théoréme VII. p. 3ia.
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ce que l'on fera si F; et F, appartiennent a la seconde catégorie, F, étant
supposé ne pas lui appartenir. Toutes ces expressions tendent uniformément
vers zéro lorsque £ augmente indéfiniment, quel que soit / positif; c’est évident
pour celles de la derniére sorte, tandis que, pour celles de la premiére, c’est
une conséquence du critére classique de Cauchy, compte tenu de la conver-

gence uniforme de °- Il en résulte que P'expression [F1", F/+/] tend unifor-
. |

‘mément vers zéro et, en vertu de I’extension que nous avons donnée au critére
de Cauchy, que la suite des systémes F¥' est uniformément convergente (*).

La famille des systémes F(z) est donc normale; par conséquent, la famille
des systémes f(3) 'est aussi, ce qui achéve la démonstration.

18. Au lieu de supposer l’existence de 2n -1 combinaisons linéaires
exceptionnelles, supposons seulement qu’il y en ait » + A + 1 et reprenons le
raisonnement du numéro précédent. Nous ne mettons plus en évidence que 7.
combinaisons exceptionnelles proprement dites entre les F,. Et le raisonnement
pourra se poursuivre 4 moins que chacune d’elles ne donne lieu 4 une combi-
naison partielle qui, divisée par une fonction de premiére catégorie de la
classe correspondante, converge uniformément vers zéro. Dans ce cas, la
combinaison exceptionnelle

apoFo+ ap Fi+. ..+ a,.F,
donne donc naissance a une expression

bpfoFo+bp.1F1+- . '+bp.nFn
VIE P+ F P+ [P

(6)

qui converge uniformément vers zéro et ou les b,, sont respectivement égaux
aux a,, ou a zéro. Si’on remarque que la propriété de la combinaison partielle
considérée exige que celle-ci ait au moins deux termes (de premiére catégorie)
on voit que, dans les expressions (6), il y a au moins un coefficient b, , qui est
nul et il y en a deux au moins qui ne le sont pas. D'autre part, étant donnée la
répartition en classes, deux expressions telles que (6) ont des coefficients b,
non nuls qui correspondent au méme ensemble de valeurs ¢ ou 2 des ensembles
sans valeur commune.

Tueorkme VI. — Lorsqu’une famille présente n—+ A —+1 combinaisons
linéaires exceptionnelles, linéairement indépendantes n+-1 é& n—+ 1, de toute
suite de systémes de cette famille on peut extraire une suite partielle qui

ou bien est uniformément convergente;

(1) Cette derniere propriété rattache aux notres les idées de M. Henri Cartan. Pour qu’une suite
soit uniformément convergente a notre sens, il faut et il suffit qu’elle donne lieu & une seule classe.
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ou bien est telle qu’il existe au moins k expressions de la forme

BroSotBpafit = Bputn

VIfo P+ 1filP+ o4 fal?

(7) (P:l; 2)~~'7)*>:

qut tendent uniformément vers zéro, les numérateurs de ces expressions étant
linéairement indépendants (ces numérateurs appartiennentméme a un ensemble
fini de méme nature qu’on peut former lorsqu’on connait les combinaisons
exceptionnelles).

Ce théoréme conduit immédiatement a des criteres de normalité sur lesquels
nous ne nous attarderons pas. :

Le cas 2. =1 est particuliérement simple. Etudions-le avec plus de détails. Soient
Fo=oap0fotap1 fi-+- =+ 2pnfn (p=o0,1,2, ...,n+1)

les combinaisons exceptionnelles. La combinaison F,,, s’exprime en fonction de F,,

F,, ..., F, et les combinaisons partielles @ possibles s’obtiennent en résolvant la relation
Ao o Ag 1 . CTIRE 1Y O
2200 Ay ZLin 0, F,
e =,
e Ay - L 0. F,
Aniio Png11 - Kpian (1]

ou les 0, sont égaux a zéro ou a 1, 'un au moins étant effectivement égal a zéro, deux au
moins égaux 4 1. En résolvant, on voit que ces combinaisons, définies a4 un facteur
constant prés, sont données par

Ao,0 Xo.1 ce %o.n 90 F,
% oy 4 cee Oy 6, F,
(8)
o
An.o Xn 1 ce Zn,n 0,F,
Xnit.0 Angag -+ Ongan Oni1 Friy

ot B, y=o0- et ou les autres 0, satisfont aux conditions précédemment énoncées.
Remarquens que, si 'on remplace par zéro tous les 0, égaux a 1 et par 1 tous les 0, égaux
a zéro, on obtient une nouvelle expression qui, ajoutée & (8), donne un résultat identi-
quement nul. On peut donc dire finalement que le déterminant (8), ou tous les 0, sont
égaux a zéro ou a1, deux aw moins étant effectivement égaux zéro et deux d 1,
Sfournit le numérateur de Uexpression (7) asymptotiquement nulle.

Si 2. >>1, on associe les combinaisons exceptionnelles n + 2 a n + 2 et l'on opére comme
précédemment. On obtient ainsi C;17,; expressions (7) asymplotiquement nulles, parmi
lesquelles on peut en choisir 4 qui sont lindairement indépendantes; pour former celles-ci
systématiquement il suffira d’associer successivement chacune de 7 des combinaisons
exceptionnelles aux n + 1 autres.

19. Considérons une suite dont chaque systéme présente 2n + 1 combi-
naisons linéaires exceptionnelles; mais placons-nous dans le cas ou ces
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combinaisons varient avec le systéme considéreé, leurs coefficients o, tendant
vers les quantités o, satisfaisant aux conditions imposées antérieurement aux
coefficients «, (alors fixes) eux-mémes. Le raisonnement qui nous a permis
d’établir le critére fondamental peut étre repris mot pour mot, et I'on voit
ainsi que de la suite considérée on peut extraire une suite partielle unifor-

mément convergente. On en déduit’extension suivante du critére fondamental :

Sty entre les n + 1 fonctions de chaque systéme d’une famille, il existe 2n +- 1
combinaisons linéaires exceptionnelles

kY gik) (k) (k) (k) k) —- .
1%‘0‘/0 +a/"l./1 G2 S (=20, 1, ..., 2/)

variables avec le systéme considéré, mais dont les coefficients sont tels que toutes
les expressions

(k) (R (k)

Lt Fpt e Zpen

k\ //'.\ /k

9(;7‘:0 7-/\1‘411 v 1}:,,)11

(k) (k) (k)

a,”u,o “"n«' ‘ot ‘x,n,,.n
N k) 12y (k) 12 y (K) {2
V2o Yl 2 el

demeurent en module supérieures a une borne positive fixe, la famille cst
normale.

En effet, on peut toujours supposer que les combinaisons exceptionnelles
sont normées, c’est-a-dire que X| o’ |*=1. Etant donnée une suite de systémes,
il est alors possible d’en extraire une suite partielle dont les coefficients o)
tendent vers des limites «, et I'on retombe sur le cas que nous venons
d’étudier. , ‘

On étendra de méme le théoreme VI relatif au cas ot il y a seulement
n + /-1 combinaisons linéaires exceptionnelles; il interviendra alors des
quantités b et des quantités 3 variables avec le svstéme considéré; ces
derniéres tendront vers des limites {3, .

St, entre les n—+1 fonctions de chaque systeme d’une [amuille, il caiste
n -+ /1 combinaisons linéaires cexceptionnelles, variables avec le systéme
considéré mats satis faisant aux conditions énoncées dans le théoréme précédent,
de toute suite de systemes de cette famille on peut extraire une suite partielle qui

ou bien est uniformément convergente
ou bien-est telle qu’tl existe 1. expressions de la forme

.:";'.ﬂ ./.ﬂ -+ 6;,1 .fl . ‘3;,”./"

VISo P+ 1L P e Ll

(/;::1,2, ey M)y

qui tendent uniformément vers séro, les numérateurs de ces expressions étant
linéairement indépendants.
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Extensions des théorémes de Schottky et Landau.

20. Tukortme VII. — Soit un systeme de n—+-1 fonctions f,(3), f1(3), ...,
Jx(3) holomorphes dans le cercle || <R et y présentant 2n 1 combinaisons
linéaires exceptionnelles, linéairement indépendantes n + 1 an—+1

ot,,,of0+ a/',i_f]_l_‘ e ap’"fn (P:O’ 1, ..., 2n).
Dans le cercle | 3| < r <R, lexpression

8 (_) J— ioc]?,()fo—‘— d]);l/‘i I o 9(/},71‘/111
P =) 2E) 2] 2T 1 2 2
VISP P [PV o P T P4 [ opn

est supérieure a une borne positive ne dépendant que de 3,(0) supposé positif,
de i et des «, ,. Dans cet énoncé, la connaissance de ¢,(0) peut étre remplacée
par celle d’'un nombre positif qui lui soit inférieur.

TutoriMe VIII. — Dans les mémes conditions, les expressions

s v Dot —1 ) ! 5 Conin+1) .
1{——1———~‘,f’”fz|fﬁg//”, N —*A”*“i';"i‘, o e
7 P

présentent, au point z = o, une borne supérieure ne dépendant que des , .

Ces propositions, qui sont des extensions au cas d’un systéme de n—1
fonctions holomorphes des théorémes de Schottky et Landau relatifs 4 une
fonction méromorphe, se déduisent immédiatement du critere fondamental
et des théorémes I et Il appliqués au systeme f(Rz).

21. lei, comme dans le cas d’une seule fonction méromorphe, le théoréme VII
peut étre démontré a partir du théoréme VIII; cette démonstration, que nous
allons indiquer, permet d’ailleurs d’en préciser I'énoncé.

l.e théoréme VIII nous apprend en effet que '

X1 filo) filo) = filo) filo) [t _ K*
[21fi(0) [P R
ot K est une constante ne dépendant que des a, ,. En appliquant ce résultat au
systeme des fonctions

B SRz —2)
A

et, en supprimant ensuite I'indice de z,, on obtient

s s s o KR
(2] /(=) ]2 [Re—[= P

(9)
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D’autre part on peut établir I'identité

(10) ‘ Alogy/X :z——-————-—‘/j; Jifil®,
Pour cela, on pose = = + 7y et I'on remarque que toute fonction holomorphe
vérifie
G __ 0/ i
*(E ——-/ el 1/

1l en résulte que

0 - MRS J v 29 (Af)
Jzlog X fil' = T 0 dy logy 21 /il

2/l
0 slifiiz /(A 2| ®R2LFDT
o oV 2= Dy I A S
ARG B N3 0/720) B 2 (O A o
dy? o . X [21fi*]

d’ou, finalement,

. LI/ YV e 1V}
:4'\]0”\ TSP IFATE DIV AT [Zfi

Les inégalités (g) et (10) entrainent

— Al 1 . 2K*R?
(« - 4 < - —
’ 8 Op(3) \[R2~|,z[2_]'-'

La formule de Green

27 [PRT

1 1 1 1 dp [ 1
o et Tog L _f f Aog —2dido
27 J, P8, (re) T Soplo) em) o ), ° 3,(te'®) '

donne alors

log —— ! < L f log ———— du <<log -+ — log a_
o) ~oarm ), 6,,(r, €?) dp(0) 2 R?— r?

La premiére partie de cette double inégalité peut s’écrirve plus généralement ('),

2T
1 1 1 ry—1
log e < [ log . . . - do pour r < ry,
"9, (re®) Tom J Op(rie®) ri+r2—orrycos(0 — o)

d’ou, a/w[zwz puisque logm

2T
I re+r 1 1
log . — log ———du.
®dp(ret?) Shroan ) Sop(rie®) 7

(') Une transformation homographique en lui-méme de lintérieur du cerele | 3| < ri permet de
passer du cas parliculier au cas général. On peut d'ailleurs éviter de faire ce calcul en remarquant
. I
que la fonetion log <
8y (%)

reste positif,

est sousharmonique.
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En tenant compte de la seconde partie de la double inégalité, il vient

1 r—+r

low ‘ - ! 2 oo
o8 8, (re®) = r,—r[]ogBP(o) R log R:—r?

Si 'on choisit alors r, = \/Rr, on en déduit aussitot

1 1
R log

, R |,
L) ]Ogé,,(reie)<R—rl]0g3,,(o) S R

(’est I'inégalité annoncée par le théoreme VII (). Le résultat que nous venons
d’obtenir est partiellement quantitatif puisque !'on voit comment inter-

. I > . N .
viennent & et 8,(0); par contre, K est une fonction complétement inconnue
des o, .

I’inégalite (11) peut étre sensiblement améliorée pour les valeurs de r

.. . . . R . R
voisines de R. Soit, en effet, le cercle de centre ;e"’ et de rayon 5 Dans ce

cercle, jouant le role tenu tout a ’heure par le cercle dé centre O et de rayon R,
nous pouvons reprendre les mémes considérations. Nous devons alors, pour

o< g\, évaluer 'intégrale double

[f AlOgR—I_fttltclcy<f\ / ;l\'H' —— i dtdy
<o 0o 6p<_ei0+tei<?> oy Yo <Rz__, —6i0+l6’@
2 Y, . 2
AnK‘ZR‘*(?’ R o) cae v
4 - 3nK*Redt
9pe V(R T HE LAY
S (G (5ol JAE )
3rK*R I 27 3myake o?
- 2 = )
2\/2 /Bj__oz R R 2_—0"
AV i
En remarquant que
1 “ 3myaK: 0? dp  3K2 TP 3K
Py R —_— T~ — I - ~ /. ’
27T 2 ) o R\ 2 | i 0 2\ 9
o Z —pt

(') Nous n'avons fail, au fond, quadapter au cas ’un systéeme de fonctions holomorphes, un
caleul classique dans Pétude (uve fonction [n =1; ¢/f.. par exemple, DuFrESNoY, Sur les domaines
couverts par les valeurs d’une fonction méromorphe ou algébroide ( Annales de ['Ecole Normale
supérieure, (3), 38. 1941, § 31]. Par contre, dans le cas particulier d’une seule fonction, "amélio-
ration (ue nous donnons dans la suite n’a jamais été établie, & notre connaissance. par cette méthode
simple.

Ann. Ec. Norm., (3), LXI. — Fasc. 1. 4
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on voit aussitot que les meémes calculs, qui nous avaient conduit & I'iné-
galité (11), nous conduisent maintenant

1 4R loe 1 3K
>\R"—2P % —x—~ = |

o (Ker) Ve

qui, compte tenu de I'inégalité (r1) appliquée a r= -, entraine

log

N

3, ( > el 1 nei?

1 4R

s (R \ R—2n
ap|l —e +oe’4’) !
Py {

log

i I 3K2
8log —— 4+ 4 K2log2 + .
[ 0%8/’(0) o o,_2—;—2\/5:|

.- . R . R
Si nous prenons ¢ = 0 et si nous posons —~+ ¢ =, il vient, pour — < r <R,

(11 bis) log s < 2T lsu : 7 i <4logw.—i—->‘<"’J.

®9,(re®) T R—r 9,(0 2y/2

On voit aussitot que cette megahte est encore -satisfaite pour r< ’. mais

qu'elle est alors un peu moins précise que (7). En résumé, le théoréme VI
peut donc se traduire par une inégalité de la forme

I R T |
| - log ~ BK2
oy 3, Trem) <R [A 0g PR + BK2 |,

ot A et B sont des constantes numériques (A <16, B< 8log2 + -/O: < 8) et K
. V2

une quantité ne dépendant que des «,, ,.

CHAPITRE III.

APPLICATION AUX FONCTIONS ALGEBROIDES.

Définitions et premiéres propriétés.

22. Dans un domaine D, une fonction algébroide « = w'(3) a n branches
est définie par une équation -

Jow'—== frwn -l 4 fa=o0,

out fo(2), fi(3)s ..., fa(5) sont des fonctions holomorphes dans ce domaine.
On obtient la méme algébroide si-l'on multiplie les fonctions f,, /1, .. ., /. par
une fonction arbitraire, autrement dit si 'on remplace le systeme / des
fonctions f,, /i, ..., f. par un systéme équivalent.
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23. Notre étude des algébroides reposera essentiellement sur le lemme
suivan( :

Lemme IV. — Sotent deux équations de degré n

P (w)=agw?-i-a, W'\~ .+ a0,

PHw) = ajet+ al w4 A an o

la premiére, dont les coefficients constituent le systéme a, présente les racines w,,
Wa, . . ., W, la seconde, dont les coefficients constituent le systéme a*, présente les
racines w), w,, ..., w. A tout nombre ¢ positif donné on peut faire correspondre
un nombre v, (dépendant de = et de n) tel que, toutes les fois que [a, a*] <,
les racines des deux équations puissent étre associées deux a deux de sorte que la
distance cordale sphérique de deux racines associées soit inférieure a z. Si, par
exemple, w, et w) sont associées, on a

* Y
[, —wp |

E - <
Vi [w, PV + w2

(&)

Et réciproquement, la distance des systémes de coefficients est arbitrairement
petite lorsque les racines des deux équations peuvent étre associées deux a deux de
[acon que la distance .fphérique de deux racines associées soit suffisamment petite.

Nous allons établir ce lemme qui précise la propriété bien connue dite de la
continuité des racines d'une équation algébrique. 11 s’agitici, en quelque sorte,
d’une continuité uniforme.

Nous utiliserons une adaptation a la sphére de Riemann d'un théoréme de
M. Henri Cartan (') que I'on peuat énoncer ainsi : « Ktant donnés n points w,,
¥y, ..., W, et un nombre positif 4, on a

) - L — ;|
(12) I I —— > h",
VI @ P+ w2

quel que soit ¢ sur la sphére de Riemann, sauf peut-étre dans des calottes en
nombre n au plus, dont la somme des ravons cordaux (*) est inférieure a 2k ».
En remarquant que des calottes, dont la somme Ir des rayons cordaux est

inférieure 4 1, ne peuvent recouvrir toute la sphére, car la somme de leurs
aires esl

T (X<,

(") . CARTAN, Sur les systémes de fonctions... (loc. cit.), théoréme 111, p. 273.

On reprendra mot pour mot sur la sphére de Riemann la démonstration donnée par M. Henri
Cartan dans le cas du plan complexe. On peut d'ailleurs ne pas faire appel a cc théoréme et
remarquer simplement que 'inégalité (12) a lieu & l'extérieur de n calottes sphériques ayant les
points z; pour poles et / pour ravons cordaux. Mais les résullats que I'on obtient alors sont
sensiblement moins préecis. .

(2) Une calotte est limitée par unc circonférence C dont un P des poles esl situé dans la calotle.
L.e rayon cordal est la distance cordale & P des points de la circonférence C.
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nous en déduisons qu’il existe au moins une valeur w = w, pour laquelle

Vit [wPyi+[w ]

Considérons alors le polynome

, . O — 4 . 4
Q(_w);—l I e = AW o W L o
Vit o]

L’inégalité de Cauchy-Schwarz nous montre (ue

[Q(ew) 2 FQ(w) |2
W - J |

by 2
- i T - -
| 'l>1+Iw;’+...—|—|wg?"/(1+|w1‘-’)"’

quel que soit w; en prenant @ = w,, on en tire

. 1 2n
}-]dzt!><~—> .
2¢€

D’autre part, de I'inégalité évidente

LY - Wy

Vi [wEVi+[w,]

on deéduit aussitot [Q(sw) —+ [w|*)* pour toutes les valeurs de w; en
prenant la moyenne de |Q(w)|? sur le cercle |w| =1, on obtient

X oy 2l on

Revenons maintenant aux polynomes P(w) et P*(w). Nous pouvons remplacer
leurs systémes de coefficients a et a* par des systemes équivalents b et H*
convenablement normés, c’est-a-dive tels que

E|bi|2::1,

ton, X[ BF b alb, b =], a' ]

Les polynomes P(w) et P*(sw) sont ainsi changés en des polynomes propor-
tionnels R(w) et R*(s). Si nous posons

R(w) = R(ew) + S(w),
il vient )
[S(w) P<< X0 — b, P w << ala, @ P(1+ w2
D’autre part

zR(‘V)]EL(——‘-‘—M>~I—]Q(W)E

On aura donc certainement |S(w)|<|R(w)]| en tous les points de la sphere
de Riemann en lesquels

O(W) L ov — oyl nil
—]] ‘ - >2 * |q o

v Top, 12
([+[¢v|) VIid w214 o]
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D’aprés la proposition indiquée au début, ceci aura lieu sauf en des points
situés dans des calottes dont la somme des ravons cordaux est inférieure

1 1 1
a2eyv2.2"|a, a’ "< 4e[a, a*]*. Le théoréme de Rouché nous montre enfin
(ue, dans chacun des domaines connexes formés par la réunion de ces calottes,
les deux équations R(w)=o0 et R*(w)=o0 ont le méme nombre de racines.
Il en résulte qu’il est possible d’associer deux a deux les racines des deux
équations données de sorte que la distance cordale sphérique de deux racines
associées soit inférieure a
1
e=8el|a, a*|".
La proposition directe se trouve ainsi démontrée.
Pour établir la réciproque, nous partons de

[, —wp |

/ ] (2
O e R R S e KA

<=z<1 (p=1,2, ..., n).

Une transformation homographique
(13) , W = eile ¥ %
' I W

(rotation sur elle-méme de la sphére de Riemann) qui change w, et »w, en W,
et W', satisfait & la relation

W -—-W, R w— W,
Vi WV W, 2 Vil PV w,

avec ,
vp=arg( 1+ wa)+ arg(1+w,a).

Il en résulte que

W—W, - wW—W;
Vi+ | WEVI+| W, Vi WY+ W]
- w— Wp S w —w,
YEEEYEECE ViRV w2
avec ‘
: 0,= arg(l—q—w,ﬁ,)~—arg(1+w;a>,
St P'on choisit alors la transformation (13) de facon que W;:—W,,, ces

(uantités ayant un module inférieur & 1, on met en évidence un nombre réel 6,
indépendant de w, et tel que

w—w, 0 W — W,
— e
Vit w1+ |w, \/I—+—|W|2\/1+]W;,|2
W, — W, | V2| W, — W, | —

<<&ya2

= <
Vi+ [ WEVI+ W, Vi+ | WoVi+ | W,
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En remarquant qu'une différence de deux produits peut s’écrire

n

[ =3[ o 114 11 .

j=1 k=1 18ick kj<n

on déduit immédiatement de P'inégalité précédente qu’il existe un nombre
réel 6 = X6, indépendant de o, et tel que

¥y — Wi 0 W—W’f .
1l o
\/1+|w'\/1—i—fn‘“ Ve o e ’
01t
K
[ —e®Q () | < mey/2(1+ L )2
En prenant la moyenne sur le cercle la/=1 du carré du premier membre,
il vient

2oy ellaf 2 ant i n2e?,

et, par conséquent, d’apres 'inégalité (3 bis),

zlal___ez *i ot g2 g2
oy TN
VE o 22 o] (_d>

. \ 2¢,

[, a'| << (e,

[ o, ei()y_*]i <

soit a _fortior:

ce qui démontre la réciproque.

24. Voici une conséquence immédiate de la propriété précédente.
Lemme V. — St ['équation
P(w)=ayw"+ a0 '+ .. .4 a,—=o

ne présente pas plus de p racines dont la distance cordale sphérique @ = soit infé-

rieure 4 €, on a
/l
2l

i=0
=
Dlap

j o

@

)‘,Zn.

Récivroquement, 1l n'y a pas plus de p ractnes dont la distance cordale sphérique
"4 o soit inférieure i
P )
Z lai [*
(L >" =0
N 5¢ n

21“7|2

j==0
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Pour démontrer cette proposition il suffit de considérer I’équation

P*(ww)y=ajat—+ aj o'+ ..+ a,== o0,
ota,=a,=...=a,=o0. On obtient immédiatement
»
' AT
[a, a* 22 f%‘l__._. ,
> ot
nd I C’/, i

I’égalité ayant lieu si I'on choisitd}: a;pour k=p—41,p—+=2, ..., n
En faisant ce choix et en appliquant le lemme 1V (proposition directe ), on

voit que I'équation P(w)=o présente au moins p + 1 racines dont la distance
a oo est inférieure a

I_

]

n

oy
AT,

i=0
Sel ——

Zlaii2

_j= i

C’est, sous une autre forme, la premiére partie du lemme a établir.

En choisissant maintenant les a), (k=p-+1, p+ 2, ..., n) de facon que
I’équation P*(w) =o0 présente, en dehors de ses p—1 racines infinies,
n—p—1 racines communes avec I'équation P(w)=o, et en appliquant le
lemme IV (proposition réciproque) on voit que, si les p -+ 1 autres racines de
I’équation P () = o sont a une distance de «© moindre que ¢, on a

»

,
3o

i=0

Zlai\’2

i=0

< (be)nz2,

(’est, énoncée sous unc autre forme, la seconde partie du lemme.

25. Nous serons amenés dans la suite & utiliser le cas particulier p =o0 du
lemme V. On peut établir par un calcul direct la proposition plus précise
suivante.

Lemur VI. — St ’équation
P(w) = a4 a0 . . .k a,=o0

ne présente aucune racine de module supérieur a M, on a
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Réciproquement, aucune racine n’a un module supérieur a M’ avec

Iu()lz — n
a2 1M

En effet, si toutes les racines ont un module inférieur 2 M, on a

423 Up

< Gy M,

a 19 9
pat — < C2M2, < M
ay ty t,
d’ou
ja, I ~ I
a7 - (CL)EME - (G2 M- - M2 T (1 M)

Réciproquement, si nous posons

nous définissons un nombre MW supérieur a 1; on obtient immédiatement

|y | I
STa ]~ ir W
SO1t | 7
[a0{>3a1|—6—;’a2lj\;_,_‘+|an}
et, a fortiori,
}(lo‘1>j—%—l~‘r_%v+.“ %\‘

Il en résulte que, pour [w|>M, on a

[ gy | > | gy =" e qag W2 ay, |,

donc P(w) £ 0.

26. DEriNitioN. — Sotent deux équations P(w) = o0 et P*(w) = o de degré n.
St Uon assocte leurs racines deua a deux, on peut déterminer la borne supérieure
des distances cordales sphériques des couples de racines ainsi associées. Nous
appellerons distance des deux équations, le minimum de cette borne supérieure
lorsqu’on fait toutes les associations possibles.

1l résulte alors du lemme IV qu'une condition nécessaire et suffisante pour
que la distance de deux équations soit petite est que la distance de leurs
systemes de coefficients le soit.

Nous dirons qu'une suite d’équations est concergente et tend vers une
équation limite, si la distance des équations de la suite & I'équation limite tend
vers zéro. Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que la suite des systémes
de coefficients des équations soit convergente et tende vers le systéme de
coefficients de ’équation limite.
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27. Dervition. — Une suite de fonctions algébroides définies par les équations
(14) S W e i s,

ot les [( =) sont holomorphes dans un domaine D, est dite convergente dansD si
la suite des équations (14) est convergente en chaque point de ce domaine; elle est
uniformément convergente dans intérieur de 1) et y présente la fonction multi-

Sforme définie par

(13) S [0t e S0 =0

comme limute si la distance des équations (14) a l'équation (15) tend uniforme-
ment vers zéro quel que sott z dans un domaine D' quelconque complétement
intérieur a D.

LLe lemme IV nous montre qu’'une condition nécessaire et suffisante pour
qu'une suite d’algébroides soit convergente (ou uniformément convergente)
est que la suite des systemes de coefficients des équations qui les définissent
soit elle-méme convergente (ou uniformément convergente). Il résulte de ce
qui a été dit an n° 9 que la limite d'une suite d’algébroides uniformément conger-
gente dans U'tntérieur d’un domaine est une fonction algébroide dans ce domaine.
De méme, en s’appuyant sur le lemme I, on voit que, s¢ aucune des branches de
l’algébroide limite ne se réduit a la constante a, les points en lesquels les algc-
broides de la surte (uniformément convergente) prennent la valeur a tendent vers
les points en lesquels Ialgébroide limite prend cette méme valeur: en particulier, si
les algébroides de la suite ne prennent pas la valeur a, il en est de méme de l'algé-
broide limite, @ moins que ['une au moins des branches de celle-ci ne se réduise a
la constante a.

- Dermvimion. — Une famille d’algébroides définies dans un domaine 1) y est
normale st de toute suite infinie d’algébroides de la famille on peut extraire une
sutte partielle uniformément convergente dans Uintérieur de ).

On peul énoncer un critére de normalité a partir de I’égale continuité. Nous
dirons que des algébroides sont également continues dans lintérieur d’un
domaine D, si, a tout domaine D’ complétement intérieur a D et & tout nombre
positif ¢, on peut faire correspondre un nombre v tel que les deux équationx
numériques obtenues a partir de I’équation de 'une quelconque de ces alge-
broides, en donnant & z deux valeurs arbitraires situées dans D’ et dont la
différénce a un module moindre que 7. soient 4 une distance inférieure i <.
Pour que des algébroides soient également continues, il faut et il suffit que
leurs svstemes de coefficients le soient. D’ou le

PREMIER CRITERE DE NORMALITE. — Pour qu'une famille d’algébroides soit normale
dans un domaine D, il faut et il suffit qu'tl v ait égale continuité dans l'tntérieur
de ce domaine.

Ann. Ec. Norm., (3), LXI. — Fasc. 1. -5
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Donnons enfin, pour terminer cette section, une propriété des familles
normales de fonctions algébroides.

TutoriMe IX. — Soit dans le cercle | 5| < R une famille normale d’algébroides
a n branches, n'y prenant pas la valeur o et dont toutes les branches ont des
modules in férieurs a M, au point 3 = 0. Dans ces conditions, en chaque point du
domaine |3 | <r <R, toutes les branches ont des modules inférieurs a une borne
ne dépendant que de r (ainsi que de la famille considérée).

En utilisant la notion de famille normale d’algébroides, on pourrait donner
une démonstration paralléle a celle du théoréeme I. Mais le plus simple est
d’avoir recours a ce théoreme lui-méme en remarquant que le lemme VI nous
rameéne aussitot i la considération de 'expression

ol
VEIZT

C . ; _
qui est a l'origine supérieure a (14 My)™".

a8
[ ey

Le critére fondamental de normalité.

28. Nousallons d’abord rappeler quelques propositions connues relatives aux
algébroides dont le domaine d’existence est tout le plan fini. Ces propositions
sont des applications immédiates des théoremes établis dans la premiére
section du Chapitre II; elles donnent le nombre maximum de valeurs excep-
tionnelles, c’est-a-dire de valeurs non prises par I’algébroide.

Tueorime X ('). — Une algébroide a n branches dont le domaine d’existence
est tout le plan fini ne peut présenter plus de 2n valeurs exceptionnelles & moins
que toutes ses branches ne se réduisent a des constantes.

S’il existe entre les coefficients de I’équation définissant une algébroide une
relation linéaire homogéne, nous dirons que les branches de I'algébroide
satisfont & une relation involutive. La considération des relations involutives
permet de préciser comme suit le théoréme précédent.

TutoreMe XI (*). — Une algébroide a n branches dont le domaine d’existence
est tout le plan fini, et entre les branches de laquelle n’existent que ). relations
involutives indépendantes (). < n), ne peut présenter plus de n -+ ) —+1 valeurs
exceptionnelles.

(1) RéMouNDos, Sur les zéros d’une classe de fonctions transcendantes [Annales de la Fac. des Sc.
de Toulouse, (2), 8, 1906, p. 1-72].

(%) Tu. VarorouLos, Sur le nombre des valeurs exceptionnelles des fonctions multiformes (C. R.
Acad. Sc., AT1, 1923, p. 306; Bulletin de la Soc. math. de France, 53, 1925, p. 23-34).
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29.- Etudions maintenant les familles d’algébroides définies dans un
domaine D. A cet effet, nous utiliserons les théorémes de la deuxiéme section
du Chapitre II.

CRITERE FONDAMENTAL. — Les algébroides a n branches, définies dans un
domaine D et y présentant 2n -1 mémes valeurs exceptionnelles, constituent une
Sfamille normale dans ce domaine.

Cette proposition peut étre précisée en introduisant la notion de relation
involutive asymptotique. Nous dirons que les branches d’une suite d’algébroides

SEwr fRgr e fP =0
satisfont asymptotiquement dans un domaine & la relation involutive

51)/0"‘ ‘31f1+~ . -‘F@nfn:();
si 'expression
B f A B S B
VI P10 2 A0

tend uniformément vers zéro dans le domaine considéré.

Tukorime XL, — Lorsque les algébroides d’une famille présentent n —+ 7.+ 1
mémes valeurs exceptionnelles, de toute suite d’algébroides de cette famille on
peut extraire une suite partielle qui jouit de l'une des propriétés suivantes :

ou bien elle est uni formément convergente ;
ou bien les branches des algébroides de cette suite satisfont asymptotiquement
a A relations involutives indépendantes.

Ces relations involutives apparliennent a un ensemble fini qu'on peut former lorsqu’on
connait les valeurs exceptionnelles; c’est une conséquence des considérations du n® 18.
Etudions de plus prés cet ensemble. A cet effet, remarquons d’abord que la relation

|60/‘0+ ‘31f1+ e rfjn.fn:()
se traduit entre les branches vy, w,, ..., v, de I'algébroide

Sow = froont L fr=o0
par
Bo— B X+ B Xy — o (1 )BT 0,
ce qui justifie, d’ailleurs, le nom de relation involutive que nous lui avons donnd.
Placons-nous, alors dans le cas A =r1. Si nous désignons par a, o, ..., &, les n 4 2
valeurs exceptionnelles, nous savons (cf. n® 18) que involution asymptotiquement satis-
faite peut s’écrire
al Tt oL 0y 2oty fri
a Tt 0, 2o fr o

n =1 )y .
Tpa Tp e L rjll%—l‘-‘znA»l./‘n i
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ou certains des 0, sont égaux a 1 et les autres nuls. Dans ce déterminant remplacons
les Za;,f,,_, par les expressions

af — oan T B4 al R — - (— 1 ) W .,
pour donner a la relation sa forme involutive portant sur «y, @, .... w, Il apparait
aussitdt que la relation est satisfaite si I'on donne respectivement & ces quantités les
valeurs des «, correspondant dans le déterminant a des 0, non nuls, complétées par des
valeurs arbitraires. En remarquant qu'on peut remplacer par zéro tous les 0, égaux a 1 et
par 1 tous les 0, égaux a zéro sans altérer 'involution, on arrive finalement au résultat
que voicl. ‘

Si k=1, les n + 2 valeurs exceptionnelles a, se partagent en deux groupes comprenant
chacun deux valeurs au moins et tels que la relation involutive a n variables dont il est
question dans le théoréme XII soit satisfaite lorsqu’on donne a ces variables les valeurs
des a, de I'un quelconque de ces groupes arbitrairement complété.

On peut développer des considérations analogues pour % > 1, auquel cas nous avons un
systéme de A relations involutives simultanées qu’on peut écrire, en désignant par «,, «,,

Oay ..., onyy les n 4+ & 41 valeurs exceptionnelles,
af af™t o1 O fat—afT B afT P R (= 1)y Ly
af bt o1 0 ol — ot B T e - (= D) s Ly, |
e [ . e e e e e R e e e e e —o,
ap apt o O glar—alm Rt ol P X — o (— )T WLV,

ey aﬁ;,‘, R o
o ¢g=r1, 2, ..., .. Les 0 sont égaux a zéro ou a 1 el cetle propriété peut étre précisée
d’apreés ce que nous avons vu au n° 18; les nombres o, 1, 2, ..., nse répartissent en plusieurs
classes Gy, Cy, ..., comprenant respectivement ry, ry, ... éléments, tandis que les X pre-
miers entiers se répartissent d’autre part en classes Dy, ... comprenant respectivement s, ...
éléments, avec s, <<ry, ...; 0,, est égal & 1 si p el ¢ appartiennent respectivement a des
classes G et D de méme indice, il est égal & zéro dans le cas contraire. Considérons alors
les valeurs exceptionnelles .o et répartissons-les en deux groupes de la facon suivante :
dans le premier groupe mettons les «, pour lesquels p appartient a C; et les a,., pour
lesquels ¢ n’appartient pas & D,; dans le deuxiéme groupe mettons les «, pour lesquels p
appartient a G,, ... et les a,,, pour lesquels ¢ appartient & D,. Le premier groupe
comprend ry—+ (4 —s,;) termes et le second en comprend (n—+1—7r)-+$; on a
n+1—ri+s;<netr,+i—sSn,car les r;— s; sont tous positifs et Z(r;—s;)=1+n—7%

~On vérifie aussitot, comme on I'a fait pour A =1, que chacun de ces groupes, arbitrai-
rement complété a n termes, satisfait anx A involutions.

Si A>1, les n+ A+ 1 valeurs exceptionnelles a, se partagent en deux groupes com-
prenant chacun n valeurs au plus et tels que les ) relations involutives a n variables
dont il est question dans le théoréme X1l soient satisfaites lorsqu’on donne a ces variables
les valeurs des a, de l'un quelconque de ces groupes arbitrairemént complété.

En particulier, si A\=n —1, les 2n valeurs exceptionnelles se partagent en deux
groupes de n valeurs; chacun de ces groupes satisfait a chacune des n—1 relations
tnvolutives.
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Remarque. — Aussi bien dans le critere fondamental que dans les théo-
rémes X, XI et XII, certaines valeurs exceptionnelles peuvent étre remplacées
par un nombre égal d’involutions exceptionnelles (*).

30. On peut étendre le critére fondamental au cas ou les 27+ 1 valeurs
exceptionnelles varient avec 'algébroide considérée. Il suffit pour cela d’ appll-

quer les resultats du n° 19. La normalité pourra encore étre affirmée si,
D)
a4, ..., o étant n+ 1 quelconques des 2n -1 valeurs exceptlonnelleb,

o

I’expression

£ k2 (k)
roalt ol o e

\L (k)2 (k)
1 1/,1 %y, ce. O

ky k2 Chyn
L2y %, s Ay

() |2  CR) (&)
“\/I—I—!O(,,’. I 1oy +...—\—t0(m

(kY __ (k)
A oy,

= 2in ; I 20 9
II Vit a0 2 a2 \1_;_;0;“)5 + . o

reste, en module, supérieure a une borne positive fixe. Si 'on remarque que la

quantité
tta a2
[+ fa 2]

reste comprise entre deux constantes positives lorsque « prend toutes les
valeurs possihles, on voit que la condition précédente revient a imposer aux
expressions

(k)
l] L —
\/I—i—loc”"] \/I—-|—|O((“‘)
de rester supérieures 4 une borne positive fixe, ou bien encore & imposer une
borne positive fixe a la distance sphérique minima des 2n 41 valeurs excep-
tionnelles prises deux i deux.

Les algébroides & n branches, définies dans un domaine D et y présentant
2n—+ 1 valeurs exceptionnelles variables avec I’algébroide considérée matis dont la
distance sphérique minima posséde une borne inférieure positive, constituent une
JSamille normale.

On pourrait donner une extension analogue du théoréme XIL.

(%) Foir P. MoNTEL, Legons sur les familles normales. . .. (loc. cit.), p. 289.

Iei, nous prenons le mot « exceptionnel » au sens strict : involution exceptionnelle n’est satisfaite
en aucun point. Il faut bien se garder de confondre les involutions exieptionnelles avee les relations
involutives (asymptotiques ou non) existant entre les branches.
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Extensions des théorémes de Schottky et Landau.

31. Le théoréme VIl et le lemme VI conduisent immédiatement i une forme
purement qualitative du théoréme de Schottky.

Tucoreme XHI. — Sodt, dans le cercle | 5| <R, une algébroide a n branches, y
présentant 2n + 1 valeurs exceptionnelles o, parmi lesquelles figure la valeur «.
Si, au point = =o, toutes les branches ont des modules inférieurs a M,, elles
ont dans | 3| < r< R des modules inférieurs a une borne M ne dépendant que

de M, de [L{ et des a,.

Les considérations développées a la {in de la section précédente montrent
’ | . 1 1"

que I'on peut donner une borne connaissant seulement My, 17 et un nombre
L}

positif inférieur aux distances sphériques des a, pris deux 4 deux. De plus, on
peut arriver, ici encore, & un énoncé partiellement quantitatif, comme nous
allons maintenant le montrer.

Considérons, dans |z|<R, une algébroide a n branches, présentani
on -1 valeurs exceptionnelles dont la distance sphérique minima est supé-
ricure i 5 > o. Cette algébroide appartient a une famille normale. Si

k/.o“‘n_i_/}ﬂ;ur— [ ~+fn —=0

est I'équation qui la définit, on a donc

2ifitor fito)— f,(0) filo)i? - k2
(Z[filo) )? R’

ot K est une constante ne dépendant que de ¢ et de n. Le raisonnement
développé au n° 21 peut étre repris mot pour mot; il conduit a I'inégalité

V2 fi(re®) |2 R [ V1[0
log ‘=2 0 A log o)
B S e SR T T (0]

ot A et B sont les constantes numériques précédemment estimées. D’autre
part, le lemme VI nous apprend que

/olo)] >( ! >" ét | fotret) < v .
VEIfilo E~ N1+ M, VEIfilrem Vit M

+BK‘!],

Ces trois derniéres inégalités conduisent aussitot a la proposition que nous
avions en vue.

Soit, dans le cercle | | <R, une algébroide & n branches, y présentant 2n -+ 1
valeurs exceptionnelles comprenant la valeur < et dont la distance sphérique
minima est supérieure @ 2 >>o. Si, au point z = o, toutes les branches ont des
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modules inférieurs @ M, elles ont, dans |z | <r<R, des modules in  férieurs
a M avec

R N ‘
logM < — [Anlog(1—+M,) + BK?] =+ %logn,

o A et B sont des constantes numériques et ot K ne dépend que de ¢ et de n.

32. Nous allons maintenant donner des extensions du théoréme de Landau.
Nous considérerons dans || < R des algébroides 4 n branches ayant an -1
valeurs exceptionnelles données ou, plus généralement, 2n + 1 valeurs excep-
tionnelles dont les distances sphériques sont supérieures a un nombre positif ¢
donné ('). Moyennant certaines données complémentaires, on peut déterminer
une borne supérieure R, du rayon R. On obtiendra différents théorémes suivant
les « données complémentaires » utilisées; mais il faut remarquer que la seule
connaissance des dérivées des différentes branches a 'origine ne permet pas de
conclure.

Tucoreme XIV. — Soit, dans |z| <R, une algébroide ¢ n branches ayant
an -+ 1 valeurs exceptionnelles dont les distances sphériques sont supérieures a o
posttif. Supposons de plus, qu’au point s = o, l'une des branches ait une dérivée
sphérique D et que cette branche soit ¢ une distance sphérique des n —1 autres
supérieure a ¢, posiif. Dans ces conditions, on peut déterminer une borne supé-
rieure de R en fonction de n, ¢, o, et D (?).

Nous allons sapposer qu’il n’en est pas ainsi. 1l existe alors une suite d’algé-
broides pour lesquelles les conditions précédentes sont réalisées avec R =1,
2, ..., n, ....Cette famille est normale dans | 3| < 1. On peutdonc en extraire
une suite partielle uniformément convergente dans | | <1 et qui lend vers une
algébroide limite dans ce cercle. Mais les algébroides de la suite sont, & partir
d’un certain rang, définies dans le cercle |3 < n et y constituent une famille
normale. D’aprés l'extension aux algébroides du théoréme de Vitali (*), la
suite partielle est uniformément convergente dans |z | < n etl’algébroide limite
existe donc dans ce cercle. Finalement, 'algébroide limite que nous avons
mise en évidence a pour domaine d’existence tout le plan fini.

(1) On pourrait aussi supposer que cerlaines valeurs exceptionnelles sont remplacées par des
involutions exceptionnelles. Si valeurs et involutions exceptionnelles sont données, les résultats
s'énoncent aussitét; sinon il y a lieu de faire intervenir des bornes inférieures d'expressions sem-
blables & celles considérées dans le ne 19.

(2) Si Pon tient compte de la relation (27 +1)62 <1, on voit aussitot que 'on peut trouver unc
borne supérieurc ne dépendant que de &, &, et D. On peut faire une remarque analogue pour le
théoréme XV.

(%) Nous avons établi une tello extension pour les systémes de n—+1 fonctions holomorphes
(théoréme III). Elle s’applique en particulier aux fonctions algébroides.




40 JACQUES DUFRESNOY.

Quitte a faire une nouvelle extraction de suite partielle, on peut toujours
supposer que les algébroides de la suite jouissent des propriéteés suivantes :

a. la branche dont on connait la dérivée sphérique est convergente au
point z=0;

b. les 2n—-1 valeurs exceptionnelles convergent vers 2n—1 valeurs
limites «, (nécessairement distinctes).

D’apres la propriété a, I'algébroide limite présente, au point z=o, une
hranche dont la distance sphérique aux autres est supérieure a ¢,. Dans le
voisinage de 'origine, cette branche ne se ramifie donc pas et est limite uni-
forme de branches des algébroides de la suite qui ne se ramifient pas non plus.
Dans ce voisinage nous sommes ainsi en présence d’une convergence uniforme
de fonctions méromorphes, ce qui entraine la convergence des dérivées spheé-
riques. Parconséquent, 'algébroide limite présente, au point z=o0, une branche
dont la dérivée sphérique est D; en particulier, cette branche ne peut pas se
réduire & une constante.

D’apres la propriété b, chaque valeur «, est exceptionnelle pour I'algébroide
limite, & moins qu'une branche de celle-ci ne se réduise a la constante o,,.
De sorte que I'algébroide limite comprend finalement £ branches constantes
(o<k<n) et une algébroide a n—k hranches non constantes présentant
on +1—k-2(n—Fk)-+1 valeurs exceptionnelles distinctes. Or cecl est en
contradiction avec le théoréme X; notre démonstration se trouve ainsi achevée.

ftemarque. — Le théoreme XIV s’exprime par 'inégalité
R <2 Ry, a8, 85, D),

ot D intervient d’une facon que Pon peut aisément préciser. En effet, chan-
geons = en 3 dans la fonction algébroide considérée, puis appliquons le

théoreme; 1l vient
RD <2 Ry(n, 9, 9, 1).

Autrement dit, le product RD a une borne supérveure ne dépendant que den, cets,.

TukorkMe XV. — Sout, dans s <R, une algébroide a n branches ayant
an —+ 1 valeurs exceptionnelles dont les distances sphériques sont supérieures a D)
positif. Supposons de plus que, dans le cercle |z <r, Uoscillation sphérique

d’une branche soit supérieure a o, posttif. Dans ces conditions, on peut déterminer
une borne supérieure de R en fonction de n, c, o, et r.

l.a démonstration étant trés voisine de celle du théoreme X1V, nous ne la
développerons pas. On peut, comme ci-dessus, préciser I’énoncé de la facon

suivante : le quotient — a une borne supérieure ne dépendant que de n, ceta, (*).

(') Cf. J. DurresNoy, Sur les domaines couverts. . . (loc. cit.), 8§ 45 ot 46.
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On pourrait obtenir (’autres théorémes en se fixant d’autres « données
~complémentaires »; il suffit que celles-ci se conservent dans un passage uni-
forme a la limite et excluent les algébroides dont toutes les hranches sont des
constantes. Par exemple, on peut imposer aux différentes branches de I’algé-
hroide d’étre, pour z = o, dans un certain domaine duplan complexe, tandis
que, pour z=3,, l'une des branches est dans un domaine extérieur au premier.

APPENDICE.
Sur les systémes de » +—1 fonctions entiéres.

33. Nous allons améliorer les résultats exposés dans la premiere section du
Chapitre Il en démontrant le théoréme suivant :

Taeorieme XVI. — 87l n’existe entre les n + 1 fonctions enticres [; que 1. rela-
tions linéaires homogenes indépendantes au plus () < n), le nombre de combi-
naisons linéaires exceptionnelles (linéairement indépendantes n+41 &4 n—4-1)
que ces fonctions peuvent présenter, est au plus égal a

n

- =
n— 1

Pour le prouver, il nous suflit de reprendre la démonstration du Chapitre 11
en faisant une analyse plus soignée. Supposons qu'il y ait n— 1+ (& combi-
naisons exceptionnelles ‘entre les /,, donc v combinaisons exceptionnelles
proprement dites entre les F,. Dans chacune de celles-ci, chaque classe, sauf
une, donne une combinaison partielle identiquement nulle. De sorte que, s'il
v ac classes, le nombre total des combinaisons partielles identiquement nulles
est égal & (¢ —1)w et nous avons déja vu que ces combinaisons sont indépen-
dantes n—+1 & n—+ 1. Le nombre de celles qui portent sur les p fonctions F,
appartenant a une classe ne peut dépasser p—1 et le nombre total ne peut
dépasser X(n,— 1) =n—+ 1 —c. D’oli une premiére relation

ple--1)Sn—41- c.

D’autre part, I'existence d’une classe de p fonctions implique I'existence
de p—1 relations (les fonctions d’'une méme classe étant proportionnelles).
L'existence des c classes entraine doncici X(p;— 1) = n -+ 1 — crelations; d’ou

n+41- c<kh.

Des deux derniéres inégalités on déduit aussitot

n—+1—c " n
= — 1< — 1

= 2

). —~
¢ —1 -1 “n—1%

l

[IVAN

ce qui établit le théoréme. ‘
Ann. Ec. Norm., (3), LXI. — Fasc. 1. 6
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Remarque. — Ce théoréme s’applique en particulier aux algébroides et I'on
retrouve ainsi le résultat de M. Ghermanescu (*).

S'il n’existe entre les n branches d’une algébroide (définie dans tout le plan
fini) que h relations involutives, le nombre de valeurs exceptionnelles que peut
présenter cette algébroide est au plus égal a

7

n—+ =
n— A

Cette vemarque permet de montrer que le théoreme XVI ne peut plus étre amélioré.
Soient, en effet, Fy, Fy, ..., F,_; des fonctions dépourvues de zéros et linéairement indé-
pendantes. Considérons alors I'algébroide 4 » branches définie par la relation

Po(w)Fo(z) +Pi(sw)Fi(z) +.. .4+ Pusy (w)F,5(5) =0,

ou les P,(sw) sont des polynomes de degré ¢. Une valeur o —=w, qui annule 2 — 7
des n — 1 -+ 1 coeflicients esl exceplionnelle pour I'algébroide.

Or, étant donné p valeuars, a quelle condition peut-on les distribuer en 72 — 7. +- 1 groupes
de sorte que chaque valeur figure dans n — 1 groupes ¢t que, dans chaque groupe, il y ait
au plus n valeurs ? Il est évidemment nécessaire que

o(n—12)<n(n—1-+1)
01l
n
oin 4+ —=-
= n—1
Nous allons montrer que cette condition est suflisante. A cel ellet, prenons d’abord
)
chacune des p valeurs dans chaque groupe, puis retirons la premiére valeur du premier
groupe, la seconde du second, ..., la n— 741%™ da o — 7 17w Ja n — 7.4 21me du
premier, la 7 --7 -+ 3¢ du second, etc. Celle opération terminée, on aura retiré de

. i p o - .
certains groupes | ————— | valeurs et des autres | ————— | 4-1. De sorte que, lina-
n—k—+1 n—h—+1

lement, notre distribution satisfera bien aux conditions requises si

} . .
|7
v n—>»)—41 |7

7

soil

n-——1

Supposons donc 5 donné satisfaisant & cette inégalité. Choisissons arbilrairement
o valeurs distinctes w; et répartissons-les comme indiqué ci-dessus; puis formons un
polynome P,(w) de degré » ayant comme zéros les valeurs du premier groupe, un poly-
nome P,(w) de méme degré ayant comme zéros les valeurs du deuxiéme groupe, etc.
I’algébroide
' Po(w)Fo(z) +Pi(w)Fi(z) +... = Pp(w)lF(5)—o0

(1) Cf. M. GHERMANEScU, Les combinaisons exceptionnelles des fonctions enticres et les fonctions
algébroides (Actualités scientifiques et industrielles, no 889, 1940). Cet auteur a pressenti le théo-
réme XVI sans parvenir a le démontrer.
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a commie valeurs exceptionnelles les p valeurs ;. Or, si nous ordonnons ce polynome en v,

il vient
w7 fo(s) W=t fi(s) .o+ fuls)=o.

Nous metlons ainsi en évidence n + 1 fonctions f, qui ne sont liées que par 7 relations
linéaires et qui présentent ¢ combinaisons linéaires exceptionnelles (linéairement indépen-
dantes n -+ 1 & n + 1), I'entier o pouvant étre choisi arbitrairement sous la seule condition

n

de ne pas dépasser n + —

Sur les suites de systémes de . -+ 1 fonctions holomorphes.

34. Le théoréeme XVI, affirmant I'existence d’un nombre au moins égal

Iy
e

1. . C, . - s . .y
a ‘—1? de relations linéaires homogeénes entre les n -1 fonctions entiéres d’un

systéme présentant n -1+ p.combinaisons linéaires exceptionnelles (o< 1 <n),
améliore le théoréme V qui affirmait seulement I'existence de u. relations
linéaires entre de telles fonctions. Peut-on améliorer de facon analogue le
théoréme VI? 1l semble que non. La démonstration du théoréme XVI ne peut
pas s’adapter sans modifications profondes aux suites de systemes de fonctions
holomorphes, car, au lieu du théoreme de Borel, nous n’avons plus & notre dis-
position que celui d’Henri Cartan qui, d’une part, ne fait pas intervenir toutes les
fonctions /; et qui, d’autre part, conduit seulement a affirmer que les quotients
des fonctions d’'une méme classe convergent uniformément vers des fonctions
limites (en général non constantes).

Mais supposons, comme I’a fait M. Henri Cartan dans sa These, que toutes les
fonctions /; se répartissent en classes auxquelles le théoreme s’applique et
tachons alors d’adapter la démonstration du théoréme XVI de la méme facon
que nous avons fait pour le théoréme V dans la deuxiéme section du Chapitre II.

La suite partielle présente (¢ — 1) . expressions de la forme

‘30/(»4‘ i51ff+~ .ot ﬁufn
NSRS

(5,-=const.)

qui tendent uniformément vers zéro, les numérateurs de ces expressions élant
linéairement indépendants. Kt I'on a encore '

p(c—1)Sn—+1--c,
d’ou
n

o —1 .
I—i—!.l,

{IVAN

D’autre part, I'existence d’une classe de p fonctions implique I'existence de
p —1 expressions de la forme

?n/o*ﬁ‘ ?|/| e o C{nfu
K
I S
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‘qui tendent uniformément vers zéro, les numeérateurs étant linéairement indé-
pendants relativement a4 I'’ensemble des /,; mais ici les ¢, sont en général des
fonctions et non plus des constantes. Le nombre total A des expressions de
‘cette nature, asymptotiquement nulles, est au moins égal a

N . n 7.
2pi—1)=n-+1—czn— R W
- T+ u -1

Enfin, si 'on remarque que _
ple—1)=pln—(n+1-—c)lzuin—AN),

on voit que le nombre % des expressions i coefficients constants .qui sont
asymptotiquement nulles satisfait a

hzp(n—A).

Moyennant 'hypothése de M. Henri Cartan, on parvient donc au théoreme
suivant :

Tuiorime XVII. — Lorsqu'une famille de systémes de n—1 fonctions holo-
morphes présente n—1 —+ {L combinaisons linéaires exceptionnelles linéatrement
indépendantes n +-1 an--1 , de toute suite infinie de systémes de celte Sfamille
on peut extraire une suite partielle qut

ou bien est uniformément convergente ;
ou bien est telle qu'tl existe \ expressions de la forme

:,//;.0/.0 -+ :,//).1 '/.I ...t C,/)/;.n,/‘n.

== == (p-=1 2,...,.\)-,
VIFE 1 fi Pt [ al ’

qui tendent uniformément vers zéro, les numérateurs de ces expressions étant
linéairement indépendants relativement a 'ensemble des f,, et le nombre \ satis-
Jfaisant a

ny
1+ pt’

A

{1Ave

de plus, i des expressions précédentes ont des numdrateurs dont les coeffficients o, ,
se rédutsent a des constantes et ['on «

rzp(n—A).




