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SUR LES

EQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DE PREMIER ORDRE
CONSIDÉRÉES COMME DES ÉQUATIONS DE CONTACT

ET, EN PARTICULIER,

SUR LWTÉGRATION DES ÉQUATIONS SEMI-LINÉAIRES

PAR M. ERNEST VESSIOT.

Introduction et résumé.

1. Soient .r,, ..., x^^ les coordonnées du point courant d'un espace &
à (/i+ i) dimensions. L'élémentde contact engendré par les éléments linéaires,
issus de ce point, qui satisfont à une équation de Pfaff,

pi dx^ + . . . 4- pn+ï d^n+i == 0,

à coefficients donnés, aura pour coordonnées x^ .... x^^ e t jo, , ...,p,^, ces
dernières étant des coordonnées homogènes. Toute équation

(E) <^(^, . .., ̂ +i;/?i, P., . . .,pn+i)==0,

l iant ces coordonnées, et homogène par rapport aux p^ sera dite une équation
de contact; et toute multiplicité ponctuelle de & telle que les coordonnées de
ses oo" éléments de contact soient des solutions de cette équation E en sera dite
une intégrale. Intégrera, ce sera en trouver toutes les intégrales, à un nombre
quelconque de dimensions.

Le problème d' intégration ainsi posé ne diffère pas essentiellement de celui
de Pintégration des équations aux dérivées partielles du premier ordre à une
fonction inconnue de n variables indépendantes, envisagé sous l'aspect général
que Sophus Lie lui a donné en introduisant la not ion des intégrales à un
nombre quelconque de dimensions; et les équations de contactjouent, au fond,
le même rôle analytique que les équations homogènes aux dérivées partielles,
systématiquement employées par Sophus Lie, qui s'en déduisent quand on y

considère les pi comme les dérivées partielles —/- d'une fonction indéter-

minée/(^*i, ..., ^+.1). L'introduction des équations de contact nous paraît
Ann. Éc. Norm.^ (3), LIX. — FASC. 4. 27



Î12 ERNEST VESSIOT.

cependant avoir l'avantage de poser d'emblée la question sous une forme
géométrique et entièrement générale.

2. Bien que les intégrales des équations de contact E de l'espace & aient,
quel que soit leur nombre de dimensions, même définition, celles qui en ont
moins de n n^en présentent pas moins un caractère particulier. Tandis que
l'existence d'intégrales à n dimensions est, pour toute équation E, un fait
constant bien étudié, celle d'intégrales à un nombre donné s de dimensions,
inférieur à n^ est une exception ; et le calcul de ces dernières, quand il y en a,
comporte des intégrations d'une nature spéciale. La première partie de ce
travail est consacré à ce problème d'existence et d'intégration qu i m'a paru
n'avoir guère été abordé.

Sophus Lie avait seulement indiqué que les équations aux dérivées partielles
du premier ordre

(E') F(^, ..., Xn, Z ;/?i, . . ..Ru) =0 (P i ^ - r ) '
\ V^i /

qui admettent une intégrale complète à moins de n dimensions constituent des
catégories spéciales (1), et donné le nom de semi-linéaires à celles pour
lesquelles ce nombre de dimensions s estsupérieur à i, parce que les équations
linéaires étaient celles pour lesquelles i l est égal à i. Il avait, déplus , remarqué,
incidemment, qu'une équat ion E' semi-linéaire définit, dans l'espace (jo,, . . . ,pn\
(^, ..., Xn, z étant considérés comme des constantes paramétriques), une
surface réglée, c'est-à-dire engendrée par des multiplicités linéaires.

Je considère, de même, toute équation de contact E comme représentée par
la surface image <t> qu'elle définit quand on y interprète les pi comme des
coordonnées homogènes d'un espace projectif auxiliaire II à n dimensions, et
les œ, comme des constantes paramétriques. Toute multiplicité JTl, de ê,
à s dimensions ( i<^^<^^) , admet des systèmes de s transformations infini-
tésimales (2)

(P) Ph=ph-^-z^(^i, ..., ^+i)^,+p (9=ï, 2, .... r; A==i, 2, ..., 5; r+5=:/2+i);

et c'est une intégrale de E si la droite à (r— i) dimensions A^, définie dans II
par les équations P/i=o (À= i, 2, ..., s), se trouve sur $ quand on y suppose
que le point paramétrique (o^, . . . , ^,,+1) de & se trouve sur cette multi-
plicité JH,.

( 1 ) Ces catégories sont invariantes vis-à-vis des transformations ponctuelles de Pespace
(xi, ..., .r,,, z), mais non vis-à-vis des transformations de contact.

( 2 ) Nous écrivons les symboles de ces transformations avec les lettres p^ en remplaçant par

celles-ci les dérivées —' •àxi
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De là une méthode de recherche des intégrales à s d imensions de toute
équation de contact E donnée qui consiste : i° à chercher, sous la forme

(1) o==P/,=p/,4-^p/,(^i, ..., ^+i)7^+p ( p = i , 2, .... r; h=ï, 2, ..., s ' , r + . ç = = / z + i )

les droites A,._^ éventuellement situées sur l'image $ de E, ce qui est un
problème algébrique; 2° à décider, pour chaque droite trouvée, s'il existe des
multiplicités Jll, admettant les transformations infinitésimales P/, correspon-
dantes, et à les trouver, s'il y en a.

Si l 'on a affaire à une droite A,_, isolée, ce second problème se résout com-
plètement en employant la méthode donnée par Sophus Lie pour trouver toutes
les multiplicités qui admettent des transformations infini tésimales connues, et
la solution ne comporte que des dérivations, des éliminations, et des intégra-
tions d'équations différentielles ordinaires.

Si, au contraire, on a affaire à une famille continue de oo" droites A / . _ ^ , les
équations générales de celle-ci seront de la forme

(2) 0==X/,=7?/,+ CpA(^i, ..., O-n+i-, Ji, ..., ya)ps^ ( ? = 1 , 2, .... F; h = ï, 2, .... s),

les y,n étant les paramètres dont dépend la mul t ip l ic i té générale de la famille.
Et le problème se présente comme une application de ma théorie des faisceaux
de transformations infini tésimales ('), car il équivaut à chercher les intégrales
à s dimensions du faisceau ^ qui a pour base les transformations

(3) X/, (h=i, 2, . . ., ,<?); —/- (m=ï, 2, . .., a),
^yrn

de l'espace (a^, .. . ,^+^y^, . . . ,y^). Ce faisceau ^ est d 'une nature très géné-
rale, car on peut prendre les î^ arbitrairement, sous la seule réserve qu'on
ait a<^s; et l'on peut ramener à la forme (3) [où les X/, sont de la forme (2)],
tout faisceau de degré Çs-+-a), (a<^s), qui a un sous-faisceau complet de
degré a.

On ne peut donc pas, comme dans le cas des droites A,._i de ^ isolées,
faire une étude théorique complète du problème d'intégration en question. Je
me suis borné à indiquer dans quelles conditions la théorie des faisceaux de
transformations infinitésimales devait lui être appliquée, en ce qui concerne du
moins les intégrales non singulières.

3. La deuxième partie du mémoire a pour objet les propriétés communes
aux intégrales complètes d 'une équation de contact, quel que soit leur nombre .y
de dimensions, c'est-à-dire aux familles de oo" intégrales, à un même nombre

( 1 ) Sur une théorie nouvelle des problèmes généraux d'intégration (Bulletin de la. Société Mathé-
matique de France^ t. 52, 1924, p. 336).
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de dimensions. Je les déduis de ce fait que si les équations

(4) Gk(^iy ...,^+i;ji, . . ., }^-i)=}'.^k-ï (Â-== i ,2 , . . ., r; r+5==:n4-i),

sont, avec les constantes paramétriques y,,,, (m=i , 2, ..., n\ celles d'une
intégrale complète quelconque G, elles constituent, concurremment avec
l'équation

( 5 ) J'ra+l == ^n-^-ïj

le système des équations directrices d 'une transformation de contact,
[établie entre les éléments de contact des deux espaces (^, . . . , œ,,+^)
et(yi , . . .,y,,+i)], par laquelle l'équation de contact E considérée se ramène
à la forme réduite p,,+, = o. La réciproque étant vraie, les transformations de
contact T de l'espace ê, laissant la variable Xn^.^ invariante, qui ramènent E à
cette forme réduite (transformations réductrices), sont un équivalent des inté-
grales complètes. Par ailleurs, les propriétés de la réduite pn+\ ==o, relatives à
son intégration sont manifestes; et celles qui concernent ses caractéristiques
résul tent des propriétés élémentaires des mult ipl ic i tés cylindriques. La connais-
sante d'une intégrale complète, à un nombre quelconque de dimensions,
entraîne donc l ' intégration d'une équat ion de contact quelconque, et fournit
ses caractéristiques. Le même principe de transformation, appliqué au crochet
(p,,-n,/), fournit, de plus, les équations différentielles des bandes caractéris-
tiques de toute équation de contact donnée.

4. Je dis, pour abréger, qu'une équation de contact E est semi-linéaire
d'espèce Çs—i) si elle a au moins une intégrale complète à s dimensions, et
qu'elle l'est au sens strict si cette intégrale complète est primitive, c'est-à-dire si
les intégrales particulières qui la composent ne sont pas engendrées par des
multiplicités faisant partie d'une autre intégrale complète à un nombre moindre
de dimensions. Dans la troisième et dernière partie du Mémoire, j 'aborde le
problème qui consiste à reconnaître si une équation E donnée est semi-linéaire
d'espèce ( s — i ) , (au sens strict), et à trouver, dans l'affirmative, toutes ses
intégrales complètes à s dimensions.

D'après les généralités des deux premières parties, l 'équation E devra être
telle que sa surface image <Ï> soit engendrée par oo'"1 droites à (n—s) d imen-
sions; et ces génératrices ayant pour équations les équations (2), où a aura la
valeur ( s — i ) , il s'agira de reconnaître si le faisceau

/„, ^ y y àf ôf \(6) ^= Xi, .... X,,-T-, ...,,-—
°J' 1 ° } s-i )

a des intégrales complètes à s dimensions, et de les trouver s'il y en a.
On a ainsi affaire, en fait, à tous les faisceaux à (/i -+- s) variables, de degré

(2 s — i), qui ont un sous-faisceau complet de degré (s — i ) ; et même, dans le
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cas s= 2, à tous les faisceaux de degré 3. Aussi avons-nous dû nous borner à
établir quelques résultats généraux et à faire une étude de détail des cas les
plus abordables, s= i et s =3.

Dans l 'une et l'autre recherches nous avons traité plus spécialement le cas des
équations E à coefficients constants^ c'est-à-dire dans lesquelles les
variables x^ ..., .r,,+, ne f igurent pas. Il en résulte cette simplification gué le
sous-faisceau F == { X , , . . ., X,} est toujours, pour elles, un faisceau complet,
de sorte qu'il suffît que la surface image $ soit réglée (au sens que nous avons
précisé), pour que Inéquation E soit semi-l inéaire.

La méthode employée repose sur la recherche des insolations, de degré .y,
de ^, qui est un problème algébrique du premier degré. Pour les équations E
semi-linéaires générales, il y en a une et une seule, qui devra être un faisceau
complet. Elles n'ont, par suite, qu'une intégrale complète à s dimensions, qui
s'obtient par l 'intégration d'un système complet d'équations linéaires homogènes
aux dérivées partielles du premier ordre : opération d'une nature analogue à
l'intégration d'une équation E linéaire.

Les faisceaux ^r, qui ont plus d'une involution de degré j, et qui en ont, dès
lors, une inf ini té , se partagent en deux catégories, suivant qu'ils ont, ou non,
une transformation distinguée. Ils ne peuvent pas, du reste, en avoir plus
d'une, si l'on ne considère pas comme distinctes deux transformations distin-
guées qui ont le même symbole, à un facteur près. S'ils en ont une, elle fait
partie de toutes les involutions de degré s éventuelles, de sorte que toute inté-
grale complète de E, à s dimensions, est engendrée par des caractéristiques de
Cauchy à une dimension. A cette première catégorie appart iennent tous les
faisceaux ^ dont le dérivé est de degré is (ce qui est le cas, en particulier,
pour .y =2). Leur intégration relève alors d'une théorie que j'ai donnée il y a
quelques années (1) et ne comporte que Fintégration d'équations différentielles
ordinaires.

Pour s == 2, ^ est du degré 5. S'il y a une transformation distinguée, et si son
dérivé est du degré 7, on peut en ramener l ' intégration à celle d'un faisceau de
degré 4» à dérivé de degré 6, et appliquer les résultats d'un autre de mes
mémoires (2) : le faisceau ^ a alors deux faisceaux singuliers, ou un seul
(double), qui fournissent chacun une génération de ses intégrales à ^ dimen-
sions par des caractéristiques de Monge à deux dimensions. Si, en particulier,
n == 7, l'intégration se ramène à celle d'une équation aux dérivées partielles du
second ordre F(.r, y, z, p , q, r, s, t) == o.

On peut démontrer, d'autre part, directement, que, sous ces mêmes hypo-
thèses (transformation distinguée, ^==3, coefficients constants), le problème

(1) Annales de l'École Normale supérieure, (3), t. 45, 19-28, p. 189.
(2) Journal de Mathématiques^ t. 15, 1936 (voir § 1, p. 3o3).
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a une solution générale explicite, dépendant de deux fonctions arbitraires d 'un
argument, qui s'exprime par des quadratures.

En ce qui concerne les faisceaux ^ sans transformation distinguée, je me
suis limité aux cas s= i ets= 3, et je'n'ai traité le second complètement que
pour les équations E à coefficients constants. Il y a alors des caractéristiques
de Cauchy à 2 dimensions, et le problème a une solution générale explicite qui
dépen'd d'une fonction arbitraire d'un argument.

Des exemples, traités jusqu'à intégration définitive, terminent le Mémoire.
Villefranche-sur-Mer, 24 novembre 1942.

I. — Des équations de contact et de leurs intégrales.

1. Soient Xi(i= 1 ,2, . . ., n-+-1) les coordonnées du point courant x d'un
espace ponctuel & à (/i+i) dimensions (71^2). Tout déplacement infini-
tésimal dx de x définit un élément linéaire de ê, ayant x pour origine et les dxi
pour composantes. Ceux de ces éléments qui satisfont à une équation de
PfaffO,
(1) p^dx^-=o ( a==i , 2, . . . . n-}-i),

de coefficients^ donnés, engendrent un élément de contact de ê, dont les Xi et
lesp, sont les coordonnées : x en est V origine^ et les pi sont ses coordonnées
d'orientation (homogènes).

Soit Jn une multiplicité ponctuelle de ê. Si x est pris sur JTl et se déplace
sur elle, ses déplacements dx donnent les éléments linéaires de JTl, d'origine x.
S'ils satisfont tous à (i), l'élément de contact de & qui a pour coordonnées
les Xi et les pi est un élément de contact de Jtl. Toute multiplicité JU de & a
ainsi oo" éléments de contact, quel que soit son nombre de dimensions.

Nous appellerons équation de contact de l'espace & toute équation E,

(E) ^(^'i, ...,^+i;/?i. ...,^+i)==o,

entre les coordonnées Xi et pi de l 'élément de contact courant de & (homogène
par rapport auxp^-). Les oo2'1 éléments de contact qui y satisfont seront dits les
éléments de contact de cette équation. Toute multiplicité 3YL dont les éléments
de contact appartiendront ainsi à E en sera dite une intégrale. Intégrer E, ce
sera en trouver les intégrales.

Soient
( 2 ) ^^k=fk(^^ . • • , ^ ) (^-^l , ^ • • • ^ • ; / • 4 - À - = = ^ + l ) ,

( i ) Conformément à la notation usitée pour les sommations dans le calcul vectoriel, et dont nous
a==/i+i

ferons constamment usage, cette équation (i) signifie ^ p^dx^= o.
a==i
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les équations d'une multiplicité ponctuelle JTl, de ê, à s dimensions,
— ( l < ^ s ^ n ) —? supposées résolubles, au moins dans un domaine de & convena-
blement délimité, par rapport à 7 ' = / i + i — s des x^ Les éléments linéaires
de VCts seront définis par les équations

(3) dxs+k= --p-dx^ (o -==i , 2, . . . , s ; Â - = = I , 2, . . . , r),

de sorte que l'équation de Pfaff (i) donnera, pour les coordonnées d^orien-
tation pi de ses éléments de contact, les équations

(4) Ph-^ ——^/^-F^0 (P^^ ^ " - ^ r; h=\, 2, . . . . S).

La condition pour que cette multiplicité JTl, soit une intégrale d'une équation
de contact E donnée sera donc que E soit, relativement aux p^ sur 3Vi^
[c'est-à-dire sous le bénéfice des équations (2) de 3TIJ, une conséquence
(au sens algébrique du mot), de ces équations (4); ou, en d'autres termes,
que (4) soit, sur JHy, un sous-système (1 ) de E (en pi, . . ., pn+\ ).

2. Supposons d'abord s= n. Le système (2) se réduit alors à une équation

(5) ^n+l==fi(^l? ' • -, ^n),

et le système (4) s'écrit

(6) ph-}- -^-pn+î^o (h-==ï, 2, ..., n).

La condition pour qu'une surface 'S soit une intégrale de E est, par suite, que
la coordonnée ^+1, considérée sur S comme une fonction des autres coor-
données x,\, . . ., Xn, soit une solution de l'équation aux dérivées partielles du
premier ordre

- / ÔXn^ àXn+v \(7) O^,, ..,^^,^^-,...,-^-,-1^0.

D'où il résulte inversement que toute équation aux dérivées partielles du
premier ordre,

/ àXn^ ÔXn^ \__(°) ^17 " • 7 ^^+1;~^~< '"'"^r/""0'
a, dans l'espace ê, les mêmes surfaces intégrales que l'équation de contact

/ ^ Pv Pn \(9) ? ( ̂ i, .. • , ̂ , ̂ +1 ; — -,— î • • • î — ,— 1 == o,
\ P/i+1 Pn+l /

(1) S et S' étant deux systèmes d^équations aux mêmes inconnues, nous disons que S' est un sous-
système de S, au sens large, si toute solution de S' est une solution de T, et, au sens strict, si, de
plus, les solutions de S ne sont pas toutes des solutions de S\
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à l'exception toatefois des intégrales cylindriques,

(10) /(^i, . . ., ^)=o,

que celle-ci pourrait avoir après des simplifications qui permettraient d'y
faire pn+\ =o.

3. On obtient entre les équations de contact et les équations aux dérivées
partielles du premier ordre une relation de forme plus simple, et dans laquelle
tous les -Xi jouent le même rôle, quand on exprime qu^une équation non
résolue,

(11 ) /(^l, . . . , ^.M^^O,

définit une surface intégrale de E. Les éléments linéaires d'une surface S ainsi
représentée étant donnés par

( 1 2 ) ^clx^^io ( a = = i , 2, . . . , / i + i ) ,

les coordonnées d'orientation de ses éléments de contact sont

(13) p i = m J ( ^==1 , 2, . . ., ^+:i),

puisque (i) doit être pour elles une conséquence de (12); de sorte que la
condition cherchée est que Inéquation

(I4) < I•(• Ï•1 '••••'""+1 '^'•••'^)=0.
soit vérifiée sur S, c'est-à-dire qu'elle soit une conséquence de (i i).

L'équation aux dérivées partielles (i4) qui s ' introduit ainsi se déduit de E
simplement en y remplaçant lesp, par les dérivées partielles —/- d 'une fonction
indéterminée / des variables x^ On la dira associée à E. Par cette correspon-
dance biunivoque se trouvent ainsi associées aux diverses équations de
contact E de l'espace ê toutes les équations aux dérivées partielles du premier
ordre, à une fonction inconnue/des (^+i) variables indépendantes x,, qui
ne contiennent pas/et sont homogènes par rapport à ses dérivées.

On pourra même représenter l'équation homogène aux dérivées partielles,
associée à une équation de contact E, par cette équation E elle-même, en
y interprétant les lettres pi (conformément à une notation courante de
Sophus-Lie), non plus comme coordonnées d'orientation d'un élément de
contact de ê, mais comme dérivées partielles — /-d 'une fonction indéterminée/
des coordonnées Xi de cet espace.
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Remarquons, par ailleurs, que si / est une intégrale de l 'équation (i4\
associée à E, les oo1 surfaces définies par l'équation

(15) /(^i/ • • ' , ^n+i) =0 (c==const . arb.),

seront des intégrales de E. L'équation homogène aux dérivées partielles
associée à une équation de contact se trouve définie, de ce fait, comme donnant
par ses solutions/, sous la forme (i5), les familles de oo1 surfaces intégrales
de cette équation de contact.

4. Supposons maintenant qu'il s'agisse de trouver, non plus les surfaces
intégrales S d'une équation de contact E donnée, mais ses multiplicités inté-
grales JTl.y, à un nombre donné de dimensions quelconque s, infér ieur à n.
Diaprés la conclusion du n° 1, ce problème pourra se décomposer en deux :

a. Trouver les systèmes de fonctions

(16) Zkh-=^kh(^l, . • • • , ^/z+l) (^=1, 2, , . ., S ; Â - = = I , 2, . . ., r; F+5=71+1) ,

tels que les équations
( 1 7 ) • J^+-Sp/^+p==o (p==i, a, . . ., r; h=zi, î, . . ., s),

forment, relativement aux p,, un sous-système de E, soit pour toute position du
point paramétrique x (solutions générales)^ soit seulement pour les points x
de certaines multiplicités paramétriques ̂  (solutions spéciales).

A. Pour chaque solution (16) du problème a, trouver les mul t ip l ic i tés inté-
grales (2) du système différentiel

( 1 8 ) ^±-̂ ,-,, (Â-=I, 9. . . . , / • ; A = I , 2 , ...^),
ox/i

s'il s'agit d 'une solution générale; et, s'il s'agit d'une solution spéciale, celles
du système mixte formé des équations (18) et de celles de la multiplicité para-
métr ique m afférente à cette solution.

Le problème a est de nature algébrique. On écrira que l 'équation

(19) <Ï»(^'i, ..., ^+i; —^,7^+p, ..., —^•^.s.-4-p, ^+.o ...,pn+i)=0 ( P = = I ? 2, ..., '•),

est, en jOy+i , . . ., pn+^ une iden t i t é . Ce qui donnera un système Z d^équations
finies, aux inconnues j/./^, où les x^ interviendront comme des constantes para-
métriques, et dont on aura à chercher les solutions (16). Les solutions spéciales
seront susceptibles d'une infinité de formes (16), équivalentes entre elles sous
le bénéfice des équations des multiplicités paramétriques CT qui leur seront
afférentes.

Le problème b est un problème de calcul intégral, que l'on peut rattacher
à la théorie des transformations infinitésimales. Dire, en effet, qu'une
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multiplicité JTl,, définie par les équations (2), satisfait à un système (18), où
les z/,^ sont certaines fonctions (16), c'est dire que les équations

(20) —L/L ==.Zkh (^ ==I, 2, . . ., F; h-==ï, 2, . . ., S),
O^h

sont vérifiées sur cette multiplicité ; et cela exprime qu'elle admet les s transfor-
mations infinitésimales

(21 ) PÀ==^A+^/?.ç+p ( p = = i , 2, .... r; h==ï, 2, . . ., s), [pi^ — ) •
\ O^i /

Le problème b consistera donc à chercher les intégrales totales des faisceaux F
de transformations infinitésimales (1) ayant pour bases P^ , .. ., P,, les systèmes
de s transformations du type (21) dont les symboles seront les premiers
membres des sous-systèmes (17) de E que la résolution du problème a aura
donnés. Si F provient ainsi d 'une solution générale du problème a, on devra
chercher toutes ses intégrales totales; mais s'il provient d 'une solution spéciale
du problème a, seules seront acceptables celles de ses intégrales totales qui
seront situées sur la mul t ip l ic i té paramétrique CT afférente à cette solution.

On remarquera qu'il résulte de là que, parmi les solutions spéciales
éventuelles du problème a, on ne devra prendre en considération que celles
pour lesquelles la multiplicité afférente CT aura au moins s dimensions.

5. Nous donnerons au problème a une signification géométrique en inter-
prétant les lettres pi comme des coordonnées homogènes dans un espace
ponctuel projectif aux i l i a i re II, à n dimensions. L'équation E aura pour image,
dans cet espace, une multiplicité <t>, courbe si ^ = 2 , surface si / i^>2, qui
dépendra du point paramétrique x de ê. Les équations (17) seront, avec des
coefficients Zab arbitraires, les équations générales des droites A/,_^ — c'est-

( J ) Voir^ pour la théorie des faisceaux de transformations infinitésimales, mon Mémoire Sur une
théorie nouvelle des problèmes généraux d'intégration (Bulletin de la Société Mathématique de
France, t. 32, 1924, p. 336), auquel je renverrai, dans ce qui suit, en le désignant par la lettre M.

Je rappelle ici quêtant données m transformations infinitésimales, X/ /== ç/,a(^i, . . . y . C n ) - — ^
OJ^y,

(a == i, 2, . . . , n), (h == i , 2, . . . , m), supposées divergentes — c^cst-à-dire ne donnant lieu à aucune
identité Xu.(.yi, ...,.r^)X((.= o ({JL = i, 2, ..., /n) — Pensemble des transformations X = ^(^ii . . .5 -^)X^
( ^ = = 1 5 2, . . . , m), pour tous les systèmes de fonctions \n^ constitue, par définition, un fais-
ceau de transformations infinitésimales, de degré m^ ayant pour base Xi, . . . . X/,^, et pour symbole
{ X i , . . . , Xm j . Une multiplicité Jtti (à s dimensions), sera dite une intégrale de ce faisceau, si elle
admet s transformations, divergentes du faisceau. Nous dirons, do plus, quelle en est une intégrale
totale^ si s == m, c^est-à-dire si elle admet toutes les transformations du faisceau.

En ce qui concerne la notion même de transformation infinitésimale, et les principes de la théorie
de ces transformations, nous Saurons à utiliser que les notions élémentaires contenues dans les
premiers chapitres de la Théorie der Transformations Gruppen^ de Sophus Lie et Friedrich Engel,
et, plus particulièrement dans celui qui est consacré à la recherche des multiplicités qui admettent
des transformations infinitésimales données.
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à-dire des mult ipl ici tés linéaires à ( r — i ) dimensions — de l'espace II. Toute
solution du système Z aura, par suite, pour image, dans II, une droite A,_i
située sur <Ï>, qui sera dite générale, ou spéciale^ dans les mêmes conditions que
cette solution.

Le problème a consistera donc à chercher les droites A,._i de la surface <t>.
Ces droites pourront être isolées, ou former des familles cont inues, suivant
que le système Z sera déterminé ou indéterminé; et, dans chacune de ces deux
hypothèses, elles pourront être générales, ou spéciales. Nous aurons donc,
pour l'étude du problème 6, à distinguer les quatre cas suivants :

A. Cas ^ une droite A/._i, isolée, existant sur <t> quel que soit x\
B. Cas y une droite A/._^, isolée, n'existant sur $ que si x appartient à une

certaine multiplicité paramétrique CT;
C. Cas d'une famille continue (A/._i) de droites A,_i existant sur $ quelque

soit x ;
D. Cas d'une famille continue (A/._^) de droites A,._i, n'existant sur $ que

si x appartient à une certaine multiplicité paramétrique m.

6. Les cas C et D ne pourront se présenter que pour ^ ^ > i . Plaçons-nous,
en effet, dans Phypothèse s=ï, qui entraîne, par ailleurs, cette simplification
que les P/iSe réduisent à un, de sorte que l'on aura affaire, non à des faisceaux
de transformations infinitésimales, mais à des transformations infinitésimales
isolées.

Pour .y =i , on a / l ==/^ , de sorte que toute droite A,._i située sur <î>, ayant,
comme <!>, (n — i) dimensions, ne pourra que se confondre avec <t>, ou être un
élément d'une décomposition de 0. Or <î> peut être supposée indécomposable
tant que x est arbitraire; et si elle se décompose pour des positions parti-
culières de x, ce sera en multiplicités isolées les unes des autres; de sorte que
si l'un des éléments de cette décomposition est une droite A,,__, , elle sera isolée.

Cas A, ( ,y==i) . — <î> étant confondue avec une multiplicité linéaire à
Çn — i) dimensions, est une droite : c'est dire que E est une équation linéaire

( 2 2 ) Ri 4-9^(^1, . . ., ^+i)/?v+i= 0 • ( ^ = = 1 , 2 , . . . , ? t ) ,

et ses intégrales 3TI,, sont les trajectoires de la transformation infinitésimale

(28) P==pi+9v^4-i ( v = i , ' 2 , . . ., n),

Le système (18) est, du reste, ici, le système

(24) dË^=^ (^=^ ...^).
dont les intégrales sont bien les trajectoires de Pi. Ce sont, en d'autres termes,
les caractéristiques de l'équation (22). De sorte que toute équation E linéaire
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a des intégrales à une dimension, qui sont les caractéristiques de l'équation
aux dérivées partielles associées : ce qui est bien connu.

Cas B, (s = i). — On suppose que, pour tout point x d 'une certaine multi-
plicité CT de <ê, $ contient une droite ^n-\

(25) Pi-^-^(^i, . . ., ^+l)/?v+l==0 ( ^ = = 1 , 3 , . . . , / l ) ;

et il s'agit de trouver les trajectoires de la transformation infinitésimale

(26) P==^4-^v/?v+i (v=i, 2, . . ., n),

qui se trouvent sur CT. Une telle trajectoire admettra la transformation P et
satisfera aux équations (<?) de CT; elle satisfera donc aussi aux équations ( e ' )
qu'on déduira de celles-ci en appl iquant P aux deux membres. Si ces équa-
tions (<^) sont des conséquences des équations (^), ^ admet elle-même P et est
engendrée par les trajectoires cherchées. Si elles sont incompatibles avec les
équations Çe\ le problème est impossible. Reste le cas où C e ' ) et (<?), réunies,
sont les équations d'une multiplicité CT| : on est alors ramené à chercher les
trajectoires de P situées sur CT^. On appliquera donc P aux équations (^)
de CTI ; et ainsi de suite. Comme m^ a un nombre de dimensions inférieur à
celui de m, on arrivera, au bout d'un nombre limité d'opérations, soit a u n e
multiplicité ̂  que P laissera invariante, et dont il restera à trouver les trajec-
toires de P qui l'engendreront, soit à une impossibilité.

Quant à la détermination des trajectoires d'une transformation (26) situées
sur une mult ipl ici té invariante pi, elle se fait en adjoignant aux équations de a,

(27) Xp^i^gi(x^ . . ., œp) ( l = î , 2, . . . , q-, p-^-q=zn-}-ï),

celles des trajectoires de la transformation, de l'espace (^, . . ., Xp),

(28) P^==/?i4-^a(^i, • . ., ^p, éï'^ • • - î ^/)Pa+i (a=:I, 2, . . ., p — l ) ,

qui pourront s'écrire sous la forme

(29) ï^l, . . ., Xp)-=zC'k ( Â - = = I , 2, . . . , ? — ï ) ,

les I/, étant des invariants fondamentaux de Pô et les c/, des constantes arbi-
traires. Ces équations (29) seront résolubles en ^,, . . ., x^ Pô étant résolue

,. àf ^par rapport a pi = = — •

7. C a ^ A , ( J > ï ) . — S o i e n t

(3û) ph-}- 4^A(^n • • • . ^n^-i)ps+r.==0 ' ( ? == I, 2, . . . , F ; h == 1, 2, . . . , S ; r 4- S •== H + l),

les équations d'une droite A,._i., isolée, de $, existant quel que soit x. Il s'agit
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de trouver les intégrales totales Jfts du faisceau F qui a pour base les transfor-
mations
( 3 1 ) P/,=zph-{- ^pA/?,+p (p=i, 2, . . ., r; h=i, 2, . . ., s),

en excluant celles dont les équations ne seraient pas résolubles sous la
forme (2), c'est-à-dire sur lesquelles les coordonnées x^ .. ., Xs ne seraient
pas des variables indépendantes. Considérons, à cet effet, les crochets

(32) (?/„ P,)=^p/«(^i, . . ., ^+i)^+p (P=^ ^ • • •. ^; /^ ̂ I. 2? " ' , S ) ,

où les ̂ , sont les fonctions

(33) ^:/«==P/^—P^ ( ^ ' = = 1 ? 2 ^ • • • ^ ; A , ? =1,2, . . . , . ? ) .

Si les équations
(34) ^/«(^i, ...,^+i)=o (Â'=I , 2, . . . ,r; / i== i , 2, . . . , 5 — 1 ; ;=2, 3, . . . ,5; h<i),

sont des identités, le faisceau F est complet (1), et il a, d'après un théorème
de'Sophus Lie, oo7 intégrales totales, à savoir les caractéristiques du système
complet (3o). Leurs équations générales seront de la forme
(35) • J^.(^i, . . ., ^+1)==^- ( / f = i , 2, . . ., r),

les J/; étant des invariants fondamentaux de F, ou, en d'autres termes, un
système fondamental de solutions du système complet (3o). Elles seront
résolubles en .r,s+,, . .., x,^, parce que les P/, sont résolues en p ^ , ...,?,. Le
faisceau F n'aura pas d'autres intégrales totales.

8. Si F nest pas complet, les équations (34) ne sont pas toutes des identités.
Or toute intégrale totale de F, admettant les P/,, admet aussi les transformations
crochets (32). Mais, en écrivant que la multiplicité (2) admet ces transfor-
mations, on trouve que tous les ^/^: doivent être nuls sur elle. Donc F ne
pourra avoir d'intégrale totale que si les équations (34) définissent une multi-
plicité ^p, sur laquelle toute intégrale totale de F devra se trouver, et qui, par
suite, devra avoir au moins .y dimensions. Supposons qu'il en soit ainsi : nous
pourrons supposer ^ indécomposable, sans quoi nous raisonnerions sur chacun
de ses éléments de décomposition comme nous allons le faire sur elle.

Si ^ est à s dimensions, toute intégrale totale de F, ayant s dimensions aussi
et devant faire partie de ^, se confondra avec ^p. Si donc ^ admet les P/,, ce sera
une intégrale totale de F, et il n'y en aura pas d'autre; et si ^ n'admet pas tous
les P/t, F n'aura pas d'intégrale totale.

Si ^ a plus de s dimensions, remarquons que toute intégrale totale de F,
satisfaisant aux équations (e) de ^ et admettant les P/,, satisfera aussi aux

( i ) Voir M, n° 2, p. 345.
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équations (^ /) que l'on déduira des équations (e) en leur appliquant les P/,. Si
donc ces équations (^ /) ne sont pas toutes des conséquences des équations (^),
c'est-à-dire si ^ n'est pas, pour F, une multiplici té invariante, l 'ensemble des
équations (^) et (^ /) devra, pour que F puisse avoir des intégrales totales,
définir une multiplicité ^ i , ayant un nombre de dimensions, au moins égal
à s, qui sera inférieur à celui de ^p. Et toute intégrale totale de F se trouvera
sur cette nouvelle multiplicité ̂ . On pourra donc raisonner sur elle comme on
a raisonné sur ^p» et ainsi de suite. Il en résulte qu'au bout d'un nombre limité
d'opérations, ou bien l'on constatera que F n'a pas d'intégrales totales, ou bien
l'on obtiendra une multiplicité ^o, faisant partie de ^ (qui pourra être ^ elle-
même), que F laissera invariante, et qui cont iendra toute intégrale totale de F.

Soient, dans cette seconde hypothèse,

(36) Xp^i-=i gi{,x^ . . ., .T,, ..., Xp) ( l= i , 2, . . . , t\ t-\- p==n-}-i),

les équations de ^o, dont le nombre p de d imens ions sera supérieur à s. Toute
intégrale totale JTl, de F, du type (2), étant sur ^o? se définira en adjoignant
aux équations (36) q =p — .y équations
(87) xs^n=frr^x^ . . ., x,) ( m = i, 2, . . ., q ; q --=: p —s=r — t) ,

convenablement choisies. Le système (36) admet tan t , par hypothèse, les P/,,
on aura seulement à écrire que les équations obtenues en appliquant les P/,aux
deux membres des équations (37) seront des*conséquences du système (36),
(37). En introduisant , pour abréger, la notation

(38) [j(JCi, . . ., Xpy ^4-1, .... ^n+l)] ̂ /^l? • • • ? Xp, ^i, . . . y g~t),

cela équivaudra à écrire que les équations

(89) -7W =[^[w(^i, .. ., ^-n)] (m=ï, 2, . . ., q\ h==i, 2, . . ., s),

sont des conséquences du système (37\ c'est-à-dire que la multiplicité JTl^,
de Fespace &^ de coordonnées x^ . . ., Xp^ définie par (37), est une intégrale
totale du faisceau F() de transformations infinitésimales de cet espace ayant
pour base les transformations
(4o) ^}=lph-^-[^yh(x,...,Xn^}p^ (%==!, 2, ..., ^r; h = ï, 2, ..., S ; (] -4- S = p).

Ce faisceau Fo, dont on pourra dire qu'i l s^obt ient en projetante sur ̂ , est
complet, ainsi que nous allons le voir. La recherche de ses intégrales totales SVL^
se fera donc comme on l'a indiqué, au n° 7, pour les intégrales totales <3U, de F,
supposé complet.

9. Pour vérifier que F^ est complet, il faut établir les identités

( 4 1 ) pn^^iï^] (^==1 ,2 , . . . ,^ ; A , /= i ,2 , . . . , . ) .
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Or on a

(42 ) Pn^]=[P4^M] ( m = i , 2 , . . . , ç ; 7 ^ / = i , 2 , . . . , ^ ) ,

et l'on a, d'autre part,

^••H ÎM^-^-fê'
pour
(43^) 7== i , 2, . . . ,^ ; T = I , 2, . . .^; m=i , 2, . . . , q {h, i = i , 2, . . ., s ) .

Comme, par ailleurs, rinvariance de ^o vis à-vis de F se traduit par les
identités
(44) [p^l]=[^+l,h] ( ^==1 , 2, . . . , t', k = l , 1, . . . , S ) ,

on conclut
(45) P^[^^]==[Ph^mi] (^=1, 2, . . . . <7; ^ ,=:!, 2, . . . . S).

On aura, de même,
(46) P^^nhï^lPi^mh] (W= I ,2 , . . . , ^ ; 7 l , î= I ,2 , . . . , 5),

et tout revient à vérifier que l'on a
(47) [PA^-I==[PZ^/^] ( m = = i , 2, . . ., q\ h, i = ï , 2, . . ., s ) ;

ce qui résulte de ce que les équations (34) étant, par hypothèse, vérifiées
sur ^, le sont aussi sur ^o, qui fait partie de ^.

10.* Cas B, (J ^> i). — Nous supposons ici que les équations (3o) sont celles
d'une droite A/_| qui ne fera partie de $ que si x appartient à une multiplicité CT
connue, et nous avons à chercher [n°4] les intégrales totales du faisceau F,
ayant pour base les transformations (3i), qui se trouvent sur cette multiplicité
paramétrique CT.

Introduisons, comme au n° 7, les crochets (82) et les équations (34). Il
pourra arriver que celles-ci soient vérifiées en tout point de CT : ce sera le cas,
en particulier, si F est complet. Dans le cas contraire, toute JVis répondant à la
question devra, à la fois, satisfaire à ces équations et à celles de CT. L'ensemble
de ces deux systèmes d'équations devra donc, pour que notre problème soit
possible, définir une mult ipl ic i té (qui fera partie de CT), à s dimensions au
moins, sur laquelle se trouvera toute 3VLs répondant à la question. On aura
donc, dans tous les cas, à chercher les intégrales totales de F se trouvant sur
une multiplicité p- connue, en tous les points de laquelle les équations (34)
seront vérifiées.

On sera ainsi conduit à reprendre, sur F et cette multiplicité ^, l'analyse des
n08 7 et 8 relative au faisceau F qui y était considéré et à la multiplicité ^
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associée à ce faisceau. Si le problème actuel n'est pas impossible, ou bien UL
admettra les P/,, ou bien on en pourra déduire, par l 'application des P^ à ses
équations, répétée au besoin — mais un nombre de fois limité -— une autre mul-
tiplicité, située sur elle et admettant les P/,, sur laquelle se trouvera toute Jtl,
répondant à la que^ion. Désignons par [LQ cette multiplicité, ou la multiplicité UL
elle-même dans le cas où celle-ci admettrait déjà les P/,; et reprenons, pour la
définir , les équations (36). Toute intégrale totale de F située sur u.o, se déter-
minera par des équations (87), sauf dans le cas où pi^ étant à s d imensions, se
trouverait être une intégrale de F, et serait alors la seule solution. Cette hypo-
thèse particulière écartée, les systèmes (37) répondant à la question seront
ceux qui définiront les intégrales totales du faisceau Fo obtenu en projetant F
sur pio [n o 8].

La démonstration du n° 9 prouve — en y remplaçant ^o par [̂  — que ce fais-
ceau Fo sera complet, puisque [̂  sera invariante vis-à-vis du faisceau F pré-
sentement considéré, et que les équations (47) seront vérifiées, du fait que les
équations (34) auront lieu sur ^., et, par suite, sur u^.

11. Cas C, (.y^> i). — Nous considérons main tenan t une famille continue de
droites A,_i, situées, quel que soit le point paramétrique x, sur l'image <t> de
l'équation de contact E donnée. Elle sera fournie par une solution du système Z
du n° 4,

(48) ^=Ç^(^i,....^4-i;Ji»---^) (Â '==I , 2, . . . , / - ; h=ï, 2, ...,.ç; r+ .<?=^+i ) ,

dépendant d^un certain nombre, a, de paramètres y,/,. Ses équations générales
seront

(49) ^+Sp/^4-p==o ( P = = ^ 2, . . ., r; h=i, 2, . . ., s ) ,

et nous leur associerons les transformations infinitésimales

(50) Xh=ph-{-^h(^i, ...,^4-1; Jn . - ^ jJ/^+p ( p = i , 2, . . ., r; 7i==i , 2, . ..,s).

Les paramètres y,n (m= i, 2, . . ., a\ pourront s 'éliminer entre les équations
(49), et E sera l 'équation, ou l 'une des équations, entre les .r/etlesp/, résultant
de cette élimination.

Les diverses droites A/._i de la famille s 'obtiendraient en remplaçant les y,^
de toutes les manières possibles, par des fonctions des x,. Chacune d'elles four-
nira ainsi un système (18), et sur toute multiplici té 3YL, intégrale d 'un tel sys-
tème, lesy^ deviendront certaines fonctions de x^ . . ., x,. Pour résoudre ici
le problème 6, il faudra trouver l'ensemble de toutes les multiplicités intégrales
des systèmes

(5l) . / l ==Ç/^(-^l, • . ., ^/z+1; Jl, • • - ,Ja) (^=h 2, . . . , r; k = z ï , 2^ . . ., a),
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obtenus en remplaçant lesy,^, de toutes les manières possibles, par des fonc-
tions des seules variables indépendantes x^, .. ., a?,.

Il s'agit donc, en d'autres termes, de résoudre le système (5i), en y consi-
dérant les x^k et lesy,» comme des fonctions inconnues de x ^ , . . ., Xy : c'est-
à-dire de trouver tous les systèmes de fonctions

(5î) Xs+k=fk(^i, ' " , ^ s ) ( A - = = i , 2, . . . , r ) ; y^=g^(x^ ...,x,) (m=i, 2, ..., a),

tels que les équations

(53) ——— ==Ç^(^, . . ., Xn^, Ji , ..., y a}, (Â '==I , 2, . . . , F ; A = = I , •2, . . . , 5) ,

soient des conséquences des équations (52).
Or on retrouve ces mêmes conditions si l'on exprime qu'il existe des

fonctions ï]m^(^i? - ' "> ^s) telles que la mult ipl ici té (52) de l'espace
(.r,, . . ., ;r,î4-i ; y,, . . ., y a") admette les s transformations infinitésimales

_j /•
(54) Z/.^XA+yîaA^7- (a==i, 2, . . ., a; h=\, 2, . . ., s);

oya

c'est-à-dire en exprimant que cette multiplicité (5^), qui est à s d imens ions ,
est une intégrale du faisceau ^ de transformations infinitésimales de cet
espace &\ qui a pour symbole

(») jx,,...,X..,^,-.,^.

Le problème b consiste donc ici à trouver toutes les intégrales Jït', de ce
faisceau ^, de symbole (55), sur lesquelles les coordonnées x^ . . ., Xs sont
des variables indépendantes. Il se présente, par suite, vis-à-vis de l 'ensemble
des équations de contact deê, avec un caractère de généralité presque absolu,
puisque tout système d'équations aux dérivées partielles peut se ramener ( i ) à
la forme (5i), et que les Ç/,/, ne sont assujettis qu'à la seule condition que les y/y,
puissent s 'éliminer entre les équations (49)- Car, sous cette seule condit ion,
il existera au moins une équation E dont l'image $ portera la famille des
droites A/._| ayant des équations (4o)? supposées données, pour équations géné-
rales (avec les paramètres y ^ , .. ., y«).

Sur la nature de ce problème d^intégration nous ne pourrons donner en con-
séquence, que des indications générales empruntées à la théorie des faisceaux
involutifs (2) et ^prolongement des faisceaux (3).

( ' ) Foir^ par exemple, M., n° 5, p. 348.
( 2 ) FoirM. II, p. 353.
( 3 ) Voir M., n" 15, p. 368.

Ann. Éc. Norm., ( 3 ) , LIX. — FASC. 4. 2Q
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12. Si l'on forme les crochets des c=s-\-a transformations de base du
faisceau ^,

( X/, =/^+ Çp/z(^i, ..., ^+1, Ji, . . . ,J^)7?i+p ( p = I , 2, . . . , / • ; A = = I , 2, . . . , 5 ) ,

(56) Y °!/ . ^X,^,== ——- ( W = I , 2, . . ., «),
\ °Jm

prises deux à deux, on obtient les formules

^ . ( ( ̂ ? '̂)== Ch^p^ç ' (X.ç+^, X^)== a^ps^. ( X,ç+/, X,ç+/».) == o^,
^ (p==I, 2, . . ., /-; À, /==!, 2, . . ., S; l, 7H=Ï, 2, . . .. </),

les c/^/, et les a^h/î étant les fonctions des x^ et desy^

(58) c^k^ X/^/-;—X^Ç^ ajn^= ——l-°ynt
(h, i=zï^ 2, ..., ^ ; m =-= i, 2, ..., a ; À- ==: i, 2^, .. .^ r).

On en déduit, pour les conditions A'iwolution ( ' ) de deux transformations
quelconques de ^
(09) U = u^X^, 'V =z ç\.X.^ ( ^ = z ï , 2, . . . , e),

les r équations bilinéaires

(6û) ^(7^T:<"OT^+(Ccr^.s-+a—^<7^+a)^a(7/-=0, ( o - , T = = I , 2, . . . , 0; /:==!, 2, . . . , 7-),

qui serviront de point de départ pour l'étude du faisceau.
Nous supposerons d'abord que ^ soit involutif, d ' ) ordre s. Je rappelle ( 2 )

que cela signifie qu'il existe dans ^ une suite de s transformations diver-
gentes (3) dont la première est la transformation générale du faisceau, et dont
chacune des suivantes est la transformation de S1 la plus générale qui soit
en involution avec toutes celles qui la précèdent.

Pour vérifier s'il en est ainsi , on cherchera à déterminer les coefficients Unj
des symboles

(6 i) U/,= u/^X^, (y== i, 2, . . ., c-, h ==i, i, . . ., s ) ,

de s t ransformations de ^ de manière que la suite Ui , IL, .. ., U, satisfasse aux
condit ions énoncées. On laissera donc les u^Çj = = = 1 , 2 , . . ., c) indéterminés,
et les ^y( /===i , 2, . . ., c), devront être, pour chacune des valeurs 2, 3, . . . , s
de h, la solution générale du système L//_i , linéaire et homogène en u^, . . ., u^

( ^ ) Deux transformations U et V (Tan faisceau quelconque ^ sont dites en involution si leur
crochet (U, V) est une transformation de ^, ou est identiquement nul (voir M., p. 354).

(2) roirM,, n° 9, p. 355.
( 3 ) Des transformations infinitésimales de <ê sont dites divergentes si leurs symboles XA= S/ia^a?

(a = i, 2, . . . , n -4- i), (h == i, 2, . . . , s), sont, par rapport aux indéterminées p^ = -—» des formes
OJCy^

linéaires indépendantes (voir M., n° 1, p. 34i).
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obtenu en écrivant, par application des conditions d'involution (60), que
U == (^X^(y= 1,2 , . . . , c), est en involution avec chacune des transformations
U, , . . ., U/,-,. Comme ces conditions seront satisfaites (en raison de ce mode
de calcul des U/, de proche en proche), si l'on prend pour U la transformation
générale du sous-faisceau { U . , , . . ., U/^} de ^, et comme U , , . . . , U/,_i, U/,
devront être divergentes, il faudra que L^_i ait au moins h solutions indépen-
dantes, ou, en d'autres termes, que son rang soit au plus égal à (c—h\ Si
cette condition est réalisée pour h = 2, 3, . . ., .y, ^ sera involut i f d'ordre s, et
les rangs respectifs a^ a^, . . ., a,_, des systèmes linéaires L , , L,, . . ., L,_i
seront dits les indices du faisceau.

Le sous-faisceau { U i , Us , . . . 5 U/}, calculé comme il vient d'être expliqué,
sera Y involution générale (1 ), de degré s, de ^. Nous supposerons qu'elle a une
base résolue (2) en jo , , . . ., p,, c'est-à-dire de la forme

(62) V/,==X/,+ Vy.hqy. (a=i, 2, . . . , a; h=i, 2, . . ., s), ( q,,,= - /-)î
\ °}^ii /

ce qui permettra d'appliquer à ^ le théorème fondamental d^ existence^) relatif
aux sous-faisceaux complets, de degré s, des faisceaux involutifs d'ordre s :
ces sous-faisceaux devant avoir eux-mêmes, pour notre objet, une base résolue
en p i , . . .,jo,, c'est-à-dire de ce même type (62).

Pour tout sous-faisceau { V , , . . ., V,} ainsi défini, on a, en conséquence des
formules (87) et (58),

(63) (V/,, V;)==Ap/«p,-+p+Va/«^a ( p^ i , 2, ..., r; a=:i, 2, . . . , a; h, i= i , 2, ..., s),

les A/,/»- étant les fonctions linéaires des (^j,

(64) A/^== a^v^n— aa/^o«+ ^kJii (^ ==• i, 2, ..., a\ k == i, 2, ..., r; A, /= i, 2, ... s),

et les V^/,/ étant les expressions différentielles, relatives aux v,nu considérés
comme fonctions des x, et des y,«, ^

(65) V/,^== Vh^mi— ^i^mh (mz=l, 2, . . . , 0 ; A, /'==!, 2, . . . , s).

Les conditions qui expriment que ce sous-faisceau est complet sont donc :
d'une part, le système algébrique linéaire

(66) Akhi==-o (/f=: i, 2, . . ., r; h=zi, 2, . . ., 5 — [ ; /== 2, 3, . . ., s) (h <i),

( ' ) Un sous-faisceau F d^un faisceau quelconque 3' est dit une involution de ^r, sises transforma-
tions sont, deux à deux, en involution dans S1. Il suffit, pour cela, qu^il en soit ainsi de ses transfor-
mations de base. Le sous-faisceau { U i , . . . , U.ç} est ici Vinvolution générale, de de^ré s, de S1', parce
qu^on a, en fait, trouvé de la manière la plus générale, s transformations Ui, . . . , U^ de ^r qui soient,
deux à deux en involution, (voir, Sur les involutions d^un faisceau, M., n° 8, p. 353).

( 2 ) Cela est loisible, pour tout faisceau involutif, sous le bénéfice d'un changement de variables
préliminaire éventuel (voir, M.; n° 11, p, 358).

(3) Voir M., n08 13 et 14, p. 363.
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et, d'autre part, le système différentiel
(67) V,,^==o (m=i, 2, .. ., a; h=ï, 2, . .., 5 — i; ?==2^ 3, . . ., s) (h <0),

auxquels devront satisfaire les fonctions inconnues v,^, (m == i, 2, . . . , a\
A = = i , 2 , . . . , ^ ) , des variables indépendantes rc, ety,,,.

Le théorème fondamental d'existence en question énonce que si ^ est invo-
lutif d'ordre s, et si son involution générale de degré .y a une base du type (62),
le système mixte (66), (67) s'intègre au moyen de systèmes algébriques liné-
aires et de systèmes différentiels de Kowalewski successifs, et qu ' i l a une solu-
tion et une seule satisfaisant aux condit ions suivantes (les cij étant les indices
de^ ) :

i° Les ^n,i (^==1,2 , . . ., a), se réduisent, pour x^ =x\, . . ., x,_^ = x^,
à des fonctions arbitrairement choisies des autres x, et des y,,,.

2° Pour chacune des valeurs 2, 3, . . . , s — i de A, a—a^_^ des ,̂,̂
(m == i, 2, . . ., a), se réduisent, pour x^ = x\, . . ., x,_],---^x^_^ à des fonc-
tions arbitrairement choisies des autres Xi et des y,^

3" ^—as -^ des ^ (m=i , 2, . . . , a) sont des fonct ions arbitrairement
choisies des x,: e tdes y,,,.

Chacun des sous-faisceaux complets de ^ ainsi caractérisés aura oc74^ inté-
grales totales, dont les équations s'obtiendront en égalant à des constantes
arbitraires c j Ç / = ï , 2, ..., r-\-a\ un système d ' invariants fondamentaux de
ce sous-faisceau, et pourront se résoudre sous la forme
(68) ^s+k==1 fa(^î, • • - , ^s-; C^ . . ., C,.+a) , ( À-== 1 , 2, . . . , r),

(68 bis) y^=g^(X[, ...,^,,;<-i, ..., Cr+a) (m=i, 2, . . ., a).

Et l'on aura ainsi une famil le de oo^JTL^ intégrales du faisceau ^, ou, en
d'autres termes, une intégrale complète de ce faisceau ( ^ ) , à s dimensions.

On sait, du reste, que, réciproquement, toute intégrale complète, à s dimen-
sions, d'un faisceau quelconque, estformée par l 'ensemble des intégrales totales
de l'un de ses sous-faisceaux de degrés, et que l'on obtient toutes ses intégrales
non singulières^ pour chaque valeur de s, en particularisant les valeurs des
constantes arbitraires, de toutes les manières possibles, dans ses diverses inté-
grales complètes.

13. Que ^ soit invo lu t i fou non, la recherche de ses JTl^ intégrales, non
singulières ou singulières, se présente, d'un point de vue analytique, sous
la forme suivante. Chacune de ces 3YL', intégrales, supposée représentée par
des équations du type (62) sera une intégrale totale d'un sous-faisceau
{ Vi , . . . , V,} de ^, du type (62); et par suite, de tout autre sous-faisceau de la

C 1 ) f^o-lr, Sur les intégrales complètes des faisceaux, M., n° 7, p. 351.
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même forme pour lequel les fonctions v^z des x, et des y^ se réduiront, sur
cette multiplicité, aux mêmes fonctions ~v,nh de x\, . . . , Xs

Or, en exprimant que la multiplici té (5a) admet les crochets (V/^, V,), et en
ut i l isant à cet effet les formules (63), (64), (65), on voit que les équations (66)
et (67) devront être vérifiées sur elle.

Si l'on exige que ce soient des identités, ce sera chercher les sous-faisceaux
complets F^, de degré s, de ë?; et l'on sera ramené à l'intégration du système
mixte (66), (67) dont nous venons de nous occuper dans le cas où S1 est invo-
lutif, mais au sujet de laquelle nous ne pourrons plus rien affirmer dans le cas
contraire.

Si les fonctions Vj,,n ne sont pas des intégrales du système mixte (66), (67),
elles devront être telles que les équations (66), (67) définissent une multipli-
cité ^ satisfaisant à l 'un des types de conditions fournis (mutatis mutandis)
par la discussion du n° 8. Mais la présence, dans ces systèmes de conditions,
des dérivées des inconnues ^/, ne permettra pas d'aboutir à une solution effec-
tive, sauf peut-être dans des cas spéciaux.

La recherche des solutions singulières, par cette voie, paraît donc illusoire;
et appellerait d'autres recherches.

14. Mais, à défaut d'une utilisation complète des équations (66) et (67), on
pourra se servir, dans tous les cas, des équations (66), qui ne contiennent pas
de dérivées des inconnues ^/,. On'remarquera qu'elles expriment que les sous-
faisceaux { V i , . . ., V,} à considérer devront être des involutions, de degré s,
de^.

Elles forment un système £ d'équations algébriques linéaires, liant les
inconnues ^,/,, dans lesquelles les x, et les y,,, jouent le rôle de paramètres. Si
ce système est impossible quelles que soient les valeurs de ces paramètres,
^n'a pas d'intégrales JT^. Supposons, au contraire, qu'il soit compatible, pour
des valeurs arbitraires des Xi et des y,/,. Alors, s'il est déterminé, on obtiendra,
en le résolvant, un sous-faisceau { P ^ , . . ., P/^} déterminé que l'on auraà étudier
comme il a été fait au n° 8.

Si, au contraire, le système £ est indéterminé, il aura une solution générale
de la forme

(69) P^==YW<(^1, • • • , ^n+l, Jl, " " > y a , ^'l, ..., Zb) (m==l, 2, ..., a) (k=l, 2, ...,.?),

où les r^zh seront des fonctions linéaires des indéterminées z^ . . ., z^ '. de
sorte que les V/, prendront la forme déterminée

(70) ^'/^X^^X/,-^-^^ ( a = = i , 2, . . ., a; A = = i , 2, . .., s),

et qu'il restera seulement à déterminer les ^, en fonction de x^ . . . , œ,, de
manière que le faisceau { X ^ \ . . ., X^} ait des intégrales totales.
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On verra, en raisonnant comme au n° 11 (sur ce faisceau, au lieu du
faisceau { X , , . . . , X . y } ) , que l'on est ainsi ramené à la recherche des inté-
grales à s dimensions, <5H^, du faisceau ^ (1), de l'espace ê^, de coordonnées
(a?,, . . ., x^, ;y,,\ . . ,y^; ^n . . ., ^), qui a pour symbole

( n i } X^ V0 -^-, .... -2- .{ 7 1 ) }^i ^ "^ Vs ^ . i - î • • • ' ^,, ( î
^ ^ (
"̂ — ^ " * * î "^—— i
ÔZi ÔZb!

et dont on dira qu' i l a été obtenu en prolongeant (' ) le faisceau S1.
Si ce faisceau ^ r ( l ) est involutif, i l aura, d'après le théorème fondamental

d'existence, rappelé au n° 13, des intégrales complètes, dont chacune
contiendra oo74"^ intégrales particulières et sera représentée, avec (^+ a + &)
constantes arbitraires cj, par des équations de la forme
( 7 2 ) Xs+k'==fk (^1, . • - , Xs'i C.^ . . ., C,.+a+b) ̂  0 ( À- == 1^ 2, . . . , r),

(726^) J^==^(,r.j, , . ^ X s \ C ^ . . . ^ Cr+a+b) === 0 (m = = 1 , 2 ^ . . . ^ a ) ^

(72^) Zl=hl (^i, . . ., ^,; <?i, . . ., Cr^-a+b) ==0 ( / == I, 2, . . ., b ).

En y faisant abstraction des variables zi introduites parle prolongement, elle
fournira, par les équations (72), (72^), unefamil lede oo6 intégrales complètes
de ^; mais rien ne prouve que l'on obtienne ainsi toutes les intégrales
complètes de ^. A fortiori, la question des intégrales singulières de ^ ne
trouve pas ainsi de solution.

Si S î [ { ) n'est pas involut i f , on pourra raisonner sur lui comme on vient de le
faire sur ^, en cherchant ses involutions de degré s. La question s^achèvera
s'il n'en a pas, ou s'il n'en a qu'une; et, s'il en a une infini té, on sera conduit
^prolonger ^ ( 1 ) , comme on avait fait pour ^. Et ainsi de suite.

On peut démontrer qu^on arrivera toujours, au bout d'un nombre limité v de
prolongements successifs, à un faisceau ^(v) qui sera involutif, ou bien auquel
les opérations s'arrêteront (du fait qu'il n'aura pas d'involution de degré s,
ou qu'il n'en aura qu'une seule). Si alors ^M est involut i f , on lui appli-
quera le théorème fondamental d'existence des sous-faisceaux complets; s'il
n^a pas d'involution de degré s, il y aura impossibilité; s'il en a une, et une
seule, on pourra décider si ^ aura, ou non, des Jn^. intégrales, et les trouver,
s'il en a, par des é l imina t ions et des intégrations d'équations différentiel les
ordinaires.

15. Dans l'analyse qui nous a conduit à la notion du prolongement des
faisceaux, nous avons supposé, au sujet du système linéaire^, d'équations (66),
qui lient entre elles les valeurs des v,,,u sur toute OTi', intégrale de êF, qu'il
était compatible pour des valeurs arbitraires des x^ et desy^, et il a été censé
être utilisé dans les mêmes conditions. Cette analyse exclut donc implici-

(1) Sur cette notion du prolongement d'un faisceau, voir M, n° 15, p. 368.
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tement les JTl, intégrales de ^ sur lesquelles ce système £ présenterait des
particularités quant à sa compatibilité ou son degré d' indétermination. On
devra donc chercher d'autre part si de telles Jîl, intégrales existent, et les
déterminer s'il y a lieu et si possible.

La discussion algébrique du système £, par l'étude de la matrice de ses
coefficients, fournira, à cet effet, un ou plusieurs systèmes d'équations de
condition entre les paramètres x, et y,n\ et l'on aura à chercher,pour chacun
de ceux qui définiront une multiplicité, (de l'espace &' de coordonnées
x,, . . . ,^+,;j, , . . ., ya\ ayant au moins s dimensions, les Jîl^ intégrales
de ^ situées sur elle.

Soit donc y. l 'une de ces multiplicités, et supposons d'abord que ses points
vérifient une équation où figurent les y,n, par exemple de la forme

(^3) ya=r](x^ . . . , ̂ +i; y\, ...,j'«-i).

On pourra définir toute JVi', située sur [L en adjoignant à cette équation un
système (a) de (/•+ a — i) équations où y a ne figurera pas. En exprimant que
le système total ainsi constitué admet des transformations du type (62), on
obtiendra, d'une part, des équations résolues par rapport aux ^/,, et, d'autre
part, des équations qui exprimeront que (o) admet les transformations
X^ + ̂  ̂  (X = i , 2, . . ., a — i ), où X^ aura été déduit que X,, en y rem-
plaçant ya par la fonction Y]. De sorte que, pour que le système (o), (73)
définisse une 3U, intégrale de ^, il sera nécessaire et suffisant que (a) défi-
nisse une intégrale du faisceau { X ^ , . . ., X:, ; < / , , . . ., q^ p où la variable y,
aura disparu.

Supposons, en second lieu, que les points de [L satisfassent à une équation
entre les x; seuls. Si l'on applique les V/, aux deux membres, on obtiendra des
équations, ne contenant pas les ,̂, auxquelles devra satisfaire aussi toute
Jîl^ intégrale de 9^ Donc, ou bien ces équations seront aussi vérifiées sur ^,
ou'bien on définira, en les adjoignant aux équations de ̂  une multiplicité ^,
ayant un nombre de dimensions moindre que celui de ̂  sur laquelle devront
se trouver toutes les DR', intégrales de ^ situées sur ^,

En combinant ces deux modes de réduction du problème, on sera ramené,
soit à chercher toutes les intégrales à s dimensions d'un faisceau ayant,
comme ^, une base de la forme (56), mais avec un moindre nombre de
variables y,,; soit à chercher les intégrales à s dimensions d'un tel faisceau,
situées sur une multiplicité, donnée dans le sous-espace & de S , et admettant
toutes les transformations de ce faisceau.

16. Étudions donc ce dernier problème, en supposant qu'il s'agisse du
faisceau ^ lui-même et de la multiplicité y. définie par les équations

(^4) x^l^gl^ . . . ,^ ) (/=!. 2, . . .^; ^ + / . = ^ + I ; P ^ S ) .
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Sij»>.v, une 3Ti[., située sur [^, sera déf inie par ces équations (74), associées
à des équations

(75) .r^i==fm(^i, ...,^.ç) ( m = = ï , ' 2 , . . . , ^ ; q-^s^p),

et

(76) y j - = i h j ( œ ^ . . . , ^ s ) (,/==i,2, ...,a).

Sip =.y, il n'y aura pas d'équations (75).
En exprimant que ce système (74)? (?5), (76) admet des transformations V/,

du type (62), nous obtiendrons, d'une part, en appliquant ces V/, aux
équations (74)» des équat ions qui seront toutes des conséquences de ces
équations (74)? puisque [L admet toutes les transformations de ^, par hypo-
thèse; et, d'autre part, en ce qui concerne les équations (70) et (76), des
équations qui, en y tenant compte des équations (74)' seront celles que l'on
trouverait en appliquant aux deux membres des équations (76) et (76) les
transformations infinitésimales

(77) V^X^+^a/J^a (a=i , 2, .... a; h=zi, 2, . . . , s ) ,

où l'on a posé

(78) XAO)r=/^+[Ç% / l(•^ • • • . ^+i;Ji. ...,J<z)]p.+y (Z^i . 2. • • • . q\ ^== î . 2 . ' " ^ ) ,

et utilisé la notation

(79) [/(-^ •••,^^+1, ...,^4-i;ji. . . . . ya)\^f(^^ . . . , x ^ g ^ ...,^;ji,...,j<,).

Les multiplicités (75), (76), de l'espace êo, de coordonnées x^ . . ., Xp\
Yo . . . ? y a, qu'il s'agit de chercher seront donc les Jîl^ intégrales du
faisceau ^ r (o), ayant pour symbole

(80) {X^ , ...,Xi°^ . . . ,^i ,

dont on pourra dire qu'il a été obtenu en projetant ^ sur ^,.

17. Cas D, (^^>i) . — Pour terminer l'examen du problème b dans ses
divers cas, il nous reste à considérer une famille continue de droites Aç_^,
dont les équations générales seront, comme dans le cas C que nous venons
d'étudier, de la forme (49)? "iais qui ne seront situées sur l'image 0 de E que
si le point x se trouve sur une certaine multiplicité paramétrique m, afférente
à cette famille. La solution (48) du système Z [n°4] qui la fournira sera
susceptible d'une infinité de formes différentes, qui seront équivalentes sous
le bénéfice des équations de cette multiplicité CT. Nous supposons que l'on en
ait choisi une , arbitrairement, de sorte que les transformations infinité-
simales (5o) seront connues, et bien déterminées.
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On pourra ainsi reprendre l'analyse du n° il, et l'on conclut, par suite,
qu'il s'agit de trouver les 3Vi[. intégrales du faisceau 31, ayant pour base ces
transformations (5o) et les transformations —— (m = = 1 , 2 , . . ., a), qui serontoym
situées sur la mult ipl ici té connue vs, considérée comme appartenant à l'espacée',
(lequel sera considéré lui-même comme ayant & pour sous-espace).

C'est un problème de la même nature que celui qui a fait l'objet des n0** 15
et 16; et il se traitera par les mêmes moyens.

II. — Des intégrales complètes
et des transformations de contact qui leur sont associées.

18. Conformément aux idées de Sophus Lie, nous appellerons intégrale
complète d'une équation de contact E [n° 1] toute famille de multiplicités, à un
même nombre quelconque s de dimensions, telle que l'ensemble des éléments
de contact de toutes les multiplicités de cette famille soit identique à celui des
éléments de contact de E; ce qui implique que toute multiplicité de la famille
est une 3TI, intégrale de E. Pour^==/ i , cette notion équivaut à celle de l'inté-
grale complète de Lagrange, relative aux équations aux dérivées partielles du
premier ordre.

Toute multiplicité ayant, dans l'espace <ê, de coordonnées x^ .. ., .r,,+i, que
nous considérons, oo" éléments de contact, toute intégrale complète se compo-
sera de oo" multiplicités, et nous prendrons ses équations générales sous la
forme résolue

(8 i ) Gk ( x^ . . ., ^n+i ; Ji, . • ., J.s-i) = J.̂ -i ( k = i, 2, . . . , / • ; r + s --= n + i.),

les y j ( j = i , 2, . . ., n), étant des constantes arbitraires.
Considérons alors le faisceau complet F

(82) X/,=^+Çp/,(^i, ...,^^+i;Ji, . . ., J,-i.)^s-+p (P^I,^ ...^; ^ =ï,2, ...,S),

qui a les G/, pour invariants fondamentaux. Les paramètres ji, . . ., ys-\ y
devront être, comme dans le système des G/,, essentiels; et, par suite, on
obtiendra, en les él iminant entre les équations

(83) X/,=o ( A = = i , 2, . . . , ,s'),

une équation et une seule. Celle-ci admettra pour intégrales, comme le
système (83), les multiplicités (81) (pour tout système de valeurs constantes
attribuées auxjy), et, par conséquent, ne sera autre que l'équation

(E) €>(^i, . . ., .Tn+l'.Pi, ...,^+i)==0,

donnée, qui a pour intégrale complète la famille de ces multiplicités.
Ann. Êc. Norm., (3), L1X. — FÀSC. 4. 3o
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On voit,.de plus, qu'il existe toujours une équation E, et une seule, ayant
une intégrale complète arbitrairement donnée.

Remarquons que le l ien que nous venons d'établir entre l 'équation E et son
intégrale complète (81) supposée, par l ' intermédiaire du système (83), est en
accord avec les principes et les résultats de l'étude générale des intégrales
d'une équation de contact qui a fait Pobjet du paragraphe 1. Les équations (83)
sont, dans l'espace figuratif II [n° 5], celles d 'une famille de oo'"1 droites A,_^ ,
qui engendrent l'image $ de E, de telle manière que par chaque point de $
passe une A,.-, génératrice et une seule. Et, relativement à Fanalyse du n° 11,
il se présente ici cette part iculari té que le faisceau [X^ . .., X,} est un sous-

faisceau complet, de degré s, du faisceau ^ X,, . . . . X,, -7-» - " ) J— |-

On sait que Sophus Lie a donné le nom de semi-linéaires aux équations aux
dérivées partielles du premier ordre qui ont des intégrales complètes à moins
de n dimensions (n étant le nombre des variables indépendantes). Nous
garderons cette dénominat ion pour les équations de contact, qui leur sont
équivalentes [n°2]. Nous dirons, de plus, que E est une équation de contact
semi-linéaire d'espèce (s—i), si elle a une intégrale complète à s dimensions.
Dans le cas s == i, les X/, se réduisent à une seule t ransformat ion, où ne figure
aucun des paramètres y/ : égalée à zéro, elle donnera une équation équiva-
lente à E. Celle-ci sera donc, comme il est bien connu, une équation linéaire.
L'espèce d'une équat ion de contact semi-linéaire est donc un entier positif, au
plus égal à (n — 2).

Avec cette terminologie, nous pouvons conclure de l'analyse précédente que
les équations de contact semi-linéaires d'espèce a sont les équations E qui
s'obtiennent, à partir de tout système complet de la forme

/ 0 , , ( Rh -4- Çû/; ( ̂ -l, . ... .̂ 4-1 ; Ji, • • • , Y a )p^+a+i == 0
(o4) < . 7

( (p =-= i , 2^ . . . , / • ; h == i, 2, . . ., a -t- i ; a + /•=== n),

par l 'élimination des indéterminées jy.

19. A l'intégrale complète G, de E, définie par les équat ions (81), nous
associerons la transformation de contact ï, faisant passer de l'espace
(a?,, . . ., ^4-1) à l'espace (ji, . . . ,y,,_n), qui a pour directrices les équations
( 85 ) Xn^ -=- fn+if G/, == 7.s'+/.-i ( ̂  ̂  ï, 2 ? • • •, r ; r -4- s •==. n + ï ).

Pour avoir le système de ses équations, nous désignerons par q^ . . ., q,^^ les
coordonnées d'orientation des éléments de contact dans l'espace des y,, et nous
écrirons que l'équation de Pfaff q^dyy.=. o (a =i, 2, . . . , ^ - h i ) se réduit
à py.dx^ = o (a = ï , 2, . . ., n + ï), quand on y remplace dy,, dy,^, . . ., dy^\
par rfG,, rfG^, . . ., dQ,^ dx^^ : ce qui donne
/ or \ àGo(86) q -}- ——q,^^=:o (p==i, 2, . . . . r; j = : i , 2, .... s — i ) ,



SUR LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DE PREMIER ORDRE. 287

et, avec un facteur arbitraire, non nul, À,

(^) -r-̂  ̂ +p-i= .̂jp/, -.-—-^+p-i+ qn+i= ̂ pn+i (p = ï, 2, ..., r; /== i, 2, ..., ^).
(/.^/ u^n+i

Or on t ire, de ces dernières équations, les combinaisons

(88) X/<Gp^4_p_i+Ç/•/^^4-l= :^(pA+Sp/^+p) ( p = i , 2 , . . . , r ; h=\,el, . . . , s ) ,

qui se réduisent à

(^9) ^r,hqn+i==^(p/t-^ Çp/^+p) (p==I ,2, . . . , r ; A = = I , 2 , ...^),

quand on tient compte de ce que les G/, sont des invariants des X/,.
Et de là résulte que la transformation ï considérée change l'équation de

contact E en ç^,==o, ou, en faisant abstraction des notations employées pour
les coordonnées de l'espace transformé, quelle ramène E à la forme cano-
nique p^=o.

Remarquons, en effet, que l'on a supposé implicitement que x,^^ n'est
pas une fonction des G/,, de sorte que les trh ( À = = I , 2, . . ., s) ne sont pas
tous nuls. A tout élément (^, . . ., x,^^ ; p ^ , . . ., j^+i) de E, on peut associer
des valeurs dey, , . . .,j,-i telles que les seconds membres des équations (89)
soient nuls, ce qui entraînera y^,=o. Il restera alors, pour déterminer
l'élément transformé (y,, . . ., y,^ ; q^ . . . , ^+ i ) , les équations (85), qui
donneront y,, . . . ,y,,+i, et le système formé des équations (86) et des équa-
tions (87) non remplacées par les combinaisons (88), à savoir les r= n + ï —«v
dernières. En tenant compte de qn+\ = o, celles-ci donneront q,, . . ., q,,, et les
autres fourniront y , , . . ., y,_,. A tout élément de contact de E correspondra
donc bien un élément de contact de qn+\ = o.

Inversement^ T~' fera correspondre à tout élément de ç^+i = o, un élément
qui, d'après (89), satisfera, concurremment avecy,, . . . , j^_i, aux équations (83),
et, par conséquent, appartiendra à E.

20. Considérons, réciproquement^ une transformation de contact T quel-
conque, définie par des équations directrices de la forme (85), où les G/, seront
des fonctions des x^ ( ? = = i , 2, . . ., n + ï), et des yj (y= 1 ,2 , . . ., s— ï),
arbitrairement données (sous la réserve que x,^^ ne soit pas une fonction
des G/, et des yy). L'équation de contact q,^^=o sera la transformée d'une
équation de contact E de l'espace Ça-^ . . ., ^+,), qui , d'après les équations
(85), (86), (87) de T, résultera de l 'é l iminat ion dey^ , . . . ,y,-i ; q,, y,+i? • • • , qn
entre les (n + ï) équations

(9°) -^- ̂ -P-l == ̂ Pi (P^I , 2. • . .. /'; /'=!, 2, . . . . / î+ l ) .

On vérifie sans peine que cette équation E ne sera pas autre chose que celle qui
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a pour intégrale complète la famille G des multiplicités (,81), [où les y/,
(7 == i , 2, . . ., /i) sont des constantes arbitraires].

Les éléments de contactai, . . ., x^^ ;j^, . . . ,p^/)de ces multiplicités s'ob-
tiennent, en effet, en écrivant que l 'équation dePlaffjOa^a==o(^==i»2, ...,71-1-1)
est une conséquence des équations dG/,= oÇk == i, 2, . . . , r), les y,
(y==i , 2, . . . , . ? — • i) étant laissées constantes. Le lieu de ces éléments de
contact sera donc défini par le résultat de Pélimination des arbitraires ^
(Â-== i, 2, . . ., /'), ety/(/= 1,2 , . . ., s— i), entre les équations

/ • \ ^^p /(91) ^==^p——i. ( p = = i , 2, . . ., r; ^ = = 1 , 2, . . ., ^4 - i ) ;
^Gp
^z

et celui-ci sera précisément Inéquation E considérée, puisque cette
équation résulte de Félimination des quantités q^u-\ {h= i, 2, . . . , / • ) , et
y / (y= i ,2 , .. ., . y—i) , entre les équations (90), et que l'on passe du
système (90) au système (91 ) en y posant ç^/,_i == À^/, Çk = i, 2, . . ., /').

21. ^intégration de Véquation de contact canonique p^^ =o est immédiate.
En effet, sur toute intégrale chaque déplacement infinitésimal dx satisfera à
une équation de la forme p ^ d x ^ +. . .-+-/)„ âkr,,= o, de sorte que tout déplace-
ment continu sur cette intégrale ne comportera que l'existence de relations
entre les coordonnées x^ . . . , Xn. Les équations de toute intégrale seront donc
des relations entre ces coordonnées, ou, en d^autres termes, seront indépen-
dantes de *r,,+i.

Réciproquement^ sur toute multiplicité de <@,

(92) F^i, . . ., ^n+i)== o ( / c==i , 2, .... / • ; o< r^n),

les coordonnées d'orientation des éléments de contact sont telles que

Çy^dxy,-==o ( a = i ^ 2 , . . . , / i 4 - i ) .

soit une conséquence des équations dF/,= oÇk = = 1 , 2 , . . . . r), de sorte que l'on
a des identités de la forme

(98) ^=7.p—— (?=i, 2, . . ., r; i==i, 2, . . ., n^-i).
03C^

Si donc ^+1 ne figure pas dans les F/,, on a p,^=o, c'est-à-dire que la
multiplicité est alors u n e intégrale de l'équation de contact canonique p,,+, ==o.

En définitive, les intégrales de cette équation canonique sont toutes les
multiplicités de & ayant des équations de la forme

(94) F^i, . . ., a-n)==o (Â-=I , 2, . . .^ r; o <r^n).

Les F^y sont des fonctions arbitraires de leurs arguments.
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Sous forme résolue, on aura/pour s=n 4- i ~ r= i, le typerectilinéaire

(90) xi=ci (l=ï, 2, .. ., n),

avec /i constantes arbitraires, et si ce nombre de dimensions s est supérieur à i,
le type cylindrique

(96) œk= 9^(^+1, ^+2, ....,^) (^==1 , 2, . . . , r),

avec /' fonctions arbitraires de (s— i) arguments.

22. Intégrer une équation de contact E quelconque équivaut à en trouver une
intégrale complète G quelconque, puisque celle-ci fournira une transformation
de contact T, laquelle changera E en l'équation canonique q^^ ==o, dont on
connaîtra, d'après ce qui précède [n° 2l], toutes les intégrales.

L'intégrale complète G étant supposée connue sous la forme (81), on lui
associera les équations (86), et l'on prendra pour z^ . . ., ^+1 ; q^ . . ., q^\
les coordonnées de l'élément de contact général d'une intégrale arbitraire
de q,^^ = o. Supposons d'abord que celle-ci soit à n dimensions, et soit

(97) yn=^(yi, • . ./j^-i)

son équation. En écrivant que q^dy^= o(a == i, 2, .... n 4- ï)est, pour y^=o,
une conséquence de dyn=d^, on trouve

(98) ^^j-^^0 ( /= ! , 2, . . . , ^ — l ) .

On aura donc la transformée de (97) par ï~' en éliminant y^ . . ., y^ entre
les équations (81), (97) et

, , àGr ^ à^ àG^ .
(^9)^-^•-^^^7=0 (^^•-——;./=^...^--).

Si l'on pose

( 100) H(^i, . .., Xn^ ; ji, .. ., j,-i) == G,.— ̂ (ji, . . ., j,_,, G,, . . ., G,-,),

cela reviendra à éliminer y ^ , . . . , y,_, entre les équations

(101) H = o , —==o (y== i , 2, . . . , , ç — i ) .

L'intégrale générale de E apparaît donc, conformément à l'idée classique de
Lagrange, comme l'enveloppe des oc'"1 intégrales particulières à n dimensions
définies, avec la fonction arbitraire ^ des n—i arguments ji, . . .,y^, par
l'équation H = o ( t ) .

(1) Celle-ci représente une surface quelconque, dépendant des paramètres y\, .. .,y,ç—i, engendrée
par des multiplicités tirées de l'intégrale complète G.
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Si l'on était parti d'une intégrale à une dimension de y,^ = o, soit

y^0! C /^^2 , . . . , ^),
les Cj étant des constantes arbitraires, on aurait seulement les ce" intégrales (81)
constituant l'intégrale complète G considérée.

Considérons maintenant le cas où l'intégrale de (]n+\ = o à transformer est à t
dimensions (i <^ t^n—i). Prenons-la sous sa forme générale résolue [n° 21]

( 102) ym~==- ^m(yu+^ Y u^ • . • 7 J/i ) (/H z= l, 2, . . ., U ; II -\- f = n).

Ses éléments de contact seront définis par les équations ( } )

( io3) ^+^+ -r——^)==o (ex) := i, 2, . . . , ? / ; ^ == i, 2, . . . , < ) .
f7/' u+z

On aura donc à éliminer y,, . . .,y,, et les rapports de q^ . . ., q,, entre les
équations (81), (86), (102), (io3), ce qui sera possible puisque l'on aura
affaire à {in— i ) indéterminées et à /•+(•?— i )+^ 4- t==2n équations. On
aura donc, en général, des surfaces de l'espace & pour les intégrales de E ainsi
obtenues. Ce n'est que par un choix approprié des fonctions arbitraires^,/,, (on
de ^ dans le cas considéré d'abord), que l'on pourra obtenir les intégrales à
moins de n dimensions que E est susceptible d'avoir.

23. Nous appellerons, pour abréger, transformation T toute transformation
de contact de ê ayant des équations directrices de la forme (85), ce qui équivaut
à dire que x^^ est, pour elle, un invar ian t . D'après les formules (86) et (87),
elle transforme x^ ..., x^\ p,, ...,?„ comme le fait la transformation de con-
tact T de l'espace ê^ de coordonnées x ^ , ..., x,, qui a pour équations directrices
les équations (81). Pour cette transformation T, que nous appellerons le noyau
de T, x^\ doit être considéré comme un paramètre, et non comme une
coordonnée.

Il résulte des numéros 19 et 20 que les équations de contact E de ê forment
une classe vis-à-vis du groupe (T) des transformations T. Car, d'après le
théorème d'existence des intégrales des équations aux dérivées partielles du
premier ordre, toute équation E a des intégrales complètes à n dimensions
[n° 18], et les transformations T qui leur sont associées ramènent E à la forme
réduite p^ = o. Nous désignerons celle-ci par Eo, et nous dirons réductrice,
pour E, toute transformation ï qui la réduit à la forme Eo, c'est-à-dire qui est
associée à l'une des intégrales complètes de E.

Les intégrales complètes de la réduite É^ étant définies [n° 211 par des
équations ne contenant pas «z^+i, ses transformations réductrices 9, qui consti-
tueront le groupe (9) des transformations T qui la laissent invariante, sont toutes

( ' ) On obtient ces équations en écrivant que qy. dyy, = o est conséquence des équations dy^ == cl^rn.
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les transformations ï qui ont pour noyau une transformation pure de contact
de l'espace &^ : ce mot pure indiquant que la coordonnée paramétrique x,^^ ne
figure pas dans ce noyau T.

Cela posé, la formule générale des transformations ï qui réduisent E à Eo
est ( t ) T = ï, 6, TI étant l'une quelconque d'entre elles, et 6 l 'une quelconque
des transformations T qui laissent E^ invariante. De là, la formule T = î\ 9 pour
les noyaux des transformations considérées. Ce qui équivaut à dire que l'on
passe de l 'intégrale complète de E associée à T, à celle qui est associée à T en
effectuant sur les paramètres y,, ...,y^ une transformation de contact arbitraire
de l'espace (y,, ...,r,0.

On retrouve donc ainsi la loi du passage d'une intégrale complète à une
autre.

24. Conformément à la propriété classique des plans tangents aux cylindres,
les éléments de contact de toute intégrale de E() se répartissent en bandes, Bo,
de oo' éléments définies par des équations de la forme

(104 ) ^i==a,, . . ., x^=an\ PY : p._ : . . . : pn \pn^= b^ : b^ : . . . : bn : o,

les a/ et les 6, étant des constantes. Car les éléments de contact d 'une mul t ip l i -
cité cylindrique (96) sont déterminés par les équations

(lû5) /?/•+/== ——-—.Pp (P==^ 2; • • • ? r; , /==I? 2? • • • 7 • ç — ! ) P/z+l==0
OXr-^j

11 est manifes tequelafamil le R o d e ces oc2""' bandes Bo (dites caractéristiques)
est invariante par toute transformation 9.

Il en résulte que chacune des transformations T~1 qui changent la réduite Eo
en une même équation de contact quelconque E changera cette famille ^o de
bandes en une même famille ^ de oo2"-' bandes B de oo1 éléments de contact,
(bandes caractéristiques), car la formule T = T\ 9 du n° 23 entraîne

(106) TY^o^T-^^o^T-^o).

Chaque intégrale de Eo étant engendrée par oo"-1 bandes Bo (quand on la con-
sidère comme une multiplici té d'éléments de contact), chaque intégrale de E
sera, de même, engendrée par oo""' bandes caractéristiques B.

Le même principe de transformation conduit, réciproquement^ à la construc-
tion des intégrales de E au moyen des bandes caractéristiques qui ont un
élément de contact commun avec une bande intégrale arbitrairement choisie.

Soit donnée, en effet, une multiplicité ponctuelle quelconque à (s — ï)
dimensions

( 1 0 7 ) ^=9/:(^+i, ...,^) (/<'==:!, 2, . . . , 7 1 ) ; œ^==^(^r+l, ...,^n).

( 1 ) La notation produit TT indiquant qu^on fait suivre T de T.
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Parmi ses oo71 é léments de contact, définis par (107) et par

, .. àcûo Ô(Q ,
(108) pr+/==——P9-^ :T——^+i ( p = r , 2, ..., r; ,/=:i, 2, . . . ^—i ; r+5=r / i -^ i ) ,

OXr-^j OXr^j

il y en aura oo7'"' qui satisferont àjo,^=o. Ils consti tueront une bande inté-
grale arbitraire de Eo qui sera définie par (107) et par

(109) p^=——^-.p^ ( P = I ' 2, . . . , r; J = : l , 2, . . . , S — ï ) ; pn+l==0.
OXr-^-j

Par chacun de ses éléments passera une bande caractéristique de Eo, définie
par
(110) X/==^/ ( /== I, 2, . . ., 7 î ) ; P,==À/9, ( /== I , 2, . . ., n 4- 1 ).

Le l ieu des éléments de contact de ces bandes aura pour équations

(111) Xk-==. ^k(^r+i, . • ., Xn) ( k = = ï , 2, . . ., r),

( I I I his) pr+j=- ————Pc ( P = ^ 2? • • .^l; y'^^ 2, . . . , , Ç — l ) ; p^=0.
OXr^. j

Ce sera donc la multiplicité d'éléments de contact qui a pour support la
multiplicité ponctuelle ( i i ï ) , cylindrique, à s dimensions. On obtient donc
ainsi une intégrale de Eo et une seule, et l'on peut, par cette méthode, les
obtenir toutes.

Si l'on se donne de même, pour E, une mul t ip l i c i t é ponctuelle quelconque/??,
on en pourra déduire, par un calcul algébrico-difïerentiel, une bande intégrale
de E ayant cette multiplicité m pour support, c'est-à-dire constituée par les oo"-1

éléments de contact de m satisfaisant à l 'équation E. Chacun des éléments de
contact de cette bande intégrale appartiendra à une bande caractéristique de E
déterminée. En appliquant à la figure géométrique ainsi obtenue l 'une
quelconque des transformations ï qui réduisent E à Eo, on conclura alors de ce
qui vient d'être établi pour Eo, que le lieu des éléments de contact des bandes
caractéristiques de E qui passent par les divers éléments de la bande intégrale
ayant m pour support, est une mul t ip l ic i té d'éléments de contact qui a pour
support une intégrale de E, et que l'on pourra obtenir par cette méthode toute
intégrale de E, dès que l'on connaîtra ses bandes caractéristiques. On voit, de
plus, qu'une intégrale de E est entièrement déterminée par la condition
devoir oo^"' éléments de contact communs avec une multiplicité ponctuelle
quelconque donnée, à moins de n dimensions.

25. D'après la manière dont nous les avons introduites, les bandes caracté-
ristiques d'une équation de contact E donnée sont connues dès que Fon connaît
une intégrale complète G de cette équation. Celle-ci étant supposée définie par
les équations (81), la transformation réductrice ï qui lui est associée en résulte
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sous la forme (85), (86), (87). Il n'y a qu^à écrire les équations de la bande
obtenue en transformant par T"' la bande caractéristique générale de qn+\ = o,
qui, d'après (io4) (système relatif à p,^ =- o), a pour équations, avec les con-
stantes arbitraires a^ et 6^,

( I I 2 ) J.j -==L <%.i, . . . , J/î== an ; //i : (].i : . . . : <//, : Çn-i == ^J : b.i : . . . : b == 0.

On obtient les équations

G/.(^i, . . . , A',,4-i, ^i. . . . , ^s-i ) == 6/,4-X-l ( k r-= 1, 2, . . . , / • ; / • + 5 === ^ 4- I ),

/ / àGr-, ., • ^/+^,+F-I——
/ / ^^o /
^/+ ^+F-I—— ==o ( p = = i , •2, . . ., / • ; y=:i , 2, . . . , A - — i },

fifi •( u S ) < k ^/•
, àG, -[ b^ ' -r~ == Â^ ( ^ == i - a, • • . , ^ +1 ),

00C[

qui entraînent l 'équation de E comme conséquence

( i t/i ) ^(^'i, ..., •^+1; jp^ • • • ' /^+i ) == °.

W^. On peut, d'autre part, détinir directement les bandes caractéristiques
de E, par un système différentiel, au moyen de Inéquat ion (i i4) seule. Il suffit
de se servir, à cet effet, de Pinvariance, vis-à-vis des transformations de
contact de ê, du crochet

•/.^Ê-lÊè ———-.——>.
de deux fonctions quelconques des x, et des p,, homogènes par rapport
auxjo,.

Les bandes caractéristiques Bp de Inéquation réduite E^ qui a pour équation

( 1 1 6 ) 7^.1=0,

sont, diaprés leurs équations (io4)? celles des trajectoires [dans l'espace
(^,, ..., Xn+\ \ p\ :/?2 '' • • • '•7^+OJ de la transformation infinitésimale

( l î 7 ) (7^-1, / ) - = = . - ' î
v^-'n^Y

qui satisfont à(n6). Les équations (io4) égalent à des constantes (2/1—i)
invariants de cette transformation, distincts dejo,i-n, et homogènes de degré
zéro par rapport aux p,; et l'on pourrait utiliser de même (2/1 — i) autres inva-
riants de (117) satisfaisant aux mêmes conditions.

L'équation E, sous l 'une quelconque de ses formes (n4)? fournira de même
la transformation inf ini tésimale

, . à^ àf ù^ ôf
( 1 1 8 ) (<!>, /)== -.— —- — ^— —/- {y.== .i, 9.. . . ., n - { - i ) ,
' ' J àpy. àx^ ôxy, ^pa v h

Ann. Èc. Norm.^ (3), LIX. — FASC. 1. 3l
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dont $ est un invariant. Pour avoir les bandes caractéristiques B de E, il suffira,
dès lors, d'égaler à des constantes arbitraires (271—i) invariants de cette
transformation, distincts de <&, et de degré d'homogénéité zéro par rapport
auxpf

En effet, par une transformation réductrice de E quelconque, ^ se changera
en une fonction de la forme M (^, ..., x^, ; /?,, ...,?„+,, )jo,^, elles invariants
de (<î>, /) considérés deviendront des invariants, du même degré d'homogénéité
en j^, ..., p^^ de la transformation infinitésimale

( i19) (Mp/^,, /) = M(p^ f) +/WM, /).

Soient J^, ( m = i , r, ..., 'in—i), ceux-ci. Il s'agit de vérifier que le
système J^=c^, (m=i , /*, . , . , in—i), p^,=o, où les c,n sont des con-
stantes arbitraires, définit les mêmes bandes que les équations (io4). Or ce
système équivaut à rfj,^===o, (m==i , i, ..., 2/1—1), p^=o; et l'on a, les J,,,
étant des invariants de (i 19),

(120) M-,—'•i- 4-/^+i(M, J^)==:o (m=ï, 2, . . ., ïn— i ) ;
(7tZ',,4_i

et, à cause de l'homogénéité des J^, on a aussi

, à^m(121 ) /^a ^— ==^ (a ==i , 2. . . ., n 4- i ; m ==: i , 2, . . ., 2 A À — i ).
^a

Le système en question équivaut donc à (')

( as m 1 à^jit ,/^v
, , 1 Rn+î == 0, -3—— dX9, + -T—— Pnd1— == 0.
(122) < ^ ' ^Jl ^

( (p ==I , 2, . . ., n\ y :=I , 2, . . . , I l — I ; 77Î = = I , 2, . . . , 2^ — i) .

C'est-à-dire à

(123) 7^+i=o, d^=...-=dx,,-=:d1^ ==...=: flfe =o.
7^" 7^1

Celui-ci ayant pour intégrale générale (io4), la vérification cherchée est
ainsi obtenue.

III. — Sur l'intégration des équations semi-linéaires.

26. Soit E une équation de contact semi-linéaire, d'espèce (s—i), c'est-
à-dire [n° 18] une équation

( l ̂  ) ^ (^l, ... - .̂+1 ; 7^1 ' • • • ' Pn^ ) = 0,

( 1 ) On peut supposer <I> = o indécomposable; de sorte que M ne s'annulera pas pour pn+i == o.
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dont on suppose qu'elle a au moins une intégrale complète à s dimensions,
(i0<^
(120 ) G^i, . . . ,^+i,ji , . . . , j,_i)==jy^_i ( A - = i , 2 , . . . , r ; r+5= : / i+ i ) ;

et soit

(126) X/,==^+ Çp/<(^ i , .... j^+i, j - i , ..., j-,_i)p^p ( p = i , 2, .... r; Â = = I , 2, ..., s )

la base du faisceau complet qui a les G/, pour l'un de ses systèmes d'invariants
fondamentaux : de sorte que E est le résultat de l 'élimination des j,^
(m=i , 2, . . ., s— i), entre les équations X/,=o, (A == i, 2, . . ., s). Nous
nous proposons d'étudier le problème d'intégration qui consiste à trouver
toutes les intégrales complètes G, de la forme (i25), d 'une telle équation.

Il faut remarquer que chacune d'elles peut être mise d'une infinité de
manières sous cette forme (i25) : on passe de l'une à l'autre par les diverses
transformations ponctuelles

( I 2 ? ) y ' ; = ^ ï ( y ^ • • ^ yn) ( y = = i , 2, . . . , n),
effectuées sur les constantes arbitraires. Dans la forme nouvelle

(128) G^.(^i, . . . ,^+i; j^ . . ., y._j)==jl.+/_i ( Â = i , 2 , . . . , r ) ,

les G^. seront les fonct ions obtenues en faisant dans les fonctions

( ] 29) • y's+k-Y = ̂ ^--i (ji? • • • , r,-i ; GI, . . . , G,,) (A- •== i , 2, . . . , / • )

le changement de variables
(130) y^=n,n{y^ . . . , y , - i , G j , . . . , G , . ) ( Â - = = i , 2 , . . . , r ) ;

et ce même changement de variables fera passer du faisceau complet
F = { X , i , ... ,X,} qui a les G/, pour invariants au faisceau complet Y = { X ^ , . . . , X^
ayant les G/^ pour invariants. On peut considérer que l'on opère ainsi dans
l'espace (.2?,, . .., x,,^, y,, .. ., y,_^ ). Les X/, ont alors pour invariants fonda-
mentaux les y,n et les G/, : les seconds membres des formules (i3o) en sont
donc des invariants, et, par suite, les X^ seront de la forme

(131) X^==7^+Çp/,(^'i, .... x,^\ j-\, • • • ? jl-i)7^-+-p (P^^ ^ ' " , ''; A = = i , 2, ..., s ) ,

obtenue en faisant simplement le changement de variables (i3o) dans les
coefficients ̂  des X/,.

Réciproquement, tout changement de variables

( i32) j^=://,,(.r,, . . . . .̂+.1 ; j'i, . . . , r.-i) (m •== i , 2, . . . , s — i ),

qui laissera invariante la forme des X/,, c'est-à-dire qui les changera en des
transformations X^où les dérivées —J— ne figurerontpas, sera de la forme (i3o),°yin
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puisque les y^ seront, de ce fait, des invariants du faisceau : et cela suffira.
Et, dans l'une quelconque des formes (i 28) de l'intégrale complète de E donnée
par le faisceau { X ^ , .. ., X ' } , les fonctions G^., étant des invariants de ce fais-
ceau, seront de la forme (129) si l'on revient aux variables x^ . . . , Xn^,
y ^ . ...,y^.

En définitive, tous les faisceaux complets { X , , . . ., X^}, de la forme (126),
dont Fintégration donne une même intégrale complète, sous ses diverses
formes (i25), sont tous ceux qui se déduisent de l'un d'entre eux par des
transformations de l'espace (^, . . ., ;r,,_i ; y,, . . ., J,-i); et celles-ci sont du
type (i3o).

Interprétés dans l'espace projectifll, de coordonnées homogènesj^, ...,j^i,
les systèmes X/,=o, ( À = = I , 2, . . . , s), associés à ces divers faisceaux
complets, représentent la même famille D de droites A,._i situées sur l 'image <&
de E [représentée par l'équation (124), cf. n° 5]. Pour avoir la représen-
tation la plus générale de cette famille D, il faudrait faire sur lesj^, dans les
coefficients ̂  des X/,, une transformation (i32) arbitraire. Soient (i3i) les
expressions linéaires en p ^ , . . . , p n + i ainsi obtenues. Les droites Ar-i de D
auraient les équations X^== o pour équations générales, mais les transformées
des transformations infinitésimales X/, seraient

( i33) X^+X^yaT^- (a=:i , 2, . . . , .S-—1; A = = i , 2, . . . , ,s-).

Le faisceau complet { X ^ , . . ., X^} serait ainsi devenu le sous-faisceau complet,
de base ( i33),du faisceau LV,, . . . ,X,; —L, • • • î -r—t de l'espace (x^ ...,^^;( ^y i ^y s—'\ )
y ' \ » • • • » y's-\ ) î et 1e faisceau j X7,, . . ., X^.} ainsi introduit ne serait pas complet
[tant que la transformation (i32) demeurerait arbitraire j.

27. Il résulte des remarques précédentes, rapprochées de l'analyse des
n08 il et 12 et des indications du n° 18, que pour que l'équation E considérée
ait une intégrale complète, distincte de l'intégrale G supposée, qui soit associée
au même mode de génération linéaire de l'image $ de cette équation [à
savoir celui qui est représenté par les équations X/,==o, (h= i , 2, . . . , s\ qui
définissent cette intégrale G |, il faut et il suffît que le faisceau

-7-ix X - ^ , àf
J -p17 • • • • • ̂ ^ " à^~,

ait un sous-faisceau complet, V, autre que F= ; X ^ , ' . . . , X,} lui-même, ayant
des transformations de base V , , . . ., \s de la forme

\ V//== X/,+ (^//(^"n . • • , -^-i-i ; j'n • . • i .̂s-i ) -)—?
( i34) , u^

( ( a= i , 2, .. ., ,s- — i; A = = = i , 2, . . ., s ) .
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C'est donc de la recherche de tels sous-faisceaux complets V d^un faisceau
du type ^ que nous allons nous occuper. Nous allons voir d'abord que, en
général, c'est-à-dire si le faisceau F est seulement assujetti à la condition d'être
complet, ^ n'a pas de sous-faisceau { V ^ , . . . » V, j , autre que F, qui soit
complet. Cela résulte de l'existence d'exemples pour lesquels il en est a insi .

Tout sous-faisceau complet de ^ est, en effet, une involution de ^, et les
conditions d'involution du sous-faisceau (ï34) sont \cf. n° 12]

( T 35 ) Fa// —— — ^a/ -r~ =: ( ) ( a = i, 2, ..., s — i ; h, ] -==. i, 2, .,., .s- ; /. =: i, 2, ..., r ).
u.) a u.)''a

On a là un système de ^ n ' Ç s — i ) équations linéaires homogènes entre
les s ( s — i ) quantités v,nh' Comme on a r^> i, le nombre des équations est au
moins égal au nombre des inconnues (il lui est égal pour r= 2). Il suffira de
montrer que ce système n'a pas, en général [c'est-à-dire si les Ç/,/, ne sont pas
assujetties à des conditions autres que les équations

( i36) , X/,Ç/,/— X/Ç/,/,== o {h, l=\, 2, . . ., .s"; /i=: T , 2, . . ., r)

qui expriment que F est complet], de solution autre que ç^==o,
( m = i , 2, . . ., .v—i) , ( À = = I , 2, . . . , .v). Et cela résultera de l'existence
d'exemples où, les conditions (i36) étant remplies, le système (i35) n'aura
effectivement que la solution zéro.

Nous nous assurerons que les conditions (i36) seront remplies en prenant,
pour les X/^ des transformations à coefficients constants (par rapport aux cT/).

28. Prenons d'abord le cas r= 2. L'exemple annoncé sera

, , , ( Xi =: ?, + Ji pn^ , X/< == pk + JA-I pn + yhpn+ï ( r ̂  h ̂  H — 2 ),
(l37) ___

{ ^ / î~ l—Pn—l~r-yn—ïpn'

On a, par élimination desy^, l'équation E

( l38) PiP^1 —P^P^pn+ï +P^-:7^ l̂ — • . .^ (— 1 ̂ Pn-iPnP^^ 0^

et, par intégration, l'intégrale complète G, à (^ — i) dimensions,

;i39)
( Ji '̂ 2 + j2 •̂ :i +... + y^- 2 .̂ -i — ^^ == r/,-1.
f Jl ̂ 1 + J.2 .P.2 + . . • + }'n-ï OCn-î — 'Vn+i == }'n'

L'image $ de E n'a pas d'autres droites à r—i == t dimension que les
droites X/,== o, Çh = i, 2, . . ., n — i).

Pour écrire que les V/, sont en invointion, on peut écrire que leurs crochets
sont nuls quand on y traite les v^u comme des indéterminées constantes. Les
crochets de X^ avec Xa, . . ., X^_, donnent

( l ^ l ) P/^==(^^ (^^_^0 ( 2 ^ A ^ — 2 ) ; tV_2.i==0, ^.^=:0.
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Il en résulte que tous les ç^ sont n u l s ( m = = i , 2, .. ., ^ — 2 ) , ainsi que tous
les ^^ (A==i , 2, . . ., n—i\ Donc V^ doit se réduire à X , , et les autres V/,
doivent être de la forme

(141) V^x/<+^^. ([3=2, 3, ...^-2; A =2, 3, . . . , ^ - i ) .

Les crochets de ces V/, ne seront pas modifiés si l'on fait abstraction, dans Xa,
du terme y,p,, : ce qui donne, pour { X , , . . ., X,,̂  }, un faisceau construit
comme [X^ . . ., X^ }, mais avec les variables^, et y , en moins. On est donc
ainsi passé, pour la vérification à faire, du cas de (^+i) variables ̂  à celui
de n variables; et il suffira, de proche en proche, d'achever cette vérification
en supposant ^=4? c'est-à-dire pour le faisceau

( 1 4 2 ) X,==^+ji^, X2:=7^+r,p,-+-j27^ X,==7?,+j^.

Cela résulte immédiatement de ce que les conditions dévolution des V/, sont,
pour lu i ,

( l43) ^i^=:0, F^i=:P^,; P2i=:0, ^o,:=:0; ^2===^:;, ^^:==0.

29. La propriété étant ainsi établie pour r= 2 et .y quelconque, nous l'éta-
blirons pour r quelconque et s quelconque en opérant de proche en proche.
Comme il ne s'agit que de former des exemples pour lesquels elle soit réalisée,
nous pourrons considérer des transformations de la forme (à coefficients
constants)

(146 ) X/,=7?7,4-ÇpÀ(ji, . . ., j.ç-i )p,+p (p=i,2, . . . , r ; A = = i , 2 , . . . , . < ? ) ;

car il résulte de ce qui précède que la propriété est vraie, pour r= 2, en ce
qui concerne des faisceaux F == j X^ , . . . . X,} ainsi constitués, tant que les
coefficients ^ y sont arbitraires. Il nous suffira ainsi de montrer que la
propriété, étant supposée vraie pour un faisceau de base (i46), le sera aussi
pour les faisceaux ayant une base de la forme

(147) ^^XA+^+I^JI, . . . , y.s-i}pw+i (h==i,2, . . . , s ) .

Or, les conditions d'involution à considérer dans le cas du faisceau

(y y . àf ôf \
\ ï 1 , . . . , ï .ç , -———————— » . . , ———————————'-———————— \

\ à}\ ^7.-i)

comprendront les conditions d'involution (i35), relatives au faisceau

ix Y . ^ ^ \\ Ai, . . . , A^ , —— 5 . . . . ———— \
\ ày\ ày,^ \

considéré. Comme celles-ci exigent, par hypothèse, que les ̂  soient tous
nuls, il en sera de même, a fortiori, pour les premières,
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30. Écartons maintenant le cas général où ^ n'a pas de sous-faisceau
complet (i34) autre que F, et supposons qu'il en ait au moins un, soit V. Les
deux sous-faisceaux F et V de ^ ont alors au moins une transformation
commune. Considérons le cas où ils n'en ont pas deux (qui soient diver-
gentes), c'est-à-dire le cas où la matrice des ̂  est^de rang (s — i), et soit X
une base du sous-faisceau, de degré i, formée par les transformations communes
à F et à V. Si, par exemple, le déterminant de ^,n,i(m, 1= i, 2, . . ., s— i) n'est
pas nul, X pourra être pris de la forme

(l48) ^==X,+Ça(^i? ...,.^+i;Ji? . . ., J.s.-i)Xa ( a = T , 2 , . . . , 5 — l ) ,

et l'on aura
F = \ X, X,, ..., X,,, }, Y = { X^ V,, ..., V,-,},

et , .
^=:\X, X,, ..., X,-,, V,, ...,V.s-,}.

Par conséquent, 5C, faisant partie de F, sera en involution (dans 37) avec X ^ , . . . ,
X,_i ; et, faisant partie de V, sera en involution avec V,, . . . , V,_, ; et, par
suite, étant en involution avec toutes les transformations de base de ̂  ce sera
une transformation distinguée (1 ) de ^.

Si l'on exprime, inversement, qu'une transformation quelconque de ^,

( i 4g ) X^u^^-v^-^- ( c r= i , 2, . . . , s; o c = i , 2, . . . , s — i ) ,

^ f A f

est en involution avec chacune des transformations X,, . . . , X, ; .- '-? • • • ï j-^-^0}i ^y s—\
on obtient les conditions

'w

(150) ^a—— ==0 ( a= i , 2, . . ., s — i ; h=i, 2, . . ., s ) ,
°y^

(151) u^-——=o (m=:i , 2, . . ., s — i ) ,
ayni

parce que les premiers membres de ces équations, étant de la forme
^ops+o (p == i ? 2» • • • ? r)» ne peuvent être les symboles de transformations de ^
autres que la transformation zéro. Or la matrice ;— (A=i , 2, . . . , ^),•i |[ oy,n il
m = = i , 2, . . . , ^ — 1 ) est de r ang(^—i) , parce que l 'é l iminat ion des y^ entre
les équations X/,=o ( A = = i , 2, . . . , s) ne doit pas donner de résultat autre
que $ = o. Les conditions (i5o) expriment donc que Xo doit faire partie de F.
Et, pour la même raison, les équations (i5i) ne peuvent pas avoir, en i/ , , ...,^,,
plus d'une solution (au point de vue homogène). Donc les seules transforma-
tions distinguées de ^ seront celles du sous-faisceau [ X}.

( l ) Une transformation d'un faisceau est dite distinguée si elle est en involution avec toute trans-
formation de ce faisceau. Voir M., § III, n° 18, p. 874.
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Il importe de remarquer qu'il résulte de ce qui précède que si ^ a une
transformation distinguée â£, celle-ci fera partie de tout sous-faisceau complet V
de ^. Car, par un changement de variables

( i 52 ) _ r;̂  ==/,/,(.y i, ...,.z^.,; )',, ...,j,,_,) (w-=i. •;>, . . . , . s - — i ) ,

dans lequel les /,„ seront des invariants des V/,, celles-ci deviendront les
transformations

( 153) X^ == pi, 4- ÇP// Oi, ..., .rn+} ; ,y\, • . • , .ri.-1 )./<s--4 ^ (p = i, ^ . . . . , / • ; / / = = i, 9-, .....?),

que l'on obtiendrait en effectuant ce changement de variables dans les
coefficients ^/, des X/, seulement. Le faisceau ^ deviendra a ins i

(-- ^. àf àf \
\ " " " " ̂ ''"^"J

et V, devenu {X' , , .. ., X^. { , y jouera le rôle que F == { X i , . . . , X,/} y jouait
ci-dessus. Donc toute transformation distinguée de ^ fera bien partie de V.

On conclut de là que si ^ a une transformation distinguée^ toute intégî^ale
complète de ^r, à s dimensions, sera engendrée par des trajectoires de cette
transformation^ de sorte que les trajectoires de cette transformation distinguée
seront, pour S^, en ce qui concerne de telles intégrales complètes^ des caractéris-
tiques de Cauchy (4 ).

31. Étudions, plus spécialement, le cas des équations à coefficients constants^
c'est-à-dire de la forme

(i54) ^(pi, ' . ., /Wi)==o.

Si les X/^ contiennent les x^ ceux-ci devront s'éliminer, en même temps que
lesj,^, entre les équations X/,== o (À= i, 2, . . . ,s\ Donc les X/, ne dépendront
des x, et des y,n que par l ' intermédiaire de ( .y—i) fonctions Y]| , . . ., T]^ de
ces variables. Soit alors X^ les symboles déduits des X/, en y remplaçant ces
fonctions Y)^ par des indéterminées y^. Le faisceau F^^X^, . . ., X7,} sera
complet, et l 'élimination des y'^ entre les équations X^== o ( À = = I , 2, .. ., s)
donnera l'équation (i54) considérée. Ces équations représenteront, du reste,
avec les paramètres j^, la même famille de droites \,.-\ que les équations
X/,= o (A = i, 2, . . .,.?), avec les paramètres y^n '" cette dernière ne dépendant
pas, en fait, du point paramétrique x.

Nous pourrons donc supposer d'emblée que le faisceau complet

¥=\X,, .... X,j

(1) Voir pour la théorie des caractéristiques de Caucîiy, M., § III, no 19, p. 875.
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donnant l'intégrale complète de E, prise pour point de départ de l 'étude de
cette équation, est un faisceau à coefficients constants^ c'est-à-dire que les
X// sont de la forme

(i55) X//.=^/,4- Ç^Cri, . .., r.-i)/^ (p^ ^ ^ • • - ̂  // =^ '-^ ' • - s)'

Tout faisceau de cette forme donne, du reste, par élimination des y,,^ une
équation E semi-linéaire, d'espèce ( .y—i), à coefficients constants : car il est
complet, quels que soient les coefficients ^/^ Seront complets aussi tous ceux
de ses sous-faisceaux dont la base sera formée de transformations à coefficients
constants, c'est-à-dire de la forme Ao(ji » . • • ? J.-i )Xr (a = i, 2, . . ., s).

Remarquons ici que si une équation E a une intégrale complète G ayant
un nombre .s de dimensions inférieur à {n—i), elle a aussi des intégrales
complètes, engendrées par des multiplicités de G, ayant (.y+i) dimensions.
Ceci conduit à distinguer les intégrales G en primitives et en non-primitives,
suivant qu'elles ne sont pas engendrées par des multiplicités faisant partie
d'une intégrale complète à un nombre moindre de dimensions, ou qu'elles sont
susceptibles d'un tel mode de génération. Et nous supposerons, dans l'étude
actuelle, que nous avons affaire à une intégrale complète G primitive.

Il en résultera que, si E est à coefficients constants, F ne contiendra aucun
sous-faisceau H = j Y ^ , . . ., Y/} (t<^s\ tel que les Y^ soient à coefficients
constants et que les y,n puissent s'éliminer entre les équations Y/==o
(7==i, 2, . . . , t ) . Car le résultat de cette é l iminat ion serait E, les Y^ dépen-
draient essentiellement de (t—s) paramètres (fonctions des y^), et H serait
complet. L'intégrale complète J de H (à t d imensions) , serait une intégrale
complète de ^, et les multiplicités composant l'intégrale complète de F
(à s dimensions), seraient engendrées par des mult ipl ici tés faisant partie de J.
De sorte que G ne serait pas primitive.

32. Ces remarques faites, supposons, en restant dans le cas des coefficients
constants^ que ^ ait une transformation distinguée âC. Les équations de
condition (i5o), (i5i) étant à coefficients constants, on pourra supposer qu'il
en soit de même pour X. Or, X é tant transformation distinguée de ^, ce
faisceau contiendra les transformations ( —/-? â£)= ,— (m=i, 2, . . . , .y— i).

\ oym ] oym
Si ces transformations n'étaient pas divergentes, on aurait au moins une
identité de la forme ,

(i56) Uji. • • ^ ^-0^— =:=0 ( a = = i , 2, . . ., 5 — i ) ,°y^

et X ne dépendrait desy^ que par l'intermédiaire de fonctions ̂ (r^ . . . ̂ -i)
en nombre co inférieur à (s — i). Mais alors les transformation s -.—(/= i, 2,.... co)

appartiendraient aussi à ^, et à F. On pourrait, dès lors, éliminer les T)/, et,
Afin, Éc. Norm., (3), LIX. — FASC. 4. 32
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fJV

par suite, les y,,,, entre les équations 3C=o, — = o (/== r , 2, . . ., co); et G ne
serait pas primitive.

Observons, d'autre part, que Von peut prendre 5C sous la forme

(1^7)
X ==r X, + Ma (ji, . . ., J.s-1 ) Xa == /?, + Ç? (ji, . . . , r,-i )/^

(oc == i , 2^, . . . , s — i ; . ç = = i , 2, . . . , s — ï , .ç + i , . . ., n• +1).

^<y

Parmi les ̂  il y aura, du fait que les — sont divergentes, ( s — i ) fonctions
' °} ' i n

indépendantes, que l'on pourra substituer aux variables y,,,. On pourra ainsi
réduire X à la forme

(158) ^=7^-4-707^+^(71, . . . , j,-i)/),+p (a=:i, 2, . . . , .ç— i ; p=:i , 2, . . . , r),

^«SCet les -.— ne différeront pas alorsdesX^(m=== 1 , 2 , . . . , ^ — i) : on aura donc (1)oym

, „ — ôx — àx
(159) ^^^—» ^^^—Ja .— (m, a = = i , 2, . . . , 5 — 1 ) .

t/y/Tî ^J a

La base de tout sous-faisceau V de S1 sera, par suite,

(160) X, ¥„ /=—-+ v^n-^-7- (a, /n==i, 2, ..., 5 — i ) ;
^j m ^J y,

et les conditions d'involution, deux à deux, de ces transformations, seront

f)2 ̂  f)'2' 3L
( 1 6 1 ) ^a/ ̂ 7~7h~ "" paw JT^T" ̂  0 (^ /^ /==!, 2, ...,^-i);^vw ^ya ^y/ ^ya

^2^

parce que les transformations ,———5 et, par suite, les premiers membres de
ces équations (161), étant de la forme Xpp.y+p (p = i, 2, . . ., r), ne peuvent pas
appartenir à ^.

à2 3^Si les .—,— (/, m = i, 2, . . ., s — 1)5 sont divergentes, ces équations (161)
ont pour unique solution

(162) . Vll=V, Vlm=Q (l^ m=ï, 2, . . ., J—l ) ,

où v est arbitraire; et cette solution existe dans tous les cas.
Voyons si l'on peut choisir v de manière que V, ainsi déterminé par la base

n K n fàX ôf
-.—— +^T—àym ày,n

(i63) X, \^—— +^.—- (m^i, 2, ..., s - i ) ,

(1) Remarquons que rimage $ de E, étant donnée par Pélimination des y m entre les équa-
àX àXtions X == o, ,— =o, ..., -,—— = o, sera la développable enveloppe des oo^-i plans X = o,

»/ i J' S 1
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soit un faisceau complet. On aura

(164) W V./) =- F às- + ̂ -A (V/, Y.) = V/r-^ - V,.r-^.
( 7) ///. (7/ /// ( // fn (/} /

D^où les conditions

(165) ^^+p2==o, V^==o (z^ =ï, 2, ..., s — î).

Or, si l'on cherche à déterminer ^ par une équation

(166) /(^i? • • ' , -^+1 ; Ji, • • • ? J.s-i ; ^) == const. == ^ /,

/devra être un invariant du faisceau V de base

(167) V o ^ ^ — p 2 7 Y,/, ( m = i , 2, . . ., 5—1) ,

lequel sera complet, à cause des identités

(168) (Vo, V^)=— v\,n, (V/ ,V^)=o (/, m=ï, 2, ..., s — ï ) .

On a donc ainsi une inf ini té de sous-faisceaux V complets, et, par conséquent,
une infinité d'intégrales complètes de E, à s dimensions, distinctes de l'inté-
grale G supposée. Pour avoir l'une quelconque de celles-ci, il faudrait t irera
de (166), la porter dans (i63) et intégrer le faisceau V ainsi obtenu. Or cela
reviendrait à faire dans V, sur v, le changement de variable

(169) ^ v'=f(œ^ . . ., ̂ n+i;Ji, .. ., J,-i; P),

et à intégrer le faisceau obtenu, en y traitant ^ comme une constante : ce qui
équivaudrait à intégrer V lui-même. L'intégrale complète cherchée s'obtiendra
donc en éliminant v et lesj^ entre les équations

(170) f=c, fi(^i, . .., ̂ +i;Ji, . . .,J.-i; ^)=Ci (?==i, 2, .. ., n),

les / formant avec f un système fondamental d^invariants de V. En raison de
la constante arbitraire c, l'ensemble des intégrales complètes ainsi obtenues
comprend oc/14'1 intégrales, à ^dimensions, deE( ' ) .

Ces résultats constituent, pour le cas des équations à coefficients constants,
la réciproque du théorème initial du n° 30.

(1) Remarquons que, si Pon pose z = -? le faisceau V à intégrer devient

-V,̂ ,̂ -V,,,= -̂̂  (.= ,̂..,,-,,
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33. Le faisceau ^ étant de degré impair (2.? — i), il aura une transformation
distinguée, d'après les résultats d'un de mes précédents mémoires ( ' ) , dans
un cas étendu, à savoir celui où son dérivé ( 2 ) ^ sera de degré is. De
plus ('), ce dérivé sera complet, si l'on a ,y> 2. Il n'en est pas, en général, de
même pour s = 2, qui constitue de ce fait, un cas exceptionnel .

Pour toute valeur de s, ̂  aura, dans le cas considéré, une infinité d'intégrales
complètes à s dimensions. J 'ai donné, dans le Mémoire en question, une
méthode pour les trouver qui est fondée sur la réduction de ^ à une forme
canonique. La solution générale se déduit d'une intégrale complète particulière
quelconque (pour ^^>2 , et, pour ^ = 2 , si le dérivé est complet), au moyen
d'une transformation de contact arbitraire d'un espace à s dimensions ( A ) .

Rappelons aussi que, pour s == 2, il y a un cas remarquable où la solution
générale s'exprime explicitement au moyen d 'une fonction arbitraire d'un
argument, et de ses dérivées successives (5). C'est celui où les degrés des
dérivés successifs de ^ (jusqu'à ce qu'on arrive à un dérivé complet), forment
une progression arithmétique de raison i. C'est encore par la réduction du
faisceau à une forme canonique que l'on obtient, dans ce cas, son intégrale
générale explicite.

34. Ayant rappelé les résultats précédents, nous allons, dans les cas les plus
simples, s -==- 2 et s = 3, étudier les diverses circonstances qui pourront se pré-
senter, pour une équation de contact semi-linéaire donnée (d'espèce s — i),
relativement à ses intégrales complètes à s dimensions. Nous conserverons les
notations que nous avons introduites successivement dans les numéros 26 à 32.
Nous aurons donc, dans le cas s = 2, en mettant y à la place de y ^ ,

( 1 . 7 1 ) F=:{X,, X.j, ^-JX,, X,, ^j>, V^JX,+ ̂  X.+F,^

j T. / àf v \ ^x! / àf v \ àX. , . „Aucun des crochets [ —-> X., \ •==- -.—? ( —, X a j == — ne sera nul ; car siX^ par
exemple, ne dépendait pas de y, l'équation de contact E considérée ne serait
autre que X, == o : elle serait donc linéaire, et non semi-linéaire (au sens strict
du terme) (°).

( 1 ) Sur Fintégration des faisceaux de transformations infinitésimales dans le cas où, le degré du
faisceau étant n, celui du faisceau dérivé est n-^-î (Annales de l'École Normale Supérieure^ (3), t. 45,
1928, p. 189). Ce mémoire sera désigné ici par M\

( 2 ) Le dérivé ^ r ( l) d^un faisceau ^ quelconque est l'ensemble des transformations obtenues enfer-
mant les crochets de tous les couples de transformations de '̂. Il contient ^". Si la base de ff est
Xi, . . . ,Xw, on obtient une base de ^1) en choisissant, parmi les transformations Xi et (X;, X/)
des transformations divergentes, en nombre maximum. Voir M', n° 2, p. 346.

(3) Voir M', n° 7, p. 2i5.
(^) Voir M7, n° 9, p . -ai8.
(s ) Voir M', no 15, p. a33.
( 6 ) En d^autres termes, Pintégrale complète définie par F ne serait pas primitive (voir n° 31),
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Comme, d'autre part, F est complet, par hypothèse, le cro(jiet (X-i, Xa), ne
dépendant ni de p^ ni d e p s » sera nul, et le dérivé Sf(^ de ^ sera du degré 5,

, • , à\} ^X<) i.ou 4? suivant que -j-ï — seront divergentes, ou non.

Or, si l'on exprime que V est une involution de ^, on obtient f-— et —} ne\ °y ày )
dépendant ni dej^, ni depa? l'équation

/ . àXf àXi
(I72) '1^ - '2^ ;=0?

qui entraîne ^ === ^2 == o, si — et — sont divergentes.

Donc, si ^ r ( l ) est du degré 5, E n'a pas d'intégrale complète autre que l'inté-
grale complète G définie par F; et même ^ n'a pas d ' involution du type Vautre
que F.

Si, au contraire, ^ î ( ^ est du degré !\, on se trouve dans le cas du n° 33 et ^ a
une transformation dist inguée â£. En raisonnant comme au n° 32, on voit alors
que ( — ' î X) ==-- — appartient à ^f, et que l'on a

/ -^ T7 i -p ^i - ^ àx ôf} ^ \ ÔX Ôf}(I^ ^i^^-r '<= ̂ ^'i^ v=[x!^^'^'
De plus V, ainsi représenté, sera complet si v satisfait à l'équation

(174) Xv — r^o,

qui s'intègre au moyen des invariants de la transformation 3L-^-v1 J '
Si donc le dérivé de ^ est de degré 4? E a une infini té d'intégrales

complètes, dont le calcul ne nécessite que l'intégration d'équations diffé-
rentielles ordinaires. Le cas où le dérivé de ^ sera complet, et celui où ^
aura des dérivés successifs dont les degrés formeront une progression arith-
métique de raison i comporteront les particularités d'intégration remarquables
indiquées au n° 33.

35. Pour le cas s === 3, nous nous bornerons, pour simplifier, aux équations
à coefficients constants, bien que les résultats que nous obtiendrons ainsi aient
une portée plus générale. Supposons d'abord que ^ ait une transformation dis-
tinguée â£. Nous serons dans les conditions du n° 32, et nous aurons, par
conséquent,

( î7 5 )

( àX <)X\ ( ^ ÔX Of ûf\\ J à^oT^ J "(^ ̂  ô^ ̂ ^r
V _ ( ^ àX Of Of ÔX Ôf àf\^'-r^^^'11^^^1^/^-^112^4-^^;^
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et, X étant supposé ramené à la forme (i58), les conditions cTinvolution de V
seront exprimées par l'identité

/ ^ ^X à'-X à^X
(176) ^2-r-r •+-(^2-^11 . . -^i -r—==o.^i ày,ày._ ày\

Or le dérivé ^ ( 1 ) de ^ s'obtiendra en adjoignant à la base de ff le nombre
maximum de transformations divergentes qui se trouvent dans les trois trans-

Ô1 X f)^ X /)2 ̂
formations -^-^ ^ , , ̂ -. Le degré de ce dérivé sera donc 8, 7 ou 6.

S'il est égal à 8, il n'existe aucune relation linéaire homogène entre ̂ ,
()1 X f)2 X. , ? ——) et l'identité (176) exige donc

V^_ == 0, (^21 ==0, ^22== ^11.

Les involutions Vde ^ sont donc données par la formule

/ \ ^ ( ̂  àx à/ àx àf(177) \=z\X, — 4 - ^ — L , -^(,__L
1 ^ji ôy, ày^ ày.,

et fournissent, comme on l'a vu au n° 32, une infinité d'intégrales complètes
à s dimensions.

Si le dérivé S f ( ï ) est du degré 6, on a affaire à un cas particulier de la théorie
dont il a été question au n° 33, et, comme F s'intégrera rationnellement (car il
a des invariants linéaires en x^ .. ., x,^ qu'on obtient, par exemple, par la
méthode des coefficients indéterminés, l'intégrale complète la plus générale
de ^ aura une expression explicite.

Supposons enfin que ^(1) soit du degré 7. Il existera, entre °^ àîx

J-T une relation linéaire homogène conique, que l'on pourra, par un change-
ment de variables y[=f,(y,, y^), y\=f^y^ y,) convenablement choisi,

ramener à l'une des deux formes -j-^- == o, ou ^^ = o, pour lesquelles la
condition (176) donnera, respectivement, v^= ^i==o, et ^ 2 2 — ^ 1 == ^21 = o.
D'où, pour les involutions Vde ^, dans le premier cas,

/ _ o x v ^ àx à/ ôx àf
( I 7 b ) v — ) ^ T"-4-^-^' T—-4-^-?— »( ày, ày^ ày^ ày^
avec
(178^) X ==/?i+ A +B, A==^(ji)^, B=^(j,)^ (^=2, 3, ...,/i+i);

et, dans le second cas,

( .79) . V=j^ ^+,.^, ^+., , -y+,,^)
( ^j ôy^ à y; ' à } - , ày.^

avec
(1796») a;=y^+Bo+jiB, Bo=^(j,)^, B=6,(j,)^ (v=a, 3,..., /î+i).
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Dans les deux cas, ^ et ^2 sont indéterminées, et nous allons voir qu'on en
pourra disposer de manière que V soit un sous-faisceau complet.

Posant, à cet effet,
ÔS^ ôf à^

(180) Tm= ———5 S^=;T^4-.^——- (771= 1 , 2 ) ,
0} in. ^J m 0} in

nous pourrons remplacer, respectivement, (178) et (179) par
(181) \={X, Si+WiTi, 8,4-^2 Ta j ,
(182) V = { ^ Si+^iTi, Sa+^ï i+W.Taj ,

avec les arbitraires ̂  et ^2; et les crochets mutuels de 3L, S,, S2, Ti, T^ seront
tous nuls, à l'exception de

(183) (S,Ti)=^, (S,T.)=:^H,

dans le premier cas, et de
^)2 y Aï <y

(184) (S,, T.)=(S,, Ti)= ̂ y (S,, T,)== ̂

dans le second.
Introduisons alors, comme variables nouvelles, à la place de x^^ . . ., ^+15

des invariants t^ . . ., tu de 5C, formant avec y^ y^ un système d'invariants
fondamentaux [variables caractéristiques (')], et tels que l 'un d'eux au moins,
^ par exemple, n'admette aucune des transformations S^ 825 T^ Ta. Les condi-
tions pour que V soit complet se composent, d'une part, dans les deux cas, de
X{^\ = o, 3C^2 == o? et, respectivement, d'autre part, du premier, ou du second,
des systèmes
( 185 ) Si ̂ 2 4- ^i T^ == o, Sa ̂ i +\^2 Ta Wi == 0,

( 186 ) Si {Vi 4- t^i TiFi == o^ Si w.i + (Vi ïi ̂ 2 — S.., Wi — w.2 TI <^i — î Ta ̂ 'i ==: o.

Les inconnues ^ et (^2 seront donc, dans les deux cas, des fonctions des ^,
indépendantes de «r,, et (i85) et (186) seront, après le changement de variables,
des systèmes différentiels, relatifs à ces fonctions, et desquels x^ aura disparu.

Le système (i85), relatif au premier cas, sera un système de Kowalewski
(résoluble en -—? ~^~}' Quant au système (186), relatif au second cas, il
\ ^l Ot\ j

donnera ̂  par la première de ses équations, et, ensuite, w^ par la seconde :
et cela se fera par l'intégration d'équations différentielles ordinaires.

35^. Remarque 1. — En raison de l'existence d'une transformation distin-
guée X dans les faisceaux ^ considérés au n° 35 (cas s = 3), nous aurions pu
introduire d'emblée des variables caractéristiques, et ramener ainsi leur étude
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à une application de celle des faisceaux de degré 4? à dérivé de degré 6 que j'ai
faite dans un autre travail (^ ). Nous en aurions conclu immédiatement , pour ̂
à l'existence, soit de deux sous-faisceaux singuliers ( 2 ) { X, S^ , ï^ L { X, So, T^
(premier cas), soit d'un seul sous-faisceau singulier double [ X, S^ , T ^ } (second
cas), dont les intégrales à 2 dimensions sont, pour les intégrales à 3 dimensions
de ^, des caractéristiques de Monge. Et nous aurions pu prévoir que l'intégra-
tion se ferait, dans le second cas, par des intégrations d'équations différen-
tielles ordinaires, parce que le sous-faisceau singulier double, [X, S^ , ï ^ } est
alors, ici, un faisceau complet.

Pour n == 5, l 'intégration pourra même se ramener à celle d'une équation du
second ordre F(.r, y, z ^ p , q, r, s, ^)=o. Nous en donnerons un exemple plus
loin [n°42].

Remarque 2. — Si, dans le premier cas, on, cherche directement les inté-
grales particulières de 5s à 3 dimensions, la solution générale s'obtient par des
quadratures. En effet, ^ étant de la forme (178^), une quelconque de ces inté-
grales sera définie par la condition d'admettre trois transformations infinitési-
males de la forme

(i85) ^ ^-+^AS -^-^B- (A-^ B--^
^Ji ày._ \ ày, à y ^ ) '

ce qui s'exprime, en supposant l'intégrale définie par des équations
xl~=fj^ y^ y^ (j ==2,3, ..., n +1),

par les conditions

(186) ^+^,==^, ^a;=^ ,v,b^^ C/=2,3, . . . , ^ 4 - 1 ) ,

qui devront être des identités en ^',, y , , 73, quand on y remplacera ̂  et w^ par
les fonctions de cas variables auxquelles elles se réduisent sur l'intégrale. On
en déduit, pour ces fonctions, les conditions -^—a.——^fc.^o, pour

ôy^ i ày, 1 y

(y = 2, 3, .... n +1), qui exigent ̂  = ̂  == o (du fait que ̂  et ̂  sont

divergentes); et aussi les conditions—2 == —^ = i. On pourra donc prendre

^=^+y(y0, ^2-==^2+^(72). ç et ^ étant des fonctions arbitraires de
leurs arguments respectifs; et les équations (186) donneront alors immédia-
tement pour les /y, c'est-à-dire pour les expressions des inconnues Xj,

( 1 ) Sur les jdisceaux de transformations uifinitéslîn<des associés aux équations aux dérivées
partielles du second ordre (Journal de Mallïématiques^ t. 1?), 1986, p. 3oi). Foir § 1 de ce
mémoire, p. 3o3.

(2) FoirM, § IV, p. 38o.
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les formules explicites
/»yi /ir2

(187) ^/=r(ay+ /^)^ 4- ^ u'j 9 ̂ j, + ^ b ' , ̂  dy., (j = = 2 , 3 , . . ., n + i).

Remarque 3. — On peut arriver de même, pour le second cas, à des formules
analogues : X étant supposé donné par la formule (179^'), une intégrale quel-
conque de S1, à 3 dimensions,

(188) x l ' = f ^ x ^ y ^ y ï } (./'--= 2, 3, . . . , ^ - 4 - 1 ) ,

devra, d'après la forme (179) des involutions de ^, admettre 3 transformations
de la forme

^189) x7 ôT^^^1'^ ^—-^^^^ (^ ( j i ^+^ov) ] / ^ 0==2 ,3 , . . . , / ^ + i ) .

Cela donne les conditions suivantes, pour / = 2, 3, . . ., n 4- i ,

(I90) l^71^^ ^ =^b^ j^ =^^.4-n,Cr^;+^o/).

En exprimant leur compatibilité, on trouve

/ x /^'i \, ^1^<•> , /^n'i ô\v. \ ôw,^I) ^-I/^0' ^^^ (-^=:^)/'^^,w+b^
qui conduisent à prendre

(i92) ^i==^+ ^(j,), (r.^j.-^Cj-,) + ^o(j',),

^ et ^o étant des fonctions arbitraires. Posant alors

(ï 93 ) . ̂ / == ( ,T'i b, + /^y) (^i+^)4- •̂,

où les 6y seront de nouvelles inconnues, fonctions dey^ etjg, on trouve, pour
les déterminer,<•»'.' ^-, ^-h'.-+•/-.„
d'oa, pour les Xj, les formules annoncées

/ .rs
( tQ5) ^/==(ji^/4- ^07) (^,.+ ^)4- ( ^o^— ^'^o/)^7-

36. Pour achever l'étude du cas ^=3, nous supposons maintenant que le
faisceau ^ considéré n'a pas de transformation distinguée. Ses transformations
étant à coefficients constants, nous aurons

C^ F-iV,,X.X^ j^X,X,X,^,^, V ^ V , , V . V . j ,

Aun. Éc. Norm., (3) , LIX. — FASC. 1. 33
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avec

(198) X/,=7J/,+Çp/,(j,, j.2)^3+p ( p ^ i ? 2, . . . , r; A = i , 2, 3; r=n—î),

(199) V^X//4-^^+^^ ( A = t , 2, 3).

En vertu du théorème du n0 30, la matrice des ^/, (m== i, 2; //= i , 2, 3)
sera de rang i. Nous pourrons donc prendre la base de V sous la forme

( 200 ) X, = X,j 4- U, X:3, cï, == X, + (^ X:3, Y 3 = X, -r- (-, J + ('-2 ;T- •
(J ) ^ (/ ̂  ̂

Les conditions d^involution de V s^écrivent alors

(201) YXi+ ^iYX:>.== o, YX94- ^<2YX3== o,

la lettre Y désignant l'opérateur

(202) Y==: d— 7 -+ c.2-'-•x / àxy àx^

Ces équations déterminent u^ et f/^ sans ambiguïté quand le rapport de ^
et ^2 est connu. Car si l'on avait YX3 == o, elles entraîneraient YX^ = YXa == o,
de sorte que X^ Xa, X3 ne dépendraient de y ^ e ty^ que par l ' intermédiaire
d'une certaine fonction de ces variables, et l 'équation Eue serait pas le résultat
unique de l 'élimination de y ^ et y^ entre les équations Xi =o, X2=o, X3= o
[cf. n°18J.

Les équations (200) ne peuvent pas avoir, par suite, deux solutions en u^ u^
et ^2'.^i. Elles donneraient, en effet, deux involu t ions du type (190) : supposons
que l'une fût représentée par les formules (190) elles-mêmes, et l'autre par des
formules analogues

( 208 ) X\ -=. Xi + u\ X,, ^ == X^ + il'., X,, V, = X^ -4- v\ J 4- (\ ~L •

D'après ce qui vient d'être dit, v^\ — ( '2^1 ne serait pas nul. Or les deux sous-
faisceaux [X^ X^}, [3C,, X'.,} de F auraient au inoins une transformation
commune, soit X, et celle-ci serait, dès lors, en involution avec ¥3 etV',. Les

deux transformations ^ ,— + ^2 ;r- et ^ .— + ̂ -r- feraient donc partie de ̂ ,

et, ^ , (< , — (3^ n'étant pas nul , il en serait de même pour j— et -r-- Mais alors X
serait une transformation distinguée de t^, tandis qu'on a supposé que ^ n'en
avait pas.

Nous conclurons donc que, si ^ a une involution V, il en a une infinité, l 'une
quelconque d'entre elles ayant une base de là forme (200), dans laquelle u^ u^
et le rapport w==<^:^ seront des fonctions déterminées de y ^ et j^- En
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remplaçant y^ par un invariant y , de la transformation inf ini tésimale
— + rn J , nous ramènerons cette base à la forme

(20^) ^,=:X,+«,X,, ^^X,-4-M.,X,, V.^X.+F-^-,
or,

où ^ et //a seront des fonctions connues de y ^ etjo, t and i s que r demeurera
indéterminée. Les conditions d ' i nvo lu t ion

, ., à\, à\, ^X-, àX,
(•2()5) , — — + ^ l . — — = ( } , — — — - + / / . , — — — = = 0 .oy\ 6h-, 6h i ' ôri

seront remplies par l'hypothèse, et il en résultera les identités

(•^06) (V., ̂ O^r^X,-^--^ (m=:\, •.).
a} i 0 } ' i

Les conditions pour que V, tel qu'on vient de le définir , soit un faisceau
complet seront donc

( ̂ 07 ) cï,// r + ( -2 —^ z= o (/n== î , 2 ),

et l 'on y satisfera en définissant r par toute équation

(20^) /(^'J' • • • ' ^+1 ; J'r J'-2 ; c) ̂  <" == consl.,

où / sera un invar iant du faisceau complet

/ , ( „ ,àu, àf , ou. àf)
209 .Ti — r-2 —— J , c^\ — ^ —— ,/ .

f àrï o^ à y y à^ )

Donc E aura une infini té d'intégrales^complètes, autres que l ' intégrale G
donnée par F, et celles-ci s 'obtiendront par l'intégration d'équations différen-
tielles ordinaires.

37. Les intégrales faisant partie des intégrales complètes ainsi obtenues
seront toutes engendrées par des trajectoires (à 2 dimensions) du faisceau
complet X=[X^ X ^ } ( ^ ) . Les trajectoires de ce faisceau seront donc, pour
l'intégration de S^, des caractéristiques de Cauchy. Pour tirer partie de ce fait,
introduisons comme variables nouvelles, à la place de ^3, ..., x,^, des inva-
riants x,,, ..., x^ de 3€ (variables caractéristiques). On pourra les prendre de
la forme

( 3 I 0 ) .^==.r/-4- ^ / i ( j ' i , j2p-i - I - ^-(.n. , l ' 2 )^2 l/ r=3, 4- ..- ^ - 4 - l ) :

( 1 ) Cela résulte de ce que Y == S£\, .^2, X;i+ r —f- j 5 de sorte que toute mtégrale totale de V

admet X^ et .3 .̂
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3C, se réduira à p^ et X^ à p^\ ̂  deviendra la transformation X^ qui s^en
déduit en y remplaçant les pj par lespy (j^. == — ) ? et —/- deviendra

(211) ^+Z, avecZ=[^.,+^^ (p == 3 , 4 , . . . ̂  + i).

Or les identités

( 2 1 2 ) (^,x^=0^^ (m=i,2),
\ </j i / c^yi

qui résultent de (2o5), deviendront

/ 3 \ ( ^f y \ au,,, ,( 2 1 3 ) ^+4^^^x, (m=z ,2 ) ,

c/est-à-dire
/ / x ^Z ^^m v, / ,( 2 1 4 ) -—==—-3—X.> (m=î, 2).

àx,n ày, •' ^ ' '

On en conclut, Z étant linéaire homogène en x^ et ^3,

, ^, ri 1 ÔUi Ôl/.>\^,(.i5) /^_^^+,,^x',;

de sorte que V se ramènera à la forme

(216 ) v = 7 ? l , ^ , X , + ^ / ^ •

La condition pour que V soit complet sera dès lors que w ne dépende ni
de x^, ni de ̂ . Ces variables disparaîtront donc des calculs et l'on aura simple-
ment à intégrer le faisceau X ^ , — ^ ( î (c'est-à-dire à en chercher toutes les
intégrales à une dimension). Gomme les dérivés successifs de ce faisceau

l^, àX'. àf\ (^/ ÔX', ^X7,, àf) , „, , ' isont X;,, ——ï —-^ ^ X , , —f -j-T' » j — ( î etc., ce problème aura une intégrale
générale explicite.

38. On peut donner, pour les faisceaux 37 que nous venons d'étudier, des
types canoniques explicites. Partons, à cet effet, des identités (202), c'est-à-dire

^Fi ôu^ -. ÔX.> àii^ -.
( 2 1 7 ) -.—== -.—X:;, .—=-—X;i.

à y \ oy\ oy\ o}\

SiFon avait, à la fois, — =o ei— =o, il en résulterait que X^ et X^ ne
dépendraient que de y^, de sorte que l 'on pourrait éliminer y ^ et y\ entre les
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équations a^=o, X.^=o, ce qui est exclu [n° 31] : nous pourrons donc
àu.> isupposer-y- -f^ o, et nous poserons

(218) a. ôu\ à u .2
ày^ ' ày^

Considérons alors la transformation(„<„ »= ,̂,- .̂,.
Elle donne lieu aux identités

/ , àX à-2^ à^u, _
(220) -,— == -r— Xi — -3— X.

àyi ày, ày\ -

et
, , à'-X à^iiï à^'u^ (àu^à^u. àu.^uA-,
( 2 2 1 ) -T— == ——SLi— -3— <tl2+ -T— —— — -— -—— Xs.

^Jï ^JÏ ày'[ \ày^ ày\ ôy, ày\ )

Si donc —t- n'est pas nul, on pourra donner à F la base ^C,—» —r et auày^ r r 9 ôy, àyî
sous-faisceau caractéristique 9€=\X^ X^\ la base âC, -r—-

Réciproquement, tout faisceau de la forme
^ ( àX â2^ àf àf )

(222) ^ =^, ———, -,——î ——-Î ——/- î
( ^Jl ^Jî ^Jl ^j2 )

où X est une transformation à coefficients constants quelconque, répondra à la
f)<y /î'y

question, pourvu que 5C, .--• -r- soient divergentes, et qu'il n'ait pas de
transformation distinguée : car tous ses sous-faisceaux

ÔX à'X àf}
(228) V== X, ——, ——r + P—-

( ày^ ôy-, ()}\}

seront des involutions.
ÔXRemarquons que l'image <t> de E, étant alors représentée par X=o, y— = o,

rï0 '•y
—— ==o, est engendrée par les arêtes de rebroussement de oo1 développables
(dépendant déjà comme paramètre).

On peut, de plus, préciser davantage cette forme canonique (222) en substi-
tuant à X la transformation

(324) X==f i :()^\X=zX,-}-uX^=zX^-}-uX^(u^ u.,u)X^
\ °y^ /

et en prenant u comme variable, à la place deji. Cette transformation X prend
ainsi la forme
(225) X.=:J9^4-Jlp2+yî(7l,J•2)^34--/ÎG(Jl,J2)7?3+p (p==^ 2, . . ., r),
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et l'on a

(-6) ^_^ Ç^^X.
^ji (h^ à\\

de sorte que (— ne devra pas être nul.

La forme (222) a été obtenue en supposant — non nul. Supposons maintenant

j^-= o. En introduisant à nouveau la transformation (224), on aura-^-rrrro;

car les équations (217) entraînent — -\-u (— =o. On prendra u^ comme
variable nouvelle à la place de y^ et, en remplaçant y^ par une fonction
de cette variable, convenablement choisie, on ramènera X et X^ à être
de la forme

(^7) x=ZP^.^Pî-+-^{}^)J)^r^(}^)p^ (p==i, 2, . . . , / • ) ,

(228) ^-2 ̂ Pi-^-rrp:^^ (.ri, ri)P^ ( p==r , 2, ..., r).

On aura donc, de plus,

, . v àX. à^
^) \,=^=p,^-^p,^ (o=,, 2, . . . ,r).

La forme canonique de ff sera

(.3o) ^ ! x , ^^^^ i ;
( ày^ àj\ ày^ \ 5

et l'on constate que, réciproquement^ un tel faisceau ^ a, quel que soit le choix
des coefficients des formules (227) et (228), des involut ions du type général

(.3Q V=ix.^^4-.-^i.
( or, ày\\

39. On a supposé, dans l'analyse précédente [n^Sôà 38] que l'on connaissait
une intégrale complète (primitive) de l 'équation de contact semi-linéaire consi-
dérée. Supposons maintenant que l'on a i t affaire à une équation de contact E
donnée, et que l'on se propose : i° de reconnaître si elle est semi-linéaire d'une
espèce {s — i) donnée, au sens strict du mot, c'est-à-dire si elle a au moins une
intégrale complète primitive à s dimensions; 2° s'il en est ainsi, de trouver
toutes ses intégrales complètes à s dimensions, ou toutes ses intégrales appar-
tenant à ces diverses intégrales complètes.

Conformément aux généralités des deux premières parties de ce Mémoire
[n^ô, 11,18], la surface $, image de E dans l'espace projectif(^ :pa: ... :p^)
devra, pour que E soit semi-linéaire d'espèce (s — i), être engendrée par oo^
droites à r—1= n — ^d imens ions . Supposons qu'il en soit ainsi, et que l'on
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ait trouvé, par les méthodes de la géométrie analytique, un tel mode de géné-
ration. Les équations générales des génératrices seront de la forme

i o= \/,==/^+ Ç^C./ ' i , . . ., .r,^i; ri. . . ., r,.-.i)p,.^
(•282) '

( ( p == 1 , '2, . . . , /' ; A =: 1 , 2 , . . . , .S- ),

les y,,, étant des paramètres essentiels. On aura alors à reconnaître si le faisceau

-^..•.^•-•^s
a des sous-faisceaux complets

(233) V^V,, .../V,|, fvA=:X/,+^-L) ( 0 = 1 , 2 , ...,^-i; //, = i, 2, .. ., .̂
' \ t7../ a /

et à trouver et intégrer, le cas échéant, ces sous-faisceaux : caries intégrales
complètes cherchées seront celles (à s dimensions) décès sous-faisceaux V.

Si le sous-faisceau F== |X,, . . . . X,} se trouve être complet (1), ce qui sera
toujours le cas siE est à coefficients constants, on pourra appliquer, tels quels,
les résultats obtenus ci-dessus.

Dans le cas contraire, on aura à chercher d'abord les sous-faisceaux V qui
seront des involutions de S1, car c'est parmi eux (s'il y en a) que devront
se trouver, éventuellement, les sous-faisceaux V complets. S'il n'y a pas d'invo-
lution V, l'équation E n'est pas semi-linéaire d'espèce ( ^ — i ) . S'il y en a une
et une seule, E le sera si cette involution est un faisceau complet : et elle aura
alors une intégrale complète et une seule G, relative au mode de génération
linéaire de <i> considéré, laquelle s'obtiendra par l'intégration de ce sous-
faisceau V complet.

C'est, comme on l'a vu aux n"8 27 à 29, ce qui a lieu pour les équations E
semi-linéaires (d'espèce s — i ) générales. Leur Intégrale complète à^ dimensions
(unique) s'obtient donc par l'intégration d'un système complet de s équations
aux dérivées partielles du premier ordre linéaires et homogènes à n+s variables.
Si Fon effectue cette intégration par la méthode de Lie-Mayer, on sera ramené
à intégrer une équation linéaire homogène unique à n+i variables, c'est-

( j ) On pourra se ramener à ce cas, dès que l'on aura déterminé un sous-faisceau V de ^ qui
soit complet, en prenant comme variables nouvelles, à la place des y/n, des invariants y\n,
en nombre (s—i), de ce sous-faisceau. Les V/i, tels qu'ils sont écrits dans les formules (aaS)
deviendront les transformations X/, qui se déduiront des X/, en faisant ce changement de variables
dans leurs coefficients : ce faisceau F'== {X\, . . . , X', ! sera complet, et Pon aura

^ àf àfv/ Y/ "JX,, ..., X,,^-, > l•?^,

On voit par là qu'il s'agit, au fond, dans notre problème, de trouver les changements de variables
y^=//^(^, . . . , x,n, yi, .... y,-i) ( w = i , 2, . . . , . ? — ! ) qui, effectués dans les coefficients
des XA, les changent en des transformations X/, telles que { X'i, .... X',} soit complet.
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à-dire à une opération de la même nature (à l ' intervention près de s — i
paramètres constants), que si Inéquat ion E était elle-même linéaire.

S'il v a plus d'une involution V, i l y en aura une inf in i té , et la plus générale
dépendra d'un certain nombre d'arbitraires c,, ^29 • . . ? ^o. Il s'agira alors de
déterminer ces arbitraires, en fonction des variables x\, . . . , ^+, ; y,, . . . , y,.,.,,
de manière qu'une telle involution V soit un sous-faisceau complet de 9^. Les
intégrations nécessaires ne différeront pas essentiellement, dans les cas que
nous avons examinés, de celles auxquelles nous avons été conduits en suppo-
sant connu l'un de ces sous-faisceaux complets.

Des exemples, choisis dans les divers cas que nous avons étudiés, éclaireront
et préciseront ces généralités.

40. EXEMPLE 1. — Soit donnée l 'équation

( ̂  ) p-ip. — M (.r,, x^ x^ x,, )pip4 == o.

Elle représente, dans l'espace projectif(^ \ p ï ' . p ^ \ p ^ , à trois dimensions, une
quadrique réglée. On se propose de choisir M de manière qu'elle soit semi-
linéaire, et de l'intégrer dans ce cas.

On a ici /i=3, r— i = i ; donc /•-= 2, s == 2. Il y a deux systèmes de géné-
ratrices. Considérons, par exemple, celui qui est défini par les équations

( a35 ) o =-= Xj ==pi + fps, o == X^ =7^2 -+- y M_p4.

Le faisceau ^ à considérer sera ^== X,, X^, ̂  î et Fon aura à étudier ses
sous-faisceaux ayant une base résolue de la forme

( ̂ 36 ) V i == pi + yp^ -4- ^i —/ 9 V.2 = pî 4- j Mp,, -4- ̂  -î/ •

En exprimant que c'est une involution, on trouve

. . /^logM ^ logM\( '^37) ^ = — r & -4-j b ; ^==0.' \ ^'i - ox••^ )

^ aura donc au plus un sous-faisceau complet, donné par les formules (236),
(237); et il reste à voir si l'on peut choisir M de manière que ce sous-faisceau
soit effectivement complet. On trouve, pour cela, les conditions

^logM ^logM __ oMogM r^logM _
ôx^ ôx.i ' àx, àx^ 7 àx\ àx,^ àx^_ àx^

On satisfait aux deux premières en posant

(.39) ^ A ( ^ ^ ) C ( ^ ^
B(.yi, x^ D(^i, x^}
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ce qui ramène la troisième à

(^.o) Df-ÇJ^^G^p^y\ A r/y.2 •̂y:1. / \ B .̂y., ̂  /

En y donnant des valeurs numériques particulières à x^ et*r,., puis à x^ et ^3,
on en conclut
, - r à2 logA , , i ^log-B , ,
(24 i ) A ̂ A -^ B rf^ =^

chaque ̂  étant une fonction de x, seul ; et, par suite,

/ / \ ^ 4^3 TIC A. ^2^:î( 2 ^ 2 ) _z=: -F—p, M==^-^- .
D ^1^4 B ^1^4

Posons alors
(243) U==A^ V==B^^,

et nous aurons, d'après (aSa) et (231),

, , - „ U ^lo^IJ - ^logV ,,
(2^4) M=::::-<? avec -^—^r-^1^ -3—^—:=:v•V àx^ àx^ àx^ àx,^

De là, d'après le résultat classique relatif à l'intégration de l'équation de
Liouville,

(^) M=(^(^'
1^2 -\-W ^ 1 ^ 4

chaque ^ étant une fonction de Xi seul.
Faisons maintenant le changement de variables

(246) .^.=^(^) ( . = = 1 , 2 , 3 , 4 ) ,

et il viendra, en désignant parp', , p.^ p^ p , les nouvelles coordonnées d'orien-
tation des éléments de contact,

(247) p'y.dx'^-==.p'^dxy,=p^dx^ ( a = i , 2, 3, 4 ) ;

d'où, pour la transformée de (284), Inéquation

( 248 ) //2//; (^ + x'., y2 =p\ p\ {x'., + x\ y-.

Les équations (234) semi-linéaires sont donc celles qui se déduisent par des
transformations de la forme (246) de l'équation type pour laquelle on a

(249) M=:(^4-^4)2 : (^2+^3)2 .

Pour avoir l'intégrale complète à deux dimensions (unique) de cette équation
type [relative au système (235) de génératrices de la surface image], il
faudra intégrer le faisceau complet qui a pour base

(2^0) . V i==p- i+J7?; (——2WJ-- , Vo=:.^2+jM/)4,
ày

Ann. Éc. Norm,, (3), LIX. — FASC. 4. 34
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M étant la fonction (249) et w étant donné par

(^) ^——— -,___.
^-1-4-^4 - ^+^:;

On trouve sans difficulté son intégrale générale

(252) --.—' k=^ ^i
d'où, en él iminant y et w, l'intégrale complète cherchée

( a53 ) ( x, - a, ) ( .r, - a, ) + «, = o, •vl ~ Ml + •r3- ̂  ̂  ,
-fi + .2-4 .r, + ac-^ '

avec les trois constantes arbitraires a,, ^3, fl;,.
En raison de la symétrie de l'équation type, on voit qu'elle a aussi une inté-

grale complète à deux dimensions relative au second système de droites de sa
surface image : elle se déduira de (2.53) en y échangeant, par exemple, œ, et a-,.

41. EXEMPLE 2. — Soit à étudier l'équation

(254) (P^P'--P•2P»)^-^(P1PS——PÎ)(PÏP^-PS,)=0,

qui a pûur surface image la développable engendrée par les tangentes à la
cubique gauche

(255) p i ' . p î : p î : p , , = = y ' " . y: j : i .

L'équation générale des plans osculateurs de cette cubique est
(256) ^a^/^-Sj^+av^-y^,.,
et celles de ses tangentes sont, par suite,

W o=S, o=-3^=X^,-^,,+^,

Le faisceau ^ à considérer est donc ^==ja:, ̂ , ̂ j; on a, comme dans
l'exemple 1, n=3, s=i, r=s, mais Sr a ici une transformation distinguée
qui est X [cf. n» 34]. Le dérivé ^•> est \X, ̂ , ̂  f\, et le dérivé

second ̂  est le faisceau général {p . , p , , p , , p , , ̂ }. et il est, par conséquent,
complet. Les degrés de ^, ^o, ^i2' étant 3, 4, 5, on est donc dans le cas,
signalé au n° 33, où ^ a une intégrale générale explicite. Conformément à la
méthode^ que j'ai donnée pour l'obtenir dans mon Mémoire de 1928
[M', n° 15, p. a33], nous prendrons d'abord comme variables nouvelles a la
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place de x^ et x^ deux invariants du sous-faisceau F = \X, -^ , à savoir :

( '258 ) ; —: y"'.r\ -I y'2^'.^ -\- y.f':'. -I- ^'4, Si -= 3j^ri 4- '-O'̂  -4- •^, -

ce qui ramène ff à la forme

(^9) ^^i/?-^^^+^l^+(Û.^+^2)^(•
l '/ // (y.»; (/..̂  ^ )

II suffit alors de remplacer x.^ par le coefficient de J dans la troisième de ces
transformations de base, en posant

(260) ; -i == 6 yx.^ -4- 2 x.,_,

pour achever la réduction de ^ à la forme canonique

, - ^ ( ôf ôf àf àf àf \
261) ^ 1= -/- 4- ^i -./- + z. —-, —/- ; — / - ./ ( ày àz ~ d^i àz^ ôx^ )

La forme générale de ses sous-faisceaux complets est alors

w ^-.^"^••-•-"'•'̂ s-
v étant une fonction arbitraire de ses arguments. L'intégration d'un tel sous
faisceau équivaudra à celle du système

( 268 ) dz — z-i dy = o, dz^ — z^ dy -==. o, dz^ — v dy == o,

c'est-à-dire de l'équation du troisième ordre

d^z ( dz d'^A(264) -7— == '̂ r. ^ -r'> -j- •^r \ ' d } ' dy )
L'intégrale complète quelle fournira sera donc de la forme

6W 6^W
(265) ^ = W ( j ; a.i, a^ 03), ^ i==-—, ^== ——^ ,

^ i? ^a» ^3 étant trois constantes arbitraires. Dans Fensemble des intégrales
complètes ainsi définies, W sera, en définitive, comme ^?, une fonction arbi-
traire de ses arguments. Les intégrales complètes à deux dimensions de E
seront donc définies par ces formules explicites, étant entendu que les
premiers membres devront être remplacés par leurs expressions (258) et (260)
et que y est une variable auxiliaire qui sera, en principe, à éliminer. On

i » àz ôîz ^ ^ ^remarquera que 1 on a^ ,= .--> z^= .-^ de sorte qu en posant

( 266 ) U == j3 œ^ 4- y2 x^ -h yx^ + x,, — W ( y , a i, a^, a-^ ),
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les intégrales complètes seront définies par les équations
/ , . ,. à^ ()^(267) i^o, ^=o, ^.--o.

Elles seront donc composées de multiplicités réglées (à deux dimensions)
osculatrices à leurs plans tangents le long de leurs génératrices; chacun de ces
plans tangents devant être parallèle à l 'un desplansy^+y^+J^+^^o.

42. EXEMPLE 3. — Inéquation de contact E considérée sera ici l 'équation à
coefficients constants obtenue en éliminant y ^ etja entre les équations

/ o=zX ==7^+3p2ji4-37?3j2+3^4jî+37^jj+7?,(jï+ji),

(268) \ o-X^ ̂ ^+27^+7,,^

i àX
'-^Ï^^P^^^P^'

T f • - • ^ ^ ^ { c^ àx àX àf ôf} ^Le faisceau a intégrer sera donc ^'={31, -r—? •—, —^) -r-r on aura
^ \ ày^ ày^ ôy^ ày^ \

donc ^=5, ^==3, /•== 3; et . . = o [cf. n° 35]; X est, du reste, pour ^,
une transformation distinguée. Le nombre total des variables est 8, le degré
de ^ est 3, et celui de son dérivé, qui est

( àX àX à'^X à-^X àf àf\. r7^'^;1 '^5^^^5^)
est 7. Si donc on prend comme variables nouvelles, à la place de rcs, x.^ x^
.Ta, x^y des invariants de X (variables caractéristiques), x^ disparaîtra des
calculs (1), et l'on sera ramené à intégrer un faisceau de degré 4? à 7 variables,
et à dérivé de degré 6. C'est le type d'intégration des équations aux dérivées
partielles du second ordre F(o?, y, ^, p , q, r, s, t) =- o. Pour trouver l'équation
du second ordre correspondant à notre exemple, nous n'aurons qu'à suivre la
marche indiquée dans notre Mémoire cité au n° 35 (2).

Prenons donc, comme variables nouvelles, d'une part,

l x == .T., — 2 y\ x^-\- 3 y\x^,
( 269 ) ^ y == x, — 2 j, x-^ + 3 y\ x^,

,; = xç, — y\ x^ — y\ ̂  + 2 ( y ^ + y{ )^i,

qui sont des invariants du sous-faisceau \ âC, —^ -r- ̂  et, d'autre part,

(270) u ==.x.i— 3ji^i, P ==^— 3j2^i,

( 1 ) Voir M, n° 19, p. 874, et, plus particulièrement, la fin de ce numéro, p. 375.
( 2 ) ?3, p. 3o6, du Mémoire. P^oir aussi M, n0*» 23 et suivants, p. 381.
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qui sont les invariants de X les plus simples. La base de ^ deviendra ainsi

àf àf ôf àf ôf ôf ôf ôf ôf
( 2 7 1 ) — — - — ^U—— — 2^Ji-^, ——- — 2F——- — 2FJ., —-, -/-, J , -L,

' ' ' ày^ ^ àz ày^ ày J ~ ôz ou àvf àx^

et il suffira de poser

(27.) ?=}'„ q^y^ '"——^ ^-2^

pour avoir la forme canonique cherchée pour ^\

. . . ( àf àf àf àf àf àf àf ôf ôf )(278) \—- -^-p - + r-7-, — -}-q J -{-i -t/ , -^, / ; -/-\,v / / ( ̂ r 1 ()z ôp or 1 àz àq àr àt? àx^ \

composée du faisceau associé à l'équation aux dérivées partielles du second
ordre
, - ^z
(274) Oz=S= -———,

àxày

et de la transformation distinguée —L-
On a, pour ^ y l 'intégrale générale

(275) , 3=(p (^ )+^( j ) , . p - = ^ ( ^ ) , q ^ = ^ { y ) , r ^ z ^ " { x ) , t = y ( y ) ,

où 9 et ^ sont des fonctions arbitraires de leurs arguments respectifs, x et y;
et, par suite, l'intégrale générale ( f ) de E résulterait de l 'él imination de y^
etjs entre les équations

/ ^ ( ^ = : 9 ( ^ ) + ^ ( J ' ) ' r ,^^^), ^=^(r) ,
) '2U ^'\œ) 4- i== o, 2c ^"( j ' ) + i== o,

après substitution à x, j, ;;, ^, ^ de leurs expressions (269) et (270).

43. EXEMPLE 4. — Ce dernier exemple se rapportera au cas considéré aux
n0' 37 et 38. L'équation E, à coefficients constants, sera le résultat de l'élimi-
nation deji ety2 entre les équat ions

/ o==X =^i4-3j-,7^4-3j^^4-^'ï/^+3j2(7^+2Ji^.+j^/^),

\ ^ I àx

(,^) \o=x=3^ ̂ I^^^P^^P^^^P^^P^

v. i ()îx vo==x == ^ J-T :=^+.^l7^+y.2^.>--=X,.

( ' ) [/intégrale complète ( r donnée par F == } X. — /,- ^ est, par ailleurs, ^==^-3, ^==^'4,
\ J' l V' /

z = y^ x^ Y? 3 étant les invariants (259) de F, et ji, js, ^•3, j4, y^ étant des constantes.
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On trouve l'équation du septième degré
(278) 0=:p,(p^pï— ïp^p^pr,— ^pIps-^-^P^pl)2

— (PIPI — IP^PïP^P. + ̂ RipÏP:, 4- ^pipl ) (p^pl — 07^7)4^ -4- ^pî ).

Le faisceau ̂  à considérer est ! X, ̂ , ̂ , ̂ , ̂  j . On a donc n == 4 , ^ == 3,
r= 2. On vérifie sans peine que ^ n'a pas de transformation distinguée.

Le sous-faisceau X= { X , ^j a, comme F = = J X , ̂ , Ç^j des invariants
linéaires : on peut prendre

x'^ =z œ^ — 2 }\ x^_ 4- 3 ( y 'f r^ ) .^1,

^•4 == .̂ '4 —— ( J'î + ̂  j2 ) ̂ '-2 + ̂  J'Ï •-'̂ 1 ,

^ == ^3 —— 2JiJ'2^-2 + 3j'fj '2^i ,

(379)

qui se réduisent respectivement à x^ x,, x,, pour .r,==.^=o, et que l'on
trouve, par exemple, par la méthode des coefficients indéterminés. Si on les
prend comme variables nouvelles à la place de ^3, x^ x^ le sous-faisceau ^€
devient [ p , , p.,} et X.i, / , -^L- deviennent, respectivement, en désignant
les^ ( î==3^, 5),par^,

x^ ==P'ï + rip'^ + j27^,

(280)
^/
ày.
àf

Y. — 2(^2—3Jl.a-l)X /,,

^ == j— + 3^i (j;2^. —^ ) — 2^2 (jiĵ  +//,

de sorte que l'on a
(281) ^i^^X,^Y.}.

Les involutions, de degré 3, de ^ seront alors de la forme

(282) V==L,-h^X3, p^u^X',, X^+Pi-^- 4-r,Y,L
( <7 "̂1 )

et les conditions d' involution donnent facilement u^=u^=^^=o. Ces invo-
lutions sont donc

. ̂  \v=^,x^.-,(283)

v demeurant indéterminé. Ce seront des sous-faisceaux complets de î^, si v est
une fonction, arbitraire d'ailleurs, des variables x.^ x.^ ^,,71,72.

Les invariants du sous-faisceau ^ =-\ ̂ , ̂ ^ X.^ L devenu \p^ p^ -X',} sont,
par exemple,

(284) - ^==^—ji,r,,
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ce qui donne l'intégrale complète de E relative à F :

(285)
x^ — ji x:^ + y \ .2-2 — y \ x -i — y^ ( 2 x^ — 3 ji ̂  ) == jo,,

.y.-, — y-î.x^ -4- 3 y^ ̂ i == r.i,

avec les constantes arbitraires y,, y^, y ^ ^ y ^
Quant aux intégrales complètes fournies par les sous-faisceaux complets du

type ('273), on obtiendra toutes les intégrales qui en font partie en intégrant le
faisceau pi , pa, X^, — ' - ( , et, par conséquent, en faisant abstraction des
variables x^ x^ et intégrant , relat ivement aux autres variables, le fais-
ceau \ Xy? -L • Or ce faisceau est intégrable (c'est-à-dire a une intégrale géné-

rale explicite), parce que son dérivé est p^+ys^^p.? T'T ^^ es^ de degré 3
et complet [c/. n° 33].

Pour trouver son intégrale générale, il suffira, conformément à la méthode
déjà employée au 11° 41, de prendre comme variable nouvelle, à la place de x^
l ' invariant
( 286 ) X'[ •==. X'^ —— j2 <^"3

de son dérivé, ce qui le ramène à la forme canonique ( ^ )

àf(^P) l/^+Ji/^ ày^
dont l'intégrale générale est
(288) ^= 9(^0, r,= ̂ (^),

ç étant une fonction arbitraire de son argument.
En tenant compte des expressions (279) et (286) de x.^ x.^ x'^ x[, l ' inté-

grale générale de E, à trois dimensions^ sera donnée par l 'élimination de y^
entre les équations
(289) ^r=(p(^), J^==^(^), x\

E\ÏG dépendra de la fonction arbitraire y et des deux constantes arbitraires ja
et c. Pour avoir une intégrale complète, il suffirait de prendre pour y une fonc-
tion arbitraire de x.^ et de deux nouvelles constantes arbitraires c^ et c^.

(1) Avec les notations classiques, c^est le faisceau ] —/ - ^ ^ < — ? -' [^ dont les intégrales sont les

multiplicités de contact à une dimension, z == ' ^ ( j " ) ^ p = 9'(^'). Voir^ par exemple, notre Mémoire M',
n0 9, p. 218.


