GEORGES GIRAUD

Petits mouvements a courte période et petits mouvements
amortis d’une masse tournante composée d’un liquide
homogene et d’un noyau solide immergé

Annales scientifiques de I’E.N.S. 3¢ série, tome 58 (1941), p. 37-82
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1941_3 58 37 0>

© Gauthier-Villars (Editions scientifiques et médicales Elsevier), 1941, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annales scientifiques de 'E.N.S. » (http://www.
elsevier.com/locate/ansens) implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1941_3_58__37_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

PETITS MOUVEMENTS A COURTE PERIODE

ET

PETITS MOUVEMENTS AMORTIS

D'UNE

MASSE TOURNANTE

COMPOSEE

D'UN LIQUIDE HOMOGENE ET D'UN NOYAU SOLIDE IMMERGE

Par M. Georces GIRAUD.

INTRODUCTION.

Nous considérons un corps tournant dont les particules s’attirent
mutuellement suivant la loi de Newton; il est composé d’un liquide
homogéne et d’un noyau solide complétement immergé dans le
liquide. On connait par hypothése une disposition d’équilibre relatif;
le probléme est d’étudier, au voisinage de cette disposition, les petits
mouvements relatifs périodiques et les petits mouvements amortis,
c’est-a-dire les mouvements oul’élongation de la projection de chaque
particule sur tout axe donné, & partir d’'une certaine position moyenne,
est la partie réelle de be™, ou la grandeur complexe b est indépen-
dante du temps ¢, et la constante complexe A ne dépend ni du temps,
ni de la particule, ni de I'axe de projection; le mouvement est
périodique pour A réel, et amorti quand le coefficient de ¢ dans X est
positif. Les raisonnements s’appliquent aussi, mais seulement pendant
un temps limité, quand ce coefficient de 7 est négatif.
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Les hypothéses ordinairement admises dans les études qui
concernent de petits mouvements, sont faites ici, mais, en ce qui
concerne la formation des équations du probléme (Chap. I), nous ne
faisons que des hypothéses trés larges sur la nature de la surface du
noyau et sur la densité de celui-ci; nous ne supposons rien sur la
profondeur de la couche liquide, ni sur la direction des vitesses
relatives dont sont animées les particules liquides. Les raisonnements
concernent le cas ou le corps est soumis & un petit champ dont la
fonction des forces, relativement au triédre tournant par rapport
auquel le corps est voisin d’une disposition d’équilibre, est la partie
réelle de Ve™’, ou ¥ est indépendant de z. Dans ces conditions, le
probléme est ramené a la résolution d’un systéme d’équations
linéaires & sept inconnues, dont six sont des constantes et la septiéme
est une fonction a définir dans la région qu’occupe le liquide dans la
disposition d’équilibre. Pour cette partie du travail, 'exposé que
M. Elie Cartan a donné de la méthode de Poincaré relative 4 une
masse liquide homogéne en rotation, a été fort utile (*). Une des
équations du systéme est celle qui est connue sous le nom de Poincaré.

Cette équation de Poincaré est du type réel hyperbolique quand X
est réel et compris entre — 2w et 2w, o w est la vitesse angulaire,
¢’est-a-dire pour les mouvements qui admettent une plus courte période
supérieure & la moitié de la période de rotation; I’équation est du type
elliptique, mais a deux variables seulement, quand la demi-période de
rotation est la plus courte période du mouvement. Dans les autres cas,
I’équation de Poincaré est ou imaginaire ou du type réel elliptique a
trois variables; ces derniers cas sont les seuls o soit ici indiquée une
méthode, au moins théorique, pour résoudre le systéme des équations
~auxquelles le probléme a été ramené (Chap. IT). Cette méthode recourt
4 un autre systéme d’équations linéaires, dont deux sont un systéme
d’équations de Fredholm par rapport a deux desinconnues; les raison-
nements sont guidés par une méthode antérieurement appliquée 2
des problémes relatifs aux équations du type elliptique, mais I’inter-
vention d’équations imaginaires nécessite une étude nouvelle. Le

(1) Brie CartaN, Bull. Sciences math., XLV, 1922, p. 317 & 352 et 356 a 369, spécia-
lement Section I. '
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probléme peut aussi étre traité au moyen d’équations ou figure une
intégrale double prise en valeur principale, mais celles-ci ne sont pas
comprises dans les types pour lesquels une méthode de résolution a
été complétement exposée; elles sont comprises dans un type plus
général, dont les propriétés correspondantes ont été annoncées (*),
mais les démonstrations ne sont pas encore publiées. Il serait possible
de suppléer 4 ces démonstrations pour notre objet, mais, pour ne pas
trop allonger ce travail, cette autre méthode a été laissée de coteé.

CHAPITRE 1.

EQUATIONS DU PROBLEME.

1. Description du corps tournant; notations. — Nous choisissons les
unités de longueur, de masse et de temps de facon que lattraction
newtonienne entre deux points P et Q, dont les masses sont m et m/,
soit le quotient de mm’ par 4 n PQ?(?).

Le centre de gravité d'un certain corps est pris pour sommet O d’un
triedre trirectangle Oxyz, animé d’'un mouvement rotatoire autour
de Oz, dont la direction est invariable. L’orientation de I'espace est,
par définition, celle de ce triédre, et celle-ci est choisie de facon que
la vitesse angulaire w de la rotation soit positive.

Le corps est constitué par un solide ou noyau et par un fluide
parfait, incompressible et homogéne. Le noyau est entierement
immergé dans ce liquide. Les particules du corps s’attirent suivant la
loi de Newton. Nous connaissons par hypothése une disposition dans
laquelle ce corps est en équilibre relativement au triédre tournant
Ozyz; nous ne considérons que les dispositions dans lesquelles la
distance entre chaque particule et sa position d’équilibre admet une
limite supérieure assez petite.

Outre les forces dues & sa propre attraction newtonienne, le corps

(1) Comptes rendus, 202, 1936, p. 2124-2126; 203, 1936, p. 292-294; 204, 1937,
p- 628-630. )
(2) Bull. Sciences math., LXIV, 1940, p. 268-298, spécialement paragraphe 1.
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est soumis & un petit champ troublant qui admet la fonction de
forces

V(x, y 53 t) =[Vi(x, y, 5)cos(ht) — Vs (2, ¥, 5)sin (A t)] exp (— Asl);

A, et A, sont des constantes et ¢ est le temps. On regarde ¥,, ¥, et
leurs dérivées de tout ordre comme des grandeurs du premier ordre
infinitésimal. En posant

V=V iR, A= i,

et en désignant par Ra la partie réelle de toute grandeur com-
plexe a, nous avons

V(z, y, 55 1) =R[V (2, y, 5) ™).

Si A est purement imaginaire, nous prenons % réel, ce qui ne
diminue pas la généralité.

Nous considérons les petits mouvements du corps dans lesquels
chaque coordonnée cartésienne de chaque particule s’exprime en
fonction du temps par a + R (be™"), plus une grandeur dont I’ordre
infinitésimal est supérieur a4 un, les grandeurs a et b étant indépen-
dantes du temps et les grandeurs b étant du premier ordre infinité-
simal. Nous nous contentons de déterminer toutes les grandeurs a
et b, et nous admettons que ce résultat peut étre atteint en négligeant,
a certaines étapes du calcul, des grandeurs dont I’ordre infinitésimal
est supérieur a celui des grandeurs conservées ('). Pour A réel, le
mouvement est périodique; pour A, > o, le mouvement est amorti; si
A, est négatif, les hypothéses ne sont satisfaites que pendant une
durée limitée.

La densité constante du liquide est p,. La densité du noyau au
point qui, dans la disposition d’équilibre, se trouve en (z,y, 3),
est o, (x, ¥, z). Nous désignons par O’a2’y’z" un triédre invariablement
lié au noyau et qui, dans la disposition d’équilibre, coincide avec Oxys.

(1) Au lieu de « grandeurs dont l'ordre infinitésimal esl supérieur & un », il vaudrait
mieux écrire : « grandeurs infiniment petites par rapport au premier ordre infinitésimal »,
car ces grandeurs peuvent ne pas avoir d’'ordre proprement dit. Méme observation pour
d’autres expressions analogues. ‘
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Nous désignons par p,, p, et p, les coordonnées de O’ par rapport
a Oxysz, et nous posons

pr=cos(0’y’, Oz), ps=cos(0’z, Ox), ps=cos(O’z', Oy).

Dans les conditions ou nous nous plagons, les six grandeurs p, sont
du premier ordre infinitésimal, et, en négligeant le second ordre
infinitésimal, le tableau des cosinus directeurs peut s’écrire

(loc. cit., §6).

En négligeant toute grandeur dont!’ordre infinitésimal surpasse un,
nous avons, dans le mouvement cherché,

Pn=R(qneM) (n=1, ..., 6),

ou les ¢, sont des constantes complexes inconnues, qui doivent étre
" du premier ordre infinitésimal. Au méme ordre d’approximation, les
coordonnées d’une particule liquide au temps ¢ sont

X ==+ R(EeM), Y =y + R(neh), 7 =z + R (L M),

et il faut déterminer pour chaque particule liquide les inconnues &,
7 et {, indépendantes du temps et qui doivent étre du premier ordre
infinitésimal (*).

Si A est purement imaginaire, nous prenons réels £, v, { et tous
les ¢,; cela ne diminue pas la généralité.

(1) Nous supposons que les coordonnées moyennes z, y, z de chaque particule sont
indépendantes d’un paramétre infiniment petit auquel ¥ est proportionnel. On pourrait
aussi poser .

Prn= Pn+ R(gnetht) (n=1, ..., 6),

les p), 6tant indépendants de ce paramétre; les calculs qui vont suivre ne seraient guére
changés, et Pon trouverait encore que la disposition moyenne est une disposition
_ d’équilibre (voir, ci-aprés, § 5). Il peut y avoir lieu de considérer le cas ou les positions
moyennes varient avec l'amplitude, comme I’a fait J. Chazy dans un probléme plus
simple ( Comptes rendus, 211, 1940, p, 621-624).

Ann. Ec. Norm., (3), LVIIL. — Fasc. 1. 6
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2. Incompressibilité du liquide. — Soit p(X, Y, Z; t) la pression a
I'instant z en (X, Y, Z), a I'intérieur du liquide; soient x, y et z les
coordonnées moyennes de la particule liquide correspondante. Posons

(1) JXY, L ty=03'p—V — 2710 (X2+ Y2) — V%X, Y, Z; 1),

ou V désigne le potentiel newtonien. D’aprés les raisonnements de
E. Cartan ('), nous avons, en négligeant tout potentiel dont I'ordre
infinitésimal surpasse un,

(2) S Y, L o) =R[Y(=, y, 3)e] + h,

ou ¢ est une certaine fonction complexe, qui est du premier ordre
infinitésimal, et /& est une constante. Les équations

p) . N .9
(3) (Ti:lza—l—zzco)m, %:l"l)—le)\g, (—)%P:)ﬂc
déterminent £, v et £ quand ¢ est connu, pourvu que M(\* — 4w*) ne
soit pas nul. D’aprés la nature de la question, A ne peut s’annuler, et

nous n’étudions pas le cas ou I'on aurait A == 2.
Comme le liquide est incompressible, on doit avoir

J: on 0

oz -+ —d—)—/ -+ Tz o,
ce qui, puisque A(A\*— 4w?) n'est pas nul, se traduit par ’équation de
Poincaré

2y 92y o\ 92
(4) dw ay? + <I - ~7—\-2—> 0z?

= 0.

La fonction inconnue ¢ satisfait donc a I’équation (4) dans toute la
région @ occupée par les positions moyennes des particules liquides.

Observons que si A est purement imaginaire, la partie réelle de ¢
intervient seule dans la relation (2), d’ou résulte p; la fonction { sert
aussi & déterminer, par les équations (3), les grandeurs &, 7 et ,
déja prises réelles (§ 1). Nous ne diminuons donc pas la généralité
en convenant que, quand A est purement imaginaire, ¢ est réel.

(1) E. CartaN, Mémoire cité dans I'Introduction, I, no* 1 et 2.
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3. Condition sur la surface libre du liquide. — Nous allons écrire
maintenant que la pression est toujours nulle en tout point de la
surface libre du liquide (E. Carran, loc. ciz., I, n° 3).

Décomposons le corps en trois masses algébriques : une masse I,
qui occupe a chaque instant ’emplacement du noyau, et sa densité en
chaque point est p, —p,; une masse II de densité p,, qui occupe
toute la région des positions moyennes des particules solides et
liquides; enfin une masse IIl ou bourrelet liguide, qui, ajoutée aux
deux précédentes, donne a chaque instant la distribution effective
des masses. La densité de ce bourrelet liquide est donc p, dans
certaines régions et — p, dans d’autres. Nous nommons V, et V, les
potentiels respectifs des masses I et III; V,(z, y, 3) sera le potentiel
de la masse I dans sa position d’équilibre.

“Calculons le potentiel venant de la masse I a 'instant ¢ pour la
particule fluide dont la position moyenne est (x, y, z); nous négli-
geons tout potentiel dont I'ordre infinitésimal surpasse un. Appliquons
a L et ala particule fluide le déplacement qui amene I dans sa position
d’équilibre; cela ne change pas le potentiel cherché; or les coordon-
nées de la molécule apres ce déplacement sont, en négligeant toute
longueur dont I'ordre infinitésimal surpasse un,

& — pi+ Py — pss + R(EEM), ¥y — py— pyx + p,z 4 R(neM),
Z—=P3t+PsT— Py + R (g eh).

Le potentiel cherché est donc, a notre ordre d’approximation,

- oV
Vi(@, y, 5) + [R(EeM) — pitpoy — ps=] 5

Vi

‘ oV ’ 9
+[R(ne™) — p—poz—+piz] d—; +[R(Ee™) —pi+psz—puy] -+

Au méme ordre d’approximation et pour la méme particule, le
potentiel produit par la masse II, dont la position relative 4 Ozyz est

fixe, est
oV,

AL R(n em)"lE + R(geM)
ox

dy

oV

Vi, y, 5) + R(EeM) P

La masse III totale, prise en valeur absolue, est du premier ordre
infinitésimal. En reproduisant des raisonnements faits ailleurs &
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propos d’un cas particulier ('), nous trouvons que, & notre ordre
d’approximation, V, peut ¢tre exprimé méme a I'intérieur du bour-
relet par la formule

Y R [(a2 + o+ y8) €]

Vi@, y, 2) =pe daq,
' s 4mPQ

ou «, 3 et y sont les cosinus directeurs de la normale au point Q de la
surface libre du liquide dans sa position moyenne S(2), et cette
normale est dirigée dans le sens sortant; &, v et { sont pris en Q;
P est le point (z, y, z) et PQ est la distance entre P et Q; do est
I’élément euclidien de S(2). A notre ordre d’approximation, les
coordonnées de la particule peuvent étre remplacées dans cette
expression par les coordonnées de la position moyenne. En posant,
pour toute fonction U(x, y, z),

(5) @U:a?g+@%%,+y<1_4w2>0U+w(ﬁdU_ dU),

oz 7)oz T \Poz %oy
nous trouvons
(6) (32— Go) (o + o+ Y£) = O,
ce qui permet d’écrire, A*— 4w* n’étant pas nul,
g
o) — P2 SNt 94"
(7) V3(x’ )’:")—0{<)\2_4w26 - [l"—————ny(éda'Q>.

Au deuxiéme ordre infinitésimal prés, nous avons enfin
27w (X2 Y2) =o' @2 (2 + y?) + 0? R [(@f + yn) eM].

Dans I'expression
(8) p=p [V+2t0(X2+ V) +VX, Y, Z; ) + f(X, Y, Z; ¢)],
il suffit de remplacer V* par son expression du paragraphe 1 et chaque
autre terme par la valeur trouvée ci-dessus, pour avoir p, sauf un
écart dont l’ordre infinitésimal surpasse un. La limite de p quand ¥ et
les amplitudes des mouvements tendent vers zéro, est nulle sur S(2),
d’ou

(9) Vilz, y, z)+ Vao(zx, ¥, ) + 27 0 (22 + y?) + h = o;

(1) Travail cilé au début du chapitre, paragraphe 9.
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cette relation est donc satisfaite dans I’état d’équilibre; il résulte donc
des hypethéses que la seule inconnue 4 qui y figure a une valeur
constante, et cela signifie que S(2) remplit les conditions d’équilibre.

La partie du premier ordre infinitésimal, dans (8), est nulle, elle
aussi. Soit g la pesanteur apparente sur S(2); g est une fonction
positive d'un point de S(2) (nous excluons le cas oil g s’annulerait en
au moins un point) et nous avons les identités

d(Vi+V, ) d(Vi+V, ’ O(Vi+V,
(IO) i[—(_d—.;——} +w_x:|:é[_(—i()y_—_) +@2yJ:%(—1()z—):—g.

Alors la nullité de la partie du premier ordre infinitésimal, dans (8),
équivaut a

— g(P)OY(P) ps ®e¢(Q)
) e T fsm wPQ
AA

A% :
+$(P)—(g1—q:y "“]55)0—; — (g2 4+ goxr — q:,z)Ty‘

oV
—(gs— 07+ q.y) 57 =—V(P),

condition ou ne figure plus le temps ¢; P représente dans (11) un
point courant de S(2).

Notons que si A est purement imaginaire, I’équation (r1) reste
valdble, moyennant les conventions des paragraphes précédents.

4. Condition sur la surface du noyau. — La vitesse, relative au
noyau, de toute particule fluide qui touche le noyau, est nulle ou
tangente au noyau. En négligeant toute grandeur dont I’ordre infini-
tésimal surpasse un, les composantes de la vitesse de la particule

fluide par rapport a Oxyz sont

R(INzeM), R(idne), R(iAgeM),

et les composantes de la vitesse de la particule solide coincidente
sont - ,
RN g1 — qoy + q55) eM], R[IMg2+ oz — q,5) eM],
RN gs— g5+ q,¥) €],

x, y et z pouvant, 4 notre ordre d’approximation, étre confondus
avec les coordonnées moyennes de la particule solide. Soient «, 3 et y
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les cosinus directeurs de la normale en un point courant P de la
surface d’équilibre S(1) du noyau; cette normale est dirigée¢ dans le
sens sortant du liquide. Nous avons alors

2= 1+ 9y —0:2) + B — 2= @2+ ¢5) FTE— s+ 42— 1)) =
c’est-a-dire, en définissant encore O par (5),

(12) »M ) aqy—Bgs—q;+ Bz — YY) g+ (Yr — 28) g5+ (y — Bx) g 4=o0.

Répétons que, dans cette équation, P ou (z, y, z) estun point courant
de la surface d’équilibre S(r) du noyau.

Si A est purement imaginaire, I’équation (12) est valable dans les
mémes hypothéses que (11).

5. Equations du mouvement du noyau. — En introduisant les forces
d’inertie dues au mouvement relatif du noyau par rapport 2 Oxys, le
systéme des forces de pression, des forces d’attraction newtonienne,
des forces dues au champ troublant, des forces centrifuges, des forces
de Coriolis et des forces d’inertie remplitles six conditions universelles
d’équilibre. Nous allons écrire ces conditions en négligeant, dans les
composantes de la résultante et dans celles du moment résultant,
toute grandeur dont 'ordre infinitésimal surpasse un.

Occupons-nous d’abord de la pression p, qui est exprimée par (8).

Considérons les termes

(13) 02 (V) = p2 R[(V + ) €] + py h.

Les parties de la résultante générale et du moment résultant qui
viennent de la constante g,/ sont nulles. Comme ? et ses dérivées
sont du premier ordre infinitésimal, nous confondons p, R(¥ ¢™') avec
la valeur de la méme fonction au point moyen (=, y, 3), qui corres-
pond a (X, Y, Z). La valeur de p, R({ e™) est, par définition, celle
qui correspond a (z, y, z).

Passons 2 la partie p,V; de la pression. Comme elle est du premier
ordre infinitésimal, nous la confondons avec ce qu’elle serait dans la
position d’équilibre du noyau. Les composantes de la résultante sont
donc

(2) (3)
av dV dV
2 Vi,odo—=— —dr, —o, —
P e T P2fN oz ]y 2 M =L

N N
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ou N est I'intérieur du noyau dans sa position d’équilibre, et d< est
I'élément de volume. Les composantes du moment résultant de cette
pression sont de méme

(2) (3)
o, oV
oo (‘ry——ﬁz)V3da':psz; (b d)/}_yﬁ,:ﬁ ds,

S
2 (3) (3)
ov, v, av, 0V3
PaL <x——~dz — 0 )df, Pz»£ < o —dy ) dr.

Mais en introduisant le potentiel V, de la masse liquide déplacée par
le noyau dans sa position d’équilibre, les composantes de larésultante
et du moment résultant de la pression p,V, peuvent évidemment étre
écrites

oz P ay oz

® o)
av, ()V av, av,
I —_— —_—
(14) ng dz d} >df, p2f <z o x dz>df’
@
av, dV
sz < oy 0w > @,
ou toutes les intégrales sont étendues au bourrelet.
Considérons maintenant la pression p,V,. En continuant de
nommer X, Y et Z les coordonnées d’une particule a I'instant ¢, et «,

y et 3 ses coordonnées moyennes, nous trouvons pour les particules
du noyau, a notre ordre d’approximation,

(3) .(3) (3)
ng dv'd Al ‘d’r, Pa AL dr,

oV, %-I— - . 22V,
X T oz (Pr—psy +ps >—dx‘2

02V, o2V,
A+ (P2t Ps® — Pir3) 9z dy +(ps=—psx +p.Yy) 07 0s’

ov2 _oVs 4 pia) 2V
d)’ +(P1 Py =Py d'dx

9V, PV,

TPt e —pis) T+ (P P % P G

aV, dV,

0Z ~— 0s +(p1—p°y+Psz)dzdx

Vg 02V2
+ (P2t Pk — PL7) W +(ps—pPsx +pYy) o=
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(3)
on en déduit les composantes 92f 0V2 d'r, ... de la résultante,

® 9V, ‘avz‘ .
PQL (Z-W_Y—gz-/)df, P

du moment résultant.
En remplacant V,(z, y, z) par 27'w?*(2*>+ y?), nous avons la
résultante et le moment résultant de la pression 27" ¢, w?*(X? + Y?).
Enfin les composantes de la résultante des pressions e, V,, suivant
les axes liés au noyau, sont

3) \(3) 3)
ov, oV, , . ov,
(15) — f ——dr, —p j —~—dr, —p f ——dr,
P2 [ *Jy oy *Jy 0=

et les composantes du moment résultant suivant les mémes axes sont
@ vy 9V, @7 vy oV,
pf <z——-—-y—7>df pf <x —o—-)df
Ve oy T B e T e )
AL v,
p f <y——— —x——)df.
*Jy ox dy
Nous en avons fini avec les forces de pression. Nous passons aux
forces appliquées a tous les points du noyau.

Suivant les axes liés au noyau, les composantes de la résultante et
du moment résultant de I’attraction due 4 la masse I sont

et les composantes

(16)

@9V, 9oV, f(g)p AT

(17) P1 ox d‘L', . Pi—_dfy 1 0z

N
(3) (3)
0V1 0V1 0V1 dvi
j}; pi< —z dy>dr, /N pi(z-?x———x 0z>df,
(3) .
0V1 0V1>
p —y dr.
/N\ ! ( dy dx

Mais nous avons les identités

(18)

3 (3)
oV ov ov
(Pi—"Pz)_dxidf'_—_O, (p1— p2) <y7;—:?f> dr—=o
N

N

et les identités analogues. Par suite, les composantes (17) sont
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opposées aux composantes (15), et les composantes (18) sont
opposées aux composantes (16).
Les composantes

) 7 (3)
dV‘_’ 0V3 dVZ
f Progx AT f 91<Y72“ZW)“’7’

de la résultante et du moment résultant de l'attraction due a la
masse Il s’exprimeront comme il a été vu a propos des pressions. De
méme pour les composantes de la résultante et du moment résultant
de la force centrifuge, qui s’obtiennent en remplacant V,(z, y, 3)
par 27 ' w?* (& + y?). '

Les autres forces qui agissent sur le noyau sont du premier ordre
infinitésimal, ainsi que les dérivées de leurs composantes. Cela nous
permet de diriger nos calculs comme si le point d’application de
chaque force était dans sa position d’équilibre.

Les composantes de la résultante de I'attraction due au bourrelet
peuvent s écrire

(3) (3) 3/ ~(3)
d(V,+V,) a(V,+V,) d(Vi+V,)
o[ g e [ Sg < [ S

et celles du moment résultant sont

o :
ng [z I(Vi+V,) __yd(Vi—l—V,,)]df

dy dsz

et des grandeurs analogues, toutes les intégrales étant étendues au
bourrelet. Dans les sommes de ces grandeurs et des grandeurs corres-
pondantes (14), V, ne figure plus; ces sommes sont

D9V, YooV aV,
——P_gf —JEdf, ey sz <~—0T)—/-—}’E>df, ey

les intégrales étant étendues au bourrelet. A notre ordre d’approxi-
mation, nous confondons ces composantes totales, dues a I’attraction
du bourrelet et & la pression qui en provient, avec

)
. Pe int _0_&
a[————)\z_[lwge L o @Lpdo',

2)

Ann. Ee, Norm., (3), LVIIL. — Fasc. 1. 7
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pour la résultante, et

)
Ps o _ oV, . dV1>
(R[)\?——/wﬁe tf; <~ dy Y oz Opds |,

2)

pour le moment résultant. 4

Pour exprimer la résultante et le moment résultant des forces de
Coriolis et des forces d’inertie, soient : M, la masse du noyau; x,, y,
et 3, les coordonnées de son centre de gravité par rapport au
triédre O’'2’y’'s’; et enfin '

Ax?+By?+ Cz?+2Dy'z/ + 2bz’a’ + oFa' y' =1

I’ellipsoide d’inertie du noyau par rapport & O, rapporté au triédre
Ox'ys'.

A notre ordre d’approximation, les composantes de la force de
Coriolis qui agit sur la particule solide dont la position d’équilibre
est (x, v, 5) sont

— 200 R[IM(gy+ qox — quz)eM] dr, 2wp; RIIMNq1— ¢y + q55)eM]dr, o.
Les composantes de la résultante sont donc

—20M, R[{Mgo+ goxs— ¢, 51)€M], 20My R[{A(q1— g1+ q531)e™M], o,
et celles du moment résultant sont

— 0®R{iM2¢. Mz 4+ g (A+B—C)+2g,D]e},

— w®R{iN2¢:M5,—q,(A+B—C)—ag,E]e},
20 R{ZAM; (g1 2+ 92)’1)+Q4DT—QSE]€{“ B

Les composantes de la force d’inertie relative a la particule solide
(x, ¥, 3) sont

01 R (g1 — ¢y + q53)eM | dr, py R[X(q— qu3+ qox)e | dz,
pr R[22 (qs— g5+ quy)e™] dr.

Les composantes de la résultante des forces d’inertie sont

M, CR.[)F(qi— qey1+ q5£1>ei‘l\1]y M, 6{[)\2((]_,_ i3+ qsx1)€“‘IJ,
M, U‘([}l‘l(q“__ sy —+ q,,)q)eﬁ“J,
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et les composantes du moment résultant sont

RAP[Mi(gs¥1— 92 51) + @A + ¢; F + g, EJe™ |,
R{V[Mi(gs 21— qs21) + ¢, F + ¢, B+ g, D]e |,
RAR[Mi(q221— q1)1) + ¢ E+ ;D = ¢, Cle™ |.

Les composantes de la résultante de I’action du champ troublant sont

) 3) o
~ d\’
iNt
R [e [J 01 o dz‘},

et celles du moment résultant sont

: ®) 5 -
g g d:U
ikt / —_— — ol
(R[e /N‘ pl<) PE ~dy>d'J’

Mais pourla partie correspondante de la pression, les composantes sont

. (2)
®R [p._,emf Vo da],
S(1)

pour la résultante, et
@)
(R[pgem/ (yy—2zB)¥ dcr],
S()

pour le moment résultant. En ajoutant les composantes de méme
sorte, nous trouvons, aprés application de la formule de Green,

(3)
. Pre
® [el“fy (B 'd_::: df}

pour les composantes de la résultante, et

~(3)
. oV ov
(R[e“\’} (p1—Pz)<)’ (): —:d_)7> df—lf
- N =

pour celles du moment résultant.
Ecrivons maintenant que ces forces remplissent les conditions
d’équilibre. Cela arrive en particulier a la limite, quand les grandeurs
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infiniment petites s’annulent rigoureusement : cela signifie que ces
conditions d’équilibre sont remplies quand toutes les particules sont
en repos dans leurs positions moyennes; il en était déja de méme pour
les conditions étudiées dans les paragraphes 2, 3 et 4. Ensuite, les
parties du premier ordre infinitésimal sont égales dans les deux
membres dé chaque relation d’équilibre, ce qui nous conduit aux
relations suivantes :

(19) My 22(q1+q521— qs 1) — 200h My (g2 — ¢, 51+ s )

o ’ 2V,
—I—/ (Pi—‘Pz)[(91—qﬁ.}’+q5z)<?‘_xj +&)‘-’>
N .

»V, 2V,
+(g2— w+qw)w (@G 4h)) 5o dt

) (2

P2 0V1 d
W fer o e G)up T+ pa » Yo do
()

= (p—p )—df
Jx Y 0x

(20) My 22(gs— i1+ qs21) + 200k My (g1 4 @551 — g5 )1)
()

2V,
+ (p —M[(q g6y + q55)
. 1 1= 6 0 d}’

2

Go— q,3 Qo }’ 93— g5 q.y 0)’05

;—fOA;of d“;@tj/da—i—p» Ll.éﬁda

§(1)
—f (pa— Pl) 3 df

(21) M, 22(qs+ quyi— qs1),
(1") ,_ 2°V, (qa— -+ 0V,
+/; (Pr—=p2) | (91— 907 + 45%) 55z + (02— 02+ 45 %)

eV
+(q:;—qsw+q:»y)—dz—f]df
@ @ )
P fdvl(-)upda'+pg Yy do

— 40 Jg, s@

v
”fN (p:— 1) 5 ds, .
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(22) B[Mi(g:01— g251) +Aq,+Fg;+ Eq,]
—_— l’(j) )\[2M1ziql+ (A —+ B _— C)q5+ 2 D(Is]

(3) 02V, 02V2
+ (p1—p2) | (g1 — qsy + q“”)<ydx0z —F >

N Adwdy
- z .Z‘)( %—F ﬂ‘i_~0_zy_% 2‘
(2= 2+ s Jz ydydz " T0y? - Z>

gy — gy )(— o OV Ve s
9s— 9s ‘]Q’ oy Y 5= 022 —MW )’>] T
(2) (2)
s IV, ov1> f B
p__/mzfsm <y——0z Oy do + 0, - (ty —B=)bdo

@ DL LY
= (pz——pl)’(‘yb;—;dy)dr,

“N

(23) B[Mi(g151— gs@1) + Fgi+ By, + Dy
—iwA[2M;z¢s— (A+B—C)g.— 2Eq]

0 Vs Vs Ve L\
F | (Pr=p2) | (g1 Go) + 45) ( — 5 + E s — g w2
N

+( + (L‘) d"v» 0’V2)
qo— 45T 4 0 0}/ _—dj’ 0=
ov2 »V, »v, .
+ (93— 2+ 4.Y) +z3x—dz_'_x g T e'T dr

(2) (2)
4@0/‘ < N _ dv1>®q;do'—|-pq (az —yx)ydo .

S (1)
(3)

o oV

=) (m—m)(zd—w—— 9= >dr,

(24) 22 [Mi(q:x1— ¢:71) +Eqi+ Dg;+ Cq,]
+2iw A\[My(gq121+ ¢.)1) +Dgq,— Egq;]

(3) Vg
-+ (91—92)[(91 %]‘*‘%ﬂ)(

N

0*V, 02V, )
da:dy Y oz

A 02V, 02V,
F (=2 + q2) | — -+ o Y dzay

~

~ o+ )(x L *V:\1 4
+(¢:— ¢s 9.y m—)’m—z T

2) 5(1)
(3)

; Y oV
= (p— "”("’W“‘%?) dt

N

(2) (2)
P2 AT AL > o
— o L( <x—dy ¥ 0y do + p, (Bx —ay)bds
d
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Si A est purement imaginaire, ces six équations sont valables dans
les mémes conditions que (11) et (12).
Nous écrivons aussi ces six équations sous la forme

(2)

° @
(18 + m) Za"l"’(;\)q”+f omY do + xm( 2, y,5; M)Ob do =1,
s@ )

(m=1, ..., 6),

n=—1

ou les a,, , sont des polynomes du second degré par rapport a A, les
b,, sont des constantes, les ¢,, ne dépendent que d’un point de S(1) et
les (A*— 4w?)y,»ne dépendent que d’un point de S(2). Le détermi-
nant des a,, , est un polynome du douzieme degré par rapport a %;
en nommant A,, . ... F,les constantes principales d’inertie du noyau,
de sorte qu’on a '

A():A—M1(‘y;2+z% y D0:D+M1y151
et les relations analogues, le coefficient de A" est
A, Fy E,
M:| F, B, D, |>o.
E, D, G,

6. Résumé. — Quand A — 4w? n’est pas nul, le probléme est donc
ramené a définir une fonction ¢ d’un point du domaine ® occupé par
le liquide dans I’état d’équilibre et six constantes ¢,, .. ., ¢,, de facon
a remplir les conditions (4), (11), (12) et (19) a (24). Les deux
membres de (4) sont fonctions d’un point de ®@; ceux de (11) sont
fonctions d'un point de S(2); ceux de (12) sont fonctions d’un point
de S(1); ceux des équations (19) a (24) sont des constantes. Quand %

“est purement imaginaire, 'équation (4) est réelle et du type elliptique,
et lopération @ est réelle; on doit prendre pour 27 une fonction réelle
(§ 1), et toutes les inconnues { et ¢, sont réelles (§2 et 3).

Quand A n’est pas un zéro du déterminant des a,, ,, nous pouvons
tirer les g, des six équations (19) a (24), et porter leurs expressions
dans les équations (11) et (12), qui deviennent ainsi, en posant
$ = S(1)+ S(2),

(2)
(25) @¢<P~>+f [Ki (P, Q; )0 4(Q) + Ka(P, Q: 1) $(Q)] dog
$ + K3 (P; %) $(P)==®(P; 1),
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en nommant pour un instant K,, K,, K, et ® des fonctions connues,
qui dépendent rationnellement de 7; les points P et Q varient sur 8;
Popération @, définie par (5), dépend de A. Nous verrons qu’il est
cependant possible; et dés lors avantageux, de diriger les calculs de
facon i ne faire jouer aucun role spécial aux zéros du déterminant
des a,, , dans le cas que concerne le chapitre suivant.

CHAPITRE IL ..

CAS DES MOUVEMENTS A COURTE PERIODE ET DES MOUVEMENTS AMORTIS.

L. Premier probléme préliminaire. — Soit .= 11, + i1, un nombre
complexe dont la partie réelle |, remplit la condition 2|u, |[<=
(sans égalité). Soient d’autre part o, {3, v, & et £ des nombres réels,
soumis aux conditions a*+ 2+ y>=1et £ > o. Enfin soient f(z, y, z)
une fonction complexe donnée d’un point réel de la région

(1) ax + By +yz<h,
et ¢ une fonction complexe donnée d’un point réel de la frontiére
(2) ax—+PBy+yvz=h

de cette région; ces deux fonctions remplissent une condition de
Lipschitz, c’est-a-dire que les fonctions

log | /(P) = f(Q)| ,, log|e(P)—o(Q)]
logPQ logPQ

ont des plus petites limites positives quand P et Q varient dans les
ensembles oll f et ¢ sont définis, de facon que PQ tende vers zéro; nous
supposons en outre que f et ¢ s’annulent a I'infini. Nous allons étudier
le probléme suivant :

Construire une fonction complexe { d’un point de la région (1),
continue ainsi que ses dérivées dans cette région, deux fois continiiment
dérivable a l'ntérieur de la région, nulle a I'tnfint ainsi que ses dérivées,
remplissant en tout point intérieur a (1) la condition

A . _
(3) . dx2+d—y2.+dz'lcos p— k2 =f,
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et en tout point de (2) la condition

(4) gi—i—BdLP+Y%%-cos*zy+<ﬁd—¢—a%)tangp: .

Dans le cas, que nous excluons, o I’on aurait 2 ., ==, I'équation (3)
serait du type réel hyperbolique (naturellement, 1., ne devrait pas étre
nul). Si . est réel et qu’on ait 2| | <=, elle est du type réel elliptique,
et notre probléme est un cas particulier d’un probléme traité antérieu-
rement ('). En inscrivant dans les premiers membres des égalités
suivantes les noms des grandeurs introduites comme données dans ce
probléme antérieur, il faut, pour avoir le probleme actuel, prendre

m = 3 A1 1= Ay 21, ay == cos—> *

Ay s—=— 34— tang ., @y 3 == Q31== A3 3= A3 y== O.

De la se déduisent les valeurs suivantes, A, désignant la grandeur
nommeée antérieurement A, cosQ :

(5) A1 1= A.s) =1, A« 3= 0052.}}-, A1’2: AL;;: Ag’:;: o,

ol — (o P*) sin*p *<< z)
tangf \/(oc—&—@)cosy—l—]'-’ o:0<2 )

A=V(x —a)y+(y —b)+ (5 —c)2cos’p,

o ) (h—oax—pBy —y5)(h—aa—(3b—yec)
Aﬁ—\// Ad+4 (o>~ PB2) cos*p -+ 72

Ai=2[B(z—a)—a(y — b)][(a>+ B?) cos? . + y?] sin

+2(a?+ PB2)[2h —a(z+a)—B(y +b) —y(z+ c)]|sin*pLcosp.,
A, =[2h—a(x+a) —B(y +b)— (s + c)] cosp.

—[B(x — a) — a(y — b)]sinp.

2
cos? i,

En posant encore

IF(L):Z;L,

la fonction de Green de notre probléeme est (pour p. réel)

6) H(P, Q):[ W (A,)+W(A,) cos (26) — A, f ’ qf'%/_“ ;‘:’;f)dt] cos s

(1) Journ. de Math., g série, t. 18, 1939, spécialement Chap. I, § 4.
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P désigne le point (z, y, 3), et Q désigne le point (a, b, c); on a
d’ailleurs cos(20) = (a*+ (3?) cos(2y.) + y*. La fonction ¢ cherchée,
qui existe et est bien déterminée, est

(3) (2)
7 yey=—{ H(P,Q)f(Q)dfwf H(P, Q)9 (Q) dag,

ou I'intégrale triple est étendue a la région (1), et I'intégrale double
au plan (2).

Nous établirons que tout cela subsiste quand u est imaginaire,
moyennant les conventions suivantes :

1° A chaque radical est attribuée la détermination dont la partie réelle
est positive; nous excluons donc les cas ot un radical porterait sur un
nombre réel et négatif ou nul;

2° L'intégrale qui figure dans ’expression de H, est prise le long d’un
chemin complexe terminé par une paralléle au demi-axe réel positif; ni
au point A, ni en aucun autre point de ce chemin, A— A} —+1* ne
doit étre réel et négatif ou nul. D’aprés la premiére convention, nous
attribuons a VA2 — A% &~ ¢* la détermination dont la partie réelle est
positive. '

Notre démonstration comprend d’abord I'étude des points ou H,
considéré comme fonction de P, cesse d’étre défini. H est holomorphe
en tout point P ol, d’apres nos conventions, il est défini. Quand P
tend vers un point ou cette fonction n’est plus définie, il peut arriver
que H tende vers I'infini, ou qu’il tende vers deux limites distinctes,
suivant le chemin suivi par P. Nous étudierons seulement le cas ou Q
appartient au champ ou il faut définir ¢; ce cas est caraectérisé par
la condition aa + 36+ yc<h.

D’abord A ne doit pas étre réel et négatif ou nul. Or le coefficient
de 7, dans A}, est — 27" (5 —c)?sin(2p,)sh(2y,). Si w, , n’est pas
nul, ce coefficient'ne s’annule que pour z = c¢; mais alors A} se réduit
a(x—a)*+(y —b)*, qui sannule pour z —a=y — b=o0 et est
positif en tout autre cas. Si w, est nul, A} se réduit a

(. —a)*+ (y — b)*+ (5 — ¢)? ch*p,,

qui est réel et positif dans tout I’espace, excepté au point Q. Méme
Ann. Ec. Norm., (3), LVIIL. — Fasc. 1. 8
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conclusion dans le cas, traité antérieurement, ou W, est nul. Ainsi A}
n’est jamais négatif; il ne s’annule que quand P vient en Q. Le pointQ
est évidemment un point de discontinuité de H.

2. Sur certaines discontinuités de la fonction de Green. — Nous
devons maintenant étudier les points’oll A; est négatif ou nul. Nous
commencons par simplifier la question. : nous faisons tourner le
triedre Oyz autour de Oz, de facon que I'axe Oy devienne paralléle
au plan (2); ensuite nous imprimons & ce triedre une translation qui
ameéne O sur ce plan; alors le probléme est ramené au cas particulier
ou l'on a
(8) p=rh=o.

Dans ces conditions, le coefficient de 7 dans A2 est

IJA2=—[2"(z— )+ 4B(ax+ yz)(aa+yc)]sin(2py) sh(ap,),

en posant

2y?

(9 b= [ch(2p,) - c0s (2 pur) [Pt — 41— cos(2 ) ch (2 pa) o+ 4

Le dénominateur du second membre est le carré de la valeur
absolue de 2 — 2a?sin®p; il importe de remarquer que ce dénomi-
nateur reste supérieur a une fonction continue positive de ., ; nous
avons en effet

cos(2p) ch(2p2)21, dénom. 2 4,
{ ch?(2p,) + cos®*(2p,)<2, dénom.2[ch(2p,)+ cos(2py)]?
>4 cos* s,
sin(2py) sh(2p,) |2
ch(2ps) —cos(2py).
S 1+cos(2p.1)\/2_——cF(2m

= )

2

cos(zpi)ch(2p§)§1 ch®(2p,) + cos*(ap,) 22, dénom.g'[

on vérifie que la derniére limitation est la plus petite des trois, quel
que soit u,; elle est croissante par rapport a cos(2y., ), et elle tend
vers zéro avec cos(2, )+ 1. Donc, si w, s, est nul, A] est réel dans
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tout I’espace réel; si w, ., n’est pas nul, A} n’est réel que sur la
quadrique
(10) (z—c¢)+8B(ax+ yz)(aa~+ yc) =o,
qui est un plan double pour y(«a + yc)=o, et un cylindre parabo-
lique pour y(aa + yc)=£o.

Nous devons chercher parmi ces points ceux ou A est <o.

Nous avons I'identité

cosgp[a(w+ﬁ)+y(z+c)]2+[Y(x—a)—oc(z—c) cos? ]2
1— a’sin®p.

(11) A2= +(y—0b)~

Si .y e est nul, il en résulte que A} s’annule au point ou I'on a
a(z+a)+v(z+c)=Yy(x —a)—a(z —c)cos’p=y — b=o,
c’est-a-dire au point

aa—+ye y=b, s=c—27 aa—+yc

12) x—=a— 20 CO82 Y ———————, —_—
(12) . p'1——ot‘lsm‘-’y. 1—o?sin?p

et A; est positif partout ailleurs; on remarque que ce point est dans le
plan

aAx 45 =—aa—yc;

on trouve de plus que le cosinus del’angle entre la demi-droite QP et la

L. > _2008p
direction (a, o, Y) reste Z 1+ cos*p

\7; donc A] est positif quel que soit P
satisfaisant a4 (10), sauf au point Q, ou A} s’annule. Si I'on a
U ke (@ + yc) £ o et Y = o, 'équation (10) seréduit & z=c, et 'on
a alors A]=(x + a)>+ (y —b)*; donc alors A} est nul au point
symétrique de Q par rapport au plan ax 4 yz=o, et il n’est ni
~ négatif ni nul en aucun autre point de I’espace.

. Supposons enfin 1, u,y(aa + y¢) £ o, de sorte que la surface (10)
est un cylindre parabollque En posant

><). Si by o n’est pas nul, mais

2[1 4 cos(a ) ch(apa)]—[2 — ch*(aps,) — cost(2py)]a?

(13) A= [ch(2ps) — cos(ap)Pat— 41 —cos(zpi)ch(zp.z)]oﬂ-t—[;’

nous avons

(14) bh\ﬁi:(x_ a)y+ (y — b))+ 271 (5 — c)?[1+ cos(2p4) ch(2y,)]
+ 4A(ax +y3)(aa+ye), :
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d’ou, pour les points du cylindre (10),

(15) RAJ=(z—a)+(y —0)>+272(s—c)*{2+[ch(2ap,)+ cos(21)]*}
+2{2A + B[ch?(2p,) + cos*(2p)] } (ax + v5)(aa + ye).

Or nous avons

2A + B[ch?(2p,) + cos?(2py)]
- 4y +2[ch(2p,) + cos(2p4)]* .
" [ch(2pe) —cos(2py)Pat — 4[1— cos(2py) ch(ap,)|a+ 4’

cette grandeur est positive, car le numérateur est >8cos*p,.
D’aprés (15), A} n’est donc réel et négatif ou nul qu’aux points
du cylindre (10) qui ne sont pas extérieurs a un certain ellipsoide
entiérement situé dans la région (a2 + yz)(aa+ yc)<< o (il y a dans
le plan y=b deux points réels, ordinairement distincts, pourlesquels A}

\ Y ax—+ Yz
est nul). D’aprés ’homogénéité, les bornes du rapport ———— sur cet
: aa c

T
ensemble peuvent dépendre de 1, de « et de y, mais non deYa nide b
ni de c. D’aprés la continuité et la relation a®+ y>=1, ce rapport
reste compris entre deux fonctions continues négatives de . On
démontrerait de méme que, pour les points P qui rendent A réel et
négatif ou nul, I’angle entre la demi-droite QP et la direction («, o, )

reste in férieur a un angle aigu, fonction continue de ., quand aa + yc

est < o.

3. Autres discontinuités de la fonction de Green. — Nous devons
maintenant chercher pour quels points P réels le chemin suivant lequel
doit étre prise l'intégrale qui figure dans I’expression (6) cesse
d’exister. Nous continuons de nous ramener au cas ou 'on a (8).

Dans le plan de la variable complexe z, le lieu des points o
A2 — A2+ est réel est une hyperbole équilatére, dont les
asymptotes sont I’axe réel et I’axe purement imaginaire. Sur chaque
branche de cette hyperbole, A]— A +.¢* est négatif depuis le point &
infini dans la direction de I’axe purement imaginaire jusqu’au point
dont I'affixe a pour carré A2— A}; en ce point, A} — A+ ¢*s’annule,
et il est positif sur le reste de la branche. Il y a cependant exception
si A — A} est réel, cas ou I'hyperbole se réduit au systéme formé de
’axe réel et de I’axe purement imaginaire; si alors A2 — A3 est positif,
I'ensemble des points ou A] — A+ ¢* est négatif est la partie de 'axe
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purement imaginaire extérieure au segment limité par les points dont
le carré de I'affixe est A — AZ; si A2 — A2 est négatif, 'ensemble des
points ot A — A% +¢* est négatif se compose de I’axe purement imagi-
naire et du segment réel ouvert (— A7 — A2, AT —A2); si A2—A?
est nul, 'ensemble des points ou A2— A} #* est o est I'axe pure-
ment imaginaire.

Pour que le chemin auquel notre intégrale doit étre étendue existe,
il faut d’abord que A} — A? + 22 ne soit ni nul ni négatif a I'origine A,
de ce chemin; cela exclut I'ensemble des points ou A} est <o, ensemble
qui a été étudié dans le paragraphe précédent.

Cet ensemble étant exclu, notre chemin ne cesse d’exister que si
Al — A2 est <o et sien outre RA, est <o. En effet, si A— A?n’est ni
négatif ni nul, 'ensemble des points ou A — A} ¢ n’est ni négatif
ni nul est simplement connexe. Si A}— A} est <o, mais que RA,
soit > o0, la demi-droite issue de A, et parallele au demi-axe réel
positif est un chemin possible (les points ot 'on a 0 < A, <YAZ— A2
sont déja exclus, car A2y est <o). Donc, en dehors des points ol A}
est <o, 'ensemble des points pour lesquels notre chemin cesse
d’exister est I’ensemble des points ou I'on a a la fois

(16) J(AZ—A})=o, R(A2—A3)<o, RASLo.

Si 'on trace des coupures infranchissables le long des parties de
courbes ou A} — A+ 22 est <o, la fonction yAZ— A2 est holo-
morphe dans la ou les régions ainsi déterminées. Comme ces régions
sont simplement connexes, la facon dont la fonction intégrée tend
vers zéro quand ¢ s’éloigne indéfiniment dans la direction du demi-
axe réel positif nous assure que l'intégrale ne dépend pas du chemin
chotst. Cette intégrale est fonction holomorphe de x, de y et de z.

Nous trouvons

2J(A2— A2)=sin(2p,) sh(2p.,)
< :[a(x—ka)—l—y(z—l—c”?—— a(y —b)*— (s —¢)*—8B(azx + v3) (oza—i—'yc)}
“+2cos(2p)sh(ap)a(y —b)|a(z+ a)+y(5+ )]
=sh(ap,)sin(ap)[a(x+a)+y(z+c)+a(y —b)cot(2p,) — 4B(aa+ yc)]?
__ sh(2p,)
sin(2 W)
+ 8Bsh(2p,)sin(2p)[1—2Bsin?(2p,) |(aa+ ye)2

[ae(y —b) —2Bsin(4py) (e +yc)]2—sh(2pe) sin(2p,) (5 — ¢)®
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Nous constatons que si p,x est nul, AJ— A} est réel dans tout
I'espace (pour a=o0, on a 2B=1). Si u,a n'est pas nul, nous
devons remarquer qu’on a »

”Ch(2pg)—cos(2p1)]otg+2C05(2PL1):2 >0;

1—2Bsin*(2p,) = [ch(2ps) —cos(apy)Pa* — 4|1 —cos(2 ) ch(®p,)]or+4 =

la nature de la quadrique J(A;— A?)=o pour w,« non nul résulte
alors du tableau suivant : ‘

1o, systéme de deux plans réels et distincts, qui se coupent,

; Y(ea—+ye)[1—2Bsin(ap,)] =o, cone réel,

0

1 Y(aa+ye)[1—2Bsin®(2p,)] 7o, hyperboloide a une nappe.
Nous devons voir en quels points de cet ensemble les deux derniéres

conditions (16) sont remplies. Remarquons I'identité

(17) (1—oa2sin?p)(A3— A)
:{(1—— atsin®p)(y — b))+ asinp.cospfa(z+ a)+ Y(z + c)] }‘2
+ [Y(z —a) —a(s—c)cos*p ]2

Si ., est nul, A2— A? est nul sur la droite réelle

T (r—oa?sin?p) (y — b) +asinpcospa(x+ a)+v(z+ )]
=y(x—a) ——'oc(z — c¢)cos’p=o,

¢’est-a-dire la droite qui passe par le point (12) et dont les coefficients
de direction sont ‘@ cos®w, —asinpcosy. et v; le cosinus de I'angle
entre cette direction et la direction (o, 0, ¥) est y'1 — o® sin?® .2 cos .
Le cosinus de l'angle entre la méme direction et la direction
(o cosw, —asiny, ycos ) perpendiculaire au plan A, = o est

cosp. 5 _2cosp
V(1 — asin®p) (1 — y¥sin?p) ~ 1+ cos*p

Nous savons d’ailleurs, par le travail cité dans le paragraphe 1, que
la demi-droite ou A, est négatif a pour origine le point (12), et qu’elle
appartient a la région ax + vz >0 si aa - yc est So. Au point (12),
A2 — A2 et A, sont nuls. En aucun autre point de ’espace, A] — A?
n’est négatif ni nul.
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Pour o = o, nous avons
A —AN2=(y — b))+ (x — a)?, Ay=—17(z+ c)cosp.

Nous voyons que A2 —A? est nul sur la droite z —a =y —b=o,
perpendiculaire & ax + yz=o, et est positif partout ailleurs. La
demi-droite ol R A, est négatif a pour origine le point symétrique de P
par rapport a ax +yz=o, et elle est située dans la régionax + vz >o0
quand aa + yc est So (d’ailleurs A, est nul, de sorte que l'intégrale
est inutile dans ce cas pour former H).

Etudions encore le cas ou p., est nul, x,« ne I’étant pas. On a alors

IJ(A;—A}) =ash(ap)(y — b)|[a(x+a)+y(z+c)].

Si a(x + a) + y(5 +c) est nul, RA, I'est aussi; A est réel et positif,
sauf au point (12), ou il s’annule; A3 — A} est donc aussi positif,
sauf au point (12) ou il est nul; le point (12) est donc le seul point
cherché qui soit dans le plan a(x + )+ y(z +c¢)=o, et il est aussi
dans le plan y =b. Les autres points cherchés sont tous dans ce
plan y =b; or nous avons dans ce plan

(14 a?sh?p,)(A3 — A}) =— a?sh®p, ch?py[a(z +a) + y(5+¢))?
+[¥(z —a) —a(s —c) ch*py?,
Ay=—[a(z+a)+y(z+c)| chp,.

La région de ce plan ot 'on a R(A]; —A})Zo et RA,So est donc
un certain angle dont le sommet est au point (12). Nous remarquons
I'tnégalité axx+yz>—aa—vyc. Les demi-droites issues du point (12)
et qui balayent I’ensemble des points considérés sont portées par les
droites
(y+sarshp,chp,)(x—2,) —achpy(chpy—syshuy) (s —3,) =o,
\ .
ol x,, bet z, sont, pour un instant, les coordonnées du point (12), et

ou sest un paramétre réel qui variede — 1 a 1; en effet, pour s==+1,
nous avons les deux droites qui portent la frontiere de I’angle con-
sidéré; la valeur s =oo correspond 4 la droite A,= o, qui ne contient
de notre angle que le sommet; ce n’estdonc pas quand sdécroit de — 1
a I'infini puis de I'infini 4 1 que nos droites balayent 'angle; c’est
donc quand s croit de — 1 a 1. Or le cosinus de l’angle entre la
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direction (o, o, v) et la droite dont le paramétre est s, est

o2 ch'l H“Z_'_ Y‘_’

Vs2a? sh?p, ch?py — 250y sh? gy ch gy 4+ y2 + o* chi ., ;

sa valeur minimum s’obtient en donnant i s une des valeurs =1, de
facon que syw, soit <o; ce minimum est une fonction continue de y et
de w,, etil est toujours positif; quand set y varient de —1 a 1, notre
cosinus atteint donc un minimum positif, qui dépend continttment
de 11,. Si aa + yc est négatif et si nous posons pour un instant

]

—=x,— achp, (chp,— syshp,) (aa—+yo)u, y=b,
2 =5y— (Y +satshp,chp,) (aa+ ye)u,

nous avons tous les points P qui remplissent les conditions (16) en
donnant a s toutes les valeurs de — 1 a 1, et & u toutes les valeurs 2o;
le cosinus de I'angle entre la'demi-droite QP et la direction («, o, Y)
est toujours positif, il dépend continument de y.,, de v, de s et de u
et est indépendant de a, de b et de ¢, et, quand u augmente indéfi-
niment, il tend uniformément vers la fonction de w,, de y et de s qui
vient d’étre étudiée. Donc le cosinus de U'angle entre QP et la direction
(a,0,7) reste supérieur a une fonction continue positive de y.,. Cette
conclusion subsiste si «a + yc est nul, car alors le point (12) coincide
avec Q.

Abordons enfin le cas ou W, u,« n’est pas nul. Comme dans les cas
précédents, nous devons étudier le signe de ax + yz et limiter supé-

A oax 4+ Yz , . . . N
rieurement le rapport ATy etl’angle de QP avecla direction(a, o, ¥)
quand les conditions (16) sont remplies. Sur la surface

(18) J(A— A2)=o,

qui est un cone réel ou un hyperboloide 4 une nappe, les condi-
tions (16) définissent une région, pour une partie de la frontiére de
laquelle on a A}— A}=o. D’aprés I'expression (17), les points P
qui remplissent cette condition appartiennent soit au plan imaginaire

(19) asinpcospa(z—+a)+v(s+c¢)]
+ (1—oa?sin?p) (y — b) —iy(@x — a)+ iacos’i(z — ¢) = o,

soit au plan qui s’en déduit en remplacant « et y par leurs opposés.
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Le lieu des points réels du plan (19) est donné par les équations

asin (2p)ch(ew)[alz+a)+ y(z+c¢)]
+[2 —a*+a2cos(2pi) ch(2ps)] (¥ — b) +- asin(2py) sh(2p,) (2 —¢) = o,
acos(2py)sh(ep)a(x+a)+y(z+c)]—asin(2p)sh(2p,) (y — b)
—ay(x—a)+a[1+cos(2py)ch(21:)] (2 —c) =o;

on peut vérifier que ces équations déterminent une droite, de sorte
que le plan (19) est vraiment imaginaire.

Les deux systemes de génératrices rectilignes de la surface (18)
sont donnés par les équations

[a(z+a)+y(5+c)]sin(2p) +2a(y — b)cos?py — 16 B(aa + yc) sinp cos?py
[eh(2ps) — cos(2my) o+ 2 cos(2 )
ch(2 ;) — cos(2py) 2 |a* — 41— cos(2 ) ch(2py) Ja> + a(aa—l—yc) }’
s{[a(z+a)+y(z+c)|sin(2py) —2a(y — b)sin?p, —16B(aa + yc)sin®p, cospy |
[ch(2p,) —cos(2py)]a?+ 2cos(2p,)
ch(2ps) — cos(2apy) ot — 41 — cos(2 ) ch(ap:) a2+ A(Wl—'—Yc)}’

:ssin(2p1)§z—ci[p([

=sin(2 ) %z —CcF AY[

ou s est un parameétre, et les signes supérieurs donnent un des sys-
temes, et les signes inférieurs I'autre systéme; quand la surface (18)
est un cone, la coincidence des deux systémes est immédiatement
visible. Or les deux droites réelles définies par I’équation A} = A? sont
situées sur (18); nous trouvons qu’elles sont du systéme correspondant

aux signes inférieurs; ces deux droites s’obtiennent en prenant
__Yia‘lshpgchpg

d T2+ atch?y,

» le signe inférieur correspondant a (19); ces deux
27 = a?sh(2p,)
1+ Y4 a*ch(2p,)

entre —1 et 1, d’apres les inégalités

valeurs, qui s’écrivent aussi » sont comprises

2|v|Sr+y? et |sh(2y,)] <ch(2p.).

Quand p., tend vers zéro, ces deux valeurs viennent se confondre;
mais, pour t,=o, A]J— A} est réel et positif dans tout I’espace, sauf
sur une demi-droite ou il est nul; c’est donc quand s croit de la plus
petite a la plus grande des valeurs précédentes que la génératrice
balaye la région (16), sans quoi, pour p,=o0, A} — A} serait négatif
ou nul sur la limite de la surface (18), limite qui est un hyperboloide
4 une nappe ou un cone réel. Calculons I’angle entre la génératrice
Ann, Fe. Norm., (3), LVIIL. — Fasc. 1. 9
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de paramétre s et la direction (o, 0, v); nous supposons que s est com-
pris entre les deux valeurs extrémes trouvées. Les coefficients de
direction de la génératrice sont

2[sy —1+ (1—s?)sin?p ], (1 —s*)sin(2p,), — 2so.

Il importe de remarquer que les quotients de ces trois nombres par «
sont bornés quand ., est borné; en effet nous avons pour les valeurs
extrémes de s

chp,=yshpy,
T o ch? ’

Yshpoo chps

— —a2chpu,
1—sy=oa2chpu, T+ achiy,

Y—s—=o?shpu,
les valeurs relatives aux génératrices intermédiaires sont intermé-
diaires entre celles qui correspondent aux génératrices extrémes, et,
d’aprés I'identité
~ I—s?=1—sy+s(y—s),

notreassertion enrésulte. Le cosinus de I’angle entre le sens déterminé
par ces coefficients sur notre génératrice et la direction («, o, v) est
donc le quotient de

20[sY— 14+ (1—s?)sin?py | —2asay = — 20(cos? iy + s sin® .y )

par le produit de || par une fonction bornée positive; la borne infé-
rieure de sa valeur absolue est donc positive. Le cosinus de ’angle entre
le méme sens de notre génératrice et la direction

(— ot cospy, asinpy, — Y COSpy),

perpendiculaire au plan ®R A, = o dans le sens ot RA, croit, est le
quotient de

200 COS Py (€OS% Py 4 $28in? g ) + o (1 — s2) sinpy sin(2 ;) = 20 cos .,

par le produit de |« | par une fonction bornée positive; la borne infé-
rieure de la valeur absolue de ce cosinus est positive. Puisque les signes
de ces deux cosinus sont opposés, nous en déduisons que si P suiz une
quelconque de ces génératrices dans le sens ol ax vz croit,
RA, décroit.

Etudions la partie de la frontiére de (16) ou I'on a ®RA, = o, ce qui
entraine JA2==oet RA}<o. Comme nousavons aussi J(A; — A2)=o
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et R(A;—A3)<o, nous en déduisons JAZ=o0 et RAILo. Cette
partie de frontiére appartient donc a 'ensemble étudié dans le para-
graphe 2. Donc, si aa + yc est négatif, cette partie de frontiere est
telle que aar + vz reste supérieur au produit de «a -+ yc par une fonc-
tion continue négative de 1.; si wa -+ yc est nul, cette partie de fron-
tiere contient le point Q, mais tous ses autres points appartiennent a
la région ax + vz > o. ‘

Or, d’aprés ce qui précéde, nous avons tout ’ensemble (16) en
menant par chaque point de cette partie de frontiére, dans le sens
ol ax + vz croit, la demi-génératrice qui est du méme systéeme que
les génératrices extrémes; si la surface (18) est un cone réel et que
son sommet annule R A,, 'ensemble (16) est constitué par toutes les
demi-génératrices issues de ce sommet et dont le paramétre s est com-
pris entre les paramétres des génératrices extrémes. Dans tous les cas,
le seul point de I’ensemble (16) qui appartienne au plan ax vz =oest
le point Q, quand ce dernier appartient a ce plan; pour aa + yc <o,
ax 73 est supérieur au produit de aa + yc par une Jfonction continue
négative de 1. En raisonnant comme dans le cas ou y, est nul, nous
pouvons établir aussi que le cosinus de U'angle entre QP et («, o, ¥)
reste suvérieur a une fonction continue positive de p..

Remarquons que ces conclusions sont valables méme dans le cas
ou u, ko est nul, et qu'elles s’appliquent aussi a4 I’ensemble étudié
dans le paragraphe 2. Elles s’appliquent donc a tous les points P
ou H(P, Q) est discontinu, en dehors du point Q.

St l'on échange les roles de P et de Q, les mémes conclusions restent
valables, car on obtiendrait le méme résultat en remplacant p. par — p.

4. Limitation de la fonction de Green. — D’aprés I'étude préce-
dente, si P appartient au champ (1), la seule discontinuité que
posséde la fonction LI(P, Q) quand Q varie dans le méme champ, est
située en P. Le produit de H(P, Q) par la distance PQ entre les deux
points est borné, nous allons le voir. Il suffit de traiter le cas ot ax + vz
est < o.

(’est tout d’abord évident pour le premier terme du second membre
de (6), car, quand Q varie sur une sphére de centre P et de rayon
donné R, [ A, |[R~" est continu et ne s’annule pas, et par suite sa borne

. 9.
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inférieure est positive; or, d’aprés ’homogénéité, cette borne est indé-
pendante de R, et elle est évidemment indépendante du point P.

Une légere modification de ce raisonnement s’applique au deuxiéme
terme du second membre de (6) : sur une sphére de centre P et de
rayon donné — (ax -+ yz)s, ou s est un paramétre positif,
Al (ax + y3)~?s7? peut s’écrire pour un instant

Fi(u, ¢) +Fao(u, 0)s'+ Fy(u, v)s2,

ou u et v sont deux parameétres qui fixent la direction de la demi-
droite PQ; les fonctions complexes F,, I, et F, sont continues, et

. .y cos*y .
méme la derniére F, est la constante [‘——ﬁ——, qui n’est pas nulle;
I—o- Slﬂ"]J.

donc la valeur absolue de cette somme augmente indéfiniment quand s
tend vers zéro; comme cette somme est continue pour s == o, et qu’elle
n’est jamais nulle pour s<1, la borne inférieure de sa valeur absolue
est positive. Il en est de méme quand i, ¢ et s varient dans I'ensemble
fermé pour lequel s reste 21 et aa + ycreste <o, car cet ensemble est
borné quand on y prend s-' comme variable au lieu de s, et notre
fonction y est continue et non nulle, méme pour s~' =o.
Soit s, un nombre positif supérieur au maximum de

VAT — A2 (o +y2) |

quand PQ est <— ax— y3z. Le troisitme terme entre crochets, au
.second membre de (6), peut s’écrire

— A f dt
b=y \az_Air e

5 —$1(AX+Y32)

_F A“f S -+ fonction bornée

8w VA — AT ¢
- — A, —kA“l —si(ax+v5) VAT — A2+ 53 (ocr—|—‘)z)
T4mA (A + AY) 37 A, + A,

—+ fonction bornée,

pourvu que PQ soit <—oax—y3z. Or la somme A,+ A, ne s’annule
en aucun point Q de la région aa 4 yc<o quand on a ax + yz <o,
car R A, est positif et nous avons vu que les conditions A}— A} =0
et wa -+ yc<o entrainent R A, >0 (8 3). 1l existe une constante posi-
tive K, telle que la valeur absolue de cette somme reste >—K, (ax—+732)
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quand Q varie dans la sphére de centre P et de rayon —ax—yz. Il en
résulte déja que la partie de notre expression ou figure un logarithme
est bornée pour ax -+ yz borné. Comme d’autre part la condition
PQ<—ax—vyz entraine |A,|<<—K,(az+73), ou K, est une certaine
constante, nous voyons que le produit de notre terme par PQ est
borné pour PQ<— ax — yz. Mais sur une sphére de centre s et de
rayon — (ax + yz)s (s21), le produit du méme terme 'par (xx + y3)s
ne dépend que de s et de deux paramétres « et ¢ qui fixent la direc-
tion PQ; 1l est continu par rapport as~', au et 4 ¢, méme pour s~' =o,
quand ces trois variables sonttelles que aa + yc soit <o; donc ce
produit est borné. Notre démonstration est achevée pour ce troisiéme
et dernier terme, car sa valeur absolue décroit quand on multiplie x,
¥, 3,"a, b et ¢ par un méme facteur > 1.

Quand PQ augmente indéfiniment, P et Q variant dans (1), la
fonction de Green et ses dérivées de tout ordre par rapport aux coor-
données de P et de Q admettent le méme type de limitation que dans
le travail cité (loc. cit., 1, § 2), c’est-a-dire que la valeur absolue de
toute dérivée d’ordre p>o vaut O(4"<')exp(—viPQ), ol v est une
constante positive et O est le symbole de Landau (*).

Soit v, une constante positive telle que xa +ycreste >—v,(ax—+7v3)
en tout point Q autre que P ou H n’est pas défini. Soit encore w un
angle aigu supérieur a 'angle de PQ avec (a, o, Y) pour le méme
ensemble. Alors on peut changer les constantes qui figurent dans nos
limitations de facon a obtenir des limitations valables quand ou bien
aa-+ye est <—v,(ax+ vz), ou bien I'angle de PQ avec («, o, Y)
est 2 w.

5. Solution du premier probléme préliminaire. — D’apres ces résul-
tats, les opérations indiquées au second membre de (7) sont possibles,
et la fonction ¢ ainsi construite est continue dans (1). On prouve,
comme antérieurement (loc. cit., I, § 3), qu’elle s’annule a l'infini.
- Il nous reste a établir les relations (3) et (4), a établir que les dérivées
de Y s’annulent a U'infini, et & prouver qu’aucune autre fonction ¢ ne
remplit toutes ces conditions.

(1) y = O(%) signifie que yz—! est borné.
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L’existence et la continuité des dérivées de ¢ en tout point de
’ensemble (1), et 'existence et la continuité des dérivées secondes en
tout point intérieur a cet ensemble se démontrent comme les proposi-
tions analogues relatives aux équations du type elliptique (*). Le fait
que les dérivées de ¢ s’annulent a I'infini s’établit aisément ensuite.

Le fait que ¢ satisfait & I’6quation (3) se'raméne & prouver que,
si @ est un domaine spatial borné dont la frontiére est S, et si I'on
pose pour un instant

1 cosp dry

U(P)=— hrA (P, Q)

0]

on a, en tout point P intérieur a M,

PU U U
ox? 0y* ER =t

Orle premier membre de cette relation est, d’aprés les raisonnements
classiques,

® e, — 2 b—y 4 — 3
COSH]; Qe e ib e ems),,

ou ¢,, ¢, et ¢, sont les cosinus directeurs de la normale a 8 dans le
sens sortant de ®. Sous le signe d’intégration, le coefficient de do, est
le produit de
(a—x)er+ (b —y)eo+ (¢ —3)cy

par une fonction positivement homogéne et d’ordre — 3 par rapport
da—x,2b—yetdc—z;comme,dautre part, S n’a pasde frontiére,
nous ne changeons pas le résultat si nous déformons S dans 'espace
complexe sans rencontrer aucune singularité de la fonction intégrée ;
il faut seulement remplacer ¢, do par d(b, ¢), et semblablement pour
¢, da et pour ¢; da, et prendre S dans le sens qui se déduit par conti-
nuité du sens initial (?). Nous en profitons pour remplacer S d’abord
par une sphére de centre P et de rayon un. A chaque point (a, b, ¢)

.

(") Ann. scient. Ec. Norm. sup., XLIII, 1926, p. 1-128, spécialement Chap. II, § 4 et 5.
La continuité des dérivées premiéres sur le plan (2) s'établit comme pour le potentiel
newtonien de simple couche; voir, par exemple, Ann. scient. Ec. Norm. sup., XLIX, 1932,
p. 1-104 et 245-308, spécialement Chap. VII.

(%) Premier travail cité dans la Note précédente, spécialement Chap. I, § 11.
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de celle-ci, nous faisons correspondre un point (a, b, {) en posant
c=z+({—35)(1—s~+scosy),
ou s est réel, positif et <1; le point (a, b, {) est sur la variété
(a—x)+(b—y)» P+ ({—5)(1—s+scosp)’=1,
et (a —x)*+ (b—y)*+ ({— z)*cos?w n’est jamais nul, sans quoi
'on aurait :
(¢ — )2 [(1— s+ scosp)*— cos? ] == (1 — s + S COs )2,
ce qui estimpossible, car ou bien I'argument de (1—s+scosp)cos™'u,
. -, . T M e . )
qui est toujours compris entre — — et —» limites exclues, n’est pas nul,

ou bien cosy. est réel, mais dans ce dernier cas (¢ — z)?* devrait étre
>1 pour w réel, et < o pour u purement imaginaire. Donc, quand s
varie de zéro & un, notre surface se déforme de facon a ne jamais
rencontrer de singularité; sa position finale est sur la variété A, =1,
et { — z est partout le produit de cos™' i1 par un nombre réel. Rempla-
¢ons a —x, b—y et L — z par a, b el c; notre intégrale est égale &

cosp.hft‘-’)ad(b, c) + bd({;} a)+ cd(a, b),
étendue a’'ensemble ou a et b sont réels, et ou ¢ estle produit de cos™' .
par un nombre réel, et ou 'on a @*> + b* + ¢* cos* . =1; cet ensemble
est pris dans le sens associé a celui que déterminent les partiesréelles
de a, de b et de c sur 'ensemble de tous les points déduits du champ
d’intégration par des homothéties de centre O et de rapports réels,
positifs et < r. Le changement linéaire complexe de variables qui
revient & remplacer ¢ cos . par ¢, nous rameéne au cas particulier ou p.
serait nul; le résultat est donc un. C. Q. F. D.
Le fait que ¢ remplit la condition (4) se raméne & prouver que si
est une région bornée du plan ax + ys =o, et si P tend vers un point
intérieur a @ en restant du coté ax + vz < o, et si I'on pose

(2) 2 a1 2
__cosp 1— a?sin?p A,
V(P)= hm gy [2 AL +A1(A1+A,,)]dao’
I’expression
o ﬂ + v v cos™iu — o -0—Y tan
ox !0z H gy ner
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tend vers un. Or, pour ax + vz < o, cette expression est

—cosp [ax+ vz
2m Af
a

dO‘Q.

Prenons la position-limite de P comme origine des coordonnées.
Déformons @ dans le plan complexe aa + yc=o0, sans changer sa
frontiere, mais de facon que pour tous les points Q assez voisins de O,
¢ soit le produit de cos~' w par un nombre réel; cela ne change pas
notre expression, si du moins nous I’écrivons

— Ccos . Dz d(b, ¢)+zd(a, b)
2T A3 ’

a condition de respecter le sens choisi sur la variété d’intégration ().
Remarquons que la limite de la partie d’intégrale qui provient d’une
région ou la borne inférieure de |A, | est positive, est nulle; cela
raméne la question au cas ou, dans tout le champ d’intégration, c est
le produit de cos™' . par un nombre réel. Le changement de variables
qui revient 2 remplacer ¢ cos par ¢ et z cosp. par z, nous raméne au

ca® ol . serait nul; il est vrai qu’alors z n’est plus réel, mais,

cos , .. . . N .
£ étant positif, comme on le voit par continuité a partir

xd(b, c)+zd(ab)
Va(b, cy+d(c, ap+d(a, br
» a sa partie réelle négative, et, puisque

du cas ou vy serait nul, il en résulte quer

(tx + yz)cosp
RA, est positif, le raisonnement ordinaire montre que la limite
est un. ~ C. Q. F. D.
Enfin le fait qu'une seule fonction remplit toutes les conditions du
probléme s’établit en appliquant la formule de réciprocité, a savoir

transforme de

(3) (2)
(20) f (WgT_TfiW)df:f (WOT — TZW) do,

ou Wet T sont deux fonctions de (z, y, 3), F Y est le premier membre
de (3), O est le premier membre de (4) dans lequel «, 3 et y repre-

(1) E. Picarp et G. Stmart, Théorie des fonctions algébriques de deux variables indé-
pendantes, spécialement t. I, Chap. III, section 1. La méme propriété est établie dans le
passage cité dans la note précédente.
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senteraient les cosinus directeurs de la normale extérieure a la fron-
tiere d’'un domaine spatial donné, et 'opération Z se déduit de © en y
remplacant p. par — ., en appliquant, disions-nous, cette formule aux
fonctions 4(Q) et H(P, Q), relativement au point Q, daus la partie de
la région (1) qui est intérieure 2 une sphére infiniment grande de
centre O et extérieure 2 une sphére infiniment petite de centre P. Cette
formule, ainsi appliquée, conduit & 'expression (7) de la fonction ¢.

6. Second probléme préliminaire. — Soit @ un domaine borné
(ensemble ouvert connexe) dans I'espace, et soit S sa frontiére, qui
peut étre formée de plusieurs parties sans point commun deux
deux. On suppose chaque point de S intérieur & une région ou les
coordonnées d’un point courant s’expriment au moyen de deux para-
metres par des fonctions dont les dérivées existent et remplissent des
conditions de Lipschitz, et dont les trois déterminants fonctionnels ne
s’annulent nulle part ensemble; un nombre fini de telles régions doit
suffire pour tout S, et il ne doit y avoir aucun point double. Soient a,
B et v les cosinus directeurs de la normale en un point courant de 8,
dirigée dans le sens sortant de @. Soient f une fonction complexe
donnée d’un point de M + 8, et ¢ une fonction complexe donnée d’un
point de §; on suppose que ces deux fonctions remplissent des condi-
tions de Lipschitz. Nous allons étudier le probléme suivant, ot pa la
méme signification que dans le paragraphe 1 :

Construire une fonction  d’un point de )+ 'S, continue ainsi que
ses dérivées dans D + S et deux fois continiiment dérivable dans 0,
remplissant en tout point de 3@ la condition

| Py ey P B . .
(2]) -0_&7‘*—5‘;;4{_%(:05 y.—kgl.l)__f (/(pOSltldeﬂﬂe),

-

et en tout point de 'S la condition

dq" ()4/ —32 <] d o
oy —+—Yd—zcos p+<@53—0 ——0!5)-,>ta“uH—CP'

(22) a z% + 8
Nous traiterons cette question par une méthode qui réussit dans le
cas particulier ou . est réel (loc. ciz., Chap. II).
Nous commencons par construire une fonction w(Q) qui jouisse des
propriétés suivantes :
Ann. Ec. Norm., (3), LVIIL. — Fasc. 1. ' 10
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1° west continu dans M+8, et ses dérivées existent et remplissent
des conditions de Lipschitz;

2° west nul en tout point de S et positif en tout point de @

3¢ la dérivée de v suivant la normale 4 S n’est nulle en aucun
point de 8. ‘

Voici une méthode pour construire une telle fonction w, mais la
fonction ainsi obtenue peut étre remplacée par toute autre qui jouisse
des propriétés exigées. Placons, pour un instant, ’origine O des coor-
données en un point donné de &, 'axe Oz étant dirigé suivant la
normale intérieure & @. Les coordonnées a, b et ¢ d’un point courant
de S satisfont 2 une équation

(23) c=®(a, b)

dés que a et b sont assez voisins de zéro, ® étant une fonction dont les
dérivées existent et remplissent des conditions de Lipschitz; nous
attachons alors au point actuellement pris pour origine la fonction
w*(a, b, c)=c—®(a, b). En outre, nous attribuons un poids i cette
fonction : soit, pour un instant, R une longueur telle que la rela-
tion (23) soit valable pour ya*+ 6*<R, et qui soit inférieure a la
distance entre I'actuelle origine des coordonnées et tout point de S
dont les coordonnées ne satisfont pas a(23); alors le poids attribué a w*
en le pomt (a, b, ¢) sera (1—r2R2)? pour Va*>+ 0>+ c*=r<R,
et zéro pour 2 R; on remarque que les dérivées de ce poids remplissent
une condition de Lipschitz avec l’exposant un. Recommencons ces
opérations en un certain nombre fini de points de 8, de facon qu’en
tout point de @ + S assez voisin de S une au moins des fonctions w*
formées ait un poids positif; exprimons toutes ces fonctions o* a I'aide
d’un méme systéme de coordonnées. Comme il peut rester dans @ des
points ol aucune de ces fonctions s n’ait un poids positif, choisissons
un nombre fini de sphéres intérieures a2 @, de facon que chaque point
restant soit intérieur a au moins une d’elles; si R’ est le rayon d’une
de ces sphéres, le poids en tout point situé a une distance » du centre
sera (1—r*R'%)? pour r <R, et zéro pour r2R’; la fonction continue
positive a laquelle ce poids est attribué est choisie arbitrairement
(on peut la prendre constante); nous nommons aussi ¢* ces nouvelles
fonctions. Alors en tout point de @ + S une fonction ¢*, au moins,
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a un poids positif; nous définissons qu’en chaque point Q la fonction w
est la moyenne pondérée des fonctions ¢*. Une autre fonction v a été
indiquée dans le travail cité au début de ce chapitre, ou elle était
nommée — w (loc. cit., Chap. II, § 2).

Ayant formé une fonction w, nous posons, en tout pointQ de @+ 8,

ow ow ow
- 3

ow , dw ow
O(—-—"%, 6——-—%’ Y= Jo h_w—a%—b%——*C%-
Puis, dans les définitions des fonctions 6 et A, (§ 1), nous rempla-
cons les constantes «, 3, y et A& par les fonctions a(Q), 3(Q), Y(Q)
et ~(Q) qui viennent d’étre définies; nous en faisons autant dans les

définitions de A, et de A,, et nous divisons les résultats respectivement

————3 —
par ya* + B2+ v* et par yo*+ B* + y>. Nous nommons H,(P, Q) ce
~ quedevientla fonction H par ces remplacements. Soient maintenant s,

et R deux constantes positives assez petites. Nous posons

| , H, (P, Q) [w(Q)Swi],
o, ) ={ 22y, p )4 T (s yeosp [ w(Q)<ami)
W(A,)cosp [w(Q)22mw.];
i (p,q=| P FPPRIH(P, Q) (PQSR),
= (PQ2R);

PQ désigne la distance entre les deux points. R et w, étant assez
petits, on démontre les propriétés suivantes (loc. cit., Chap. I, § 4) :

1° H(P, Q) et ses dérivées premiéres et secondes par rapport aux
coordonnées de P sont conlinus parrapport a P et & Q quand ces deux
points appartiennent & @ + & et sont distincts;

“2° quand P et Q tendent vers un méme point-limite situé dans @,
le quotient de H(P, Q) par W (A,) cos . tend vers un;

3° en désignant par p et par v certaines constantes positives <1,
nous avons L

FH(P, Q):a O (PQer—3) (quel que soit PQ),
' O (k) PQp  e—virQ (pour APQ >1);

OH(P Q):§ O (PQe—2) (quel que soit PQ),
’ [ O(k%)PQe+te—ViPQ (pour APQ >1);
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F{ et O désignent les premiers membres de (21) et de (22), et ces
“opérations portent ici sur P.

Si alors nous cherchons la fonction inconnue { parmi les fonctions
: @ g
03)  4P)=—[ HP, Qu(Qdq+ [ HP, Q)e(Q)dsy,
L7} s
ou u et ¢ sont deux fonctions inconnues, les équations (21) et (22) se
traduisent par le systéme d’équations intégrales

~(3) (2)
(24) w(P)— [ FHP, Qu(Q)dsg+ [ HP, Q)e(Q)drg=1(P),
(0] s
(3) (2)
(25) o(P)— [ O H(P, Qu(Q)dsq+ [ OH(PL, Q)0(Q)drg=5(P1).
, @D s

dont la premiére doit étre satisfaite quel que soit P dans @, et la
seconde, quel que soit P, sur 8. On démontre que ce systéme obéit
aux théorémes de Fredholm (loc. ciz., Chap. II, § 5). Si w varie dans
un ensemble borné et fermé, en tout point duquel on a |2y, | <=, ce
systéme a une et une seule solution dés que la constante positive £ est
assez grande (loc. cit., Chap. II, § 6). Quand ce systéme a une et une
seule solution, on a

(3)

12) ,
(6)  4(P)=—[ G(P, Q)AQ)dr+ [ G(P,Q)e(Q)dm,
S

@D

ou G est ce qu'on nomme la Sfonction de Green du probléme (').

(1) G(P, Q) est holomorphe par rapport aux coordonnées de P et de Q quand ces deux
points appartiennent & @ et sont distincts. Pour limiter ses dérivées jusqu’a 'ordre n—r,
et pour trouver des cas ou les dérivées d’ordre n — 2 restent continues sur &, nous
pouvons remplacer la premiére fonction w* du texte par celle que définit I'équation

. (2
T
* ___P_._.
2n T (g)w

) : -
O(x, y) (@ —ay—+ (r—b)7

w*

=< logg—1 Iz, y)=c,
S e e > R

ol les constantes p et ¢ remplissent les conditions p > net g 2 n, et lintégrale est (tendue
au champ (zr —a)2+ (y — b)2<< w*2; pour w*=o, le premier membre se réduil a
® (a, b) el sa dérivée par rapport a w* est égale a un, de sorte que la fonction impli-
cite w*(a, b, c) est bien définie. En outre, le poids sera remplacé par (1 — r2R—2)n+1,
et les définitions de Hi, de H, et de H seront modifiées de facons analogues.
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On peut établir que si £ est assez grand, on a non seulement
(27) FpG(P,Q)=0 et 0 G(P,, Q)=o,

mais aussi, quels que soient Q dans @ et Q, sur S,
(28) FoG(P, Q)=0 et ZG(P, Q,)=o,

ol 'opération Z se déduit de © en y remplacant p. par — p. Pour cela,
on forme la fonction de Green relative aux opérations & et Z, et I’on
applique la formule de réciprocité (20).

En appliquant alors la formule (20) aux fonctions ¢(Q) et G(P, Q),
relativement au point Q dans le champ @, on prouve quesi £ est assez’
grand, la fonction ¢ exprimée par (26) est laseule solution du probléme.

Dans les cas ou la compatibilité du systéeme [(24), (25)] est dou-
teuse, soit £, un nombre positif assez grand pour que, en remplacant &
par k,, la fonction de Green G, correspondante existe et jouisse des
-propriétés analogues a (28). Alors on peut poser

(3) (2)
(29) ¢<P>::—f G1<P,Q)u<Q>er+f Gi(P, Q) ¢ (Q)dsg;
@D S

l’t’zquation (22) estalors satisfaite quelle que soit la fonction inconnue «,

et ’équation (21) se traduit par
@

(30) u(P) — (ki— k) G (P, Q) u(Q)drg
@
@

=f(P) = (ki —=&) | G:i(P, Q) (Q)da,.
S

Le probleme est alors équivalent a ’équation (30) : si cette équation
est incompatible, le probléeme I'est aussi; on peut ajouter qu’a deux
solutions distinctes de (30) correspondent deux fonctions { distinctes.
De la résulte aisément que si G existe, cette fonction jouit toujours des
propriétés (28).

Remarquons enfin que la fonction G est holomorphe par rapporta .,
excepté pour les valeurs telles que le probléme soit incompatible ou
indéterminé; ces derniéres valeurs de p sont des poles pour G.

7. Equations du probléme des petits mouvements. — Nous abordons
enfin le probléme des petits mouvements, sous la forme oll nous
I'avons amené dans le Chapitre I. Nous supposons que A varie sur un
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ensemble tel que la borne inférieure de la valeur absolue de la diffé-
rence entre A et les nombres de I'intervalle réel (— 2w, 2w) soit posi-
tive; nous n’étudions donc pas les mouvements qui admettraient une
plus courte période au moins égale a la moitié de celle de la rotation.
Nous posons alors

(31) Atangp = 2/w,

et nous choisissons pour =, + 7y, la détermination telle qu’on
ait 2|, | <m (sans egallte) Alors I'équation (4) du Chapltre I
~devient

02y 0*y
(32) ox* - dy‘l 032

cos—*p —=o,

et opération © du Chapitre I se confond avec celle du paragraphe pré-
cédent. Nous désignons par @ le domaine occupé par le liquide
homogéne dans la position d’équilibre, et par S lasomme de la surface
libre d’équilibre, S(2), et de la surface d’équilibre du noyau, S(r).
Nous choisissons la constante positive £ assez grande pour que la
fonction de Green de notre second probléme préliminaire existe quel
que soit A dans ’ensemble donné; c’est possible, car w reste borné et
la borne inférieure de = —2|u,| est ~>o0. Alors cette fonction de
Green G(P, Q; ) est holomorphe par rapport a . En posant @) =,
nous avons, d’aprés la formule de réciprocite,

(3) (2)
(33) MP):kﬂf G(P,Q;u)wmdrwf G(P, Q; p) »(Q) dog.
@D S

Alors I’équation (4) du Chapitre I est traduite par cette équation (33),
ou figurent les deux inconnues ¢ et ¢. Les équations (11) et (12) du
Chapitre I sont traduites par une équation

(34) o(Py)— f K, (Py, Q; p)¥(Q) dxg

sm2

Cn(P1) ‘I)(P1)

— Q b
sin? [J. sin? L

Hf Ks(P, Q; H)v(Q)a’cQ+2
ou P, est un point courant de §;les fonctions K, , K, et ® (qui difféerent
des fonctions ainsi nommées dans le paragraphe 6 du Chapitre I) et
les fonctions ¢, ont les expressions suivantes quand P, appartient
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aS(r):
K,=K,=o, o =hwla, cy =G, c;=hwy,
=40 (yy —Bs), cs=hw (s — Yx), ce=hw*(Bx — ay), ® —o;

quand P, appartient & S(2), les expressions de ces fonctions sont les
suivantes :

Ki(Py, Q5 p) =— ho?k* g G(Py, Q5 ), @=—fwig,

hw? 2 sin?
Ky(Py Qs p) = _?G<P“’Q;”)+Z&E@P_a% [Qsur S(2))
, et iG(P,, Q; p) [Q sur (1)),
ST R T A PP 1)
! g oz’ > g dy’ ST T o5
c:[‘wg(z&—y?&>a . c'v:[‘—&ﬂ(xdv1 —zd—v—i>,
T Uy 0z T g 0z ox
By o)
g\’ dz dy

Enfin ’équation (18 + m) du Chapitre | (m=1, ..., 6) se traduit
par I’équation

(34+”2) zam,n(H>9n+

—i—f()cp,nnpda—i— sin?p. - amvde =">bp (m=1, ..., 6),

S(1) S(2)

ou les b,, etles ¢, sont les fonctions connues ainsi désignées dans le
paragraphe 5 du Chapitre I; les a, ,(1+) sont ce que deviennent
les a,, () du méme passage, quand on les exprime en fonctions de p.,
et par suite ce sont des polynomes du second degré en cotpy;
enfin 7, sin*p. est ce que devient la fonction y,, du méme passage.
Notre probleme est donc ramené au systéme des équations (33)a (40),
ou figurent les inconnues ¢, ¢ et q,{(n: I, ..., 6). .

Par rapport aux inconnues ¢ et ¢, les équations (33) et (34) sont
comprises dans la théorie de Fredholm; il y aurait exception
pour .= o, mais, d’aprés (31), cette valeur ne se présente pas. Toutes
les fonctions données sont holomorphes par rapport & p. Nous pou-
vons donc appliquer les résultats qui concernent le cas ot le para-
métre figure de cette facon. Nous reconnaissons alors que le systéme
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des équations (33) a (40) appartient & un type général déja traite (*).

Si p’ appartient a notre ensemble de valeurs de w, cette méthode
générale enseigne 4 former éventuellement certaines paires de fone-
tions [4.(P; w), ¢.(P,5 )], holomorphes en y’ et dans un voisinage
fixe quand P varie dans @ 4 S et P, sur 8, et parmi lesquelles il peut
y en avoir r(r=1, ..., r') qui constituent, quel que soit p assez
voisin de w', des solutions du systéme d’équations homogenes

) ; ®
G 4Py =8 [ TGP, Qs (@ g [T (P Qi e (Q) drg=o,

. (3) (2)
(42) smW"r(P’)_fa, K, (P, Q; p) dr(Q) dr ”’f.é K, (Py, Q5 ) 9r(Q) dog=o;

les " autres paires de fonctions ({,, ¢.) qu’on peut avoir & former
(r=r'+1,...,”+71"), sont telles que si elles sont introduites dansles
premiers membres de (41) et de (42), les résultats sont identiquement
nuls pour p. = y’/, mais non pour p.>£ w'; lesr’+ 7" paires de fonctions
sont linéairement indépendantes; il peut arriver que " ou 7" soient
nuls. Si 7" n’est pas nul, nous nommons s(r) ’ordre minimum du zéro
que les premiers membres de (41) et de (42) ont au point ' pour une
valeur donnée de r(r' <r<r'—+7r"). D’aprés la méthode générale, nous
formons encore '+ r* fonctions w.(P,5 ) (r=1, ..., 7 +r")etdeux
fonctions R, (P, Q; w) et R,(P,, Q; w), toutes ces nouvelles fonctions
étant holomorphes en p' et dans un voisinage fixe, de facon que,

pour toute solution (¢, ¢) des équations (33) et (34), on puisse écrire

N (2 :
(43)  $(P)= i ) Pu(P,Q;m[ancn@)~<D<Q>]doq+zrhr¢r<l>;w,

n=1
6

P, @ . !
@ o= e f Rz(PuQ;P-)[EQn(‘n(Q)—‘I’(Q)]d%—f‘zrhr"r(l)uH),

n=i

o] & .
w [ [ancnw)—fwm]m(deaQ:o (r<r),

" 6 - .
(46) <p-w>~"~'>hr=f5 [ancn&)—d»(@J“’»(Qm)daQ (r>r),

n=1

(1) Bull. Sciences math., LXIV, 1940, p. 225-244 (errata, p. 298), et suite sous
presse dans le méme Bulletin; spécialement § 11.
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ou les A, ne dépendent que de . Remplacons aussi { et ¢ par les
expressions (43) et (44) dans les équations (35) 4 (40); soit (46 + m)
ce que devient ainsi I’équation (34 + m) pour 1<m<6. La résolution
du systéme des équations (33) 4 (40) est alors ramenée, pour @ assez
voisin de p/, a celle du systéme des r’ + "+ 6 équations (45) a (52),
linéaires par rapport aux 7+ 7"+ 6 inconnues A, et g,, qui sont des
constantes quand p est donné; toute solution du systeme [(33) a (40)]
est ainsi obtenue, et d’'une seule facon.

Soit 7+ 71"+ 6 — j I'ordre maximum des déterminants non iden-
tiquement nuls déduits du tableau des coefficients des inconnues dans
ces équations, quand p. varie (j20). Pour j=o, le petit mouvement
cherché existe; il se réduit au repos quand ¥ est nul. Si j n’est pas
nul, nous avons a vérifier j conditions linéaires de compatibilité (peut-
étre non toutes distinctes), relatives aux seconds membres des équa-
tions (34) a (40); si ces conditions sont remplies, et en particulier
si @ est identiquement nul et que, par suite, les constantes b,, soient
nulles, le petit mouvement cherché existe et dépend de j constantes
arbitraires. Il y a exception quand la valeur de w est telle que l'ordre
du déterminant principal des équations (45) a (52) soit inférieur
ar'+r+6—j; alors on dit que p prend une valeur propre, et le
nombre des constantes arbitraires dont dépend la solution générale,
quand elle existe, est supérieur a .

Ces raisonnements n’excluent donc pas que, pour p. assez voisin
de p/, il y ait toujours de petits mouvements libres (V==0). Si j est
le nombre minimum des petits mouvements libres linéairement indé-
pendants quand p. est assez voisin de (', on trouve le méme nombre ;
pour le voisinage de tout autre point p’, car, d’une part, un chemin
joignant p/ & p” est intérieur a 'ensemble recouvert par un nombre
fini de cercles dans chacun desquels les raisonnements s’appliquent,
et, d’autre part, il est évident que j est le méme dans deux cercles qui
ont une partie commune. Ajoutons toutefois que 1'existence de cas ou j
ne serait pas nul n’est pas démontrée.

D’aprés ces raisonnements, les valeurs propres de . n’ont certaine-
ment aucun point d’accumulation dans ’ensemble défini au début
(ensemble qui ne contient pps le point zéro). Donc les valeurs corres-
pondantes de ) ne peuvent avoir de point d’accumulation & distance
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finie que dans Uintervalle réel (— 2w, 2w), auquel ces raisonnements
ne s’appliquent pas (pour cet intervalle, on aurait 2, === =).

St, pour la position d’équilibre relatif au voisinage de laquelle nous
étudions les petits mouvements du corps tournant, I’énergie de ce
corps atteint un minimum relatif, il est certain que j est nul et que toutes
les valeurs propres de . sont purement imaginaires, de fagon que les
valeurs correspondantes de '\ sovent réelles. En effet, I'énergie reste con-
stante pendant le petit mouvement; or, si JA était > o, la différence,
non nulle initialement, entre I’énergie du corps et celle de la dispo-
sition d’équilibre, tendrait vers zéro quand ¢ croit indéfiniment; si JA
était <o, c’est en remontant 2 un passé infiniment lointain qu’on
ferait tendre cette différence vers zéro. Cela s’applique notamment &
un exemple étudié récemment (').

(1) Bull. Sciences math., LXIV, 1940, p. 268-298, spécialement §17.




