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SUR LES SURFACES MULTIPLES
AYANT UN NOMBRE FINI

DE POINTS DE DïRIMÀTION

PAR M. LUCIEN GODEAUX.

Dans ce travail, nous poursuivons nos recherches sur les surfaces
qui représentent les involutions cycliques n'ayant qu'un nombre fini
de points unis, appartenant à une surface algébrique (1). Soit F une
surface algébrique possédant une involution cyclique t^, d'ordre pre-
mier p, n'ayant qu'un nombre fini de points unis. Désignons par $
une surface image de cette involution, sur laquelle les points de dira-
mation sont isolés. La surface $, multiple d'ordre p , ayant ces points
de diramation, est birationnellement identique à la surface F.

Les points de diramation de lasurface $ sont singuliers pour celle-
ci et le problème qui nous occupe est la détermination de ces singula-
rités Ce problème est lié à celui de la structure des points unis
correspondants de l 'involutionip.

Soient A un point uni de l'involution 1̂  A7 le point de diramation
correspondant de la surface $, Aux sections hyperplânes F de la sur-
face <& correspondent sur F des courbes C^ La nature de la singularité
de la surface <& en ̂  dépend du comportement en A des courbes Ci

( i ) Nous avons résumé nos recherches antérieures sur celte question dans un exposé
sur Les iwolmons cycliques appartenant à une surface algébrique (Actualités scienti-
fiques, n0 270, Paris, Hermanii, ig35)-
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194 LUCIEN GODEAUX.

passant par ce point. Après'avoir étudié .le cas général, nous considé-
rons d'une manière plus approfondie celui ou le cône tangent en A/ à
la surface <1> se scinde en deux parties. Nous établissons la propriété
suivante:

Si les courbes C^ passant par A ont la multiplicité TI, -+- ^2 ̂  ce pointa
ces courbes ayant en commun dans une direction, (sA- + 1)^2 points mul-
tiples d^ ordre n^ infiniment voisins successif s de A et\ dansune autre
direction, (2/r-t- î)n.i points multiples d } ordre n^ infiniment voisins suc-
cessif s de K^ le point A/ est multiple d } ordre TI( + ̂ 2 pour la surface ̂
le cône tangent à cette surface en ce point se composant de deux cônes
rationnelsy d9 ordres n^et n^^ ayant une droite en commun. Au point Jk!
sont infiniment voisins successifs k points doubles biplanaires dont le
dernier estordinaire. On ap=(2A4- 1)^1^2 + ̂ i+^a*

Si les deux suites de points infiniment voisins de A appartenant aux
courbes Ci passant par K sont formées l'une de 2 (/i:-)-1)713 points
multiples d'ordre n^ Vautre de 2(Â:+ \)n\ points multiples d'ordre n^^
au point Af sont infiniment voisins successifs fc points doubles bipla-
naires suivis d^un point double conique. On a

. , , jp •==: 2 ( / f -4 -1 y^i/Za-f-^i 4- ^2* • 1 1

Nous terminons en donnant un exemple des particularités précé-
dentes, la surface F étant un plan et 1̂  l'involution engendrée par une
homographie non homologique de période p . Un second exemple ana-
logue montre que le cône tangent a la surface <1> au point A / peut être
composé dé trois cônes.

t. Soit F une surface algébrique contenant une involution
cycliqueïp d'ordre premier p , n'ayant qu'un nombre fini de points
unis. Nous pouvons prendre comme modèle projectif de la surface F
une surface normale d'un espace linéaire S/., à r dimensions, satisfai-
sant aux conditions suivantes :

i° L'involution 1̂  est engendrée, sur la surface F, par une homo-
graphie H de période jo de S/;

2^ L'homographie H possède p axes ponctuels 8e 1), S^^ ..., S^,
de dimensions respectives r,, r^ ;.,. . y rp dont un seuly pour fixer les
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idées S^0, rencontre F en un nombre fini de points,: ' les points unis
deTinvolution.

Désignons par S, 5 S a , - . . . , S/, les systèmes linéaires d'hyperplans
unis de l'homographie H, les hyperplans de S, passant par les axes
S1.1^ .. ., S^-^ S^', . ^ . , S^. Soient G/- les courbes découpées sur la
surface F par les hyperplans de S,. Le système j C,-j, linéaire, incom-*
plet, est composé au moyen de Finvolution 1 .̂ Dans le système linéaire
complet J C | des sections hyperplanes de la surface F, il existe donc
p systèmes linéaires partiels Ci j , J C _ > j , . . . , ' \Cp\ composés au moyen
de rinvolution Ip; le premier de ces systèmes est dépourvu de points-
base, les p—î derniers ont comme points-base les points unis de
rinvolution I/,.

Rapportons projectivement les courbes du système j Cq [ aux hyper--
plans d^un espace linéaire •S^ à ̂  dimensions. A la surface F corres-
pond une surface <Ï> dont les points représentent les groupes de rinvo-
lution 1 .̂ Dans la correspondance (i, p) existant entre les surfaces $
et F, les points de diramation de la surface <& sont des points isolés,
singuliers pour la surface.

Nous désignerons par F les sections hyperplanes de la surface $,
par Fa, F;,, . . . , F/, les courbes de cette surface qui correspondent res-
pectivement aux courbes €2, €3, . . . , Cp de F. Les systèmes linéaires
F[, [Fa , r3|, . . . , i F ^ J sont. complets. 1 . - • . . • ' , :1 ,

Soient n Fordre de la surface <î>, TC le genre de ses sections hyper-
planes F. Le système linéaire | Ci et par suite le système linéaire C l
ont le degré pn et, d'après la formule de Zeuthen, le genre p(jt—1)+ i.

2. Soient A un point uni de rinvolution Ip, a le plan tangent à la
surface F en A. Nous supposons donc que la surface F a un point
simple en A; nous supposerons en outre que le plan tangent a ne ren-
contre Faxe S^ de l'homographie H qu^au seul point A.

La surface F etie point A étant unis pour Fhomogrâphie H, le plana
est également uni pour cette homographie. Par conséqnent, ce plan
s'appuie suivant une droite sur l'un des axes S125, S^1, ..., S^ de
l'homographie H, ou en un point sur deux de ces axes. Dans le pre-
mier cas, toute tangente à la surface F au point A est unie pour H,
cette homographie déterminant dans le plan a une homolôgie de
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centre A; le point A es t -un .po in t uni parfait de rinvolution Ip. Dans
le second.cas, il n'en est plus de même et A est un point uni non par-
fait de Finvolution I/,.

Examinons de plus près la structure du point uni A. Soit F* une
transformée birationnelle de F telle qu'au point A corresponde une
courbe exceptionnelle a (on peut par exemple projeter la surface F du
point A sur un hyperplan de S, ne passant pas par A; la courbe excep-
tionnelle a est alors la droite suivant laquelle le plan a rencontre-cet
hyperplan). A Finvolution ïp correspond sur la surface F* une involu-
îion cyclique I*.

Lorsque le point A est uni parfait pour Ï p y tous les points de a sont
unis pour H, mais lorsque le point A est uni non parfait, rinvolu-
t ion i^ détermine sur la droite aune^involu t ion cyclique d'ordre p
possédant deux points unis distincts A^", A*,. Ces points seront unis
pour F, et l'on peut reprendre, au sujet de chacun d'eux, le raisonne-
ment qui vient d'être fait pour le point A. Et ainsi de suite.

Supposons que A soit un point uni non parfait et retournons à la
surface F. Aux points A^, A^ correspondent des points A i , A^, dis-
tincts, infiniment voisins de A, unis pour Tinvolution 1 .̂ La tan-
gente ÂA,i à la surface F est unie pour l'homographie H et s'appuie en
un point BI sur un des axes S125, S^, . , . , S^, par exemple sur S^L
De même, la tangente AA^j s^appuie par exemple sur S^ en un
point Ba. Si le point K\ par exemple est uni parfait pour V, nous
dirons que le point A, est un i parfait pour ïp , qu'il est non parfait
dans le cas contraire.

Dans le domaine du premier ordre du point A sur la surface F,
rhomographie H détermine une involution d'ordre p possédant les
points unis A.i, Ag. Dans le domaine du premier ordre du point A|,
rhomographie H détermine soit l ' identité si Ai est uni parfait, soit
une involution cyclique d'ordre p, possédant deux points unis A^, A, 3
si A est un point uni non parfait. De même, dans le domaine du pre-
mier ordre de Aa, tousies points sont unis pour rhomographie H, ou
il y a deux points unis As:,, A^ pour Tinvolution I/,. Et ainsi de suite,
tous les points infiniment voisins de A, i par exemple sont unis pour 1̂
ou il y a deux de ces points un i s pour Ip, selon que A^ est uni parfait
ou non.
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En examinant successivement les domaines des ordres successifs
du point uni non parfai t A,..on trouvera que ce point est le pied d'une
sorte d'arbre dont les différentes branches sont formées de points unis
de rinvolution 1 .̂ Chaque branche s'arrête éventuellement à un point
uni parfait. L'ensemble de ces points unis forme la structure du
point A.

3. Considérons les courbes Ci passant par le point A et désignons-
les par C',. Les hyperplans découpant sur F les courbes C', appar-
tiennent à S, et passent par A; ils contiennent donc le plan tangent a
à F en A; les courbes C', ont donc un point double au moins en A.
Nous allons montrer que nous pouvons supposer que cette multipli-
cité est inférieure a p.

^Désignons par | C) le système linéaire \pC |, par r sa dimension. En
rapportant projectivement les courbes C aux hyperplans d'un espace
linéaire à r dimensions, nous transformons la surface F en une sur-
face F sur laquelle nous pouvons raisonner comme plus haut, sans
autre modification qu'un changement de notations.

Cela étant, considérons une courbe C passant par A et ytouchant la
droite ABi . L^homographie H et ses puissances lui font correspondre
p — i courbes C touchant également la droite AB,i en A. L'ensemble
de cesp courbes C est une courbe C unie pour H. Construisons une
seconde courbe C analogue à la. première mais en partant d^une
courbe C tangente en A à la droite AB:.*. Observons d'autre part que
les courbes C formées dep courbes C transformées les unes dans les
autres par l'homographie H appartiennent totalement à un système
linéaire partiel j C r f , dépourvu de points-base, composé au moyen de
rinvolution Ip. Les deux courbes construites plus haut, ayant en A m
point multiple d'ordre p et p tangentes confondues avec AB, pour la
première, ABa pour la secondCy appartiennent à ( Ci [ et déterminent
dans ce système un faisceau de courbes ayant en A un point multiple
d'ordrep à tangentes variables.

Revenons maintenant à notre surface F primitive. De ce qui pré-
cède, il résulte que nous pouvons choisir cette surface de manière
qu'il existe des courbes Ci ayant en A la multiplicité pet des tangentes
variables. Ces courbes sont des courbes C/, particulières ou coïncident
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avec ces courbes. Plaçons-nous dans cette seconde hypothèse et soit
A^ le point de diramation de la surface <& qui correspond au point
uni A. Aux courbes C\ correspondent,.. sur î]>, les. sections P parles
hyperplans passant par A". Le système C, |1 a le degré effectif pn—p2,
donc le système j P j a le degré effectif TI — p et le point K' est multiple
d'ordre p pour la surface <&.

D'autre part, les courbes (^ ont le genre p ( r ^ — ï ) + i — -p(jp—i).
Sur une de ces courbes, rinvolution 1̂  détermine une involution
privée de points unis, car sur cette courbe se trouve un groupe de
p points distincts in f in iment voisins de A. D'apres la formule de
Zeuthen,les courbes P ont donc le genre TI— -(p—i). Mais cela est
absurde, car le point A', mult iple d'ordre p pour <&, abaisse le genre
de p — i unités. 11 en résulte que les courbes Ci ayant un point mul-
tiple d'ordrep en A, ne peuvent être que des courbes C, particulières.
En d'autres termes, les courbes G', ont en A une multiplicité infé-
rieure à p.

Les tangentes à une courbe C, en A étant en nombre inférieur àp,
doivent être unies pour rhomographie H, par conséquent elles coïn-
cident avec les droites AB,, AB^.

4. Les courbes Ç, ont en commun le point A et les points A,, Aa ;
si ces points ne sont pas tous deux unis parfaits, les courbes C^ ont
encore en commun un certain nombre de points fixes, infiniment voi-
sins de A, unis pour l'involution Ip. Considérons, une branche d'ori-
gine A d'une courbe C',. Tout point du domaine de A, appartenant à
cette branche et restant fixe lorsque la courbe C\ varie, doit être uni
pour I/,, puisque chaque courbe Ç, est transformée en elle-même
par H. La branche considérée passera donc par un certain nombre de
points unis de Ip, infiniment voisins successifs de A. Soit P le dernier
de ces points. Le point infiniment voisin de P situé sur la branche
considérée, varie avec la courbe C^ et doit d'autre part être uni
pour Ip; il en résulte que le point P est uni parfait pour rinvolution 1̂

Ainsi donc, les courbes G', ont en commun certaines suites de points
fixes infiniment voisins successifs de A, unis pour l'involution 4, les
derniers points de chacune de ces suites étant unis parïàits. Soient
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Pi , P a , . . . . ; , P/, les derniers points de chacune de ces suites, n^
na, ..., n/, leurs multiplicités respectives pour les courbes G')-

Envisageons une courbe Ç; et la courbe F qui lui correspond sur<I>.
Soient R un groupe de Finvolution I/, appartenant à C', et R7 le point
qui lui correspond sur P. Lorsque le groupe R se déplace sur C\ et
tend vers un point uni du domaine de P, par exemple, le point. IV
tend sur P vers le point A^ et la droite A^ tend vers une tangente à
la surface <t> en A'. Il en résulte qu'aux ni points de la courbe C^ infi-
niment voisins de A/ correspondent n, tangentes à la surface <î> en A\
Lorsque la courbe C, varie, la courbe P varie et ces n, tangentes
engendrent un cône d'ordre n^, tangent à <I> en A^. En répétant le
même raisonnement pour les points Pa, P:^ .. ., P/,, on voit que la
surface <I> a en A.^ un point multiple d'ordre n^+^2+. . • +7i/,Je cône
tangent en ce point à la surface étant décomposé en A - c ô n e s respecti-
vement d'ordres n,, ^j, . .., n/,.

Rapportons projectivement les courbes C', aux hyperplans d'un
espace linéaire à r i — ï dimensions; à la surface F correspond une
surface <&i , image de l ' involution 1 ,̂ projectivement identique à la
projection à partir de A' de là surface <& sur un hyperplan de l'espace
ambiant. Aux domaines des points P ^ P a , ..., P/, correspondent,
sur <I>i, des courbes rationnelles ^ , ^2 , ..., 'y/c, respectivement
d'ordre n, , n^ . . . , n^ L'ensemble de ces courbes représente le
domaine du point A^ sur la surface $.

La surface <I^ est d'ordre n —(n, +712 +... + n^.

5. Les courbes C\ assujetties à toucher en A une droite (du plan a)
distincte des droites AB(, ABa, forment un système linéaire de dimen-
^[onr, — 2; nous les désignerons par C^ Les courbes G'; ont en A une
multiplicité supérieure d'une unité au moins à celle des courbes C, et
d'autre part au plus égale à p. Aux courbes C[ correspondent, sur la
surface <I>, les courbes P' découpées par les hyperplans passant par
une droite issue de A'. A ces courbes correspondent sur la surface $4
des courbes que nous désignerons par la même notation P^ découpées
par les hyperplanspassant par un point A, appartenant à quelques-
unes des courbes y i , ^2? . . . ï T / t *
; Si les courbes C'; ont en A une multiplicité inférieure à p, leurs
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tangentes en ce point-sont confondues avec les droites AB.,, ABy. On
reprendra, pour les courbes C',, le raisonnement fait pour les
courbes (7, et l'on parviendra ainsi à déterminer la singularité de la
surface <ï>i en A',.

En rapportant projectivement les courbes C^ aux hyperplans d'un
espace linéaire à r i — 2 dimensions, il correspondra à la surface F une
surface <&3, image de l'inyolution 1 ,̂ projectivement identique à la
projection de <&( , à partir de A',, sur un hyperplan de l'espace dans
lequel est plongée cette surface. On observera que si la courbe y, par
exemple, passe par le point A',, il lui correspondra sur la surface <Ï^
une certaine courbe y^ d'ordre n\—i. Il en résulte que parmi les
points fixes du domaine de A communs à toutes les courbes C ' [ , on
rencontrera le point P/si / i i > i . S i l a c o u r b e y , i ne passe pas par le
point A^, les courbes C[ auront la même multiplicité que les courbes C\
enP,. 11' < - 1, l l i : ; 1 , : 1 1 " 1 1 ' 1 1 1 _ 1 - 1 ; 1 1 1 ' , / 1 • , ! : 1 , 1 1 !

Considérons maintenant les ôourbes C^ assujetties à toucher en A
une droite distincte de AB, 5 ABa et désignons-les par C^. Ces courbes
ont en A une multiplicité au plus égale à p . Si "cette multiplicité est
inférieure àj9, on recommencera sur les courbes C'[ le raisonnement
fait pour les courbes Ç,, et ainsi de suite.

Comme les multiplicités en A des courbes C,, C^, C^ .. . vont en
croissant, on parviendra finalement à un dernier système [C^ dont
les courbes ont, en A, un point multiple d'ordre p a tangentes
variables. On obtiendra par suite une suite de surfaces $/,, $2, ..., <1\,
images de TinvolutionIp. La dernière, $v, aura l'ordre n—p et aux
groupes de ïp formés de points infiniment voisins de A, situés sur les
courbes C^, correspondront sur cette surface les points d'une droite
simple.

On parviendra ainsi à analyser la singularité de la surface <& au
point A^. Le point singulier A/ sera équivalent, au point de vue des
transformations birationnelles, à un ensemblede courbes rationnelles
dont chacune représente le domaine d'un point uni parfait de rinvolu-
tion ï^ situé dans l'entourage du point uni A.

Il convient cependant de remarquer qu'il ne sera pas toujours
nécessaire, pour analyser la singularité en question, d'aller jusqu'aux
courbes C^. La circonstance suivante peut en effet se présenter :
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Supposons qu'en analysant la singularité des courbes C^ en A, nous
ayons été conduit à trouver que le cône tangent à la surface <I^-.i du
point A^ se décompose, en deux cônes ayant en commun une
droite a. Nous trouverons donc, sur la surface ^/,, deux courbes ̂ ,
y/ca, équivalentes à l'ensemble des points de $A-, infiniment voisins
de A^,,, se rencontrant en un point A'̂  II se peut qu'aux courbes C^'5
correspondent, sur la surface $/,, des sections hyperplanes passant
par un point distinctde A^. Ce dernier sera engénéral simple pour la
surface $/. et la singularité du point A.' sera alors complètement
connue.

6. Aux courbes €3, C^ . . . , C^ formant des systèmes linéaires
composés au moyen de •I/,, correspondent sur la surface <& des courbes
que nous avons désignées par I\, T^ . . ., F^ Les systèmes linéaires
Fa , F:î , . . . y \ F^j sont complets. •

Considérons une courbe C qui ne soit pas transformée en elle-même
par l'homographie H. Il lui correspond sur <& une courbe T^, de genre
effectif p{^. — i) -4- i » possédant ^-pÇp—i)n points doubles, corres-

• ' • A ' ' .

pondant aux couples de points de la courbe C appartenant à des
groupes de I/,. Lorsque la courbe C varie, la courbe F* engendre un
système continu rationnel appartenant par conséquent à un système
linéaire.

Faisons varier la courbe C d'une manière continue dans [ C j jusqu'à
ce qu'elle vienne coïncider avec une courbe Ci . La courbe F* varie
d'une manière continue et vient coïncider avecla courbe F correspon-
dante, comptée jr? fois. La courbe F* appartient donc au système |jor[-

Faisons maintenant varier la courbe G d'une manière continue
dans j G j de manière qu'elle vienne coïncider avec une courbe Ça. La
courbe F* vient coïncider avec la courbe Fa homologue, comptée
p fois. Mais les courbes Fa passent par les points de diramation de la
surface <I>; elles rencontrent donc certaines composantes infiniment
petiteâ de ces points, et ces composantes interviennent dans la compo-
sition de la courbe F* correspondant à la courbe €3. Nous devons donc
écrire que la courbe F* envisagée se réduit à la courbe pFa+Aa,
Aa étant un certain ensemble des composantes des points de dira-

Ann. ^c.7Vbrm.,(3),LV.— FASC. 3. 20
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mation de <I>. Nous avons donc
l^r[=j^i\-+-A,.[.

Projectivement, cela signifie que parmi les hypersurfaces qui
découpent sur $ les courbes du système [pF , il en est une au moins
ayant un contact d'ordre p— î avec la surface le long d'une courbe Fa
arbitrairement choisie.

Le même raisonnement peut être repris pour les courbes Fa, ..., T^
et l'on aura

\pT ; === |pl\+ A, j == i^r,+ A, | =. . .== \pTp-^ Ap |, .

Aa, As, . . . , A/, étant formées de courbes infiniment petites, compo'
santés des points de diramation de la surface <I>.

Donnons-nous maintenant, dans S,.̂  la surface <& par ses équations

(i) p^i^^i(uQ,u^u^u,) (<==o, ï, a,. ..,ri),
^(Uo, Mi,^â, î^0==0,

où les ^ sont des polynômes de même degré et <p un polynôme irré-
ductible/Supposons que nous ayons pu construire, sur cette surface,
une des courbes r^T,, . . . , 1̂  et soit

. ! ^(^o^l, ...,^)=0

l'équation de l'hypersurface ayant un contact d'ordre p — i avec la
surface le long de cette courbe. Considérons maintenant, dans S,.^, la
surface représentée par les équations (i) et

: ,^ '' 1 1 1 . 1 1 1 . 1 1 :' • 1 ^^VT.11 '. : ^ - : , ^ ^ ' : . . : 1 1

S'il existe sur la surface <i> au moins un point de diramation, cette
dernière surface est irréductible et précisément birationnellement
identique à la surface F.

7. Envisageons, sur la surface F, le système linéaire
•: . : ,. 1 . : • \î)\^\2C\. . i i i ;1,, • • 1 ^ ' ' 1 ; -.

Le système jD n'est pas composé au moyen de Tinvolution Ip, mais
l'homographie H échange ses courbes entre elles. Le système j Dj
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contient? systèmes linéaires partiels |D( !, ^ D ^ , . . . , - i D / , | composés
au moyen de Pinvolution 1 .̂ On peut les définir en disant que ces
systèmes con t iennen t respectivement les courbes

aCi, C^+Cs. . . . ^ Ci 4-G;,,.

Ces systèmes se comportent donc comme les systèmes Ci |,
j C a i , . . . , j C / ; j . Le système D, j est dépourvu de points-base; les
autres ont comme points-base les points unis de 1^,

Deux des courbes
' G,^-G., aCa, Cs-hC,, .... Ca+Cp .

ne peuvent appartenir à un même système linéaire composé au moyen
de Ip. L'une de ces courbes appartient donc au système D,i j . Suppo-
sons, pour fixer les idées,, que ce soit la courbe C^+ C^, Cette courbe
passe par le point A, et aura donc le même comportement que l'une
des courbes C7,, C!̂  . . . .

On peut poursuivre ce raisonnement et disposer des indices pour
que les courbes €34-C^a-4-. . . .aient le même comportement en A
que l'une des courbes C',, C^, . . . . Cependant, cette façon de disposer
des indices n'a rien d^absolu; il peut se faire que les courbes Ca-t-C^
aient en A le même comportement que les courbes C',, alors que les
courbes €3, Ça ont en A un comportement bien déterminé, comme on
va le voir.

8. Les courbes Ça sont découpées sur F par les hyperplans de Sa.
Ces hyperplans passent par 8e i), S^, .. ., S^ mais non par S^; ils
ne contiennent donc pas le plan j/angent a en A à F. Il en résulte que
les courbes €3 ont un point simple en A et y touchent la droite ABa.

Les courbes Ça ont en commun, au point A, une suite de points
simples fixes infiniment voisins successifs de A, unis pour Tiîïvolu-
tion ïp, le dernier étant uni parfait.

Le nombre des points d'intersection des courbes Gs avec une des
courbes C',,C^ ..., absorbés en A, est naturellement multiple de p.

Les courbes €3 sont découpées sur F par les hyperplans de .£3,
hyperplans ne passant pas par l'axe S^ de l'homographie H et ne
contenant par conséquent pas le plan tangent a à F en A. Les
courbes €3 ont un point simple en A et y touchent la droite ABi
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Supposons que les courbes C,+ €3 appartiennent au système J D , ;
elles ont un point double en A-et par conséquent les courbes D., .pas-
sant par A y ont un point double. Il en est de même des courbes C\ et
au point de diramation A7,, la surface $ possède un point double
biplanaire auquel peuvent être inf iniment voisins successifs des points
doubles.

9. Nous allons poursuivre l'étude du point de diramation A^ de la
surface <I> dans l'hypothèse où le cône tangent à la surface en ce point
se décompose en deux cônes, nécessairement rationnels, ayant en
commun unedro i t e unique (simple pour chacun-des cônes). Sur la
surface d\, nous aurons donc deux courbes rationnelles y,,, y 2,
respectivement d'ordres TZ, , n^ se rencontrant en un seul point A7,.
Nous commencerons par supposer que le point A, est simple pour la
surface $i.

Nous avons, sur la surface $4, dont les sections hyperplanes sont
les courbes P,1 : • • . .- ^=^ /-^T/+-y,. ; , ' . .
^ Soient v^ v^ les degrés respectifs de y,,, y;,. En considérant les
intersections de la courbe P+yi + y^ avec y, puis avec ya, on a

o:=/^-4- ^-{- i , o== /?2 - t - i -+ -Va , , 1 • '
4'où

• \ , ^:=—(,^4,i^ ^^_^_^^ _ . .

Nous avons, d'autre part,
//, ̂  , ., •• , , , :Jpr =[^r,+ÀiY,+À,y,-+-A,|,. ^ . : . •

Xi et Xa étant des entiers et A^ le termeprovenant de la présence
éventuelle d'autres points de diramation. Les courbes Fa rencontrent
l'une des courbes y,, y^ par exemple la première en un point et ne
rencontre pas Fautre. On adonc

;.";; , : • ,,1. 1 • ^-4-)ii^4-Î4=:0/ 1 As 4- 7.^2=0.;, ' : : , : • , , / :

par conséquent
";1:-':./, ^ .• , . 1 P.=^(^i^â—ï)11^^2(^l^â-+-^l l-+-^2), ':1 ; 1 1 1 1 1 : 1 1 1 ', 1 - ''11'

p étant un nombre premier, et le second facteur étant supérieui- à
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ruaitéy on a
}̂ :=: T, ^i== /4 4-- I, p == /^ ̂ 4- ̂ i -+- /U.

Par suite,
ij^r] == ]pÏV-4- ( /^-4- ï )y^4-Y2+ A^ |.

On aura de même
]^^|==iJ?^,+Y,+</^,+:I)Ys-4-A/J, . •

A^ç provenant de la présence d'autres points de diramation,
Si les courbes Fa+r3 appartiennent au système |D,i [, ..nous avons

/i/== i, n^=î et p == 3. Inversenient, si p ==3, on a T^ == 713== i . La
surf ace <Ï> possède en A! un point biplanaire ordinaire, comme nous
ravons d^ailleurs établi antérieurement.

Supposons p > 3 et soit r/, une courbe rencontrant 'yi en ^'s poi"t^
et Ya en /Co points. Par un raisonnement analogue au précédent, on
trouve

\pT | == \plk-^- (^- ^1^2) ïi.4- (A-i.— ^^i) ïï-4- AA |,

A/, étant le terme qui provient des points de diramation distincts de h!.
En particulier, on a

[ ^ r i ^ i j / r ^+ tF—nâ-^T i^^—^ï^ -A^ i^^ - . - : .,

relation que l'on pourrait également déduire de
^-+-ivi= r+n. . / : • '

Des relations précédentesy on déduit que les courbes G', ont
p points d'intersection avec les courbes €2 ou 63, réunis en A.

10. Retournons à la surface F. Les courbes G', ont en A une multi-
plicité p. A ce point multiple sont infiniment voisins successifs
h points multiples d'ordres p ^ i , pis, • - • ? p^^^.i? le dernier étant Pô
et dans une autre direction, k points successifs multiples d'ordres pao
p22/- • • ? pa/^7^ le dernier étantPa. On a

: : 1 , 1 1 ' : 1 1 1 . ' 1 .P^PU-+"P^-. Pil^pia^-^ir.1, PSI^PS^-..^-' ^ . 1 1 1 • 1 1 ;

En évaluant le nombre des intersections absorbées en A de deux
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courbes C',, ou d'une courbe C', et d'une courbe €2 ou C.^ on a •
p'-i- pj, 4- p^ -+-... +??//,-+-PJI + p^4-....4-p|/;=^(^.i-+-^),

P-h-pn-+-p.ta+. . .-4-pi7.==^,

p -h p^.i -4- paa +- • . -+- 9îk==P'
On en déduit

p(p ~ /^— /^) -4- pnCpu — ^i) +• . .-+- PIÂ,(,PI/Z— ^i)

, • " ^ . + I P2l (P•2 .1——^) +• • •+ P2Â-(P2A-—— ^2) :::=:0•

Tous les termes du premier membre devant être positifs ou nuls, on a

p=:7/,i.+//^ pi, ===... r : pt/<==: /?,n ^ psi ==...=: p .̂== /22. •

On a en outre h === n^, k -===. n^.
Les courbes C, ont donc en A un point multiple d'ordre /ii 4-^2

auquel sont infiniment voisins successifs : dans une direction,
7?ti points multiples d'ordre /i, ; dans une autre direction, /ii points
multiples d'ordre /Zy. Ces points sont unis pour l'involution 1^, les
derniers points de chaque suite étant un is parfaits.

Les courbes Ça passent par les points de la première suite, les
courbes €3 par les points de la Seconde suite.

Pour n^= i, n, === ^ Ç p — i), on retrouve un résultat que nous avions
établi directement^1), en supposant que l'involution 1̂  possède un
point uni parfait dans le domaine du premier ordre du point A.

Retournons au cas général. Le genre d'une courbe C, est égal à

_p(7r — l) 4- i — - (/^4- n^) (n^-+- n^— i) — - n^n^n^— i)— - n^n^(n^-— i).
' ! 1 ' ' ^ ' ^ ' - • ^ , , ^ ! , ! 2 ! ! '

D'autre part, sur une courbe CT,, Pinvolution 1̂  détermine une involu-
tion cyclique d'ordre p possédant nr+^2 points unis. D'après la for-
mule de Zeuthen, le genre ^de la courbe P correspondante est donc
donné par

1 ,; ^ 112p l(.7î /~I)-4-(/^-4-/^2) l(p~ II)• ^ :1 1 . . , ! 1,1 1 1 ; 1 : ^ ' ' '1 " . ' • ! . •'

/ , : • = l^(^~ ï)—( / ^ l+.^2J(^l^^â— : ï )—^l^( !

( 1 ) Rochei'clies w les Inwluliony cycliques ap par tenant aune surface algébrique {Bul-
letin de, l'Académie ïgBo. p, 45o"467).
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On en déduit
. TT7 = r. — ( / /1 -4- 7^ — i),,

valeur que Von obtient directement en évaluant le genre ^ de la
courbe P+^i + Ya.

11. Nous avons supposé que le cône tangent à la surface $ au point
de diramation A7 était formé de deux cônes rationnels, d^ordres n\, ^j,
ayant en commun une droite simple pour chacun des cônes. Nous
avons considéré le cas où il n'existe pas de point mult ipleinfîniment
voisin de A^. Nous allons maintenant faire l'hypothèse opposée.

Sur la surface <î>i, nous aurons deux courbes rationnelles yi , y^
passant par un point A\ qui sera maintenant multiple pour la surface
(mais simple pour les courbes y, , ^^. Le point A^ sera cette fois
équivalent à une courbe rationnelle ou à une somme de courbes
rationnelles que nous représenterons par -y,,. La courbe Y(, rencontrera
en un point chacune des courbes fo y- Ces deux dernières devront
être considérées, au point de vue des transformations birationnelles,
comme ne se rencontrant pas.

Nous avons actuellement

r ^ r + y x + T o + Y s . , . , , _ . • / . .
En considérant les intersections de cette courbe avec y i , ya, on

trouve encore que les degrés de ces courbes sont

: _ • , ^i=— Oi-+-I), v^==—(n^-^î). / . , , .

Soit Vo le degré de -fo- Les courbes P ne rencontrent pas Yo; donc
en considérant l'intersection de la courbe précédente avec ^o? on
trouve ^o=— 2t

Passons de la surface $1 à la surface <E>2. Sur celle-ci, il correspond
à Y,i, ^2 des courbes Yi/^ d'ordres respectifs 72, — i, ^ ,—ï. Les
sections hyperplanes P^ de â>2 sont données par

• . . -, ' 1 ^, •^ ^ • ^ l^^z^+Y,l:-4-21Yo l+ï2-• -'! 1 1 , ; 1 1 ' 1 , 1 1 , ' y1,:, .•

On en déduit que les courbes T^ rencontrent en deux points la
courbe Vo. c'est-à-dire que le point A', est double pour la surface $1.
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Nous sommes ainsi conduit à faire deux hypothèses^ que nous exami-
nerons séparément (''). ,

i° La surface <l>i possède, en A',, un point double biplanaire auquel
sont infiniment voisins successifs un certain nombre de points
doubles (nécessairement biplanaires) dont le dernier est biplanaire
ordinaire;

2° La surface <&^ possède, en A',, un point double auquel sont infi-
niment voisins successifs un certain nombre de points doubles dont
le dernier est conique^ les précédents étant biplanaires.

12. Supposons donc en premier lieu l'existence d'une suite de
k points doubles biplanaires. Cette singularité équivaut, au point de
vue des transformations birationnelles, à l'ensemble de a/r courbes
rationnelles de degré—2

,Yn. Tsr • • • , ÏÀ-I, Ï^, .-, Y^ Yi2-

Chacune des courbes de cette suite rencontre la précédente et la
suivante en un point, mais ne rencontre pas les autres. De plus y, i et
y 1 2 rencontrent ensemble Y( et y 2 chacune en un point ; pour fixer les
idées, nous supposerons que -yn rencontre y.i en un point, mais ne
rencontre pas y^. Alors y ,3 ne rencontre pas ' y , i , mais a un point com-
mun avec ^2.

Cela étant, la courbe Fa rencontre en un point y, mais ne rencontre
pas les autres courbes y. Nousavons

\pT | = [pl\-4- ^Tid~7.,iYB-+- - • • + ̂ iT^-4- À^T^4- ... ̂ •^2Ti2+ ?.2Ï2+ A^ I ?

les X étant des entiers et Aa ayantia même signification que plus haut.
Prenons les intersections des courbes du système précédent succes-

sivement avec les courbes Y ( , yn , . .., ^3, ya ; nous obtenons
- , ' ,, '• ! " ' p -4-l^i+}m=:o,1 ' ,,, ;
, . ^ ' '1 ' • 1 , _ 1 Ai '—.2}.i i+,X2^==: 0, , 1 — . ' : .

^ - ! , ! ! 1 , ! ! ! ^ • • - . . » . . «^. ^ . 1 « .! . . ; . . .• y 1 ^ 1'. . ^ ^ ,

' ,' ' •"^îï.—. â^ia-h ?.$ == 0, , 1 , , , ' : . •

, ! , . ! ^ 1 1 „ ^ ! , . ' ' . 1 1 ; 1 - 1 - ^lâl+', ^s^â ' ,==.0- 1 . 1 1. . 1 . : 1 * • • . 1 / - . ,1 !

(1) Nous excluons donc les points doubles Liniplanaires.
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On en déduit

^is^--^^? }.aâ=~ (2^4 - t ) Aa, . . . , }.^==— (^-^3-4- k— l)/^
7^==:— [(Â'4-l) ^-+- /t]).ï, ...,

Àii== (2/ tVs-4- a A '— l ) A ^ ÂI^— [("2^4-1) ^4- â/t-]?^.

En portant ces valeurs dans la première relation, on obtient
?== [(a/: 4-1) v,^34--2Â'(y.i4- ^) -4- 2 Â - — i ] À ^

ou, en remplaçant v , . Va par leurs valeurs
p == [ 2 À"/? i /Zg + /z^ /À^ 4- /Zi 4- ^3 ] /^.

Le premier facteur du second membre est supérieur à l'unité;
p étant premier, on a

Àg = I, p == ( 2 À' -+- 1 ) /ïi /t^ 4- n.^ -r fl^'

Par suite
^^= n^ + i, Àâ2 == 2 /^â •4- 1 7 . . ., ),/,a == k n^ -+-1, . . • ,

Â^= 2/€n^-+- I, }.i== (2Â--4- l) ^a-(- I •

et ^ . ! , , : • - ,.
\pT\ = \pTz-+ {(2^4- i) ng-+-i}yi4- (2Â7^-h i)Yn+.. .

4-(2/Àâ4-ï)y^-+- (^-+-l)Yiâ-+-ïâ+A:î|.

Les courbes ra rencontrent la courbe ya en un point mais ne ren-
contrent pas les autres courbes y. Par une méthode analogue à.la pré-
cédente, on trouve .
\pT\=\pT^^^(n^î)^^...+^/fn^ïV(^^\ (2^4-1)^-4-1 }ys-4-A,|.

13. Supposons maintenant que la singularité de la surface <l^ au
point A\ se compose d'une suite de /r-4-i points doubles infiniment
voisins successifs, les k premiers étant biplanaires et le dernier
conique. Cette singularité est équivalente à un ensemble de
2^-hi courbes rationnelles

, ! 1 - 1 1 1 / 1 ' • Tu/ •Yâii • 1 - ", •Ï^n •T^r ii^ T^. Ïiar : ; 1 \ 1 1 1 1 ' \

chacune des courbes de cet ensemble rencontrant la suivante et la
précédente en un point, mais ne rencontrant pas les autres. De plus,
nous pouvons supposerque yu rencontre y, en un point mais ne ren-

" , . . Ann,Éc.Norm.,W,î^.--yASC/2., , ^ , 1 ' . ! ! ! 1 1 - ^ / 1 .
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contre pas y^ Tandis que y , ^ a un point commun avec y^, mais, ne
rencontre pas ^r - .

On aura encore une relation de la forme
|pT | = |pl\ -4- A,^ 4- AnYii-h ... 4- ÀA-T/l- -4- ... -4- ^Tn-t- ^Tâ 4- As |.

En opérant comme tantôt pour exprimer que les courbes Fa ren-
contrent la courbe y, en un point mais ne rencontre pas les autres, on
aura

},^==—}.^s, '}^==— (2^34- l) As? . . • • ,
?^=-(A^,4-/r-i)^ ?^=:-[ ( /c+i)^a+A- ' |À^

À^==— [(A-4- a ) ^ , + ^ ] Â 2 , ...,
>.H=— [(2Â'4- l )Vâ-+-3À-]} .2 , 7.i==— [(2 À* 4-3) ̂  4- 2Â-4- l ] ^ s -

En tenant compte de la relation
P -+- ^ i^ i4-Àn=o, .

on aura
p=:[(2A"4-a) v ,^34- (2 /c4- l ) (v i4 -Vs) 4-2Â-]} i2,

d^ù
7.3==I, p = : ( 2 Â • 4 - < 2 ) y l V 2 4 - ( 2 Â • 4 - I ) ( ^ j . 4 ~ ^ 2 . ) + ' 2 / c •

En remplaçant ^, v.j par leurs valeurs, on aura enfin
p == 2 ( À' 4- l) /<i //-^ 4- ^i 4~ ^s*

La relation fonctionnelle liant |r[ e t j r a sera cette fois

\pT\=\pT.-J^[ (2 /c4-a ) /^+ i ! ï i+ i ( 2À-4 - i ) / ? -24 - i iY .n4 - . . .
4- { (À: 4-1)^24-1 iy/c4-. . . 4- ( /Z24- - ï )Yi24-y24-Aâ | .

On trouvera de même
. |pr[=|^r,4-Yi4-(ni4-l)yu4-,...4-i(/c4~l)/z.i4-l}TA4-...

4 - { ( 2/c 4~ l) ^i 4-l }yi.a 4-|( 2/c 4-à) ^i 4-l } Ya 4-An [.

14. Supposons que les courbes €3 4-C;t appartiennent au sys-
tème Ci+C ' , j . Sur la surface <&, nous avons ,

' • . : rs4-i \== 1^4-^]==|2^-Yl-Tll-.•.-: lïsl• ^ ^ ' . 1

D'autre part, les courbes Ça, Cg passant simplement par A, les
courbes C\ ont un point double en A et ron a n^ ==== 712== i.
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Plaçons-nous en premier lieu dans le cas où <î>i a en A\ une suite
de points doubles biplanaires (n° 12). Nous avons, en tenant compte
des liaisons fonctionnelles des courbes î\, Fa,

1 ̂  1 = \P(^~^- IV) -l- (2 A- + 3) (Yi-i- Y.H +.. . + Y^+ T.J + A, 4- A, |.

On doit donc avoir ik + 3'== p. La surface $ possède en A7 'un point
double biplanaire auquel sont infiniment voisins successifs l Çp—3)
points doubles biplanaires dont le dernier est ordinaire* On retrouve
un cas que nous avons étudié antérieurement ( ').

Plaçons-nous en second lieu dans l'hypothèse où la suite de points
doubles infiniment voisins successifs de A\ se termine par un point
double conique (n° 13). Le raisonnement que nous venons de faire,
répété dans cette hypothèse, nous conduit à 2^+4===?? ce q111 es!
impossible puisque p est, par hypothèse, premier.

Supposons que les courbes C a - h C g ^appartiennent pas au sys-
tème J C i + C ' , , c^est-à-dire que l'on a ^ i+^a^û . Appelons Cp les
courbes G, + G', — Ça et C^ les courbes Ci + C'̂  — €3.

De la relation
| 2F | = | T^ ̂ 4- Yi -+- Tn, + .. .-4-Ti2 + Ta |,

on déduit la relation fonctionnelle liant les courbes 1̂ .
Dans rhypothèse du n° 12, on a

\j}T ^ l ^ r ^ + J / ^ — t ^ a A ' + i ) / ^ — ! 1 ; ^ ^ - ^ ^ — ^ ^ ^ ^
-+- (p —— 2 7^ -- I ) T.a -+- (? —— ̂  —— I ) Ï12 -+- (// —— I) Ï2 -+- ^p 1

et, de même,
\pT\ == {pTp-^ip — i) YT-+- (p — ni— QYii-4-- • -

+ [p— (2^-4- i ) /Z i—i j :Y2+A^i [ .

Dans l'hypothèse du n013, on a
l^^|==|^^/,4-{J?-(2/c+2)^;-IiYl l4-...+(^-I)^T^ ,.

'e t . . ' . , • , ! 1 . 1 1 1 1 / 1 • , 1 1 - 1.1. \ 1 ' : ^ . . 1 1 1 1 . 1 ' 1 1 . " ; 1

|7?r|=|75r^-i-+-(j?—i)Ti+..,:+{?—(12À•+ 2)^—i}Yâ-+-A^ | .

( 1 ) Recherches sur les involutions cycliques appartenant à une mr face algébrique
iKulktinde l'Académie royale clé Belgique, ïQ3ï, p. ïî3ï-îî^^
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On vérifie aisément que dans chaque-cas, les courbes 1̂  ren-
contrent Y,Ï en n,i — i points et y 2 en 713 points. Les courbes r^_,i ren-
contrent la courbe yi en n^ points et la courbe ^3 en n^— i points.

15. Le raisonnement fait au n° 10, pour déterminer la singularité
des courbes G', au,point A, peut être en partie repris dans le cas
actuel. Les courbes C/, ont en A un point multiple d'ordre n i+na
auquel sont infiniment voisins successifs dans une direction, A points
multiples d'ordre n, dont le dernier, P ^ , est uni parfait pour I/,; dans
une autre direction, h' points multiples d'ordre n^ dont le dernier, Pa,
est un i parfait pour I/,.

En considérant les intersections des courbes G', avec Ga, Ça, on a
ni -4- n^ ~\- hn^-==.p^ n^ -4- /^ 4- h1 n^=p.

Dans l'hypothèse du n0 12, on a
p = (2 /c -4- i) /^ /ia4- /Zi-h- n^ h == (2Â'"+-1) n^ h'-==. (2A-4- i) ^i,.

Dans l'hypothèse du n013,on a
p===2.(Â--n) /^/Za4- n^-\- ri^ h == 2 (/c + i) n^ h'= 2 (/c -4- l) ^1.

Aux courbes C[ correspondent, sur <t>, les courbes redonnées par
T =F-+- Ti"4-2(yi,+-..-+- Tia) -4- Yâ-

Les courbes r^ rencontrent -yi en 7^—i points, ^ en ^— i points,
y i i et y-ia en un point chacune; elles ne rencontrent pas les autres
courbes -y. Les courbes C\ ont donc en A un point de multiplicité
supérieure à n ï+Tia et elles ont en commun un certain nombre de
points infiniment voisins successifs de A; ces suites se terminent par
quatre points unis parfaits de rinvolution lp : le point P ^ , multiple
d'ordre n , — i y le point Pa multiple d'ordre n ^ — î , deux points
simples Pu, Pi a donnant respectivement naissance aux courbes yio
Y I ^ . On observera que dans le domaine du premier ordre de A, les
courbes C'[ ne peuvent avoir que deux points multiples. Les
courbes C^ ont en commun les points communs aux courbes C",. De
ces deux suites de points se détachent deux suites de points termi-
nées par les points simples Pi ̂  P^ 2 •
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Aux courbes. C^ correspondent, sur $.,,5 les courbes P'7 données par
r == P7 4-.yi -4- 2 y^ 4- 3 ( y,., 4- ...-+- -^s ) + 2 Y,^ -4- Ya •

Les courbesP^ rencontrent Y., en 71,,—i points, y 2 en n^— î points,
Tai ' et yaa châcun-e e n ' u n point; elles ne rencontrent pas les autres
courbes y.

Les courbes C^ ont en A un point- multiple (d'ordre supérieur à la
multiplicité du même point pour les courbes G',) auquel sont infini-
ment voisins un certain nombre de points fixes infiniment voisins
successifs. Ces suites se terminent par quatre points unis parfaits de
Finvolution I/, : le point P i , multiple d'ordre 71, — i, le point P^ mul-
tiple d'ordre n^—i, deux points simples P ^ , , P^j donnent naissance
aux courbes ^21, j^^-.

Et ainsi de suite. Les courbes C^"13 auront un comportement ana-
logue aux courbes C'^ C ' [ . Les suites de points communs à ces courbes
se termineront par le point P,i, multiple d'ordre n , — i , le point P^,
multiple d'ordre n^—i et par deux points simples P/.,, P/,2.

Les courbes C^25 auront un comportement différent. Les suites de
points communs à ces courbes, inf iniment voisins successifs de A, se
termineront "par le point P,, multiple d'ordre / z , — i , le point Pa mul-
tiple d'ordre H a — i et par un point P/.-, simple ou double suivant que
l'on se trouve dans l'hypothèse du n° 12 ou dans celle du n° 13.

Inversement, si les courbes Çp C^.. .'ont en A les comportements
précédents, la singularité de la surface <& au point de diramation A'
présente les particularités indiquées précédemment.

16. Nous allons maintenant considérer un exemple que nous
empruntons à la théorie des homographies cycliques du pian.

Supposons que F soit un plan et considérons l'involution îp engen-
drée dans ce plan par l'homographie de période p .

<GC i « «3/tï . SC 9 • • •• SC^ • £ <X'g ». £* SCi>^ , ,

£ étant une racine primitive p^' de l'unité.
Comme système | C |, nous prendrons le système des courbes planes

d'ordre p. Les points unis de Tinvolution Ip sont les sommets du
triangle de référence; nous étudierons le point uni A(i, o, o).
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Pour pouvoir écrire l'équation du système ]Ci , nous devrons consi-
dérer deux cas : p = 6v+ ï e tp==6v+5 (').

Dans le casjo=6v + i. Inéquation du système Ci j s'écrit
2V-1-1

;̂ / -+. y ^^^-s^ ̂ -2 ̂ -/+i
?::=i

V

| ^V "), . .y.2V--2/--l /•y.:',/—! /y,'».'-'—/-+-1 i 7 /y.// —— /-» / 1 \
^ /. AâV.+.l.+.y.X^ /̂ .X';; / -t- /. : îv-(-2^^——U ^ ^ •

/=î

Les courbés G', sont données par Ào== o. Elles ont en A un point
multiple d'ordre 2 v + i , une tangente étant ^==0, les av autres
étant confondues avec x^= o.

Avant d'analyser la singularité des courbes C, au point A, formons
les équations de la surface <Ï>. Celle-ci s'obtiendra en rapportant pro-
jectivement les courbes (i) aux hyperplans d'un espace 83^2 à
3v+2 dimensions. Les équations paramétriques de la surface <S>
seront

• , ,,-V — — — ^ P , fl\ •——— ^-'^——^t+ï y.3/——2/y.-2V——/-+-l / / — — — , r) ' Q - i j I. T \pA.o—a. i^ p^\t—J.^ .̂ .̂  <Zy , { ( — l , 2, .. ., À v -h- ï;,

n'y •——^'/—S/'+l ,y.;î/—l /y.4v--/-4-l ( i — — r o i- tj \ ' ' n"Y ——^p--Y-av-f-i-i-/—•^'i,, ^ï w^ ' •) \ j — ' • ? ^? • ' " > ' ) ' ) p A.;(v4_^—»c/;ç.

La surface <& sera d'ordre p. La surface <I>i s^obfciendra en proje-
tant <& du point (i, o, o, .. ., o) sur l'hyperplan Xo == o. Ses équations
paramétriques s'obtiendront en supprimant la première deséquations
précédentes.

Pour étudier la singularité des courbes C', au point A, nous utilise-
rons les transformations quadratiques (2)

(T!) • ,^i ̂ ^=j'î:.7ijâ '-y^'y-^.
\ — s/ 1 i/f.'.j » ••X-'<) • '" '̂'g —1—- •-» T • À'^ .3^ . ,S.] Z^ *

( 1 } Ç/. STEVENS, Sur la structure def: points unis clés homographie}: planes cycliques
non horno logiques {Bulletin de la Société royale de Liège, 1930, p. i28-i3-2).

(2) Voir nos travaux, ̂ r ̂  homographies planes cycliques {Mémoires de la Société
royale des Sciences de Liège, 1928, p. i-ssô); Sur les surfaces représentant les involutions
planes engendrées par des ho:nographies cycliques (fd^ 1930, p. 1-21); Sur les courbes
tracées sur la, surface représentant l'irwoluUon engendrée par une homographie plane
cyclique (/</., 1931 , p. i-ï4),
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La première fait correspondre au point infiniment voisin "de A
sur ;z'3==o le point (i, o, o)^ la seconde fait correspondre au point
infiniment voisin de A sur 0*2== o le point (i, o, o).

'Effectuons deux fois de suite la transformation T, sur les courbes C/,
nous obtenons une courbe d'équation

^^S À^rl^-M + ̂ 2 ̂ .v+i-^/jT^j^-74-1 -+- ̂ -^T4-1^1 = o.
i=i ' ' 1 1 7=1

On en conclut que les courbes C^ ont deux points infiniment voi-
sins successifs de A, multiples d'ordre av, le premier étant sur ^3=0.
Le dernier est uni parfait pour ïp. Soit Pi ce point.

Les équations paramétriques de <6, peuvent s'écrire
— •vlâ'y-t-'â ^t—1 .yâv—/'4-1 '/ »' — •T o o ,i _i , '\•i ——J\ J •i }':î \ 1 — — I j 2, . . . , 2 y-t~ I},pX.

pX,

px^, ^j^js^-
.—— ->/1'»V-+-1 .i/'t'/-+-/',i.'r^—/-4-1 ( , —— r o ij \

•2V4-14-/——Jl •,>2 J'It V — — 1 , 2 , . . , . , ^ ) ,

Pour obtenir sur celte surface la courbe qui représente les points
infiniment voisins de P i , posons y^=.^y^ puis faisons tendre y.j
vers zéro. Nous obtenons

X' . ' V ! Y •1 __ ^-ï __ , __ ^.Vsv-4-l.1 . ! 1 "A^ ~" À^-1 - — " " • — r ~ ^ 1 ^ . 1 : , 1 1 1 1 ••
\.y/^^==z \^^_.^'==: ...==: X^v^.^^^ 0* ,

La courbe y i est donc une courbe rationnelle normale d'ordre av.
Effectuons maintenant sur les courbes C\ la transformation Ïl^;

nous obtenons
^(X^-}- ^v+s.^) +• . -=: 0,

lés termes non écrits contenant ^i a u n e puissance inférieure à 4vjo.
Les courbes C\ ont en commun 4v points simples infiniment voisins
successifs de A, le premier étant sur ^=ï=o et le dernier, Pa, étant
uni parfait pour I/,.

En raisonnant comme précédemment, on voit qu'aux points infini-
ment voisins de Pa correspondent sur $4 les points de la droite ^2
d'équations

•*• . 1 1 -«^ ___ ! ___ -c,,» 1 , ___ -»,r ___ ___ -y1 ___1 1 ! , A3== . .,.== Aav4-i == J\^^—, . «== ./Vg^^.^.—O1
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Appelons 0, le point dont toutes les coordonnées sont nulles
sauf X,. La courbe Y.( et là droite y 3 ont en commun le point O.,i.

Il s'agit d^examiner la multiplicité de O.i pour la surface <&r A cet
effet, nous allons considérer les courbes C', données en posant \,== o,
A,, == o dans l'équation Ci). Ces courbes ont en A.la multiplicité 2v+3,
quatre tangentes étant confondues avec <2?_,==o/ tes â v — i autres
avec.z*3==o.

En appliquant aux courbes C/, la transformation T^, on obtient
2V-+-Î . V

^"^S ̂ l^'î^t+ï +JÎ'4'12 ̂ ^/J^^T-^1 + A;^A/^ -JT • -+-Jï" ̂  A^+l+/J•T^/ \:)T- ,v8v ,vGV-+-l ——. <•»
•3V4-2j^ J \ } —— 0"

Les courbes C'[ ont donc deux points multiples d'ordre 2v — i, infi-
niment voisins successifs de A. Ce sont les points déjà rencontrés en
étudiant les courbes C^.

Les équations paramétriques de la surface <&y, projection de <t>i à
partir de 0, sur Xi = o, peuvent s'écrire

, ! : pX , , =^^^ -̂n-i ( ^ = = = ^ 3 , . . . , 9^-4-1),
pX^^=j^^ ^v+/-i^v-/-M (y^,^ ̂  ^ ^^ ^^

pX __ /..8v -,,(;v-}-l3V4,2 ——JV J ; . } 1

Aux points infiniment voisins de P, correspondent, sur <I^, les points
de la courbe

_ •̂2. __ _ ^3_ __ __ Xgv4.^

1 . A^-1 """ À^-2 """ ' " ~ ~ 1 ? .

: " ^ , • , Xâv+^^rrXg^^.^rr:.. . ==: .K.y^^'==z 0. , ,

C'est la projection de y, à partir de Oi sur l'hypothèse Xi ===o.
Appliquons à la courbe C7, la transformation T^""1; nous obtenons

Inéquation
' ' ' ï^-i-i 1 1 1 , 1 . , 1 1 •1 , ! ' ! . , • ' ! — . , ' ! , . , 1 : ^

: : , ^ ̂ ^V~l)^V~Z-)-l)^i?-.S^(^-S)(^^). 1 , , • ^

" - 1 ! ' ! ^==2, ! ^ 1 • , ! .. 1 1 ^ 1 1 1 1 , 1 ! . ! , , \ / ! ' ! , : . ! ' ! ,

V ' , ! , 1 ! • 1 1 , • ! . • \ ! ^ ^ , 1 - . ! ! ' - -

^ ̂ +^^-^-''v-ll/^/-l a^-<.)(/-i)+s^ Às^ssî'-^/'.s^o-
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Le terme de plus haute puissance en ,^i est

^ ̂  5 ^ 3V~1 '' '2V ~l ! '•; •'"•

La courbe possède donc un point quadruple en (i, o, o) et par consé-
quent les courbes C'[ ont v — i points quadruples infiniment voisins
successifs de A.

Opérons encore une fois T^ sur la courbe précédente. On obtient
•2V+1

'^^.^(W4-2)(2V—f-hl)5;:V--2^(r--^)(.'îV—l)

V

1 ""V 1 . rr(3V-l-2'l (2V—/)4-1 r-V—l ,-(;iîV--ll ^/—H-i-1 _1 ") 1 ^P rr'2 —— r>
~t~^^^SV-+-l-+-7-'i • • " •̂ / -•:5 • ' • -T-/ i•3V-+-2•-•l'^;i——0*

/==l

Le terme de plus haute puissance en z.i est le dernier et par-consé-
quent aux n — i points quadruples fait suite un point double.

Opérons enfin l'a transformation Ti. Nous obtenons une courbe
d'équation

S^P ( Àg ̂ J -h ^2^+2^2,53 -+- Â3V+25J ) •4- . . . = Oy

les termes non écrits contenant j?i à une puissance inférieure à o.vp.
Nous obtenons un dernier point double, uni parfait pour Tinvolu-
tion I/,. Au domaine de ce point correspond sur la surface ^ la
conique d'équations

XJv+3—XaX3v4_s==0, Xg ==:...==: X^-^-i == Xsv4-3 ==:...==: Xav+i == 0..

Désignons-la par YO- Cette conique rencontre la courbe ̂  y projection
de Y / ) , au point Oa.

Nous voyons que le point A\ est double conique pour la surface <&, .
Au point A'^Oo, la surface $ possède donc la multiplicité 2 v + i , l e
cône tangent étant décomposé en un cône d'ordre av et un plan ayant
une droite commune. A u p o i n t A7 est infiniment voisin un point
double conique.

17. Envisageons maintenant le cas p==6v+ 5. L'équation des
Ann. Éc.Norm^ (3), LV. — FASC. 3. 2^
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courbes C, s'écrit
2V-+--2

/'f\ "A Tf-P | '̂ ^ ^ /y.-î-V——SZ-hi /y.:îf——'l -y.2V——î-+-2
•• ' /.o^-i -+-" ^y r\iJb^ JL..^ oCy

^•=1 .

V4-1

_ i _ ' ^ 1 y.2v—2/+S.'y.:î/—3 /wi.\i—/-T-'Î. _L. "A •y1 /1 '——n
^ J "•SV•4-2-r-/"t'l • ^•a 'J/:', "~1 'k3V-4-4 tx•:•t—— <-"

/=,1

Nous obtiendrons les équations paramétriques de la surface <ES
image de l'involution 1 ,̂ dans un espace linéaire 83^+4, en posant

pXo=^ pX^=^v-â^-+-A^-l^-^ (/==!,2, ..., 2V-+-2), •

pX^^==<^/^^/-^^-^ (/=:!, 2 , . . . , Z/+I),

pX.3v^.4==^.

Les courbes C', sont caractérisées par Xo == o; elles ont en A la mul-
tiplicité av+3, deux tangentes étant confondues avec x^-=o et

. 2v+i avec .x*3===o.
Opérons sur les courbes Ç, la transformation T^ ; on obtient

2V4-2

^1^4-10 '^ T. VÏ—-Ï ,/2V-—;'4-2 i »»/riV-+-S '<11^ ') . -1/4V-+-/4-2 ^4v—/+4 i 1 i.8\l+5 I.GV-+-S __ ^
J-l j,^ I J Ï - / ; t ~hJ^ ^^ AâV4-2+/j2 / J;; •/ -+-À3V.4-4 J'^ J - ' 3 — — 0 .

z'==l

Les courbes C\ ont donc deux points multiples d'ordre 2v+ i, infini-
ment voisins successifs de A. Au domaine du dernier, P,, de ces
points correspond, sur la surface <Ï>4, la courbe y,, courbe normale
d'ordre à v + i ?

X Y Y
__î^ _ -^-a _ _ ^Vgy^g
/.2V+1 ""î  --..-— ^ ^

Xâ^4_3 ===...== A3^^3 =3r X^v4_4=r= 0.

Opérons d'autre part, sur les courbes C,, la transformation T^1.
On a

^t2V24_i(;V4_;; ,- ^ rr.2 _i l ^ ^ _ i 1 ^2'\ i __„ •>1 •^1 ! . 1^ Aj^.^ •^,Aav4-3~.>«»^3 •-!-• Agy^./^^J -t-. . . — — 0 .

Les courbes C\ ont donc en commun une suite de a v + i points
doubles infiniment voisins successifs. Au domaine du dernier, P^ de
ces points correspond sur la surface $, la conique ^2 d'équations

X^+3——Xi_X3v4.4,==:0, Xg ==...==:, X^^.^== 0_, X^.+-4, :== . . ._==,X3v^3== 0,.

Les courbes y 1/^2 ont en commun le point O i . 8
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Considérons maintenant les courbes C',, caractérisées par
A Q = = X , I = = O . Elles ont en A la multiplicité av+5, 2v tangentes
coïncidant avec ̂ ==0 et cinq avec ^==0.

Appliquons aux courbes C', la transformation Tf ; nous obtenons
•2V-K2

^2V+1 0 ̂  ̂  ̂ yy-M -}-. . .=10.

Les courbes C', ont deux points multiples d'ordre av infiniment
voisins successifs de A. Au domaine du dernier, P,s, correspond sur
la surface $a la courbe ^ projection de "yi à partir de G| sur l'hyper-
plan X.i =o.

Appliquons aux courbes C[ la transformation Ta; à cet effet, nous
distinguerons deux cas, suivant que v est pair ou impair.

Supposons en premier lieu v == a'/ et effectuons T^1. En n'écrivant
pour abréger que les termes de l'équation qui nous intéressent, nous
obtenons

"/ f.2V(^/—'li ^5 i. ") , ,-.2Vl:ÎN/—^)—.•îr' ff7 i_ "i ^V(3v'~2|—:SV'—3^3V'4-10._L. ——n
AS^^ • ,^^ -T" /.3V4-.3,<?^ •-'2;'";.î "̂  ^S'/'-t-^^'i '*':î -t--. . . — — U .

Les courbes C', possèdent ^ — i points quintuples infiniment voisins
successifs dont le premier est situé sur la droite ^2== o.

En appliquant une nouvelle fois T., on obtient
/ r> \ '/ „;^î•+-^\' -S _L_ "/ ^:S'-'a-^-.î.V+ll ^ r - 3 i _ 1 1 ^;{Vîi+âV-^-V'.-2V—V/4-î^__L- — — n
^ 2 ) AS^I ^3 "T-/•SV+.'î'^i .-•••S^^i'^.'î'-'+A-'i •'-'•.} -+ - . . .——0.

Au dernier poiïit quintuple fait donc suite un point quadruple.
En appliquant à la courbe (2) la transformation T!̂ , on trouve que

le coefficient de la plus haute puissance de ^i est X-jv+.s^a+^sv+^a.
Au point quadruple font donc suite 3 v'+i points simples dont le
dernier est Pa. Au domaine de ce point correspond, sur la surface ^2,
la droite

X<i^^. . . ~^- X.gv.̂ .q -— O1,,.1 / - 1 1 1 - ^-âv-i-.'i. —-- • 1 • 1 * —— -'^.^v+s —— ^f

projection de la conique y^ sur l'hyperplan Xi == o (contenant $,>).
Reprenons la courbe (2). La transformation T^ donne

' , ! , \, Â.jr^^+^v^jr'^^ : ' ! . ' \ :
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Au point quadruple de la courbe (2) est donc inf in iment voisin,
dans la direction ^==0, un point simple.

En appliquant à la courbe précédente la transformation T;, on
trouve finalement

^W<(}^^+)^^^)^-...==0.

Au point simple font donc encore suite deux points simples dont le
dernier, P^, est uni parfait pour Finvolution I/,. Au domaine de ce
point correspond, sur $25 la droite 0^0^+^.

Il résulte de ceci que dans le cas v=2v ' , le point A^^O,, est
simple pour la surface < & i , le plan tangent étant 0,i O^O^-^.

On parvient aux mêmes conclusions dans le cas v== 2^/4-1- On
trouve sans difficulté qu^au point A sont infiniment voisins successifs
v/ points quintuples, le premier étant sur ^2=== o; on trouve ensuite
un point double- A ce dernierpoint sont inf in iment voisins successifs
dans une direction 3 v7 4- 2 points simples dont le dernier est Py, dans
une autre direction, trois points simples. Le plan tangent à la sur-
face <I>i en Oi est 0,i OyOa^.

Le point ^==0^ est donc multiple d'ordre av+3 pour la sur-
face <&, le cône tangent étant formé d\in cône rationnel d'ordre 2 v+i
et d'un cône du second ordre ayant une seule droite en commun avec
le premier. Il n'y a pas de point multiple inf in iment voisin de A.

18. Nous voudrions actuellement montrer sur un exemple,
emprunté également à la-théorie des homographies cycliques du
plan, que le cône tangent à la surface <I) au point de diramation A^
peut être décomposé en plus de deux parties.

Considérons rhomographie

Cïî\ „ •X^^ » w•^v.\ —w fï*^ , £ ûû'i.) . £' ^y'jy

où E est une racine primitive d'ordre 23 de l'unité. Cette homo-
graphie engendre une invôlution I^ d'ordre 23, ayant comme
points unis les sommets du triangle de référence- Nous étudierons
le point uni A(i , 0,0).

Pour système J C , prenons le système des courbes d^ordre 23. Le
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système ( C..i 'a pour équation

( ï ) Ào ̂ f 4- À-i sc^ x^ ̂  -4- Âg a^ ̂  .yj 4- ).3 ̂ •;l ̂ •1 J^" 4- À^ ̂ !1 .rS ̂

4- L,̂  ^()^ 4- Â^ ;z•;4.̂ :•34- /.7.2?; ̂ ^4- As^ ̂ I^-h }.9-^^1^

-4~' A.iQiZ1^^?»,''^1'1^ —h- AI.I t/Ï'i^o' ^?^ ~i~ À^^'L'Ï^'*—}" Ais.yg'' —— 0.

La surface €> sera obtenue en rapportant projectivement les
courbes (ï) aux hyperplans d'un espace linéaire 813. Le point de
diramation correspondant au point A sera le point A^ (\.

Les courbes C/, sont données par }^=o; elles ont, un point sextuple
en A, une tangente coïncidant âvec^2==o et cinq avec ^3== o.

Appliquons à la courbe CT, la transformation T, . La courbe obtenue

(2) li^^ -4- l^z^ + ̂ ^^aO^^! -h /^s^^S + ̂ ^1^ -4- A^Ï^) -.

-^^342(^^+^^^^
-4- 1,^4^ 4- \o4^ + ̂ 114^ "4- 1^^) + Ai^^5f=: 0

possède un point triple à tangentes z^^-==o au point ( ï , o, o), donc
les courbes C\ ont un point triple infiniment voisin de A sur la tan-
gente ^3== o.

Appliquons à la courbe (2) la transformation TJ ; nous obtenons

5w(À^|4-^a^4-^2^)\4-<..=o, -

les termes non écrits contenant s, à une puissance inférieure à i84-
Les courbes C^ ont donc une suite de sept points doubles infiniment
voisins successifs du point triple trouvé plus haut. Le dernier de ces
points est un i parfait pour I^. Sur la surface <I>, de S^>, il lui corres-
pond la conique

• Y"â V 'Y — n. " , , . !1 yVo '—— -rVt? ./V.^o ——— U 1 ' . 1 1

du plan O a O o O i a .
Effectuons au contraire sur la courbe (2) la transformation T;; nous

obtenons
.s;l;>(^^4-Â2^)4-...=o.

II y a donc deux points simples infiniment voisins successifs du point
triple. Le dernier de ces points est uni parfait pour 1,3 et il lui corres-
pond, sur <&^ la droite O ^ O a .

Reprenons la courbe'(ï) et effectuons la transformation T^7; nous
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obtenons
^ï'l(Al.-+^-0+...:=0.

Les courbes C\ on t donc dix-sept points simples infiniment voisins
successifs de A, le premier étant s u r ^ = = o . Le dernier est uni
parfait pour Ly et à son domaine correspond, sur la surface e?,,
la droite 0,0,3.

Nous voyons donc que la surface $ possède au point de dirama-
tion A/ un point quadruple, le cône tangent étant formé d'un cône du
second ordre et de deux plans; les deux plans se rencontrent suivant
une droite et Fun d'eux rencontre le çônô du second ordre suivant
une droite*

On peut continuer l'étude de la singularité de la surface <1> au
point A'; la question ne présente aucune difficulté; nous nous borne-
rons à donner les résaltats.

Sur la surface <&i , nous avons une conique v^ et deux droites
T»i=0i02,^ :=0^0<,3 se rencontrant au point 0,. Seule la pre-
mière droite ^^ rencontre la conique ya au point Oy. Le point Oy est
simple pour la surface <I> , , le point 0,i est double biplanaire ordinaire.
Ce point est équivalent à deux droites y ^ , , y^ de degré — 2 , se ren-
contrant en un point . La droite -y^ rencontre Y, en un point et la
droite y^ rencontre y ,3 en un point. Les droites ^20 T^ coïncident
respectivement, sur la surface <I>^ avec les droites OyO^ O^Oi; , .


