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SUR LES SURFACES MULTIPLES

AYANT UN NOMBRE FINI

DE POINTS DE DIRAMATION

Par M. Luciex GODEAUX.

Dans ce travail, nous poursuivons nos recherches sur les surfaces
qui représentent les involutions cycliques n’ayant qu'un nombre fini
de points unis, appartenant a une surface algébrique ('). Soit F une
surface algébrique possédant une involution cyclique I,, d’ordre pre-
mier p, n’ayant qu’'un nombre fini- de points unis. Désignons par ¢
une surface image de cette involution, sur laquelle les points de dira-
mation sont isolés. La surface ®, multiple d’ordre p, ayant ces points
de diramation, est birationnellement identique & la surface F.

Les points de diramation de la surface ® sont singuliers pour celle-
ci et le probléme qui nous occupe est la determmatlon de ces smgula-
rités. Ce probléme est lié & celui de la structure des points unis
correspondants de 'involution I,,. :

Soient A un point uni de I'involution I,, A" le pomt de diramation
correspondant de la surface ®. Aux sections hyperplanes I de la sur-
face @ correspondent sur F des courbes C,. La nature de la singularité
de la surface ® en A’ dépend du comportement en A des courbes C,

(1) Nous avons résumé nos recherches antéricures sur eelte question dans un exposé
sur Les involutions cycliques appartenant & une surface algébrique (Actualités scienti-
fiques, ne 270, Paris, Hermann, 1935).
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194 LUCIEN GODEAUX.

passant par ce point. Aprés avoir étudié le cas général, nous considé-
rons d’une maniére plus approfondie celui ott le cone tangent en A’ &
la surface ® se scinde en deux parties. Nous établissons la propriété

suivante :

St les courbes C, passant par A ont la multiplicité n,~+ n, en ce point,
ces courbes ayant en commun dans ure direction, (2k -+ 1) n, potnts mul-
tiples d’ordre n, infiniment votsins successifs de A et, dans une autre
direction, (2k 4+ 1)n, points multiples d’ordre n, infiniment voisins suc-
cessifs de A, le pornt A est multiple. d’ordre n, -+ n, pour la surface @,
le cone tangent & cette surface en ce point se composant de deux cénes
rationnels, d’ordres n, et n,, ayant une droite en commun. Au point A’
sont infiniment voisins successifs k points doubles biplanaires dont le
dernier est ordinaire. On a p=(2k+1)n,ns+ n,+ n.,.

St les deux suites de points infiniment voisins de A appartenant aux
courbes C, passant par A sont formées Uune de 2(k—+1)n, points
multiples d’ordre n,, Uautre de 2(k —+1)n, points multiples d’ordre n.,
au point A’ sont infiniment voisins successifs k points doubles bipla-
naires suivis d’un point double conique. On a

p=2(k+1)nn,+ ny+ n,.

Nous terminons en donnant un exemple des particularités précé-
dentes, la surface F étant un plan et I, 'involution engendrée par une
homographie non homologique de période p. Un second exemple ana-
logue montre que le cone tangent & la surface ® au point A’ peut étre
composé de trois cones.

1. Soit F une surface algébrique contenant une involution
cyclique I, d’ordre premier p, n’ayant qu'un nombre fini de points
unis. Nous pouvons prendre comme modéle projectif de la surface F
une surface normale d’un espace linéaire S,, 4 r dimensions, satisfai-
sant aux conditions suivantes : S

1° L'involution I, est engendrée, sur la surface F, par une homo-
graphie H de période p de S,; |
- 2° L’homographie H posséde p axes ponctuels St"), S S,
de dimensions respectives r,, r,, ..., r, dont un seul, pour fixer les



SUR LES SURFACES MULTIPLES AYANT UN NOMBRE FINI DE POINTS DE DIRAMATION. 195

idées S'", rencontre F en un nombre fini de points : les points unis
de I’involution.

Désignons par T,, X, ..., I, les systémes linéaires d’hyperplans
unis de I'homographie H, les hyperplans de X; passant par les axes
S, L., SN ESEEn b2 DS Soient C; les courbes découpées sur la

surface F par les h}perplans de X;. Le systéeme | C;/, linéaire, incom-
plet, est composé au moyen de I'involution I,. Dans le systéme linéaire
complet |G| des sections hyperplanes de la surface F, il existe donc
P systemes linéaires partlels G, Gy, ..., |C,| composés au moyen
de I'involution I,,; le premier de ces systémes est dépourvu de points-
base, les p—1 derniers ont comme points-base les points unis de
'involution I,.

Rapportons projectivement les courbes du systéme | C, | aux hyper-
plans d’un espace linéaire S, ar, dimensions. A la surface F corres-
pond une surface ® dont les points représentent les groupes de I'invo-
lution I,. Dans la correspondance (1, p) existant entre les surfaces ®
et F, les points de diramation de la surface ® sont des points isolés,
singuliers pour la surface.

Nous désignerons par I' les sections hyperplanes de la surface @,
par ., I'y, ..., T, les courbes de cette surface qui correspondent res-
pectivement aux courbes C,, C;, ..., G, de F. Les systémes linéaires
T}, |Ty], [Ts], ..., T, | sont complets.

Soient n 'ordre de la surface @, = le genre de ses sections hyper-
planes I'. Le systéme linéaire |C, | et par suite le systéme linéaire |G|
ontle degré pnet, d’aprés la formule de Zeuthen, le genre p(n—r1)-+1.

2. Soient A un point uni de I'involution I,, « le plan tangent a la
surface F en A. Nous supposons donc que la surface F a un point
simple en A; nous supposerons en outre que le plan tangent « ne ren-
contre I'axe S!') de ’homographie H qu’au seul point A.

La surface F etle point A étant unis pour I'’homographie H, le plan «
est également uni pour cette homographie. Par conséqnent, ce plan
s'appuie suivant une droite sur I'un des axes S, 8¢, ..., S¢ de
I’homographie H, ou en un point sur deux de ces axes. Dans le pre-
mier cas, toute tangente a la surface F au point A est unie pour H,
cette homographie déterminant dans le plan « une homologie de
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centre A; le point A est un point uni parfait de I'involution I,. Dans
le second cas, il n’en est plus de méme et A est un point uni non par--
fait de I'involution I,.

Examinons de plus prés la structure du point uni A. Soit F* une
transformée birationnelle de F telle qu’au point A corresponde une
courbe exceptionnelle @ (on peut par exemple projeter lasurface F du
point A sur un hyperplan de =, ne passant pas par A;la courbe excep-
tionnelle « est alors la droite suivant laquelle le plan « rencontre- cet
hyperplan). A I'involution I, correspond sur la surface F* une involu-
tion cyclique I',.

Lorsque le point A est uni parfait pour I,, tous les points de a sont
unis pour I7, mais lorsque le point A est uni non parfait, I'involu-
tion I détermine sur la droite @ une involution cyclique d’ordre P
possedant deux points unis distincts A,, A}. Ces points seront unis
pour I’ et I'on peut reprendre, au sujet de chacun d’eux, le raisonne-
ment qui vient d’étre fait pour le point A. Et ainsi de suite.

Supposons que A soit un point uni non parfait et retournons 2 la
surface F. Aux points A}, A} correspondent des points A,, A,, dis-
tincts, infiniment voisins de A, unis pour l'involution I,. La tan-
gente AA, a la surface F est unie pour I'homographie H et s’appuie en
un point B, sur un des axes S, S®, ..., S®, par exemple sur S®
De méme, la tangente AA, s'appuie par exemple sur S en un
point B,. Si le point A] par exemple est uni parfait pour I, nous
dirons que le point A, est uni parfait pour I, qu il est non parfait
dans le cas contraire.

Dans le domaine du premier ordre du point A sur la surface F,
lhomooraphle H détermine une involution d’ordre p possédant les
points unis A,, A,. Dans le domaine du premxer ordre du point A,,
homographie H détermine soit 'identité si A, est uni parfait, soit
une involution cyclique d’ordre p, possédant deux points unis A,,, A,
sl A est un point uni non parfait. De méme, dans le domaine du pre-
mier ordre de A,, tous les points sont unis pour I’homographie H, ou
il y a deux points unis A,,, A,, pour 'involution I,. Et ainsi de suite,
tous les points infiniment voisins de A, , par exemple sont unis pour I,
ou il y a deux de ces points unis pour I,, selon que A,, est uni parfait
ou non.
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En examinant successivement les domaines des ordres successifs
du point uni non parfait A, on trouvera que ce point est le pied d’une
sorte d’arbre dont les différentes branches sont formées de points unis
de I'involution I,. Chaque branche s’arréte éventuellement & un point
uni parfait. L’ensemble de ces points unis-forme la structure du
point A.

3. Considérons les courbes C, passant par le point A et désignons-
les par C|. Les hyperplans découpant sur F les courbes C| appar-
tiennent & X, et passent par A; ils contiennent donc le plan tangent «
a F en Aj les courbes C, ont donc un point double au moins en A.
Nous allons montrer que nous pouvons supposer que cette multipli-
cité est inférieure a p.

Désignons par |C] le systéme linéaire | pC|, par rsa dimension. En
rapportant projectivement les courbes C aux hyperplans d’un espace
linéaire & r dimensions, nous transformons la surface F en une sur-
face F sur laquelle nous pouvons raisonner comme plus haut, sans
autre modification qu'un changement de notations.

Cela étant, considérons une courbe C passant par A et y touchant la
droite AB,. L’homographie H et ses puissances lui font correspondre
p — 1 courbes C touchant également la droite AB, en A. L’ensemble
de ces p courbes C est une courbe C unie pour H. Construisons une
seconde courbe C analogue & la.premitre mais en partant d’une
courbe C tangente en A & la droite AB,. Observons d’autre part que

les courbes C formées de p courbes C transformées les unes dans les
autres par ’homographie H appartiennent totalement 2 un systéme
lingaire partiel | C, |, dépourvu de points-base, composé au moyen de
I'involution I,. Les deux courbes construites plus haut, ayant en A un
point multiple d’ordre p et p tangentes confondues avec AB, pour la
premiére, AB, pour la seconde, appartiennent a |C,| et déterminent
dans ce systéme un faisceau de courbes ayant en A un point multiple
d’ordrep a tangentes variables. ,
Revenons maintenant & notre surface F primitive. De ce qui pré-
céde, il résulte que nous pouvons choisir cette surface de maniére
qu’il existe des courbes C, ayant en A la multiplicité p et des tangentes
variables. Ces courbes sont des courbes C| particuliéres ou coincident
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avec ces courbes. Placons-nous dans cette seconde hypothése et soit
A’ le point de diramation de la surface ® qui correspond au point
uni A. Aux courbes € correspondent, sur ®, les sections I par les
hyperplans passant par A’. Le systéme | C, | a le degré effectif pn— p?,
donc le systéme | I”| a le degré effectif n— p et le point A’ est multiple
d’ordre p pour la surface ®. .

D’autre part, les courbes C, ont le genre p(x —1) 41— é])(P——I).

Sur une de ces courbes, I'involution I, détermine une involution
privée de points unis, car sur cette courbe se trouve un groupe de
p points distinets infiniment voisins de A. D'aprés la formule de

Zeuthen, les courbes I ont donc le genre © — é(p —1). Mais cela est

absurde, car le point A’, multiple d’ordre p pour ®, abaisse le genre
de p —1 unités. 1l en résulte que les courbes C, ayant un point mul-
tiple d’ordre p en A, ne peuvent étre que des courbes C, particuliéres.
En d’autres termes, les courbes C, ont en A une multiplicité infé-
rieure 4 p.

Les tangentes a4 une courbe C, en A étant en nombre inférieur a p,
doivent étre unies pour I’homographie H, par conséquent elles coin-
cident avec les droites AB,, AB..

Les courbes C, ont en commun le point A et les points A,, A,;
si ces points ne sont pas tous deux unis parfaits, les courbes C| ont
encore en commun un certain nombre de points fixes, infiniment voi-
sins de A, unis pour l'involution I,. Considérons une branche d’ori-
gine A d’une courbe C. Tout point du domaine de A, appartenant -
cette branche et restant fixe lorsque la courbe C| varie, doit étre uni
pour I,, puisque chaque courbe C| est transformee en elle-méme
par H. La branche considérée passera donc par un certain nombre de
points unis de I, infiniment voisins successifs de A. Soit P le dernier
de ces points. Le point infiniment voisin de P situé sur la branche
considérée, varie avec la courbe C, et doit d’autre part étre uni
pour I,; il en résulte que le point P est uni parfait pour I'involution I,.

Ainsi donc, les courbes C’ ont en commun certaines suites de points
fixes infiniment voisins successﬁs de A, unis pour I'involution I,, les
derniers points de chacune de ces suites étant unis parfaits. Soient
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P,, P,, ..., P, les derniers points de chacune de ces suites, n,,
N, ..., n; leurs multiplicités respectives pour les courbes C.

Envisageons une courbe | et la courbe I' qui lui correspond sur @.
Soient R un groupe de I'involution I, appartenant 4 C, et R’ le point
qui lui correspond sur I'. Lorsque le groupe R se déplace sur € et
tend vers un point uni du domaine de P, par exemple, le point R’
tend sur I' vers le point A’ et la droite A’R’ tend vers une tangente &
la surface ® en A’. Il en résulte qu'aux n, points de la courbe C| infi-
niment voisins de A’ correspondent », tangentes i la surface ® en A'.
Lorsque la courbe C| varie, la courbe I" varie et ces n, tangentes
engendrent un cone d’ordre n,, tangent 3 ® en A’. En répétant le
méme raisonnement pour les points P,, P,, ..., P,, on voit que la
surface ® a en A’ un point multiple d’ordre n, +n, 4. ..+ ny, le cone
tangent en ce point i la surface étant décomposé en ; cones respecti-
vement d’ordres n,, n., ..., n,.

Rapportons projectivement les courbes (| aux hyperplans d’un
espace linéaire & r,— 1 dimensions; 2 la surface F correspond une
surface @, image de l'involution I,, projectivement identique a la
projection & partir de A’ de la surface ® sur un hyperplan de I'espace

ambiant. Aux domaines des points P,, P,, ..., P, correspondent,
sur ®,, des courbes rationnelles v,, s, ..., Y respectivement
d’ordre n,, n,, ..., n,. L’ensemble de ces courbes représente le

domaine du point A" sur la surface ®.
La surface ®, est d’ordre n — (n, + n, +. ..+ n;).

5. Les courbes C assujetties a toucher en A une droite (du plan «)
distincte des droites AB,, AB,, forment un systéme linéaire de dimen-
sion 7, — 2; nous les désignerons par C,. Les courbes C; ont en A une
multiplicité supérieure d’une unité au moins a celle des courbes C, et
d’autre part au plus égale & p. Aux courbes C; correspondent, sur la
surface ®, les courbes I'” découpées par les hyperplans passant par
une droite issue de A’. A ces courbes correspondent sur la surface @,
des courbes que nous désignerons par la méme notation I'", découpées
par les hyperplans passant par un point A appartenant & quelques-

unes des courbes v, Ya, - - .5 Ya-
Si les courbes C! ont en A une multiplicité inférieure & p, leurs
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tangentes en ce point sont confondues avec les droites AB,, AB,. On
reprendra, pour les courbes C], le raisonnement fait pour les
courbes C| et ’on parviendra ainsi 2 déterminer la singularité de la
surface ®, en A’.

En rapportant prOJectlvement les courbes C| aux hyperplans d’un
espace linéaire 4 r, — 2 dimensions, il correspondra a la surface F une
surface ®,, image de l'involution I,, projectivement identique & la
projection de ®@,, i partir de A’, sur un hyperplan de I’espace dans
lequel est plongée cette surface. On observera que si la courbe v, par
exemple, passe par le point A, il lui correspondra sur la surface @,
une certaine courbe v, d’ordre n, —1. Il en résulte que parmi les
points fixes du domaine de A communs a toutes les courbes C], on
rencontrera le point P, si n, > 1. Sila courbe y, ne passe pas par le
point A, les courbeb C; auront la méme multiplicité que les courbes C,
enP,.

Considérons maintenant les courbes C) assujetties a toucher en A
une droite distincte de AB,, AB, et de51gnons -les par C. Ces courbes
ont en A une multiplicité au plus égale a4 p. Si‘cette multiplicité est
inférieure 4 p, on recommencera sur les courbes C; le raisonnement
fait pour les courbes C|, et ainsi de suite.

Comme les multiplicités en A des courbes C,, C}, C}, ... vont en
croissant, on parviendra finalement & un dernier systéme |C.”| dont
les courbes ont, en A, un point multiple d’ordre p & tangentes
variables. On obtiendra par suite une suite de surfaces ®@,, ®,, ..., @,,
images de I'involution I,. La derniére, ®,, aura ['ordre n— p et aux
groupes de I, formés de points infiniment voisins de A, situés sur les
courbes G, correspondront sur cette surface les points d'une droite
simple.

On parviendra ainsi & analyser la singularité- de la surface ® au
point A’. Le point singulier A’ sera équivalent, au point de vue des
transformations birationnelles, 4 un ensemble de courbes rationnelles
dont chacune représente le domaine d’un point uni parfaitde I'involu-
tion I, situé dans I’entourage du point uni A.

Il convient cependant de remarquer qu’il ne sera pas toujours
nécessaire, pour analyser la singularité en question, d’aller jusqu’aux
courbes C{". La circonstance suivante peut en effet se présenter :
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Supposons qu’en analysantla singularité des courbes C* en A, nous
ayons été conduit A trouver que le cone tangent 4 la surface ®,., du
point A}, se décompose en deux cones ayant en commun une
droite a. Nous trouverons done, sur la surface ®,, deux courbes Yits
Yrs, équivalentes 4 I’ensemble des points de ®,_, infiniment voisins
de A)_,, se rencontranten un point A. Il se peut qu’aux courbes C/*"
correspondent, sur la surface @, des sections hyperplanes passant
par un point distinct de A. Ce dernier sera en général simple pour la
surface ®, et la singularité du point A’ sera alors complétement
connue. :

6. Aux courbes C,, C,;, ..., C,, formant des systémes linéaires
composés au moyen de I, correspondent sur la surface ® des courbes
que nous avons désignées parI',, T'y, ..., I',. Les systémes linéaires
Iy, [Ty, ..., |T, | sont complets.

Considérons une courbe C quine soit pas transformée en elle-méme
par ’homographie H. Il lui correspond sur ® une courbe I'*, de genre

P

effectif p(m — 1)+ 1, possédant ép(p.—— 1)n points doubles, corres-

pondant aux couples de points de la courbe C appartenant a des
groupes de I,. Lorsque la courbe C varie, la courbe I'* engendre un
systeme continu rationnel appartenant par conséquent 2 un systéme.
linéaire. :

Faisons varier la courbe C d’une maniére continue dans |[C|jusqu’a
ce qu’elle vienne coincider avec une courbe C,. La courbe I'" varie
d’une maniére continue et vient coincider avec la courbe I" correspon-
dante, comptée p fois. La courbe I'* appartient donc au systéeme |pI'|.

Faisons maintenant varier la courbe C d’une maniére continue
dans |C| de maniére qu’elle vienne coincider avec une courbe C,. La
courbe I'* vient coincider avec la courbe I', homologue, comptée
p fois. Mais les courbes I'; passent par les points de diramation de la
surface @; elles rencontrent donc certaines composarntes infiniment
petites de ces points, et ces composantes interviennent dans la compo-
sition de la courbe I'* correspondant a la courbe C,. Nous devons done
écrire que la courbe I'"* envisagée se réduit a la courbe pI',+A,,
A, étant un certain ensemble des composantes des points de dira-

Ann. Ec. Norm., (3), LV. — Fasc. 3. 7 26
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mation de @. Nous avons done

[P |=|pTy+ Al

Projectivement, cela signifie que parmi les hypersurfaces qui
découpent sur @ les courbes du systéme | pT'|, il en est une au moins
ayant un contact d’ordre p — 1 avec la surface le long d’une courbe I',
arbitrairement choisie. :

Le méme raisonnement peut étre repris pour les courbesI';, ..., [,
et I’on aura

IpTi=|ple+ Ay | = |pl+ Ay |=...=|pl,+4,],
A,, Aj, ..., A, étant formées de courbes infiniment petites, compo-

santes des points de diramation de la surface ®.
Donnons-nous maintenant, dans S,, la surface ® par ses équations

(1) % pai= Y (g, Uy, Usy 1e3) (i=o0,1,2,...,7y),
, Uy, g, Us, ) = o0,

ou les ¢; sont des polynomes de méme degré et ¢ un polynome irré-
ductible. Supposons que nous ayons pu construire, sur cette surface,

une des courbes Ty, Ty, ..., T, et soit
U2y, 2y, ooy ®r) =0
I'équation de I'’hypersurface ayant un contact d’ordre p — 1 avec la

surface le long de cette courbe. Considérons maintenant, dans S, _,, la
surface représentée par les équations (1) et

—

S’il existe sur la surface ® au moins un point de diramation, cette
derniére surface est irréductible et précisément birationnellement
identique & la surface F.

7. Envisageons, sur la surface F, le systéme linéaire
ID|=|2C]|.

Le systéme |D | n’est pas composé au moyen de I'involution I,, mais
I’homographie H échange ses courbes entre elles. Le systéme |D |
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contient p systemes linéaires partiels 'D,/, D, , ..., D,/ composés
au moyen de I'involution [,. On peut les définir en disant que ces
systémes conliennent respectivement les courbes

2G, G+GCe ..., C+C,.
Ces systémes se comportent donc comme les systémes |C,|,
| 1 . ! » .
1Col, ..., |Gl Le systéme (D, | est dépourvu de points-base; les
autres ont comme points-base les points unis de [
Deux des courbes

Ci+ Gy 2GC,, G+GCyy ..., C+G,

”

ne peuvent appartenir & un méme systéme linéaire composé au moyen
de I,. L’'une de ces courbes appartient donc au systéme |D, |. Suppo-
sons, pour fixer les idées, que ce soit la courbe C,~+ C,. Cette courbe
passe par le point A, et aura donc le méme comportement que 'une
des courbes €, C, .. ..

On peut poursuivre ce raisonnement et disposer des indices pour
que les courbes C;+ C,_, +... aient le méme comportement en A
que I'une des courbes C, C, . ... Cependant, cette facon de disposer
des indices n’a rien _d’absolu, il peut se faire que les courbes C,~+ C;
aient en A le méme comportement que les courbes C,, alors que les
courbes C,, C; ont en A un comportement blen determme comme on
va le voir.

8. Les courbes C, sont découpées sur F par les hyperplans de X,.
Ces hyperplans passent par SV, S, ..., S® mais non par 8®; ils
ne contiennent donc pas le plan tangent o« en A a F. Il en résulte que
les courbes C, ont un point simple en A ety touchent la droite AB.,.

Les courbes C, ont en commun, au point A, une suite de points
simples fixes infiniment voisins successifs de A, unis pour I'involu-
tion I,, e dernier étant uni parfait.

Le nombre des points d’intersection des courbes C, avec une des
courbes €', C!, ..., absorbés en A, est naturellement multiple de p.

Les courbes (; sont découpées sur F par les hyperplans de I,
hyperplans ne passant pas par I’axe St de I'homographie H et ne
contenant par censéquent pas le plan tangent « a4 F en A. Les
courbes C, ont un point simple en A et y touchent la droite AB,.
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Supposons que les courbes €, C, appartiennent au systeme |D, |;
elles ont un point double en A et par conséquent les courbes D, pas-
sant par A y ont un point double. Il en est de méme des courbes C/ et
au point de diramation A’, la surface ® posséde un point double
biplanaire auquel peuvent étre infiniment voisins successifs des points
doubles.

9. Nous allons poursuivre '’étude du point de diramation A’ de la
surface ® dans I'hypothése ou le cone tangent i la surface en ce point
se décompose en deux cones, nécessairement rationnels, ayant en
commun une droite unique (simple pour chacun-des cones). Sur la
surface ®,, nous aurons donc deux courbes rationnelles 7y, 7.,
" respectivement d’ordres n,, n,, se rencontrant en un seul point A.
Nous commencerons par supposer que le point A’ est simple pour la
surface @,. ‘

Nous avons, sur la surface ®@,, dont les sections hyperplanes sont

les courbes I',
‘ : =T+ v+ 7.

Soient v,, v, les degrés respectifs de y,, v.. En considérant les
intersections de la courbe I"+ v, + v, avec v, puis avec v., on a
o=n~+v,+1I, 0= No—+ 14 Yy,
d’olr

v, =—(ny+1), vo=— (ny+1).
Nous avons, d’autre part,

[PT=1plo+hiti+Rove+ AL |,

Ay et A, étant des entiers et A, le terme provenant de la présence
éventuelle d’autres points de diramation. Les courbes I', rencontrent
'une des courbes v,, v., par exemple la premiére en un point et ne
‘rencontre pas I'autre. On a done

p+)‘-1V1+).2:0, 7\2+);2U2:0;
par conséquent _
P ="he(vyvs— I):ke(’lins'*‘nq*‘ ng),

p étant un nombre premier, et le second facteur étant supérieur 2
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y e
I'unité, on a

he=—1, ly==ny+1, P =N Ny~ Ny -+ na.

Par suite,
PTI=[pTet (et Dy et .

On aura de méme

[P =|pli+ v+ (1) Yo+ A |

A’ provenant de la présence d’autres points de diramation.

Si les courbes I',+I'y appartiennent au systéme |D, |, nous avons
n,=1, ny=r1 et p=23. Inversement, si p=3, onan,=n,=1. La
surface ® posséde en A’ un point biplanaire ordinaire, comme nous
I’avons d’ailleurs établi antérieurement.

Supposons p > 3 et soit I'; une courbe rencontrant v, en %, points
et v, en k, points. Par un raisonnement analogue au précédent, on

trouve
[pT|=|pTi+ (/“'2“ kyve) Y1 (KA — kowy) Yo+ Arl,

A, étant le terme qui provientdes points de diramation distincts de A’.
En particulier, on a

pTI=pTh+(p—n—0)n+p—1)1:+ 4]
relation que I’on pourrait également déduire de
I+ T,|=|T+1"1.

Des relations précédentes, on déduit que les courbes C| ont
p points d’intersection avec les courbes C, ou G, réunis en A.

10. Retournons i la surface F. Les courbes C| ont en A une multi-
plicit¢ p. A ce point multiple sont infiniment voisins successifs
h points multiples d’ordres ¢,, pias -+, p4n== 1y, le dernier étant P,
et dans une autre direction, £ points successifs multiples d’ordres Pats
Oaay - . -5 Pax== My, le dernier étant P,. On a

P2P1t+ Pars P112P1e2 - -2 Ny P12 Psa- - 2 se

En évaluant le nombre des intersections absorbées en A de deux
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courbes C), ou d’une courbe G| et d’une courbe C, ou C,, ona

it oty pla A Pl 3+ PR e PR P (R ),
oA pPnt Prt.. P =0p,
P+P:1+P~;2+...+ .\O:,k:]).
On en déduit
p(p— ny—ns) =+ 0y, (pr—20y) +- o= pya(Pra— 7y)
= Pui(Par — ) 4o~ Pok(Pak— Na) = 0.

Tous les termes du premier membre devant étre positifs ou nuls, on a

0=y Ny, P = . .= Pa= Ny, Doy ==...== Por= Ny

On a en outre A=n., kt=n,.

Les courbes C, ont donc en A un point multiple d’ordre n, + n.,
auquel sont infiniment voisins successifs : dans une direction,
n, points multiples d’ordre n,; dans une autre direction, n, points
multiples d’ordre n,. Ces points sont unis pour 'involution I,, les
derniers points de chaque suite étant unis parfaits.

Les courbes C, passent par les points de la premiére suite, les
courbes C; par les points de la Seconde suite.

I \ ’ ; .
Pour ny=1, n,= 5 (p—1), on retrouve un résultat que nous avions

établi directement ('), en supposant que l'involution I, posséde un
point uni parfait dans le domaine du premier ordre du point A.
Retournons au cas général. Le genre d’une courbe C| est égal a

I . I . I
plr—1)—+1— ;(/zl—i— ny) (ny—4 ng—1) — 3 nony (g —1) — 5121115(722-—-1).

D’autre part, sur une courbe C, I'involution I, détermine une involu-
tion cyclique d’ordre p possédant n, -+ n, points unis. D’apres la for-
mule de Zeuthen, le genre 7" de la courbe I" correspondante est donc
donné par

2p(n — 1) =4 (ny 4 ny) (p—1)
=oap(T —1) — (1~ ny) (g4 ny—1) — nyny (R =+ ny— 2).

(1) Recherches sur les inpolutions cycliques appartenant & une surfuce algébrique (Bl(j—
letin de U’Académie royale de Belgique, 1930. p. 450-467). '
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On en déduit

=7 — (ny+ na—1),

valeur que I'on obtient directement en évaluant le genre = de la
courbe IV 4 v, + v,.

11. Nous avons supposé que le cone tangent a la surface @ au point
~de diramation A’ était formé de deux cones rationnels, d’ordres r,, n,,
ayant en commun une droite simple pour chacun des cones. Nous
avons considéré le cas ol il n’existe pas de point multiple infiniment
voisin de A’. Nous allons maintenant faire I’hypothése opposée.

Sur la surface ®,, nous aurons deux courbes rationnelles v,, .
passant par un point A’ qui sera maintenant multiple pour la surface
(mais simple pour les courbes y,, v.). Le point A/ sera cette fois
équivalent a une courbe rationnelle ou 4 une somme de courbes
rationnelles que nous représenterons par v,. La courbe v, rencontrera
en un point chacune des courbes vy,, v.. Ces deux derniéres devront
étre considérées, au point de vue des transformations birationnelles,
comme ne se rencontrant pas.

Nous avons actuellement

F=I"+y,+ Yo+ Yo

En considérant les intersections de cette courbe avec y,, Y., on
trouve encore que les degrés de ces courbes sont

v,=— (n,+1), Vo= — (ny—+1).

Soit v, le degré de 7, . Les courbes I ne rencontrent pas v,; donc
en considérant U'intersection de la courbe précédente avec y,, on
trouve v,=— 2.

Passons de la surface @, a la surface ®,. Sur celle-ci, il correspond
2 Y1, 7. des courbes |, v, d’ordres respectifs n, — 1, n,— 1. Les
sections hyperplanes I de @, sont données par

=T+ v+ 27+ 7.

On en déduit que les courbes I rencontrent en deux points la
courbe v,, ¢’est-a-dire que le point A’ est double pour la surface @, .
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Nous sommes ainsi conduit a faire deux hypothéses, que nous exami-
nerons s¢parément (').

1° La surface @, posséde, en A, un point double biplanaire auquel
sont infiniment voisins successifs un certain nombre de points
doubles (nécessairement biplanaires) dont Ie dernier est biplanaire
ordinaire; :

2° La surface ®, posséde, en A’, un point double auquel sont infi-
niment voisins successifs un certain nombre de points doubles dont
le dernier est conique, les précédents étant biplanaires.

12. Supposons donc en premier lieu I'existence d’une suite de
k points doubles biplanaires. Cette singularité équivaut, au point de
vue des transformations birationnelles, & ’ensemble de 2% courbes
rationnelles de degré — 2

Yus Yers eees Yhieo Yk ey Yers Yiee

Chacune des courbes de cette suite rencontre la précédente et la
suivante en un point, mais ne rencontre pas les autres. De plus v, et
Y:. rencontrent ensemble vy, et v, chacune en un point; pour fixer les
idées, nous supposerons que y,, rencontre v, en un point, mais ne
rencontre pas Y.. Alors y,, ne rencontre pas y,,, mais a un point com-
mun avec .. '

Cela étant, la courbe I'; rencontre en un point vy, mais ne rencontre
‘pas les autres courbes y. Nous avons

[pCl=|plo+0ivi+duYu—+ oo+ b Y+ MaYho o - - —+ )-;;»Y”.—l— oY+ Ay,

les A étant des entiers et A, ayantla méme signification que plus haut.
Prenons les intersections des courbes du systéme précédent succes-
sivement avec les courbes vy, v,,, ..., Y:2, Y2 ; nous obtenons

p + v+ =o,
7.1 — 2).[1+ 7\2120,

(1) Nous excluons donc les points doubles uniplanaires.
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On en déduit

Ape=— 2yvy, hoe==— (2vy41) %o, cee, tpw=— (kve+ k—1) 1y,
Mg = [(k 4 1) vy k] s, G » "
= (2hve+ 2k —1) %, h=—[(2k+1)vy+ 2/k] k.

En portant ces valeurs dans la premiére relation, on obtient
p=[2k+1)vivo+2k(v,+v.)+2k—1]h
ou, en remplacant v, v, par leurs valeurs
P=[2kn ns+ nyn,+ n,+ ny| b,.

Le premier facteur du second membre est supérieur a l'unité;
p étant premier, on a

he—1, p=(2k+1)nn,~+ n,—+ n,.
Par suite

Mo=ns—+1, heg=2ns+ 1, ceey l=hny+1,
hyy=2kn, 1, M=(2k+1)n,—+1

et B

|pT | = |pTlo+{(2k+1) g+ 1} 7, + (2hns+ 1) Yy +- ..

+ (2754 1) Yoa + (Ra—+1) Yo+ Yo+ Ay |

Les courbes I'; rencontrent la courbe vy, en un point mais ne ren-
contrent pas les autres courbes y. Par une méthode analogue a.la pré-
cédente, on trouve

[pT | =|pTs+ Y1+ (R~ 1) Vg o AR 1) Yo+ { A+ 1) 2y 41 Yo+ A5

13. Supposons maintenant que la singularité de la surface ®, au
point A’ se compose d’une suite de £+ 1 points doubles infiniment
voisins successifs, les £ premiers étant biplanaires et le dernier
conique. Cette singularité est équivalente 2 un ensemble de
2k -1 courbes rationnelles

Y11 Yoty -9 Yk Yk Yhss  Yeas  Yies

chacune des courbes de cet ensemble rencontrant la suivante et la

précédente en un point, mais ne rencontrant pas les autres. De plus,

nous pouvons supposer que y,, rencontre Y, en-un point mais ne ren-
Ann. Ec. Norm., (3), LV. — Fasa. 3. . _ 27
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contre pas y., tandis que y,, a un point commun avec y,, mais ne
rencontre pas v,.
On aura encore une relation de la forme

| pT = pTa4 ki 2 Yiab e - o AaYhAe e oo o Yoo+ heYo+ Ao |-

En opérant comme tantdt pour exprimer que les courbes I's ren-
contrent la courbe v, en un point mais ne rencontre pas les autres, on

aura

o= — Dyv,, Foe=— (2vy 4 1) Ay, .
b= — (Ava+ k — 1) hs, de=— [(A +1)ve+ k]hy;
hn=—[(k+2)vs+ K]k, SRR
i=—[(2h+1)ve+ 2k] 2, a=—[(2k+2)vo+ 2k +1]hs.

En tenant compte de la relation

P+ MY+ hyy=o0,

on aura
p=l(2k+2)vvy+ (2k 1) (vi+vy) + 2k] 2,

d’ou
le—1, p=C(2k+2)vvo+ (2h41) (v, 4 vs) + 2k.
En remplacant v,, v, par leurs valeurs, on aura enfin
P=2(k—+1)nn,~4 n,+ n,.
La relation fonctionnelle liant [I'| et |I", | sera cette fois
IpT = ple+{(2hk+2)ne+ 1}y, +{ (2h+1) Ro+1} v +-..
+{k+D) R+t (D) Y+ Yo+ As .
On trouvera de méme
[pT | =|pla+ i+ (y+ 1) Yy 4o o+ (A1) g+ 1} yr+. ..
+{(2hk+1)n+r}ye+{(2hk+2)n +1)y.+ As]. .
14. Supposons que les courbes C,+ C, appartiennent au sys-
teme |G, + G, |. Sur la surface @, nous avons

]rg—!—F:«}:!r—i—r/l:{fzr—'\“——'\{“_.“_Ygi.

D’autre part, les courbes C,, C, passant. simplement par A, les
courbes C, ont un point double en A et 'on a n,=n,=1.
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Plagons-nous en premier lieu dans le cas ot ®, a en A’ une suite
de points doubles biplanaires (n° 12). Nous avons, en tenant compte
des liaisons fonctionnelles des courbes T, T,

l2pT[=[p (L Ts) + (2K +3) (i Yoo Yoo+ Vo) + A+ AL
On doit donc avoir 24 + 3 = p. La surface ® posséde en A’ un point
double biplanaire auquel sont infiniment voisins successifs ;[)(p —3)

points doubles biplanaires dont le dernier est ordinaire. On retrouve
un cas que nous avons étudié antérieurement (').

Placons-nous en second lieu dans 'hypothése ot la suite de points
doubles infiniment voisins successifs de A’ se termine par un point
double conique (n* 13). Le raisonnement que nous venons de faire,
répété dans cette hypotheése, nous conduit 4 2k + 4=p, ce qui est
impossible puisque p est, par hypothése, premier.

Supposons que les courbes C,+ C; n’appartiennent pas au sys-
teme |C,—+ C |, c'est-a-dire que 'on a n,+ n,> 2. Appelons C, les
courbes C,+ C, — C, et C,—, les courbes C, + C, — C,.

De la relation ~

[oT | =[To4+Tp+ i+ Yu+- .+ Y+ T,
on déduit la relation fonctionnelle liant les courbes I',,.
Dans ’hypothése du n® 12, on a
|pT = pl,—+ {1)—(‘2/:—&—1)122——1;*(1—{—{p——::,('ng——-x‘;*(,l—...
e (p—2ns— 1) Yes (P —Na— 1) Yyo + (P — 1) Ys + 4p]
et, de méme,
[ pT|=|pTp+ (p—1)Ya+ (p —a— 1) Y+ ..
+ip—(Ck+)n—1ir+ A
Dans ’hypothése du n° 13, on a

lpI‘|.—_|p1’,,+{p—-(2/{-&—2)1;.2—1}71—{—...—1—(11——1)3/2+A,,[

et
]pr]:[pr,,_i—i-(p——I)Y1+-.-_+{]1—(2/{+2)7l1—1}Yg+Ap—1]~

(1) Recherches sur les involutions cycliques appartenant & une surface algébrigue
( Bulletin de I’Académie royale de Belgique, 1931, p. 1131-1150).
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On vérifie aisément que dans chaque cas, les courbes I', ren-
contrent v, en n,—1 points et y, en n, points. Les courbes I',_, ren-
contrent la courbe v, en n, points et la courbe vy, en n,—1 points.

15. Le raisonnement fait au n° 10, pour déterminer la singularité
des courbes C, au_ point A, peut étre en partie repris dans le cas
actuel. Les courbes C',, ont en A un poiht multiple d’ordre n,+ n,
auquel sont infiniment voisins successifs dans une direction, / points
multiples d’ordre n; dont le dernier, P,, est uni parfait pour I,; dans
une autre direction, ' points multiples d’ordre n, dont le dernier, P.,
est uni parfait pour I,. '

En considérant les intersections des courbes C, avec C,, C;, on a

ny = ne—+ hn,=p, ny—+ ny+ h'ny=p.

Dans I’hypothése du n° 12, on a

p=(2k 4 1) ny ny+ ny+ n,, h=(2k~+1)n,, = (2k+1)n,.

‘Dans I'hypothése du n° 13, on a

=92 (k1) nyny—+ n, -+ n, h=2(k—+1)n,, h=2a(k+1)n,.
I ’ .

Aux courbes C) correspondent, sur ®, les courbes I'” données par

P=T"+ v+ 2(Yii+. .~ Yis) + Yo-

Les courbes I' rencontrent v, en n, —1 poin'ts, Y. en n,— 1 points,
Yi: et ;. en un point chacune; elles ne rencontrent pas les autres
courbes y. Les courbes C] ont donc en A un point de multiplicité
sapérieure 2 n,—+ n, et elles ont en commun un certain nombre de
points infiniment voisins successifs de A; ces suites se terminent par
quatre points unis parfaits de I'involution 1, : le point P,, multiple
d’ordre n,—1, le point P, multiple d’ordre n,— 1, deux points
simples P,,, P,, donnant respectivement naissance aux courbes v,,,
Yi2- On observera que dans le domaine du premier ordre de A, les
courbes C; ne peuvent avoir que deux points multiples. Les
courbes C; ont en commun les points communs aux courbes C). De
ces deux suites de points se détachent deux suites de points termi-
nées par les points simplés P,,, Pss.
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Aux courbes G correspondent, sur ®,, les courbes I'” données par

I'= Iw"*‘"]’t“*‘ 2%+ 3 (Yot . s Yee) T+ 2Y e+ Ve

Les courbes I'" rencontrent Y. en n, —1 points, v, en n, — I points,
Y=1 et 7. chacune en un point; elles ne rencontrent pas les autres
courbes .

Les courbes C; ont en A un point multiple (d’ordre supérieur i la
multiplicité du méme point pour les courbes C)) auquel sont infini-
ment voisins un certain nombre de points fixes infiniment voisins
successifs. Ces suites se terminent par quatre points unis parfaits de
I'involution I, : le point P,, multiple d’ordre n, — 1, le point P, mul-
tiple d’ordre n,—1, deux points simples P,,, P,, donnent naissance
aux courbes y.,, Yoo

Et ainsi de suite. Les courbes """ auront un comportement ana-
logue aux courbes C|, C]. Les suites de points communs & ces courbes
se termineront par le point P,, multiple d’ordre n, — 1, le point P.,
" multiple d’ordre n,— 1 et par deux points simples P, P,..

Les courbes C{“* auront un comportement différent. Les suites de
points communs a ces courbes, infiniment voisins successifs de A, se
termineront -par le point P,, multiple d’ordre », — 1, le point P, mul-
tiple d’ordre n,— 1 et par un point P, simple ou double suivant que
I'on se trouve dans I’hypothése du n° 12 ou dans celle du n° 13.

Inversement, si les courbes C,, C;, .. .-ont en A les comportements
précédents, la singularité de la surface ® au point de diramation A’
présente les particularités indiquées précédemment.

16. Nous allons maintenant considérer un exemple que nous
empruntons a la théorie des homographies cycliques du plan.

Supposons que F soit un plan et considérons I'involution I, engen-
drée dans ce plan par 'homographie de période p.

J .

Xy &y a =2, lexy L,

¢ étant une racine primitive p*" de 'unité.

Comme systéme | C|, nous prendrons le systéme des courbes planes
d’ordre p. Les points unis de l'involution I, sont les sommets du
triangle de référence; nous étudierons le point uni A(1, o, o).
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Pour pouvoir écrire I'équation du systéme | C, |, nous devrons consi-
dérer deux cas: p=6v—+r1etp=06v—+5(").
Dans le cas p=6v -1, I’équation du systeme |G, | s’écril
. 241 )
ho! -+ Z R =22 it vt

i=1
v

D @ I A D af =0 (1),
j=1

Les courbes C, sont données par A,= o. Elles ont en A un point
multiple d’ordre 2v -1, une tangente étant x,=o, les 2v autres
étant confondues avec z, = o.

Avant d’analyser la singularité des courbes C; au point A, formons
les équations de la surface ®. Celle-ci s’obtiendra en rapportant pro-
jectivement les courbes (1) aux hyperplans d’un espace S;.. 2
3v 4+ 2 dimensions. Les équations paramétriques de la surface @
seront

oX,=af, o X == g}V it gyt ({=1,2, ...,2v 1),

22 3t by P . . —
o Xovrsrj = 27" 2t g =t =i, (J=1,2,..,); p Xiyro = .

La surface ® sera d’ordre p. La surface @, s’obtiendra en proje-
tant ® du point (1, 0, 0, ..., o) sur I’hyperplan X, = o. Ses équations
paramétriques s’obtiendront en supprimant la premiére des équations
précédentes.

Pour étudier la singularité des courbes C| au point A, nous utl]lbe-
rons les transformations quadratiques (*)

(T:) ‘ Xy L X X = YT IV Y s
i 1

T, &y iy Ly = 571
1 2 3

() Cf. SteveNns, Sur lu structure des points unis des homographies planes cycliques
non homologiques (Bulletin de la Société royale de Liége, 1935, p. 128-132).

(2) Voir nos travaux, Sur les homographies planes cycliques (Mémoires de la Société
royale des Sciences de Lidge, 1928, p. 1-26); Sur les surfuces représentant les involutions
planes engendrées pur des homographies cycliques ([d., 1930, p. 1-21); Sur les courbes
tracées sur la surface représentant l'involution engendrée par une homogruphie plane
cyclique (Id., 1931, p. 1-14).
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La premiere fait correspondre au point infiniment voisin de A
sur ;=0 le point (1, o, 0), la seconde fait correspondre au point
infiniment voisin de A sur @,= o le point (1, o, o).

Effectuons deux fois de suite la transformation T, sur les courbesC’;
nous obtenons une courbe d’équation

2V+1 v

12v+4-2 A1 a2 i1 A AOV1 LAY A — ] 3 R R ) L e
X : i )‘Ay‘z X +)1) - 2 7“‘-’""‘-14-/:) 2' /) ::} I+t 4 /-:v,‘p—‘l)lz'_rlt} gh_ =0

i=1 j=t

On en conclut que les courbes C, ont deux points infiniment voi-
sins successifs de A, multiples d’ordre 2v, le premier étant sur 2,=o.
Le dernier est uni parfait pour I,. Soit P, ce point.

Les équations paramétriques de @, peuvent s’écrire

Pxi :)¢{2-/+‘2‘}.é——1 ),:_;u—-wl '(l =1,2,...,2v+ 1),
PX2‘J+1+/':‘)"[1W+1 ),.';‘,»—'r/'),:.;;—/+l (./ =1,2, ...,V '),
pXaves =Py

Pour obtenir sur cette surface la courbe qui représente les points
infiniment voisins de P,, posons y,=2xy, puis faisons tendre y.
vers zéro. Nous obtenons ’

_ __ Ny
p— ——

o =

Il

v X

~

1

X

ve = Noyiy=...= Xy pa==0.

)

La courbey, est donc une courbe rationnelle normale d’ordre 2v.
Effectuons maintenant sur les courbes C, la transformation TY';

nous obtenons
. S (A 3e+ Mgy y) +. . .= 0,

les termes non écrits contenant 5, & une puissance inférieure a 4vp.
Les courbes C, ont en commun 4v points simples infiniment voisins
successifs de A, le premier étant sur x,=o et le dernier, P,, étant
uni parfait pour I,.

En raisonnant comme précédemment, on voit qu’aux points infini-
ment voisins de P, correspondent sur ®, les points de la droite vy,

d’équations
) No=...=Xopyr; = Xopsr=1.. .= Xjoy=0
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Appelons O; le point dont toutes les coordonnées sont nulles
sauf X;. La courbe v, et la droite y, ont en commun le point O;.

1l s’agit d’examiner la multiplicité de O, pour la surface @,. A cet
effet, nous allons considérer les courbes C; données en posant A, =o,
%1 = o dans I’équation (1). Ces courbes ont en A la multiplicité 2v—+3,
quatre tangentes étant confondues avec z,=o, les 2v—1 autres
avec xr; = 0.

En appliquant aux courbes G| la transformation T}, on obtient

21 v
oo X 5 e oy SR N AV I 3BV V1
PN D AP e Y D YT P A Ay J P = 0,

i=2 j=1

Les courbes C) ont donc deux points maltiples d’ordre 2v — 1, infi-
niment voisins successifs de A. Ce sont les points déja rencontrés en
étudiant les courbes C,. ’

Les équations paramétriques de la surface ®,, projection de @, &
partir de O, sur X, = o, peuvent s’écrire

o X; =yl gyl vt (1l=2,3,...,2v+ 1),
PX2‘1+1+/':)/;W+1 )/g‘)+j—1)/gv—/'+1 (j =1,2,...,v),
pXgvea =8 L

Aux points infiniment voisins de -P, correspondent, sur ®,, les points
de la courbe

e '
X _ Xo _ _ Xavw
A=t T jm—s T !
.
Xovo=Xoy13= =X3vpe=0

(Yest la projection de vy, a partir de O, sur I’hypothése X, =o.
~ Appliquons a la courbe C; la transformation T.™'; nous obtenons
I’équation -
V41 '
2 )\lzgsv—ﬂ (2v—1--1) 55;1'——-2 zg‘i—e) 'f.'"_”

i=2

v

X

2 OV2m QY (81 ) ] o} jmt o (BY ) | e — —_
-+ }~‘:v+1+1‘5{\' W —1 13y 1)/‘5;:/ 15ng W) (/ 1)+2+)\3v+25f1v 1)/;:g_0_

j=1
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Le terme de plus haute puissance en z, est

AV—13 199 —1) -4
g st sk,

La courbe posséde donc un point quadruple en (1, o, 0) et par consé-
quent les courbes C; ont v—1 points quadruples infiniment voisins
successifs de A.

Opérons encore une fois T, sur la courbe précédente. On obtient

2941

s )\i:;:wﬁ-‘z; |‘.}‘I—i+1)532i~—. 5&1‘—-2) (3v—1)

=2

(3V—+27 (2v—j)+1 3j—1 Z(Bv—1i ( j—11+1 VP 2 —
-+ S Rovgt) 55 (V=) gy =1 gliv—41(] + dye iP5 =0.

j=1

Le terme de plus haute puissance en s, est le dernier et par consé-
quent aux n — 1 points quadruples fait suite un point double.
Opérons enfin k transformation T, . Nous obtenons une courbe
d’équation
VP (he 55 + AovreBeBg—+ AgyieBl) +... =0,

les termes non écrits contenant z, 4 une puissance inférieure a 2vp.
Nous obtenons un dernier point double, uni parfait pour I'involu-
tion I,. Au domaine de ce point correspond sur la surface @, la
conique d’équations

2 — — — — —_ — Y —
Xovys— XoXgyie=0, Xs=...=Xpyy=Xovi3=.. .= Xgyy=0.

Désignons-la par v,. Cette conique rencontre la courbe v, projection
de v,, au point O,.

Nous voyons que le point A’ est double conique pour la surface ®,.
Au point A’= 0,, la surface <I> posséde donc la multiplicité 2v 41, le
cone tangent étant décomposé en un cone d’ordre 2v et un plan ayant
une droite commune. Au point A’ est infiniment voisin un point
double conique.

17. Envisageons maintenant le cas p=6v4-5. L’équation des
Ann. Ec. Norm., (3), LV. — Fasc. 3. 28



218 LUCIEN GODEAUX.

courbes C, s’écrit

b

N

*
R

9y —7+-2

=R i
Ly Zy T Xy

(1)

]

<
+
AN

7 B ) — o 3 )
pvra AT T I 4 Dy 2l = 0.

o
i

Nous obtiendrons les équations paramétriques de la surface @,
image de I'involution I, dans un espace linéaire S;,.,, en posant
p Xy =z, o Xy== apr ik i =i (i=1,2,...,2v4+2),
0 Xoygapj == &P 23 g3I=2 gl —/++ (J=1,2,..., v=+1),

o Xgvis =24

Les courbes C, sont caractérisées par A, = o; elles ont en A la mul-
tiplicité 2v + 3, deux tangentes étant confondues avec z,=o et
2V -1 avec ;= 0.

Opérons sur les courbes C, la transformation T} ; on obtient

W2
,1~.'v+1oy )\ pi—1 ;w——i+s+ SOV+-5 N )\ LAV 2 AV —jd ) BY5 ,ﬁv+5—0
Y1 PRI NEWN S X1 ov+2-+7 Vo X A Ya Yy =0
i=1
Les courbes C, ont donc deux points multiples d’ordre 2v —+ 1, infini-
ment voisins successifs de A. Au domaine du dernier, P,, de ces
points correspond, sur la surface ®,, la courbe v,, courbe normale
d’ordre 2v -1,

Xo X 0 Xy
Gl T ey T T 0
. .
Xovis=. .. = Xgy43=X3y4,= 0.

Opérons d’autre part, sur les courbes C,, la transformation T?*.
On a '

a2, - P )
SIS () 52 4 Aayrg Sa Sy =+ Agyay 52) . . .= 0.

Les courbes C, ont donc en commun une suite de 2v -1 points
doubles infiniment voisins successifs. Au domaine du dernier, P,, de
ces points correspond sur la surface ®, la conique vy, d’équations

2 'd id — R — — > T, —_— —_
Xoves— Xy Xyv=0, Xo=...=Xovs=0, Xovpr =+ . .= Xyypz=0.

Les courbes v, v, ont en commun le point O,.
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Considérons maintenant les courbes C), caractérisées par
ho=h;=o0. Elles ont en A la multiplicité 2v-+ 5, 2v tangentes
coincidant avec ;=00 et cinq avec x,=o.

Appliquons aux courbes C| la transformation T?; nous obtenons

2942
~\ .
A2+ 5 P R Y s -
;}‘} ) Jo‘ Az’)é l}v:‘.v I+2 ¢ 0.

i=2

Les courbes C) ont deux points multiples d’ordre 2v infiniment
voisins successifs de A. Au domaine du dernier, P,, correspond sur
la surface @, la courbe v, projection de v, & partir de O, sur hyper-
plan X,, = 0.

Appliquons aux courbes C la transformation T,; i cet effet, nous
distinguerons deux cas, suivant que v est pair ou impair.

Supposons en premier lieu v =2v" et effectuons T7~'. En n’écrivant
pour abréger que les termes de I’équation qui nous intéressent, nous
obtenons

7

Zg 5;1‘)6.‘.‘}'—1 | 53 - )~2v+3 :?"““”‘““35253 -+ }_“_’_L z;lvxsv’-':;—xv'—-s5:::‘2‘-4-10_‘_ ...—o0.
Les courbes C’ possédent v — 1 points quintuples infiniment voisins
1

successifs dont le premier est situé sur la droite z,=o.
En appliquant une nouvelle fois T., on obtient

ane - ! HAES R 3 —-tY249 SYLEPED LY S YY .4 —
(2) _2‘:;/ +w~_£ 4+ /~2v+351' L g, 33+ ).3"_*_",&.1&\/ +2V -V ..3"" Vs L = 0.

Au dernier point quintuple fait donc suite un point quadruple.

En appliquant 4 la courbe (2) la transformation T}, on trouve que
le coefficient de la plus haute puissance de 5, est Asyig 52—+ AgyisZa.
Au point quadruple font donc suite 3v'+ 1 points simples dont le
dernier est P,. Au domaine de ce point correspond, sur la surface ®.,

la droite

> » s — Y -
Xo=...== Xy1s=0, Xoyir=...=X3y13=0,

prOjéction de la conique v, sur I'hyperplan X, = o (contenant ®,).
Reprenons la courbe (2). La transformation T, donne

S ey iayie 2V SV =2 —
he Y2 gy o Rgyaeg FEIVFI)E L= 0.
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Au point quadruple de la courbe (2) est donc infiniment voisin,
dans la direction z,=o0, un point simple.

En appliquant & la courbe précédente la transformation
trouve finalement

rlw_)

Ly on
~26V+51 (G = 3 -
_IJ(‘./ "(_/‘.g»-g“‘}‘/-gv 3;3)—{—...__4).

Au point simple font donc encore suite deux points simples dont le
dernier, P, est uni parfait pour 'involution 1,. Au domaine de ce
point correspond, sur ®,, la droite O, 0..;.

Il résulte de ceci que dans le cas v=2%', le point A|=10, est
simple pour la surface ®,, le plan tangent étant O, 0,0,,,,.

On parvient aux mémes conclusions dans le cas v=2v'+1. On
trouve sans difficulté qu’au point A sont infiniment voisins successifs
v' points quintuples, le premier étant sur x,=o0; on trouve ensuite
un point double. A ce dernier point sont infiniment voisins successifs
dans une direction 3v'+ 2 points simples dont le dernier est P,, dans
une autre direction, trois points simples. Le plan tangent a la sur-
face @, en O, est 0, 0,0,,.4. ,

Le point A’=0, est donc multiple d’ordre 2v—+ 3 pour la sur-
face @, le cone tangent étant formé d’un cone rationnel d’ordre 2v -1
et d’un cone du second ordre ayant une seule droite en commun avec
" le premier. Il n’y a pas de point multiple infiniment voisin de A.

18. Nous voudrions actuellement montrer sur un exemple,
emprunté également 4 la -théorie des homographies cycliques du
plan, que le cone tangent & la surface ® au point de diramation A’,
peut étre décomposé en plus de deux parties.

Considérons ’homographie

Xy Xy T= Xy LEXs L E Ty,

ol ¢ est une racine primitive d’ordre 23 de I'unité. Cette homo-
graphie engendre une involution I,;, d’ordre 23, ayant comme
points unis les sommets du triangle de référence. Nous étudierons
le point uni A(r1, o, o).

Pour systéme |C|, prenons le systéme des courbes d’ordre 23. Le
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systéme [C, [ a pour équation

3B Y ol g S 5o Y T : LY 0 b T
(1) hZP hale, af + byl 2t 4 et atael) + ), a2l
+ k@) 2@ b x af g+ hal il bt alalt 4 dyaiall

A& Tl - gy 2l 2 4 1y at +/13x3_0

La surface @ sera obtenue en rapportant projectivement les
courbes (1) aux hyperplans d’un espace linéaire S,;. Le point de
diramation correspondant au point A sera le point A'=0,.

Les courbes C, sont données par X, =o; elles ont un point sextuple
en A, une tangente coincidant avec 2, = o et cinq avec x; = o.

Appliquons a la courbe C| la transformation T,. La courbe obtenue

possede un point triple a tangentes z,z;=o0 au pomt (1, 0, 0), done
les courbes C, ont un point tmple infiniment voisin de A sur la tan-
gente x;— 0.

Appliquons & la courbe (2) la transformation T} ; nous obtenons

B (Ao5) 4 AgBeBy—+ hyp53) +.. .= 0,

les termes non écrits contenant s, & une puissance inférieure & 184.
Les courbes C| ont donc une suite de sept points doubles infiniment
voisins successifs du point triple trouvé plus haut. Le dernier de ces
points est uni parfait pour I,;. Surla surface @, de S,., il lul corres-
pond la conique

X2 — XX y=o

du plan 0,0,0,,.
Effectuons au contraire sur la courbe (2) la transformation T73; nous

obtenons
. 3% (hy 53+ Resy) +. .. =0

1l y a done deux points simples infiniment voisins successifs du point

triple. Le dernier de ces points est uni parfalt pour IL,; et il lui corres-

pond, sur ®,, la droite 0, 0,.
~Reprenons la courbe (1) et effectuons la transformation T,"; nous
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obtenons
5:1:91(‘}"1:2*' /»1353) —-+...==o0.

Les courbes C, ont donc dix-sept points simples infiniment voisins
successifs de A, le premier étant sur z,=o. Le dernier est uni -
parfait pour L., et & son domaine correspond, sur la surface @,
la droite 0,0,,.

Nous voyons donc que la surface ® posséde au point de dirama-
tion A’ un point quadruple, le cone tangent étant formeé d’un cone du
second ordre et de deux plans; les deux plans se rencontrent suivant
une droite et I'un d’eux rencontre le ¢one du second ordre suivant
une droite. ,

On peut continuer I'étude de la singularité de la surface ® au
point A’; la question ne présente aucune difficulté; nous nous borne-
rons & donner les résultats. _ '

Sur la surface ®,, nous avons une conique y, et deux droites
Yiu=0,0,, v,,=0,0,, se rencontrant au point O,. Seule la pre-
miere droite y,, rencontre la conique y, au point O,. Le point O, est
simple pour la surface @, , le point O, est double biplanaire ordinaire.
Ce point est équivalent & deux droites Y21, Yo2 de degré — 2, se ren-
contrant en un point. La droite y., rencontre y, en un point et la
droite v, rencontre y,, en un point. Les droites v.,, .. coincident
respectivement, sur la surface ®,, avec les droites 0,0,, 0,0,,.



