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THÉORIE
<s

DES

FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE DÉFINIES
• • SUR

DES ENSEMBLES GÉNÉRAUX

PAR M. W. J. TRJITZINSKY,
Université d Îllinois, U. S. A.

1. Introduction. — Le but de ce Mémoire est de développer une
théorie des fonctions du type indiqué dans le titre. Nous supposerons
que/(^) est une fonction d'une variable complexe sÇ=x+^/— ly),
définie sur an ensemble E a deux dimensions, telle que, Zo désignant
un point d'accumulation quelconque de E, on ait

(i) . lixn/(^)^/(go)^/;(^) W^o)] (^dansE),
Z^ZQ ^1 —— ^0

où f^o) est un nombre fini indépendant de la manière dont
z ^ z ^ dans E) tend vers SQ (^). Les points isolés de E sont laissés
de côté. Ainsi, ce que nous entendons par fonction d'une variable
complexe, c'est une fonction monogène, la monogénéité impliquant

( i ) En d'autres termes, f{z) = ^(^y) -+- V/~I <v(^,j*) (u, w étant des fonctions
réeïles de variables réelles ^y), où u et w ne satisfont pas aux équations différentielles
de Gauchy-Riemann, n'est pas une fonction de la variable complexe ;s(= .Y-+- ^—ij) , à
notre point de vue.
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seulement Inexistence d'une limite (i), unique et finie, en chaque
point So de l'ensemble E considéré (').

Sans perte de généralité E peut être pris borné. Nous emploierons
les notations suivantes : (K) désignera une courbe simple rectifiable
frontière d'un domaine K. L'ensemble E sera fermé et contenu dans
K4-(K); de plus, (K) fera partie de E (cette hypothèse n'est pas
essentielle). C (E) désignera l'ensemble K + (K) — E. C'est un
ensemble ouvert dans K.

Pour simplifier les développements, les fonctions considérées seront
assujetties aux conditions suivantes.

DÉFINITION 1. — Une fonction f(s) = u Çx, y) + \j— i çpÇx, y) sera
appelée fonction monogène générale^ pour abréger fonction m. g\,
dans E. si (2) :

i° Les'fonctions

^ au au àw àw à^u à^'u à^u à^ u
V 2 ) u! ^ àx' ôy' ~àœ.' ày' à^9 â^' J^' J^ày

sont finies et continues dans E ; u est uniforme dans E ;

2° A indiquant l'opération
/ 2 \ A ^2 <^2(3) A:=——+——,

ax^ ày-'

nous a^ons au == o dans E ; de plus, w est une conjuguée harmonique (3).
de u dans E.

Dans la définition ci-dessus les rôles de u etw peuvent être échangés.
Une fonction m. g. dans E possède une dérivée unique en chaque
point de E. Il n'est pas nécessaire qu^une fonction m* g. soit uni-
forme (4).

(1) II est évident que monogénéité ^implique pas en général analyticité.
( a) Ces conditions peuvent être remplacées par d'autres moins restrictives sans

détruire la validité des résultats de ce Mémoire.
(3) En d'autres termes, u et w satisfont dans E aux équations différentielles de

Gauchy-Riemann.
(* ) l og ( z - ^a ) (a dans K) est m. g. (non uniforme)' dans Ïensemble E obtenu en

soustrayant le domaine | s— a | < p (p petit) de K ̂  (K); \/'z~^~a n^st pas m. g. dans E
parce que ̂ - ( \/~z~=~a ) et l ( /^~a) sont toutes deux non uniformes dans E.
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En .particulier, remarquons que toute fonction uniforme, d'une
variable complexe, qui admet des dérivées de tous les ordres est m. g.
selon notre définition.

Dans le paragraphe 2 on verra que toute fonction m. g. /(.s), définie
dans E, peut être représentée sous la forme

(4) 2^/(a) ==A(a) -4- j f log(.ï — a) ç(^j) ̂  c/y
^CfE)

[a==:a-+- \/i b dans E — (K)] ;

A(a) est analytique si a est dans K et q(x,y) est une fonction bornée
continue dans C(E), nulle sur la frontière de C(E). On verra aussi
qu'on a
(5) 271/^(0) =^) (a)~f ^ ( ^ y ) d œ d y

^w (s """ a

pour tous les points a de E — (K).
Ce sont là les formules fondamentales de notre théorie des fonctions

m. g. Ces formules sont un instrument puissant pour l'étude de telles
fonctions. Naturellement il ne s'agit pas d'essayer d'établir dans cet
essai toutes les conséquences importantes de (4) et (5). Nous en
établirons seulement un certain nombre.

Supposons que C(E) puisse être couvert par une suite de domaines
circulaires
(6) \s—Ai\<^^i (?=;i, 2, . . . ; les Ai dans K)

tels que tous les points des circonférences | s —Ai [ == ̂  soient dans K,
et que y^ tende vers zéro quand i-^- oo. La raréfaction de C(E) sera
mesurée par la rapidité ayec laquelle y;-^ o, quand i -> oo.

D'autre part, si p indique la distance du point, z=x+\j—ly
dans C(E) à la frontière F de C(E), on peut associer à y(a?,y) une
fonction 6(p), tendant vers %éro avec p i , telle que

(7) - I^JM^P)-

Dès lors, on remarque que les deux principes suivants ont une
importance capitale dans l'étude des fonctions m. g.

Principe I. — Les fonctions m. g. possèdent d'autant plus de pro-
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priétés (dans un sous-ensemble convenable E de E) que C(E) est plus
raréfié. • . ^ ^ .

Principe II. — Les fonctions m. g. possèdent d'autant plus de pro-
priétés dans E — ( K ) ( l ) que 6(p) tend plus rapidement vers zéro
avec p.

C'est en tenant compte de ces principes que nous traiterons les
problèmes suivants.

PROBLÊME A. — II a pour objet de déterminer la rapidité de décrois-
sance de è(p), qui assure l'existence, dans E — ( K ) , de la m161"0

dérivée (m^2) de/(a) ou Inexistence des dérivées de tous les ordres.

PROBLÈME B. — II a pour objet de déterminer la raréfaction de C(E)
impliquant Inexistence, dans un sous-ensemble convenable E de
E, soit de la dérivée /n101"6 (w^2) de /(a), soit des dérivées de tous
les ordres. Au cours de cette étude, on trouve des représentations à
l'aide de certaines séries convergentes dans E et valables pour les
fonctions dont il s'agit et pour leurs dérivées premières.

PROBLÈME C. — II a pour objet de déterminer la rapidité de décrois-
sance de è(p), telle que/(a) soit représentable, dans E—(K), par
une série de fonctions analytiques absolument et uniformément
convergente. Problème analogue dans le cas où f^ existe dans
E—(K) ; théorème de Taylor.

Dans les problèmes B et G les représentations sont possibles à l'aide
de séries convergentes de fonctions rationnelles. Toutefois des termes
logarithmiques peuvent apparaître dans les représentations de/(a).

Dans les problèmes D, . . . , G, formulés ci-dessous, il semble plus
commode de s'occuper des fonctions/^ au lieu de/(a).

PROBLÊME D. — II a pour objet de déterminer la raréfaction de G(E)
impliquant l'existence d'un sous-ensemble E de E tel que les fonc-

(1) Si nous définissons ^(.r,j)dansE par, g(^j-) == o, on voit que les deux principes
mentionnés expriment le faîfc que la distribution (densité) de [ q(x,y) \ dans K-h (K) se
réfléchit dans les propriétés des fonctions m» g. correspondantes.
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tions /^ (pour lesquelles on a la raréfaction mentionnée) soient
déterminées (uniquement) par leurs valeurs sur un arc -y (dansE).
L'ensemble E^ dans lequel cette détermination a lieu contient y et
c'est un certain sous-ensemble connexe de E.

Puisque la fonction/i(^)—/a(^) est m. g. lorsque /i(-s) et/a(^)
le sont, il s'ensuit que le problème D est équivalent à la détermination
de la raréfaction de C(E) telle que f^= o sur un arc y (dans Ë)
entraîne nécessairement/^) = o sur tout ensemble E.^.

PROBLÈME W. — C'est une modification du problème D obtenu en
remplaçant la propriété de la détermination unique des fonctions par
leurs valeurs sur un arc y par celle de la détermination unique par
leurs valeurs sur un ensemble non dense situé sur y.

PROBLÈME E. — II a pour objet de déterminer la rapidité de décrois-
sance de &(p) impliquant la détermination unique des fonctions
f^ par leurs valeurs sur un arc y [dans E—(K)] dans tout sous-
ensemble connexe (dans un certain sens) E-^ de E—(K) ; E^contienty.

Quand on traite des fonctions indéfiniment dérivables, la considé-
ration de la propriété de quasi-analyticité est d'importance capitale;
nous entendons par là la propriété de détermination unique des fonc-
tions'/% par les valeurs /^(9=== 1,2, . ..) quand a^ est dans E (ou
dans un sous-ensemble convenable E de E) ( ^ ) .

La détermination sera valable dans tout sous-ensemble connexe
(dans un certain sens) E(ao) de E [ou E(ao) deËJ ; E(ao) [ou E(ao)j
contient ao.

PROBLÈME F. — II a pour objet de déterminer la raréfaction de C(E)
impliquant la quasi-analyticité des fonctions f^ dans un sous-
ensemble E de E.

PROBLÈME G. — II a pour objet de déterminer la vitesse d'annulation

(1) Quelques auteurs appellent quasi-analyticité la propriéLé (funicité comprise dans
les problèmes D et E. Dans ce Mémoire, quasi-analyticité sera entendu seulement dans
le sens indiqué.

Ann. Éc. Norm^ (3), LV. -— FASC. 2. l6
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de & ( p ) qu'implique la quasi-analyticité, dans E -— (K), des fonctions
/(i)J w

En traitant les problèmes F et G nous établirons la représentation des
fonctions considérées, en fonction des valeurs de la fonction et de ses
dérivées de tous les ordres en un point a^ (dans E ou E, selon le cas).
Cette représentation a la forme d'un développement de Muta g-Lef fier
(autour de ao).

D'une manière générale, en résolvant ces divers problèmes, j^ai été
principalement influencé par l'extension très importante que M. Borel
a donné à la théorie des fonctions analytiques de Cauchy, extension
qui mène à certaines fonctions monogènes particulières (^fonctions
monogènes de Borel). Pour ces fonctions on peut généraliser les
intégrales curvilignes fondamentales de Cauchy. Elles possèdent la
propriété de quasi-analy licite (1). U ouvrage de M. Borel porte sur le
problème F (M. Borel fait usage de la sommation de Mittag-Leffler).

Comme le fait remarquer M. Borel chaque fonction analytique peut
être représentée par des intégrales doubles du type que nous consi-
dérons par la suite. D'après certaines de ses indications on peut
s'attendre à ce que, si l'on considère une intégrale

(8) ^(a)==/T ^?7)^^7 [ ,̂ y ) continue; ^ (^y)=o dans E]
JJaE} 5 — O Î•^E)

et si \^(a?,y)\->o assez rapidement, quand z s'approche de la fron-
tière de E, la quasi-analyticité (a) de la fonction ^"(a) soit assurée. De
tels résultats ont bien été trouvés dans quelques études très impor-
tantes de M. R. Caccioppoli (3). En tenant compte du fait que les
fonctions/^, dont nous avons parlé en formulant le problème G, sont

(1) É. BOREL, Leçons sur les fonctions monogènes, Paris, 1917. On peut trouver
certains développements ultérieurs concernant les fonctions mono^ènes de Borel dans
W. J. Trjitzinsky, Â.study of inde finit ely differenticible and quasi-analytic functions,
Part ï (Ànncds of Math., iQSi, p. 623-658) (ea particulier, p. 639-658).

(2) Dans le sens de détermination unique par les valeurs ^'(^)(ao) (p ==: o, ï, ...;•'
ao étant un point fixe dans E).

(3) R. CACCIOPPOLL, Le funzioni monogene genercilizzaïe definite mediante integrali
doppi di Cauchy ^Rendiconti dei Sem. Mat. délia R. U. di Padova, 1984, p. 1-26).
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représentables sous la forme (5), nous déduisons immédiatement que
les résultats de M. Caccioppoli fournissent une solution à notre problème
G. Pourtant, en employant une méthode différente nous donnerons une
autre solution du problème G dans des conditions [concernanté(p)]
moins restrictives que celles de M. Caccioppoli.

2. Les formules fondamentales. — Supposons que ®(.r,y) et
^(^y) soient des fonctions réelles des variables réelles x, y continues
et uniformes, ainsi que leurs dérivées des deux premiers ordres^ dans
l'ensemble Wa.p, défini comme suit. Wa,p est la partie de K + ( K )
(c/. § 1) hors du domaine circulaire

(1) | ^ — a [ <; p (a == ci 4- V''— i b dans ïv).

p ^> o est pris suffisamment petit pour que la circonférence ^p du
cercle \ s — o c j ^ p soit à l'intérieur de K. L'application de la formule
de Green donne la relation

(2) (T (yAÇ-ÇAo)^(y+f ^^_ç^^=Q,
^Wa,, ^(W^Y u l " T V • /

OÙ
cls^=.\dz\ (^ ==^-4-\/—- i y ) , 1

(W^p) est la frontière de W^o;, et y" indique la dérivation suivant la
normale dirigée vers l'intérieur du domaine Wa\p.

En particulier, on peut prendre Ç(^, y) = = l o g J ^ — a | . Nous avons
alors A^(.r,y) = o dans Wa,p. Or

/ =/-/•^(W^o) ^K ^Tç
De là

(3) - fî \o^\z-cc\à.^{x,y)dxdy
^w^o

F ( à\Q%\z— a| , àv)\ ,-^ L '-'ogi^i^
• C { à IOH' 1 ,s — a ] , , , à(Q \

=j^———à7z-lo§•ls-al^}^
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Supposons que (ûÇx, y) sou continue et uniforme^ ainsi que ses dérivées
des deux premiers ordres, dans K -h- (K). On observe (^ ) alors que

(4) lim j ==—27:9 (0 ,0 ) (a dans K).
p-^oc/"^

Par conséquent --j -sp-^oj/^^ ^/K

existe pour a dans K et Fon obtient

(5) 27T (p(û, ô) = H( <;/,&)-h ^ ^ o g - | ^ — o c [ A îp(^, y) dx dy (a dans K),
^K

OÙ

/ f K fT / 7 N / " A l 1 ^? ^ ï°§ 1 's —— a 1 \ J(5a) HÇa,b)= ( log j z - a | -^ ~ y——°^ .———^.
J^\ (7^ (7^ /

On remarque que H^, è) ^^ harmonique pour a rfan^ E.
Soit /(^) une fonction m. g. définie sur un ensemble parfait E

[dans K;E contient (K)]. En écrivant/(-s) == uÇsc,y) -h- \/— i ^(^^y)
[cf. Déf. 1 (§ 1)], u{x,y) est uniforme dans E et 11, ainsi que ses
dérivées des premiers et seconds ordres, sont continues dans E.

DÉFINITION 2. — ^(cr,y) sera appelée une/onction « associée d^ exten-
sion » de uÇx,y), pour abréger^ une/onction « a. e. », si les conditions
suivantes sont satis/aites :

i° ^(a?,y) est uni/orme dans K+(K); ^(^*?y) et ses dérivées des
premiers et seconds ordres sont continues dans K + (K),

"• :̂^)='%yr} c,^»,.^) (•).
dan,yE.

L'existence d'une fonction a. e. peut être démontrée et sa construc-
tion effectuée de différentes manières (3).

( 1) (4) peut être établi exactement par le môme raisonnement que celui de É. Goursat
( Cours d'analyse /nathénmtujue^ t. IÏI, Paris, 1927, p. 181).

(2) Une dérivée crordre zéro est la fonction elle-même.
(3) Voir, par exemple, H. WHITNEY, ÀnalyUc extensions of différent labié fonctions

defined in closed sets (Transactions Amer. Math. Soc., vol, Sô, 1934, p. 63-89),
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En conséquence, si u(sc,y) = ̂ /(-s) [/(^) ni. g- dans E], et si
vÇx,y) est une fonction a. e. AvÇx,y) est continue dans K + ( K ) e f c
A^ == o dans E entraîne

(6) AP(^J')=:O (dansE).

Or (5) a été établi dans Phypothèse formulée en italiques à la suite de
(3), on peut donc prendre yÇx^y) pour fonction ç dans (5). Comme

?(a, b)= u{a, b) (a dans E; Cf.-2° de Déf. à),

on déduit de (5)

(7) 27l: u{a, b} == H (a, b) -+- jf log | z — a | A P(^J') àx dy,
^'C(E)

pour chaque point a dans E — ( K ) [H(<2, 6) étant donnée par (5a)
avec <p ===?].

Considérons l^ntégrale

(8) I(a, b)=.jT arg(5—a)Ac(^j)^2^j.
J/C(E)

Puisque

(9) |AP(^J)KÔ [dansC(E)],

on voit que I(a, &) est absolument convergente dans E.
Sou H^ (^, è) Kn<° conjuguée harmonique de H(<2, è). Ecrivons

(10) 2TT(^(a, &)==H, i (a , &)-4" ff arg(5 — a) A p(^,j) ̂ G?J.
•^CtE) ,

Puisque logi^— a[ et arg(J? — a) sont des conjuguées harmoniques,
il s'ensuit que ^(û, 6) est une conjuguée harmonique de ^(^, y)
dans E, si Pon démontre, par exemple^ que Pon a

(n) à [T arg|5-a|Ap(^,y)^^j==~- fT ^"^ A ^(<a?;j) dxdy
00 JJ^} ^(E) S ^ — ^ i
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dans E. Or, (9) donne

(lia) A p ( .r, y ) dx dy
^'C (E)

^dxdy^b (T^Jl.-.K.J
"^E. ^K

[ ^—a \
\ z — a |2

dx dy
~aV ^-al^L

_ r^ r L r \ c o s e \ , , - -
b== f ——^—'-rdr=^Lb.

''Q=:Q ^r=o /^

L est un nombre assez grand. Ainsi (i i) est vérifiée ( ^ ).
On peut donc écrire

lfW==:(v(a,b)=^\(a, b).

De là, en vertu de (10) et (7),

(12) a7r/(a)=/2(a)+ f logO — a) A v{x, y ) clx dy
«A/C(E)

[a dans E — ( K ) ; A ( a ) analytique dans Kj.

En démontrant (n) nous avons établi la formule (2).

( 13 ) 27T/( l)(a)=/l( l l(a)— (T ^L^lllclxdy [a dans E — (K)].
^CtE) z a

THÉORÈME I. — Soit fÇs) m, g-, dans E. Sou <'(<r, y) une fonction a. e.
(cf. Déf. 2) de u(x, y ) = <%/(^). Afor^ ̂ ar E — (K) les/onctions /(a),
/^(a) .yo/if représentables par les formules (12) ̂  (i3) (3), respective-
ment, A(a) ^an^ analytique dans K.

Puisque Ac(;y, y) est continue dans K +• (K) et en vertu de (6) on
peut dire qu'il existe une fonction 6(p) [p ̂ distance de (a?, y) à la

(1) La vérité de (u) dérive des théorèmes sur le passage à la limite sous le si^ne
d^intégration.

(2) La convergence absolue de l'intégrale écrite dans (i3) peut être démontrée ainsi :
ÎTt „!fi...i<. ff ^ ̂ r c drdQ.

^ Jj . ^"~a ^=0^r=C(E) ( . s — a l < L

(3) La partie imaginaire n'est pas nécessairement unique.



FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE DÉFINIES SUR DES ENSEMBLES GÉNÉRAUX. 1-29

frontière de C(E) telle que 6(p) tende vers zéro açe-c po, et que

(i4) |Ap(^ j ) |$6(p)<ô [(^j)dansC(E)].

Remarquons que A^Çsc, y) est la fonction ç(^ y) du paragraphe 1.
La fonction è(p) sera prise monotone.

3. Problème A. — Considérons maintenant la partie non analy-
tique^ M(oc), d'une fonction /(oc) m. g. En vertu de la représenta-
tion (12) (§ 2), on entend par là l'intégrale double

(i) M ( a ) = = = ^ log('s — a ) A p ( ^ , j ) dx dy (a dans E),
^CtE) '

où P(a^y) est une fonction a. e. [c/. Déf. 2(§ 2)] de/(oc). Si la fonc-
tion &(p) [cf. (i4)? § 2] tend vers zéro assez rapidement avec p, nous
pouvons nous attendre a l'existence de la dérivée m16^ Cm ̂ 2) dans E.
Formellement

— M^a) _ /r Ap(^, y}dxdy
(2) 1 ( -1) ' ^JC(E) (^-^r

Soit a un point y?^ de E et soit G, la partie de C(E) pour laquelle
| ^ — a | > 4 - ( ? = i , 2 , . . . ) . 0 n a ( 1 )

v

(3) GI<GS<...<GV<...

et

(4) C(E)=G,+^(G^-G,).
• ' ,£•==;! ! ! ! . ,

Ainsi (pourvu que certaines conditions de convergence soient satis-
faites)

_ M (m) (ar\ w-^

(5) (^-.y-^^+S^.^)'
<?==!

OÙ
rr ^ v ( x , y ) d x d y , . (T ^v(a:,y}dœdy

(Sa) ^W=^ [^^ y . ^^^^^ (^ar '

(1) &'< G" signifie que Pensemble G' est contenu dans Pensemble Çj".
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En vertu de (i4) (§ 2) et puisque
],s — a l^^i . (,s dans G^),

on déduit que (1)
(6) • |^(a)|<^mes.G^mes.C(E)==^.

Supposons que s soit dans G^i — G;. On a alors

(7) • ^<|.-a|^.

Si a est un point frontière de C(E), on voit que la distance de z à la
frontière de C(E) est ^ — Sinon il existe un cercle de centre a de
rayon r>o à l'intérieur duquel il n'y a pas de points de C(E). Soitr
la borne supérieure des nombres r. Nécessairement r<^\z—a|.

A Tintérieur du cercle G (centre a, rayon r ) il n'y a pas de points
deC(E).Sur la circonférence de G, il y aura un point frontière de C(E).

La distance p d e s à la frontière de C(E) ne dépassera pas en ce cas
1 . " _ f\

\ z — a | 4- /"< 2 1 s — a\ ̂  -.•

Ainsi, quand z est dans G^, — G,, (7) sera valable et

(7^) p^.;c-

il suit de (7^)

(8) lAp(^j)[^(p)^(^ [(^ 7) dans G^-G,; .=1,2,...].

Alors, en vertu de (5û), (7) et (8),

(9) l^,.(^)l<(^+I)w^f2)mes.(G^-G,) (z==i, 2, ...).
\ "/

Or
, mes.(^-GO^^-^^]<^^^^

(1) Ici et dans ce qui suit « mes. G » indique « la mesure de rensemble G ».
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Donc
oo ac

(10) S1^^^^^^'^1^^^)^^^5-
i=i i-=i ' / .. ' .

Si la série S^ ci-dessus converge, en vertu de (5) et (6) on a
(toa) ] M ( ^ ( a ) | < ( m — i ) ! ^ S ^ (a dans E).

Puisque 6(p) <^ b, on voit que la série S^ converge sans aucune hypo-
thèse concernant la vitesse d'annulation de &(p).

THÉORÈME II. — Si pour une valeur de m^'2 la série S/^, du second
membre de (10), converge y les fonctions m. § ' . correspondantes
[2Tcy(a) = A(a) + M(a) ] seront dérivables m fois dans E — (K).
De plus ̂

(») ../M(^=^(.)-(.-.)!f ^•^J)^^-
^C(E) ^ — - a )

[a dans E — (K) ; v ===i , 2, . .., /n].

Dayi^ E fe^ inégalités (îoa) seront valables
| M ( v ) ( a ) | < ( ^ ~ I ) ! ^ S v (^=i,2,...,^).

COROLLAIBE 1. — Si pour une valeur de m ̂  a
( 1 2 ) ^(pX^P^-2^ (£>0; PO^P>O).

fc^ fonctions m. g', correspondantes /(oc) posséderont m dérivées
dans E — (K) et les relations (i i) seront valables ( ̂  )•

En effet, (12) implique la convergence de S,/,. En vertu de (12),
S/n sera majorée par la série convergente

eo oo

^^^(Z+I)--3^^^^^^-^

^=1 1 , tel !

COROLLAIRE 2. —V existence dans E—(K)-â?^ dérivées de tous les
ordres et la validité des formules (il) (v===0y i, 2, . . . ) sont assurées

(1) Les inégalités (12) ont été données à cause de leur simplicité. On peut les rem-
placer par certaines inégalités plus précises.

Ann. Éc. Norm., (3), LV. — FASC. 2. 17
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quand on a
(i3) 6 j (p) /YO pour p o ^ p > o (1).

Ainsi, par exemple/l'existence dans E — ( K ) des dérivées de tous
les ordres est assurée quand è(p) est moindre que l'une ou Fautre des
expressions suivantes :

_-i ^.^w(l\
(ï3û) € P\ Q ° W (£>Q).

4. Problème B. — Supposons que C(E) soit couvert par une suite
de domaines circulîlires û?,,

(1) | - = ï — A , l < y , ( ^ ' = : i , 2 , . . . ; l e s A ^ d a n s K ) .

Soit Si la circonférence \z — A/- [ === ̂ '; les CQi sont choisis de manière
que (Qi+ S^ n'ait aucun point en commun avec (K)(^== ly 2,...). Sans
perte de généralité on peut supposer qu'aucun (Dj n^est complètement
contenu dans aucun (DiÇi^j) (2).

Soit Q, la partie de C(E) intérieure à d),. Soit Qa la partie de C(E)
intérieureà d^a, et sans point commun avec Qi . En général, ayant
construit "

<l7 Ylî • • • î YV—I^

Q,, est défini comme la partie de C(E) intérieure à â\ et n'ayant aucun
point commun avec Q^ 4 -Q^+ . . . "4-Q,/_i. Ainsi
(2) . Q.<^ (^=1 ,2 , . . . ) ,

(aa) -Q,Q^=o (/^y; ^y'===i, 2, ...),
( 2 & ) , - , G (E)=Q,+Qâ4- . - . . :

On a
(3) mes.Q^TTY? (^"===1, 2, ...).

(1) Le symbole ^ signifie « asymptotique ». Quand on. dit que & ( p ) ~ ao-+- aip,-4~.
on veut dire que, quel que soit v ^ i,

^(p)==aod-^lp^.•.-+-^-lpv- î-+-^v(p)pv [l^(p)l^v pour po^p>o] .

Ainsi la relation (i3) signifie que ^(p) ~ o -t- op -4-..,.
(2) Si (f^j était contenu dans d)^ on laisserait ̂ / de côté.
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DÉFINITION 3. — Couvrons C(E)par les domaines (D,. Sou CT, tel que
<ji^> ̂ iÇi= ly 2, .. .). E[((7j)] indiquera F'ensemble obtenu en enlevant
à K -4- (K) les points des domaines circulaires

(4) [5-A,|<<7, 0:=î,2, ...).

Nous avons E[(c7y)] <^ E. Supposons que

(5) Y = 2 Y ? l o g ( ~ )

converge. En vertu de (26) et (3), on a alors
mes.C(E))^-n:-f, où y^i/y?.

A^o^^ prendrons

(6) O-,==ÀY, ( ? = = I , 2, . ..; À > ï ) .

Avec ̂  assez petit et \ pas trop grand on peut certainement assurer
l'inégalité

mes.E[(cr;)] > o.

Considérons la partie non analytique M(a) [cf. (i), § 3]. En notant
que

/ A ^ \
] o g ( ^ — a ) = = = I o g ( A , — a ) + I o g ^ i — ^__^

il ressort de (26) que

(7) M(a)=^ ^riog(A,-a)+Iog('i-^^)lAp(^j)^

Pour a dans E[ (o'j)] et z dans Q,
(8) • • • | /s—.A, l<Y^ |A,—a|^^Y,.

D'où

(8a) It'""^!^ <1 [a<iansE[(o-;)]^dansQj.A; — a | À

De là nous concluons que rintégrale figurant dans (7) est exprimable
dans la forme

(9) f...=^Iog(A^a)+^^__ [a dans E[(CT/)J],
^Qi .,-^v l 'J^ v==^
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OÙ

(.90) li= ffàv^j^d^dj^ ^,v=~- -1 ^r(A,—^Ap(^7)^Wj.
^Qi ô,.

^(^j')^^,\ ^v=~--1 » (A,—^
^Oi v J î

En vertu de (3) et [(i4), §.2] : :. • : . •
(9^) |À^l< '^ :&yj î ( /==i , a, :..).

En vertu de (à) et puisque CD, est défini par (i), on peut déduire
de(9a)que

(9e) |^ ,v(<- f f ^(r clrde)==:27j:b ï^+" (z=i,2,...).
11 ^Orso ^r==o ' y (v4-2 )

Supposons maintenant qu'on laisse a varier seulement dans È[(a-,)]
afin que

(10) — B < a r g ( A , ~ a ) < B (;== 1,2, .,.,),

En remarquant que, à cause de (8),

L^|A^—,a|^y, '[dans E[(<T/)]] - . . ,

on observe que, dans E[(o-y)],

| Iog(A,- a) [ < 0og^-^ + B^ B, ïog^—)

quand [Ay—a [ ^ î y et aussi que
| log(A,~ a) | < ̂ log^-L + B3^ B,

quand [A,—oc >i (dans ce dernier cas on a L^>i). Puisque ^-^o
quand î->-oo, nous pouvons donc affirmer q.n.e, pourvu que (10) soit
vérifiée,
(n) | log(A,-a) |<B / log^—) [a dans Ê[.(o7)}; z ==1,2, ...)].

De (9&) et (i i) il suit que la série
! ' ! ! 1 1 ! ! ! 1 1 - , , 00 ! ! -

(i2) M,(a)=^X,log(A,-a) •
' - l i l 1 . ! ! ! —- 1 ' ' ' , ^=l• 1 1 -

est majorée, dans E[(oy)] [c/;(6)], parla série convergente en vertu
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de (5),

(120) • • ^ Z71^^210^^-)- ' ' '

Ainsi Mi (a) converge absolument et uniformément dans E[(<r/)] [sous
l'hypothèse (10)].

A cause de (8) et (pc) la série qui se trouve dans (9) est majorée,
dans E[(a,)], par la série, convergente puisque X > i,

00 - 00 .

(l3) V 27T& , ïï+2 , ———— ==V 2TT6Y;2 , ,:= S,.,.
^ v ( v + 2 ) (AY,)'' .̂ -1 l v ( v 4 - 2 )
v=:l '/m

On en conclut que la série double

^.(x4) ^-SXlï^
;==;1 v==:l

est majorée dans E[(G-y)j par

. . T,-v '

(I^) ' ' 22^^.(^2)^^'V ( V "t- 2)

82 converge puisque
^T?

converge [par suite de la convergence de la série (5)]. Donc Ma(a)con-
verge absolument et uniformément dans E[(o/)].

En tenant compte de ce dernier résultat et de celui qui suit (120),
des relations (9) et (.7) il est possible de formuler le théorème sui-
vant :

THÉORÈME III. — Soit C(E) ayant le caractère indiqué au début de ce
paragraphe. 5o^Ë[(<J,)][<E; o,= À^; X> i] F ensemble spécifié par
la définition 3. Supposons que la série (5) converge. Chaque fonction
m. g. /(a), pour laquelle les conditions ci-dessus sont vérifiées, peut
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^exprimer dans E[ ( b^)j — (K) ̂ o^ fc forme

(i5) 2-3T/(a)==A(a)-4- Mi (a )H-Ms(a ) [À(a ) analytique dans À-],
OÇ

(i5a) M\(a)==^^-lo§'(A,—a),
;•=!

(^) M )̂=i;i;̂ ±:̂ .
• ?==;! V=l

Les À,, À^ w^ donnés par Çga)et ils satisfont aux inégalités (96), (9<?)-
L<?^ ̂ 77^ M^ (a), M^a) convergent absolument et uniformément si a est
dans E[(oy)] quand [(10) <?^ vérifiée].

DÉFINITION 4. — î7n ensemble G de mesure nulle y situé dans K, sera dit
complètement régulier si, les points Ai ( i== i , 2 , .. . ) étant dans K,

G=GiG,...,

o?/ G^(v = i, à, . . . ) est la somme de domaines circulaires

|5-A,]<Yp (z==i,2, ...).

Les y^ Çiy v == i, 2, .. .) ^on^ rf^ nombres satisfaisant aux conditions
suivantes :

ï° Z,^ séries

(16) . i;^210^^) ( ^ = x , ^ . . . )
Z'rri l

convergent;

2° Yr4"1^^^ ^yP-^o quand v->.oo.

Nous disons que /(a) est m. '̂. presque partout dans K 4- (K), c'est-
à-dire H). g, dans

K+(K)-0,

où 0(<;K) est un ensemble de mesure nulle, si y(a) est m. g,
(Déf. !,§!), dans chaque ensemble

E ^ = K + ( K ) — 0 ^ ( v = = : i , 2 , . . . ) ,
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les 0,, étant des ensembles ouverts contenant 0, tels que
. : ' , • 0,>0,>..., -0=0,,(X, .... • ; - . . '

Si dans la définition 4 on remplace là condition i° par celle moins
exigeante de la convergence des séries

^(CT (^=1,2, . . .h
;

l'ensemble G (de mesure nulle) s'appelle régulier ('). Le théorème
fondamental de M. Borel concernant les ensembles de mesure nulle
est que tout ensemble de mesure nulle est un sous-ensemble d'un
ensemble régulier.

Le théorème I I I est applicable aux fonctions m. g\ presque partout
dans K -+- (K), c'est-à-dire m. g. dans K + (K) — 0 (0 de mesure nulle),
toutes les fois que l'ensemble 0 est complètement régulier selon la défi-
nition 4. La question suivante nous paraît dès lors d'importance.
Peut-on étendre le théorème de M.Borel, mentionné ci-dessus, c'est-
à-dire, tout ensemble de mesure nulle est-il un sous-ensemble d'un
ensemble complètement régulier? La possibilité d'une telle extension
implique que le théorème III est applicable à toutes les fonctions /(a)
m. g. presque partout dans K •+•(£). Nous laissons cette question de
côté.

THÉORÈME IV. — C(E), Ë[(cr,)] et les aj ayant la même signification
que dans le théorème I I I . Supposons que la série
(17) ^

converge. La dérivée de toute fonction m. g. pour laquelle les condi-
tions ci'dessus sont vérifiées, est exprimable dans Ë[(a/)] —(K) sous la
forme
(18) ^/^(a) == hW (a) 4- M^Ca)

À(a) est la fonctionfigurant dans (i5),
w w • ^ , ' ! ! ! !

(i8a) M(l)(a)=22^A^^5

Z==l V==.11

( ^ ) E. BOBEL, IOC. Cit., p. 89.
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OÙ - ' ! ! - . . . . . . , , ,

(i8b) V^=- fî (A,—.S)^AP(-^J)^JJ, [^[<27rô^^

(z, y =1,2, ...). , :

La série (18 û) converge absolument etuni'fermement si'a est dans E[(cjy)].

Pour démontrer ce théorème nous employons la relation (26). On a

/ v T t i r t i \ / \ /T —~ ^ ̂ {sûy y ) dx dy ^ , ,(19) m^(a)= ———-^——-^z,^-^)^
J/C(E) " — a ——

, , , , (T — A ^ ( ^ , y}dxdy(ï9<a) m,(^)= ——————————^.
J/Q .̂ ^ —— c:;c

En vertu de (8 a)

i ^ i , /, Az-^Y^^(A^^)7^
5 — a (A, -~a) ' \ A,-~-a/ ^J (A.—a^

v=:l

quand z est dans Q, et a est dans E[((jy)]. Alors (19^) peut s'écrire
00 . . .

(ao) m^)=^^^ [adansE[(cr,)]],
V==:l' ' , .,

où les À^ sont donnés par (i8&). De plus
£ ^271 ^ { i vV+l

| )4v | < b \ Ai— z l̂ -1 dx dy ̂  b \ \ •^-i ( r dr dQ ) = 2 TT ̂  -^—.
J^^r=^ ' v + ï

Or, quandaes t dans
E[(cr/)], |A,-a|^^ (^=i,2.;.).

La série (îào) est alors majorée par
__ ••Y'^-n T 00 •Y_./
^ 2 ^&—^—^ ' y^^———==:^ - .

j,Mri i/ -{-" ï cr^ AJ l v + x. ' v^i ^^;^ '

La série s, converge puisque )i > ï . La série double du second membre
de (i8a) est majorée par la série

2J ,̂̂ =.(̂ .i;,,)
^==.1 V.=;l ! , . V ^•=ï / ^ ' ' ' : :
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qui converge, par suite de l'hypothèse, concernant la série (i.7). Le
théorème est donc démontré.

Nous examinerons maintenant l'existence de la- déri vée m1^ d'une
fonction m. g. y (a). Les ^(^>'Y,; i" == l y 2, . . .) ne seront plus nécessai-
rement de la/orme (6). Formellement

—' M^a) __ /T ^v{3C,y)dxcly __ ̂  (T A v { x , y) dx dy-
(2I) (m-i)î -J;,,.(^-0)- ^ ^^JJo.^-^m/C(E) (^-^r ^J/^ (^-a)-

Quand z -est dans Q^ \z—A([<^y, et quand a est dans E[(o-y)],
a —A; (^cr/:. Ainsi pour^ et a dans les ensembles indiqués,

D'où l'on conclut
,s — a 1 >o-^— y,-.

^ v { x . ' y ' ) dx dy , T? r - j ï?r/ Ml
— — - 1^ <^^^ .. ̂  [ ^ = = 1 , 2 . . . ; adansE[(Œ,)]J./ r' __ /-/ \nî. ( rr __. v \^l•{ s — a ) j ^ cr, — y^

Donc la série du dernier membre de (21) est majorée^ dans E[(c7y)], par

<-> --s^- •
THÉORÈME V. — C(E) et E[(o-y)j satisfaisant aux conditions énoncées

au début de ce paragraphe» Supposons que la série (22) converge^ m ̂ 2.
Toute fonction m. g. correspondante /(a) possède dans E[(ay)] — (K)
les dérivées

/M(a) ' (y==i,2, ...,m);

déplus^
(.3) ../M(a)=AM(.)-(.-x)!f A.(^)y^

^(E) v'' /

(V=:I^2, . .., W)

quand QL est dam E[(aj)]—(K)(1).

Lorsqae les conditions du théorème ci-dessus sont satisfaites, on a
(24) [M^CayKtu-i)!^ [C/.(22)]

pour a dans E[(cry)j et v ==== i, 2, . .., m.

(1) Comme nous Favons déjà établi, (28) esfc valable pour v = i dans E--(K), même
sans les hypothèses particulières du théorème V.

Ann. Éc. Norm., (3), LV. — FASCS. 2. I^
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Si, pour ï>i^ orra ^Ov, < ï , la convergence de la série ̂  donnéer — c .̂ — , _ -

par (22), sera assurée par celle de la série

^yï2'sm^^^

Applications. — Soit c un nombre tel que

(25)

Écrivons

(25a)

o < c < ( —— 1 (À-—mes.K).
s n i
\ 1-4- - /
\ -n:/

/ A> \"1 ^ \
p^ (-;;, u^— c^ <- --^ <-l ̂  ï r , j — "•Î

\ I+ - /
\ ^/ J

Alors le théorème V sera applicable et E[(a/)] ne sera pas un ensemble
de mesure nulle; en effet, puisque c^ <^k^ nous aurons

05 0

mes.E[((7;)]^mesJ<~7TVc>î^=A-—-^4•>o.
^md I —— <?7

En d'autres termes, F existence de la dérivée m^^ est assurée dans. un
ensemble de mesure positive quand ^^'(i^i, 2, .. .) et que c satis-
fait à ÇiSî).

Soit

(26)
(26a)

-p^^ [o<c<^; <?/. (25a)],
<7,===^ ( ï= I , 2, . . .),

où $(i)(> ï) augmente indéfiniment. Nous avons alors l'inégalité

^^c^^-^./
, : 1 1 , 1 •• i

La série converge évidemment pour m == ï , 2y .... D'autre part,
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puisque c <^ k^,
oc

mes.E[(o-y)]^Â-—7ry^c^'> o.
^==i

Ainsi r existence des dérivées de tous les ordres est assurée dans
l'ensemble E[(o-/)j—(K) {de mesine positive") toutes les fois que les y,
satisfont à (26) [les a, sont alors donnés par (260)].

5. Problème C. — Soit 0, F ensemble des points de G CE) pour les-
quels p ^> ^" Comme auparavant p désigne la distance de s à la fron-

tière F de C(E). Nous avons
(ï) C(E) ==0i4-(03~0i)+ (0,— (X) -+-....

Formellement, l'intégrale (ï) (§ 3) peut s'exprimer par la série

(2 ) M(a)==^Av(a) ,
V=;l

OÙ

^ À i ( a ) = | T log(.c — a . ) ^ v { x , y ) € Î œ d y ,
[ ^Ot

(2a) - A,(a)=^r lo§•(5-a)Ap(^,J)^^
^Ov—Ov-i

(V==2,3, ....).

Soit a dans E. Pour z dans 0., par définition de Oy nous avons

[ z — a | > I •
1 ' y

En prenant
(3) — B < a r g ( ^ — a ) < B [z dans C(E) ; a dans E],

on obtient

(4) | log(5 - a) | < ^/log2 | ^ - a -h B2 < B, log ^ ^ j < B, logv

(2 dans Oy; oc dans E),

pourvu que [ z — a j ̂  ï . Dans le cas contraire
K l ^ — a J ^ L et | log(.s — a)| <B1.
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Ainsi, W étant suffisamment grand, ! , ^ . . .; ,
(5) [ log{z— a) | < B^log^ (z dans Oy; a dans E; v ^ a ) ,
(5tô) | log(-s— a^B' (z dans O^ a dans E).

L'inégalité (i4) (§2) nous donne quand z est dan§ Oy—Ov-^ bu,
plus généralement, quand z est dans C(E) — Oy.-i

(6) |A^(^j)[^^(p)$&(^)

car alors p < — — • ' • - 'r = = . y _ i
Paisque (5) et (6) son t tou tes deux vérifiées dans 0^—0^

(v==2,3, ...), (20) nous donne

(7) |A,,(a) |<B^log^ &/-——') mes. (Ov—O^-i) ( v = = 2 , 3 / . . - ; a dans È)

et puisque |Ap(d7, j) | < 6, et que (5û) est vérifiée
( 7 < % ) |A.i(a) |<^?B /mes.Ol (a dans E). '' )

Donc,si

(8) îog^^^^B^ ( ^ = 2 , 3 , . . . ) , -

la série (2) convergera absolument et uniformément dans E car elle
sera alors majorée dans E par la série convergente

! <so

(8a) s == bW mes. Ol+^B/Bornes. (Ov—O^i).
V=:2 , •

Si c est le plus grand des nombres ÔB^ B'B",
5^c?mes.C(E).

La condition (8) équivaut à la suivante :

(9) ^(P)<—z—— (î>po^P>o). / • , )•^(?)
Soit maintenant m^> o et supposons que !

(10) ^(pX&mp^1 (PÔ^P>O).
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Formellement
oo ,

( 1 1 ) M^ ( a ) == V M!'^ ( a ), ,. -
v==l

OÙ

(i-) [ A-(a)=^(——.)lf AP(TJK:^
, ^o.-o._, ^—^,)

(•y == i , 2, .. .; Oo, ensemble vide).
On voit que

(12) -————.— <; ̂ m (^ dans Oy ; a dans E; "y == ï , 2, . . . )
5 — OC

et que, pour a dans C(E)—O^y à cause de (10), nous avons

(i^) |A^^j)|^^p)^(^)<^^^ (.=2,3,...).

En particulier, les inégalités (12), ( i2û) seront vérifiées pour ^
dansOy—Ov^.D'où, en vertu de (n a),

(13) IA^^K^-I)!^ /^L^^^mes.(0v-0v-0

( •y \ T O

<(7^—i)!^ '———) mes.(0v—0v-,)

(adansE; ^ = = 2 , 3 j . . . ) ^
et
(i3a) [A^(a) l<(/7z-- i ) !^mes.O (a dans E).

Or v ^ 2; (v === ûy 3, . ..). De là, on conclut que bm indiquant le plus

grand des nombres b et &^2'%

(14) | A^^a) [ <(w~r)!^mes. (0v— Ov-i)=^v
(v ===i, 2, ...; Oo= l'ensemble vide; a dans E).

Alors (n) nous donne
(15) |M^(a) |<( /n—I) î ^mes .C(E) ( a d a n s E ) ;

car la série du second membre de (i i) est majorée dans E par la série

^l^ [c/.(i4)]
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et par conséquent elle est absolument et uniformément convergente
dans E.

Écrivons
(16) Wv(a)=A^a)-4- . . .4-A.^(a)= ff log(^ — a) A ̂ ,.7) dx dy,

ô..

(i6a) R , (a )=M(a) -Wv(a )=( f !og(,^ - a) A p(^j) ̂ ^J,
^qEj—Oy

(7) donne, par suite de (3) et (9),
00 '

(17) R,(a) <B'^ logy&( /—^-N)mes.(0/—0/_l) (a dans E).
y==:v-+-l 1 - • , • ' : - '

D'autre part, quand pour une valeur m> o (10) est vérifiée, il suit
de (i 3) que

(17^) iR^)(a)|<(^-i)!^r^(j^)mes.(0/--0^)
„ ;==V4-1 , ^ '. , ,

(a dans E ; ' y = = : i , 2 , . . . ) .

THÉORÈME VI. — Soient les ensembles d,(v = i, 2, ...) (définis comme
il est indiqué précédemment). Supposons que (9) et (3) soient vérifiées.
Les fonctions m. §•. correspondantes 2îi/(a) == A(a) -h M(a) [A(a) ÛTIÛ-
lytique dans K] ^onî ^/fc^ y^^ M (a) ̂ î représentable par une série abso-
lument et uniformément convergente dans E,

00 ! . '"• ! ! ^

(18) M(a)=^A,(a).
! ' ! ' 1 V==.l ! ! ^ ! • • - • "

Les fonctions A^(a) ^onî majorées par (20); d&j ̂ onî rfonc analytiques
{non uniformes) en chaque point extérieur à Oy— Ov^ (^ ).

(Oo ensemble mde). Si pour une valeur m ̂ > o (10) <?^ vérifiée [(3) n^
Vêtant pas nécessairement^ la représentation (18)peut être différentiée
terme à terme m foùy les séries obtenues étant absolument et uniformé-
ment convergentes dans E. De plus y en écrivant (16)^ (i^)» ûn observe
quey sous les conditions (9) et (3), le « r^^ » Rv(oc) satisfait dans E
a (17); d^ autre part ̂  quand la condition (10) est vérifiée Çpôur une

(1) C'est-à-dire, dans nn ensemble .contenant E.
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valeur m^>o), le reste correspondant Ki^^a) satisfait dans -E à l'iné-
galité Çï^ a).

Ce théorème sera utile dans les problèmes E et G. Occupons-nous
maintenant des développements ayant quelque ressemblance avec
ceux de l'oeuvre classique de Range concernant la représentation des
fonctions analytiques par des séries de fractions rationnelles. Men-
tionnons à ce sujet une étude très importante de M. J. WolfF(1).

Enfermons K 4- (K) dans un carré S dont les côtés sont parallèles à
l'axe réel et à l'imaginaire. Soit l la longueur d'un côté. Par des
lignes parallèles aux côtés de S nous subdivisons S en n2 carrés,
s^i(i= i, . . ., 7i2), la longueur d'un côté de ̂ ,i étant -• Soit

(19) P?^ ( ^ = = 1 , 2 , ...;7^,^7l2)

l'ensemble de ces S n ^ ( i = ï y . . . , n2) qui ont des points communs
avec Oy—O^-i - La partie de O,/—0,^ située dans P^ sera désignée
par QY\ Ainsi

/»»,•/
(19^) C\-0.-,=^GÏ-» (mes.G?.^^).

^=1 ' , 1 ' 1 1 1 • : ' '

Enfin, soit zYun point quelconque dans GJ^.
(20) nous donne

(20) -M^^S (f log(;3—a)Ap(^,j)^Wy.
^J/GV1

En utilisant la définition de l'intégrale de Riemann on peut écrire

(21) Av(a)==limR^(a) (a dans E);
n

OÙ
Wn,v

(210) RV."(a)=^Iog(a^' l-a)A^'(^^»)mes.G^» ('-).

(i) J. WOLFF, Sur les séries^—J— ( C. R. Àcad. Se., t. 173, 1921, p. 1327-28).

Range et Wolff s'occupent tous deux des fonctions analytiques et intégrales curvilignes.
(î") (,(^") = <,(^>», j^).où ̂ = ̂ "+^/=îrr-
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En observant
.G^= î dxdy,mes.G^=

JJG^il s^ensuitque.
mn^ -

(22) ' A,(a)-R^(a)=V /T T^(^a)^^,
^J/GV- 1

OÙ

(22^) ^(^a)=log(^-a)Ap(^j)- log(.^-a)Ap(^).

Nous allons obtenir maintenant une inégalité relative à cette fonc-
tion. Certaines inégalités auxiliaires seront d'abord établies. On a

(23) \z^~^\^L (s dans G^).

Écrivons
(24) Ap(^^)=A^(^)+À^
(24^) log(5—a)=Iog(^-a)+^1. • ' •

Puisque A^a;, j) est continue dans la région fermée K + (K)
(s5) | ^>" | <^ £?z [conséquence de (28) ; £/i—^o quand /z->-oo],

£^ est indépendant de ^, ^ v. Puisque ̂  est dans Oy—Ov-i et par
conséquent est aussi dans Oy, nous obtenons, d'après la définition
de Ov,

| z]^-— a j > - (a dans E; î == î , .'. ., Wn,v);

il suit alors de (a3) que

(25a) ^^__^ <\/ïl- (z dans G^; a dans E).T v T Ï „ j ^ V ^ €' 7; \^ ^»^-> ^; ' î
-3, ' —— U | /<•

Prenons n assez grand de sorte que

\/ïl^ïl<ï.n ~

On peut alors exprimer la fonction g-]^ [de (24 a)] sous la forme

^~ïoJi £^f1~ VX^5I±ii^r^^-^\=-ï^^— i0^- ̂ p^]——L •r\7^=^)
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Çs dans G]''1; a dans E). (23^) et les inégalités suivantes nous donnent
i-^,fz _
'"*' i
r'^,ft-

(25^) rr^lt
{3 i / /<VaZ} /^ .• n

(^dans G^; a dans E.)
D'autre part, puisque s]^ est dans C(E') — 0,,_(, c'est-à-dire puisque

la distance de zY1 à la frontière de C(E) est < —l—5 on ai \ j — y — i

(25C) |Ap(^) [^Z»(p^)^6f^———^') (^-=1, ...,77Z^) (^.

Enfin, en vertu de l'inégalité suivant (^5) on a, si (3 ) est vérifiée
(a5J) lo^-(s j"— a) |<}/ /log(y -4-1) (a dans E).

La substitution de (24') et (24^) dans (220) donne
(26) T^ r t(^a)=log(^-a)/l^"+Ap(,^)^+^^^ /^..

D'où, en conséquence de (aSrf), (^5), (aÔc) et (256),

(aôtô) |T^(5, a) | <^^===^ / log(^/-4-1)^4- ^ f—1—^v/î /À7^ +\ /2 ' / } / v£^\ ^ — i y /& /<i
(z==2i, 2, .. , /^,v; -s dans G]^; a dans E);

^v^i est indépendant de z, ^, a et

(26Z>) lim/v,^==o;
7^

il suit de (260) et (22) que, pour a dans E,
W»,v

lA^^—R^^^V/^ ^f ^^y=^mes.(0v—0v_,)=/^.^ j/̂ ,.

Par suite de (266) il existe une valeur n == ̂  telle que

W^ (7=1, ...^).

Ainsi
(27) |A;(a)- -R^(a)[<^ (7=1, ...^; a dans E).

(1) Ici p]"^ indique la distance de z^"- à la frontière de C(E).
Ann Éc. Norm., (3), LV. — FASG. 2. IQ
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Écrivons ^
(28) rv(^)= R^(a) -4- R^(a) 4-.. .-4- R'^(a).

On a alors [c/. (ï6)j

(29) | W ^ ( a ) — r v ( a ) | ^ | A y ( a ) — R / ^ ( a ) | < ^ (a dans E).
/==!

(160) et (17) donnent, si (9) et (3) sont vérifiées,

M ( a ) — W^j(a) [ < ~. (a dans E; v ( i ) ->cc, comme /-^oo).

Par suite

( a ) — Wv(,i(a) 1 4 - 1 W v ^ ( a ) — A v ^ C a } | < ̂  + —(3o) | M ( a ) - r^(a) | ^| M(a ) - Wv^(a) | 4- Wv(,)(a) -r^.(a) | < ^ + ̂ r
(a dans E).

M (a) est donc la limite de la suite {rv(^(a)}, convergeant uniformé-
ment dans E [pourvu qu'e (9) et (3) soient vérifiées],

Supposons maintenant que(io) soit vérifiée pour une valeur m^>o.
Nous employons encore la notation introduite par (19), (19^);
(n a} donne

(3,) A-(a)=-(/n-.)!2f Ap(:'^:^-
'—— J/G^" ^ — " )

En employant la définition de rintégrale de Kiemann,
(82) A^^^imR^a) (a dans E),

n
Wy»,v

(320) R^(a)=-(m-i)!^—^^mes.G^.
• • -• 1 ' . Z'==l

La comparaison de (21 a) et (32^) nous montre que
Y/m

(33) . ,R^(^)=^Rv,n^).

De plus
mn,v

(34) A ( m ' (a)-R^(a)=V /T T^(.s, a) d x d y ,
^^r '

(34.) .̂)=-(.-,,[̂ ,̂̂ ^
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Au lieu de (24^) nous écrivons (').

(35) • ^(m-i)I^-(;n—i)l ,
' - • • • ' ( s—a)^ (^^—a)^ ^^^n'

Comme auparavant supposons que n soit assez grand pour que
l'inégalité qui suit (a5â) soit vérifiée. En conséquence de (a5û) on a
alors, si z est dans G]̂  et a dans E,

[ / ^v,^_ /^\ ~]—m
(5-^)-= (3^-^)-'» I-^^^^j

=(^"-a)-"^ÈG/-"t(^)/
/=u

et

( ̂  _ a )-"w — ( z]-"- — a )~•w

^(^-^-^(^^^^^(^^-^...(/^.-^(g^y"1.
a===i

Ainsi la valeur absolue de la fonction (36) est moindre que

l^—al-^v^^^À) (5dansG^;adahsE).

Par l'emploi de l'inégalité qui suit (2$) on obtient donc
_. -ym-M.

(36) |(^-a)-m--(^•-a)-w|<^(À)\/2^-^-- (s dans G^; oc dans E).

(35) et (36) entraînent
^w-i-i _ -r

(37) . l^l<ô<-^ [^^(m-i)!^^^^^]

si z est dans G '̂ et a dans E.
En substituant (^4) et (35) dâns'(34â), il vient

/ 20 \ nrv,7i ̂  _ or \ — (^ l)' 7 ^,/z _ , ^ /, / ̂  n \ ^v,n _ , ^^/^,n
\ : J O ) l ^,m^^— o c /— f^»"_a^ ^Ovn1^ ô^m7^

(Q0na^==^^».
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Or\syt—a\-m<^Vn (a dans E); il suit alors de (25), (2.5c) et (37)
/ I \ ^rn+i ^w-4-1

(38a) 1 T^(,s, a) | < l^n.m= (m ~ i) ! i^^-h 6 ——— g;n —— + ̂ ——£n
3 \ ^ ——— .1. / H, fi

(^'==1, . .., w/^v; z dans G'^"; a dans E).

On peut voir immédiatement que
(386) . lim^,,^^==o.

n

(34) et (38a) entraînent pour a dans E,
w«,v

(89) \Mm\^)^Rf,f(cc)\<^l^n^ i] dœ.dy=l^^m^(0^-0^)=l^^
^ ^r

En employant la relation (33) et un raisonnement analogue au précé-
dent portant sur les relations (217), . . . , (3o)» nous arrivons à la con-
clusion que, dans le cas où (xo) est vérifiée, nous avons

(4o) IM^^-ry^a)! <£^ /a dans E; lim£,^=== o\.

THÉORÈME VII. — Soient les ensembles (\(v ==1,2, . . .) définis comme
il a été indiqué. Supposons que (9) et (3) soient vérifiées. Toute fonction
m. g. correspondante 2.r^(oC) = A(a) 4- M(a) [À(a) analytique dans K]
aura sa partie M(a) représentable, rfam' E, comme la limite d'une suite
de fonctions uniformément convergente.

ïïiv
(41) Tv(a)=^Àvjlog(A^,;—a) (v == i, 2, ...) ;

y=l

les Àvj ^OTU réels; les A^j â̂ m,y C(E).
Supposons que pour une valeur m ̂ > o, (10) soit vérifiée. Alors

(42) T^a^M^a) (a dans E; y-^oo)

uniformément.

Note. — Si 6(p)~ o ( p o ^ p ^> o) dans le sens spécifié précédem-
ment, la représentation (4.2) sera valable pour /n==i, 2, . . .. On doit
aussi remarquer qu^un examen de l'origine des )^j [c/. (210) et (28)]
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nous mène à l'inégalité
Wy

(43) ^ |^v,/| <^mes.C(E) (v==ï ,2 , ...).
/==!

Bien entendu une recherche plus précise sur les représentations du
théorème VII est possible, mais nous ne la ferons pas ici.

Supposons maintenant que (10) soit vérifiée avec m^a. En écrivant
F a — a o 1

,.-a=(.-a,)[i-^^J

on obtient
i _^2 (a-ao Y (a-^ao)771-1

5 - a '""2^ (.s - a,,)^1 l (.s - a^1-^ - a) '
z=:o

Supposons a et a^ dans E. Nous avons
£

A p(^, y) â^? ̂ y
(44) M^'(a)=- ^ "

^^E) "3

v / M IT A ̂ (^y)^^j , /.„ ,., N^-i.. ^,= ^ , — ( < x — a o y H -——::——,, y+i -i-(a--ao) ^//^^^
^d ^C(E) ( • - — ^ o ^

OÙ
, , /T A^(^j)^^r

(44^) ,,^(a) ==-J^^ ̂  _ ^^y.-i (^ _ a)•

Or, à cause de (10),

/7- Ap(^J)^4r_M(H^^) .̂̂  ,77z-2).
"A^"^^^^ - !

Ainsi
m-—î

(45) M^(a)=^M^^)(^-^)^+^-l(^)(a-a")'"-^
i=0

Bornons |r,»_, (a) |. Écrivons

^ /T — A ('(a;,y) dscdy
r,»_i ( a ) == ̂  r,»,v ( a ), r,».v ( a ) =Ĵ  ̂ ^^ (a - oc»)'"-1 (-s-a)

\»=1 1 ^

(O,, ensemble vide). En tenant compte de (la) et (120) et de la
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remarque qui suit on déduit que, a et ao étant dans E,

(46) -,——î-——-<v, -,——ï——r<v (.G dans Ov—Ov-i.; v==i,2, ...),
| ,3 — aj \z — a |

(46a) [ApÇ^j^K^^v—i)--7" (5 dans Ov—Ov-i; ^==2,3, . . , ) .

De là
| r^(a) \ <^Y^-l^y\Bes.(0.- Oy-O (v == 2, 3, . ..)

et
| r /^ (a) [<^mes .C\ (a dans E).

Ainsi pour a dans E
(47) | ̂ z-i(cî) I < ̂ mes.C(E) [b,n== max.(^ ^a7»)].

Le fait suivant est donc établi.
Si pour une valeur m^ (10) est vérifiée et si 2 Tt/(a) = À (a) +• M (a)

[A(a) analytique dans K] ̂  une/onction m. g. correspondante quel-
conque, M^^a) sera représentable dans E par (45), o^ désignant un
point fixe de E ; fe 7W^<? satisfait à l ) inégalité (4? )•

Dans le cas & ( p ) ~ o (au sens ordinaire, c'est-à-dire avec une
infinité de termes), M(a) est indéfiniment dérivable dans E, et

oo

(48) M^(a)^^ ̂ ^^(a^-^y (dans E),
z==0

avec une infinité de termes ('). Quand &(p)^o avec m ternies (^^2),
c'est-à-dire quand {^ (p ) )^^?^ (48) est valable avec m — î termes
[ce n'est qu'une autre manière d'exprimer que (45) ^ ( 4 7 ) sont
valables]. De plus, il est intéressant de noter qu'il y a un rapport
étroit entre la borne supérieure du reste de (45) [cf. (4?)] ̂  là cons-
tante V^ figurant dans la condition (10) (2); b'^ entre aussi dans une
inégalité relative à IM^^a)! \cf. (i5)]. Cette dernière circonstance
peut s'exprimer ainsi.

(1) La série figurant dans (48); dans le cas d'une fonction indéfiniment dérivable, est
généralement divergente.

(â) ^m ^î bien entendu, une borne supérieure pour le reste (après m termes) dans la
relation asymptotique ^(o)^ o == o 4- o, p -+-... (à m termes).
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Soit K(^, b'^ .. .) la classe de &(p) de sorte que (10$ m==ï , 2y ,..)
soit vérifiée. Soit C(^, ps. . . .) la classe de M(oc) telle que • •

| M^(a) | < Cm — i) ! À^P/» (a dans E; m == i, 2, . . .) ,

où X peut être différent pour les diverses fonctions M(a) de la même
classe. Si &(p) appartient à K(&^ &,, . . .) les -fonctions m. g. corres-
pondantes^ f(^)=h{aL}^i{^ C{b\, b'^ .,.).

6. Problème D. — Nous employons la notation introduite au com-
mencement du paragraphe 4. En particulier, rappelons que Ë[(a/)] est
un sous-ensemble de E satisfaisant à la définition 3(§ 4). Tout d'abord
supposons que

(i) ^ y; converge ; c^==À'^ (^>i ; ;===i , 2, .. .).
i

Soit E' faisant partie de E tel que \z —A,|^a,. Ainsi E= EK^I-
Ici ̂ {a.^f converge ̂  tandis que

W

^<^<^ ( ? = = = X , 2 , . . . ) ;
(7;- - 'TT

T^4"1, --̂  o (quand v —>• co ).
a-vO-^^-i 1 ' 1

De plus
(20) -Y Ï^^ (.=1^...) ( 1 ) .v / A-t o-;- cr,,+t

Soit AB un arc dans E'. Soit ao sur AB et ̂  ̂  Point dans 1E t61^116

tous les points du segment rectiligne (So^ao) soient dans E'. Ceci^n
général, n'est pas nécessairement vrai pour tous les points ao de AB.
Le point représenté par ̂  sera désigné par C.

A chaque entier v>o on peut associer des segments CB^,
CA^B;, A; sont sur AB, de part et d'autre de ao], de sorte que les
points A, A;, ao, X, B sont sur AB dans Fordre indiqué [A (ou B)

(i) C'est-à-dire, la série ̂ ^ converge assez rapidement,
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pouvant coïncider avec A:, (ou B^)] et que l'angle A^GB, soit le plus
grand angle [contenant (Ço, ao)à l'intérieur] ne contenant à l'intérieur
aucun point des régions •

(3) |^A,|^ (^=1,2,...,.).

Un tel angle existe puisque, par (2), c^> (j,(i = i, 2, .. .) et que
CCo? ^o) est dans E7.

Si CB,̂  est dans E[(cry)] le point B,̂  sera désigné par B^. Dans le cas
contraire CB^ coupera au moins une des circonférences Sz(cr),
(4) \z—A,\==a; {i>^)-

Soient S^(a)(^^> v; r==i , 2, . . .) l'ensemble de toutes ces S^((7)(ï>v)
pour lesquelles les deux conditions suivantes sont satisfaites simulta-
nément :

i° S,(a)a des points dans la région ouverte 1̂  limitée par B, CaoB^.
2° Si CQ (Q sur l'arc o^B^) désigne un segment quelconque pouvant

être tangent à une ou plusieurs des circonférences S^(a) mais ne cou-
pant aucune d'elles, il n'y a pas de S.^a) dans la partie de H, située
entre CQ et Ça,,.

Nous définissons alors CB, (a, à l ' intérieur de l'arc o^) comme le
segment, issu de C, qui est tangent à une ou plusieurs des circonfé-
rences S,/Œ)(r===i, 2, .. .) mais qui n'en coupe aucune ('). OrCB^ est
nécessairement dans É. En effet, par suite de la manière dont la cons-
truction de F/ a été faite, GBy ire coupe aucune S/(o-)(^v), puisque ces
circonférences sont extérieures à F;. Si CB, coupe une S,,(o-)[f>v;
/ ^ 4 ( r = = i , 2, ...)], par définition même de l'ensemble {S,^(o-)}
(r=ï, 2, . ..), S,,(<7) lui appartient; ceci est contraire à la condition
^72z^r(^==I, 2, ...). Ainsi CB^ est dans JE; d e plus,parmi tous les seg--
ments issus de C {dans F,) et situés dans É, GB, est celui faisant le plus
petit angle avec CBy.

Considérons un cercle [^— A,| == a,. Le point Cest à l'extérieur du

(1) L'existence et runicité de GBy seront établies par la suite.
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cercle [ z — A,- == a^> a^ ou sur sa circonférence. L'angle sous lequel
le premier cercle se voit de C est inférieur ou. égal à l'angle ̂  sous
lequel on voit le cercle ^ — A i | = = c r , d'un point de la circonférence
de [ 5 — A ; [ = = o - ^ 0 n a
/ ;- \ ï - / °"; \ ^l(5) ^i= 2 arcsiD ( — < T T — -

\^7 ^i

La série

(6.) J^-J0-i
71—; ==5

^i
z=l

converge par suite de (2û). Supposons s<^ 211; alors

2^^'. 271.

Cela assure l'existence de segments issus de C et situés dans E quand
C est dans E\ En employant (5) nous déduisons que

<CÉ^^.<^.
r=l f>v ;>'/

Ainsi, par suite de (i) et (2^)

(7) Î CB,<^°^±I (^=i,2,...),
^v-î-l

Considérons maintenant l'angle a^CB^ JZ existe une circonférence
\s — Ai = c^(ï'^v) qui est tangente à CB^. La droite (Coco) est tangente
ou extérieure à | s — A, | = o^(> a,). Nous avons

(8) aoCB^^

où ^ est l'angle formé par CB^ et la tangente issue de C à | s —A, === cr
de sorte que

O"7- . CTi O'i TT (T;
(8 a} d;==arcsin—,———— — arc sm --.——.—> TT——TT ~~ ^TA——FTv / T | A — C o l A z — Ç o l |A;—ÇJ 2 |A,—Çol

ï ,/ Tî o'A . cri-}/ f - . TT , /. / \~|=m——^V^^l^ IA M l^=i-~.^^>o; ̂ ..(2) .] A f—,Ço \ 2 CT^/ ! A ^ — ^ o 1 1 - 2 . J^o
Jl/in Éc. Norm., (3), LV — FASC. 2. . 20
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L indiquant le diamètre de Ky il s'uit de (8) et (8a)

(&î>) ^ " o^CBv>^c7;. f^==^; quelque i^v}.
\ L / .

D'où, en vertu de (7) et (86),

oCcB^ =: o^CBv — ïCcBv > li cr;- — TT^ ̂ - ̂  Ai o-î — TT^' •̂
O'v4-i Ov^.i

(o"î==le plus petit des nombres o-^ 73, . .., c<).

Pour simplifier (mais ceci n'est pas essentiel) supposons que la suite o-^
soit monotone pour î^z'o. On peut prendre alors o^= a^ (pour v assez
grand). En tenant compte de (2), il vient

(9) o^CB,> Œv L- 7^—^—1 > h^=^L ((Tvcrv^,i)j

pour v ^ V o (^o assez grand).
De même, il y a un segment CAy dans E[(cry)] entre Ca^ et CA^ tel

que
(9âî) <XoCAy>/^G-v (^^û)-

5oà CD^ (DV j-^rAB) la bissectrice de V angle AyCBv. Supposons, par
exemple, que CDy coïncide avec Ca^ ou se trouve entre Cao et CB^ (1 ).
Soit^ l'argument de CD^. Quand a est surCa^ [c^est-à-dire sur(Ço, a^)],
on a

arç{ (a— Ço) ̂ ^^ } = ]5^Gao= D^CAv— a^CÀv.
Écrivons

(10) È^CA^==7rKv.

Nous avons alors
-DV (-^A.^ ̂ ~:. ~ 'îr K'v 5

et, en tenant compte de (9û),

( 1 1 ) arg^a-^)^-^^^^ [asur(Ço^o)].

(1) Pour fixer les idées nous supposerons que l'angle de CB avec Ça est moins que
celui de ÇA.
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Une inégalité analogue sera valable quand CD^ se trouve entre Ca^
et CA^. D'où

(lia) arg { (a - Ce) e-^. f\ < ̂  - h^ [a sur (Ço, a,)].
A XV "y

Désignant par (pa^ l'angle du premier membre de (na), on obtient
( pour v ̂  VQ ; VQ assez grand)

. , „ /TT 7li(Tv\ . ÂiO-v 2 7^i CTy . /*- M(12) cos9a,v>cos( - — -,— j ==s in——> - ~—— [asur(Ço^o)1-
\2 Ky / Ky TT lVv

Considérons maintenant la fonction ç^(a) du type employé par
M. T. Carlèman ( 4 ) dans s.on étude des séries de la formel. ^ _ A '

i
(13) ^(a)^^^-^6'-^^" [̂ . (10)].

Dans le cas de M. Carleman il était possible d'employer une seule
fonction de la forme (i3). Dans le problème actuel la fonction (i3)
varie avec v.

Pour abréger nous désignerons par J\ le domaine ouvert limité par
Av CBvA^. Le contour limitant I\ sera indiqué par (Tv ).

On remarque que $v(a) est analytique dans F,. De plus,

arg(a — Ço) == 9^ ± -- TrKv (a sur CAy, CB^).

D'où

(14) | ^ (a ) |== i . (a sur CAy, GBy),

et . ; , , , - . , ' • • .
/ ± ^^ \

(i4a) |çv(^)l^^ \(-v==RK V ;asurAvBv7,

(1) T. CARLEMAN, ^ur les séïie^ '--A— (C. 7?. AcacL Se., t. 174, 1922, p. 588-591).
^te—J 3 — OC'y , 1 <.1 1 , , , ! , '
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R désignant la plus grande distance de C à AB; de plus, (12) entraîne

2/21 0-^|a—2;J—cusSa,v( ï4^) [^ r" 1 a — So1/— 71 K,a) ==<?

pour a sur (^o, a^). _
Nous avons, pour a dans E[(^-)] [cf. le théorème IV, § 4],

(i5)

ou

(i5a)

M'.1) ( a ) ; ..fT -Ap(^r)^./j^^^^^^^
«^'C(E) 's <:;c

. A v { x ^ y ) dxdy

î/B,(a):

^U:R.(a)=
— A p ( .2?, j ) dx dy

Ici Q, est une certaine partie C(E) à l'intérieur de | ^ — A , | = Y f ;
. 0^^=0(2^^; C(E)=Qi+Q2+ . . . - Quand ^ est dans Q, et a

dansË[(a/)],
| ^—A, - [<Y , , a — A , [ ^ c r ,

et

(16) | ^ — a | > c r , — y , = ( ^ — l ) Y ^

De (i5a) et (i) nous concluons alors pour a dans E[(<7y)],

(.,) |B,(.)|<^^ ̂  <^2;i^.Q,<^2T.
^ v 0 4 z>v <>^

puisque mes. Q^T^2- Or là série (i) converge plus rapidement que

VÏL
^da;-la,-

En vertu de (20) le dernier membre de (17) est moindre que
^•YV-M. Ainsi

(17^) lRv(a)|<^y^ {adansÊ[(<ry)]}. •

Or, AB est situé dans E/ et par conséquent dans E[(cry)]. Le
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contour (T^ est dans E. D^où
(18) | a — A , | ^ < 7 , [^==i ; 2, .. .; a sur (Tv)].

Puisque les circonférences S,(a) ( £ = = 1 , 2 ^ . . . , v) sont à F extérieur (1)
de I\, on déduit de (18) que
(i8a) [ a — À , | ^ < j , [^*==i, 2, . . ., v ; a dans I\-+-<rv)].

Nous obtenons une inégalité semblable à (16),
(19) | 5 — a | > ( } . — i ) Y , (i.=i,9^ . . ̂ v ]

pour^ dans Q, et a dans rv+(r^). D'où [cf. (i5û)j

(..) |B.(.)|<^Jl̂ < î.,<,^;ir,=A—^Q.r3--^ ' À ~ i ^ 1 À - I —
f=l wl ^=1 .. t=l

[a dans rv4-(rv)];

(20) est aussi valable pour a dans E[((T/)J [c/. (16)].

Supposons que M ( 1 )(a)=o sur AS (i5) 01(170) nous donnent

(21) | M^Ça) — By(a) | = [ Ry(a) [ < 6^4-1 { a dans E[(cr/)]}.

Si a est dans E '{ === Ê[(or)})]} nous obtenons au lieu de (16)

(22) \z — a 1 > o"; — Y^ o-^ (o-^o;^ dans Q,),

et une inégalité analogue à (17),

|R.(a)|<^^ (dansE').
^^

(2a) donne a fortiori Ç2).

(23) IR^a)^^^ (adensE 7 ) .
/ O"M+I

En particulier, avec M^^a) === o, sur AB et AB dans E\ on a comme

(i) Quelques-unes des S((<r)(^v) peuvent être tangentes à (Fv).
v2 Yi(2l) Puisque •ï± -^ o (quand i "->• oo) plus vite que — •
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conséquence de (i5)

(24) IB^a î l^ lR^a)^^^ (a dans Al).
Ov-i-l

Formons la fonction {comparer wec la méthode de M. Carleman)

W Wv(a )==B^(a )^ (a ) [o-réel; c/. (i3)].

W^(a) est analytique dans F,/ et continue dans r,-h(I\). De plus, à
cause de (20) et (i4), puis de (24) et (i4a)

(26). |Wv(a)|<A (a surCAv, CB^);

(260) | Wv(a) 1 < b"^ e^ [a sur 0,; cf. (i4a)].
0'V4-1

^ ' 1 1 • ' )

D'où l'on déduit que, pour a dans Fv,

(266) . |W.(a)!<A+^ïitle^.
^v-t-l

Par suite, en vertu de (a5) et (146),

(27) |B,(a)l< [A^b^^e^e-^ [cf. (i^a), (i4^)]

si a est sur le segment (^, a^). Or, cr> o est arbitraire.
Si la condition (3o) ci-dessous est vérifiée,

(270) a^a^^^f, e~^e-^ ^=^^^^\

Définissons cr= ̂  de manière que e-^0^ —— où y(v) —. ooavec v.
Alors

^c^^^^
II suit alors de (27)

(28) HmBv(a)==M^(a)=o

quand

(29) ^^(^^^B7 (^^^.,^
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pourvu que a soit sur la partie de (Ç^ o^) vérifiant

(30) ^I^A- ^OJ-a — Ç o

(i4û) et (2.70) entraînent

^_^Î^/R\^ ^ ^
^o~ ^. \^J ^a^ )

puisque KV^K. En conséquence de (10), (9) et (9^)5 il vient

TT Ky == <%o CB^ -h ao CAv ^> 2 Ai o-v
et

Delà
-1- < K:.
K."yi 0"v

-L<^^ [^=(^)R']
^v,0 0^

Ainsi (29) est valable si

(3i) ^±î[<p(^)F/^<B (.=i,2,...).
î v+l

Soit m(^^) une fonction positive telle que

(,32) - ^==y —rv ' Ari ms(^>)
v==l

converge et v.m <^ mes. K. Alors en assujettissant les a^ à la condition

(32<X) (7^————>' ' ~ m(v)

des ensembles E^E^o,)] peuvent être construits de sorte que
mes.E^o.

En vertu de (3s a) le premier membre de (3 r) est égal ou inférieur à

^^^(^+1)9^)^^^

Ainsi, une inégalité de la forme (3i) est satisfaite quand
_i r - ^1

(33) Tv+i<^^ i(^+^)^(v)-w(v^w(v) |_^<^)==y(v)2J;
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(33) impliquera donc (a8)y pourvu qu^une inégalité du type (3o) soit
vérifiée,

AB étant dans E^E^c/.)], soit o^ un point quelconque sur AB tel
qu'il existe un segment (ao, Ço), ^i^ dans E^ qui soit limite^ des deux
côtés, des segments ÇL^, ?) (p sur AB) çw ^ trouvent dans E[(o/)].
R désignant max. | ^ o — P | ? soit (ao, po) la partie de (ao,.^o) sur
laquelle (3o) est vérifiée. If ensemble des points a (^nécessairement dans
W), appartenant à quelque segment (oco, Ro) de la nature ci-dessusy
s''appellera un ensemble ^"connexe du premier ordre contenant AB*
Prenons un segment quelconque (a^, (3o) de l'ensemble ci-dessus et
faisons-lui jouer le rôle de AB. Soit a^ un point quelconque sur (ao, Pô)
tel qu'il existe un segment (a^, E^), dans Wy limite, des deux côtés.,
des segments (Co? PO f ^ sur (ao, Po)J qui se trouvent dans E[(oy)j;
soit R10 === max. Co — P 7 1 et désignons par (oCy, (3y) la partie de (oCy, ^)
pour laquelle

R'1) ^^•/ [quand a est sur {a^, (3o)].
a-Ç,

.ro .̂y les points a çw appartiennent à un segment (a ̂ , ?o) °^ â ^n

segment (ap, Rç), seront dits constituer un ensemble g'-connexe de second
ordre contenant AB.

Nous définissons donc, pas à pas, les ^-connexité d^ordres i, 2,..,
pour les ensembles contenant AB.

DÉFINITION 5. — Un ensemble F^ contenu dans E^E^o.)] [cf.
Déf. 3 (§4); o-^^> Oy-] s^ appellera un ensemble ^-connexe contenant AB
si pour chaque point a rf<? F^y o/i peut affirmer ce qui suit. Il existe oco
sur AB et une ligne polygonale dont les sommets successifs sont

^07 (̂p a^ ^7 • - - î a^ P^

Z^ point a <?Ïanï .$w le segment (a^, P^). (ao, a^) ^î ^n sous-segment
d^un segment (ao, (So) appartenant à un ensemble g'-connexe du premier
ordre; (a^, a^) <?^ UTI sous-segment d'un segment (a^, py) appartenant à
un ensemble g'-connexe du second ordre, etc. Enfin^ (a^, p^) est un
segment d'un ensemble g'-connexe de v-ième ordre.
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Note. — La ^-connexité est définie par rapport à deux ensembles,
Ë[(a})]etË[(o,)].

Nous pouvons dès lors formuler le théorème suivant :

THÉORÈME VIII. — Supposons que C(E) soit couvert par un ensemble
de domaines [ 1 ; § 4] avec

i
(34) yv+i<&ow i(v-4-I)^(^)--ww^n(v)==^(^),

où m(v) est une fonction de la nature spécifiée par (3a) et ^(v)^i tend
vers r infini avec v, mais lentement. Cette raréfaction de C(E) (c/. § 1)
est suffisante pour assurer la détermination unique de la dérivée pre-
mière/(i) (a) d'une fonction m. g-, par les valeurs de ./^(a) sur un arc

AB dans E= E^)] [c/. Déf. 3 (§ 4)] ; icia, = ̂ (v = i,^ . . .).

La détermination unique aura lieu dans chaque sous-ensemble FQ de E^

^-connexe contenant AB (c/. Déf. 5). Ici g'Ç^> i) dépend de g\

Note. — Nous Savons pas donné de méthode « effective » permet-
tant de construire la dérivée d'une fonction m. g., dans Fjo, à l'aide
des valeurs de cette dérivée sur un arc AB. Le théorème doit être
entendu au sens suivant. Parmi les fonctions m.g. /(a), pour
lesquelles C(E) satisfait, aux conditions du théorèmeS, il n'existe
aucune paire de fonctions, ^(^)? ./aC0^ pour lesquelles on ait
/^(a) ̂ ^(a) sur AB, tandis que /, (a) ̂ /^(a) sur F^.

7. Problème D^ — Nous employons les notations du paragraphe 6.
Considérons encore un arc AB dans E^E^cr/)] et supposons-le
rectifiable. Si nous voulons trouver la raréfaction deC(E)qui entraîne
la détermination unique de ./^(oQ (dans un certain sous-ensemble
connexe de E7) par les valeurs de/^^a) sur un ensemble A situé
surAB, nous sommes ramenés au problème D, toutes les fois que A
est partout dense sur quelque sous-arc de AB. Par conséquent nous
supposerons que A est fermé et non dense sur AB et de plus qu'il con-
tient au moins une infinité dénombrable de points. Soit C(A)==AB — A.

Ann. Éc Norm., (3), LV — FASC. 2. 2r
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C(A) comprend une infinité dénombrable de sous-arcs de AB, ouverts
non empiétants et partout dense sur AB. Les points isolés de .V sont
extrémités commîmes d'arcs adjacents de C(A). Les autres points
de A se divisent en deux espèces.

1° Points intérieurs. Ce sont ceux qui ne sont pas extrémité d'arc
de C(A), mais qui sont points limites d'extrémités des deux côtés.

2° Points semi-intéjieurs. Ce sont ceux qui sont extrémité d'un arc
de C(A) et limites, d'un seul côté, d'extrémités d'arcs de C(A).

On pourrait traiter le problème D / par une méthode différente de
celle employée dans le paragraphe 6. Nous ne le ferons pas et il
conviendra d'introduire la définition suivante :

La borne supérieure des longueurs des arcs de C(A) s'appellera « norme »
de l'ensemble A, non dense sur AB.

11 n'est; pas difficile de voir que, étant donné s (^>o) (si petit
soit'il), il existe des ensembles non denses A dont la norme est ^£, Les
ensembles A peuvent être dénombrables ou de mesure positive ou
nulle.

Soit oco, sur AB, (c/*. § 6) supposé point <( intérieur » de A. Ai, et B(,

sur AB, ayant la signification indiquée dans le paragraphe 6, A^B^

est à l'intérieur deAyBy (v===Vo^o+i» • • • ) \A^B^ dans Aïî) ; tous les

arcs AvBv (v ̂  v^ ) contiennent ao à l'intérieur et la longueur de A^By -> ô,
quand v -->• oo.

DÉFINITION 6. — La subdivision de AB ci-dessus sera désignée par le

symbole (î)(ao, AB). Vautre part, Cv(A) indiquera la partie de C(A)

située dans l'arc ouvert ÀvBv(v ̂  Vo) (1 )-

DÉFINITION 7. — Soit X^ la borne supérieure des longueurs des arcs

(1) Pour être précis nous prenons Vo aussi petit que possible.
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de Cv(A) ( s ) (v == V o î ^o+ ï? - • -)• ^olt ^S-i ^a norme de A, ûfaTz^ AB
[c^.y^-a-<ùr<? Za borne supérieure des longueurs de tous les arcs de C(A)].
Les nombres X^ (z '==Vo—ï, Vo, V o + î ? . . ») s9 appelleront les « nombres

caractéristiques » û?^ A, par rapport à û5^ao? ABy.

On remarque que
(1) ^-i^vo^^-+-i^..-; Iîm}^=o.

LEMME. — Étant donnée une subdivision d)(ao, AB/ (c/*. Déf. 6) <?^
^TI<? ^i/z*fô TioTi croissante de nombres tendant vers sérOy

(2) Svo-i^ ̂ o^^o+i^' * • (£v>o; v = = V o — i, Vy, y o + 1 ? - • • )»

il existe des ensembles non denses A (de mesure positive si l'on veut)y
pour lesquels ao est un point « intérieur » et pour lesquels les nombres

caractéristiques (cf. Déf. 7) Xy par rapport à â)\ao, ABJ, satisfont aux
inégalités

(3) Àv^ev (^o—i)-

Soient A^_.i, A^_i des ensembles non denses sur AA,/^, BB,^ respecti-
vement, dont les noriïies sont inférieures ou égales a e^^, PIas
généralement nous construisons les ensembles

(4) Av, AS (^==^0, 1/0-1-1, ...),

non denses sur AyA^ et BvB,,^ respectivement (de mesure positive,
si l'on veut; ou formés d'un nombre fini de points), dont les normes
sont égales ou inférieures à ̂  (v == V Q » ^o + i, .. .).

L'ensemble
<• ' o o 1 1

(5) A=]g[A.+AÎ]
V==Vo—l

sera non dense sur AB. On peut s'arranger pour que ao soit un point
« intérieur » de A et pour que A soit fermé. Si chacun des ensembles

(1) Ainsi ^v est la norme de la partie de A située dans A^By.
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. [(4); ^ Y O — i ] est formé d'un nombre fini de points, l'ensemble A
sera non dense et dénombrable, avec ay comme seul point limite
(ao sera un point intérieur de Fensemble).

C^(A) indiquant l'ensemble de tous les arcs de C(A) dans AB, on
voit que la borne supérieure des longueurs des arcs (ou des portions

des arcs) de C,^_i(A), qui sont dans A,,A^ et dans ByB^-n est infé-
rieure ou égale à £,/; et cela, pour v = = v ^ — i , Voy V o + ï , , . . . (1)
[conséquence de la propriété des normes de (4)]- La borne supérieure
des longueurs de tous les arcs de Cv^(A) n'excède pas le plus grand
des £^; donc
(6) î̂ vo-, |>/.Déf.7et(2)].

En général, on voit que la borne supérieure des longueurs des arcs
de C^(A) n'excède pas le plus grand des nombres £„, £^+i, £^4.35 • • • î
c'est-à-dire,
(6a) ^£v ( V = V ^ V Q - J T Î , ...),

Le lemme est donc établi.

Oo, AB, A, A,, B, ( ? = = i , 2 , . . . )

ayant la signification indiquée avant la définition 6, supposons que

(7) Mt^o^r^o (quel que soit a dans A);

et de plus, que les nombres caractéristiques (c/\ Déf. 7) Xy, par rapport
à A et (Q\(y.Q, AB) {cf. Déf. 6), satisfassent aux inégalités

(8) ^(ï^) (u=i^...).
\(7v-H/

En vertu du lemme il est certain que de tels ensembles A existent,
quelle que soit la fonction g'^> o tendant vers zéro avec u.

Supposons que la série
ïF(9) -2A

(1) A^—i, Bv^—i dénotent A et B, respectivement.
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converge. Pour a et OL' sur AB |donc dans E7 == E [(o-y)] | nous avons

(10) M ( l ) ( a ) — M { l ) ( a ^ ) = : ^T — A ^(.y, j)[— I—— ———^d^dy
^C(E) ' L - s — a , s — a J 1 /

==(a—a^/nÇa,^) ,
OÙ( 1 ) ,

(.0.) |m(a,a-)|=Jf Ap(^j)^<y^ .T _ <^=.,
I^CCE)^3-0^)^"-^) ~—— ^4

Si a est sur A./B., et se trouve dans A nous avons M ( i ) ( a )==o , par
hypothèse. Si a est sur Â,,B,/ mais n'est pas un point de A, alors a est
un point intérieur (au sens ordinaire) à un arc y de l'ensemble Cv(A).

Soit a^a^a) une extrémité de -y (à l 'intérieur de A^B.,). Néces-
sairement | a — ^ ( a ) ] sera moindre que la borne supérieure des
longueurs des arcs définissant C^(A); donc, (Déf. 7),

(11) [ a — a ^ a ) | <À^ (a sur A^By, non dans A).

Alors (3) donne

(ii^) \^W^W\<^(:^)
\<7v+l/

^(a) étant un point de A, en vertu de (7) on peut affirmer que

[M^^—M^^a^a) ] | = = | M W ( a ) | (a sur AJ3,,, non dans A).

Par (10), ( ï0û) et (i i a\ on a donc

(Y2 \
(12) |M( l)(a)|== a—a / (a ) | lm(a ,^ ) |<^ |a—a / (a ) |<^^ ^J

joo^r tous les a ̂ r A^B^.
En continuant à supposer vérifiées les relations [(i), §6],[(2),§6],

[(su), §6] et en répétant les raisonnements du paragraphe 6 jusquà la
relation (20) incluse, mais en supposant ensuite que M^'^o^^o
sur AJB [relation (7)], les relations ultérieures du paragraphe 6 sont

(i) Pour a, a' sur E' et z dans Q, (c'est-à-dire | -s — Ai \ < T?), on a | s — a ! > ^- — 7
et |;s—a' | ><^— -^.
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valables jusqu'à [(24), §6]. En vertu de [(i5), §6] et de (12), au lieu
de [(24), §6] on obtient alors

(13) iB , (a) |= |M^(a) -R, (a) |^M( 1 - ) (a ) |d - |Rv(a) !<^^f^ l )+ |Rv(a) l\cr^_(_i/
( /-•'--•-->.. \
a sur A^BvJ.

Puisque [(23), §6] est vérifiée dans E7 et que AyE,/ est dans E^ on
déduit en tenant compte de (i3),

(i3a) [B^aîl^^^fï^^-h^^ti (asurA^B,).
\0'v^-.l/ (Tv^i

Cette inégalité remplace [(a4)y§6]. Le texte qui suit[(îâ4), §6] n'est
pas changé jusqu^à [(260), §6]. En vertu de (i3â) nous rem-
plaçons [(260)^ §6] par'

(14 ) IW^^^L^fïi^U&^L^ (asurXTBj.
L V^v-rt/ °"^4-lJ

Les développements suivants [(26^), §6] sont modifiés conformé-
ment à (ï4)- On conclut alors { comparer avec [(28), §6], [(29), §6] },
(15) l i m B v ( ^ ) = = M ^ ) ( a ) = = o [a sur (^ a,)],

v

quand

(16) L^^^+&//^^[9(.)]^<B [v=i,^..;;c/.(i/^)§6].
L v^v+i/ (7^'-+-lJ

De l'hypothèse [(3o), §6)], on déduit ce qui va être dit au lieu
de [(3i), § 6]. M^a) = o pour a sur (^o, ao) si

i j-
(i6a) [^^^^^^^[^(^J^'^B

L \°V-t-l/ ^V-l-lJ

( v = = i ^ 2, ...; ^•>i;^>i; ^-dépend de^).

ea^ I. — §\u)^e'u (UQÏU'>O).
cas ÏI.— u^e"^{u) (^o^^>o).

En vertu de (ï6â) 071 îrôw^ que M^^ay^o, pow a ^r (Co, ao),
dans le cas 1 pourvu que
(^y y^<^v) [<^(34)§6;v==i ,2 , . . . ] ;
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Dans le cas II on voit que M^^a) === o pour a sur (^, a^) ̂

(18) ^(^^[PÎ^]^^ B (v =i, 2, ...).\ ̂ -^i /

En conséquence de [(3a),§6] et si l'on prend c^===—7—? o n .
remarque que (18) est vérifiée (pour une valeur B indépendante de v)
si

(i8a) ^[?n(v +I)T^J < b^^v)-7^^ [^)==<p(^].

Or (i8a) [dépendant de la fonétion §'(^)] implique que yv tend
vers zéro (quand v — - o c ) aussi vite ou plus vite que dans le cas I.
Yv doit tendre vers sera avec - ajoutant plus vite que g{u) y tend plus

lentement afin d^obtenir l^annulaîion de M^^a) quand a est sur^^, o^)
| sujet à Finégalité [(3o), §6] 1 .

THÉORÈME IX. — Supposons que les conditions du théorème VIII (§6)
soient vérifiées. On peut alors affirmer que la dérivée première f^) (a), de

toute fonction m. g. correspondante y est déterminée uniquement {dans

un certain sous-ensemble connexe de E7^ ErCcr'.)] o"'.̂  —— conte-L\ y / j ^ / m ( j ) j

nant rare recii fiable AB \ par ses valeurs sur un certain ensemble A non

dense sur AB Çdénombrable 5 si l'on veut). Plus précisément : soit a un

point de AB tel qu'il existe un segment (Co, a ̂ ), dans E^E^CTy)]

.̂== —— > aj qui soit limite des deux côtés des segments (î^ P)

(p sur AB) situés dans £[(07)] (cr/==}^; X > i). 5o^ a, ̂  un point
« intérieur » de A. &?fon Za construction du paragraphe 6 no ̂  obtenons

une dmsion û3(a^ AB) (c/. Déf. 6) (l). Alors A est un ensemble quel-
conque^ non dense sur AB dont o^ ̂  un point d^accumulation (des deux

(1) Le caractère de cette division (excepté pour quelques propriétés établies dans le
paragraphe 6 et communes à toutes les divisions de ce genre) dépendra en général de ao
et Ço. Le théorème VIIÏ (§6) ne tient pas compte de cette circonstance.
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côtés); de plus y A a la propriété ('! )

(19) ÀV<A/^ [=^^+î)ï'?4-i; v=ï ,2 , ...],„

où les À,^ .$-07^ les nombres caractéristiques (cf. Déf. 7) par rapport à A

et â?(a,,, AB). L^ sous-ensemble de î! dans lequel /^(a) ̂  déterminée
uniquement est du même type que dans le théorème VIII (§ 6).

THÉORÈME LX7. — Supposons que g'Çu) sou une /onction positive ten-
dant vers zéro quand u diminue indéfiniment, telle que

u^e" giu) (u^u>o).

Supposons que C(E) sou couvert par un ensemble de domaines [(i), § 4]
et que

(20) g[m{v -h i)T^-i]< b^Çv)-^^ L^M^i; ̂ > i];

que m(v) vérifie la condition en rapport avec [(32), §6] et que d;(v)
augmente indéfiniment avec v, mais lentement. La dérivée première /( ' ) (a)
de toute fonction m. g\ correspondante est déterminée uniquement par
les valeurs de /^(a) sur un ensemble quelconque A ÇdénombrablOy si

Von veut) non dense sur un arc rectifiable AB dans E^ËIÏCT.)]

[<J//= ^17)]' eî P^édant les propriétés suivantes : a^ et <î)(ùCo, AB)

ayant la signification indiquée au théorème IX, A a ao pour point « inté-

rieur » ^ fe,y nombres caractéristiques par rapport à A et ^(ao, AB)
satisfont à

( 2 Ï ) ^<^[w(^l)ï^i] (^=1.2, ...).

L^ sous-ensemble de E' û?^^ lequel f^^) est déterminée uniquement
contient AB et il est du même type que dans le théorème VIII (§ 6).

Note. — Faisons les remarques suivantes concernant le sous-
ensemble E^ [== E[(a;)]; o;=^'j qui contient AB et dans
lequel /^(a) est déterminée uniquement par ses valeurs sur A

(1) Foirle cas 1 et (8).
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(A sur AB). Désignons par {o^ } l'ensemble de tous les points a^ de AB
à chacun desquels on peut associer un ensemble de points • i^o}ao te!
que le segment (^,<y^) (^ de { ^ o } a o ) solt dans E" et soit limite de
deux côtés des segments (Ço, ?) (? sur AB} dans E[(<jy)] (07 = X-y^ \ ̂ > i);
à un segmentfCoîao) nous associons une division D(a^ AB), dépendant
de Ço (c/. Déf. 6). Si les nombres caractéristiques par rapport à o^

et D(a(,,AB} (pour un ^o de {^o}ao) satisfont a (19) (cas du théo-
rème IX) ou à (21) (cas du théorème IX7), la partie du segment (Co? ^o)?
pour laquelle [(3o), §6] est vérifiée ('), appartiendra à F^. Les points
de F^ ainsi obtenus formeront un ensemble coïncidant avec F^, ou
un sous-ensemble de l'ensemble ^"connexe du premier ordre conte-
nant AB { c/. texte à la suite de [(33), § 6]}. L'ensemble F^ sera défini
de la même manière que l'ensemble F^e de la définition 5 (§6)5 avec
la seule modification suivante. Le segment (a^ a^) de la ligne polygo-
nale de la définition 5 (§6) est un segment de F^g (2). Pour le voir il
suffit d'observer que, dans les théorèmes IX et IX7, Yv-^o avec -?
aussi vite ou plus vite que dans le théorème VIII (§6).

8. Problème E. —Nous supposons d'abord que l'inégalité [(10), §5]
est vérifiée pour m = i. A l'aide des notations du paragraphe 5 et du
théorème VI (§5), on peut affirmer que
( i ) M'^^-W^^^R^) ( ^ = = 1 , 2 , . . . ) ,

OÙ

(x.) wy(a)^f~AP(;y)^^
^Oy ^ a

et[c/.(i7a)w=i;(§5)]

( i&) |R^(a)]<y,y6f——)mes.(0/-0;-.0=r(v) (a dans E).
-""" V — I /

(1) ^'> i et dépend de g.
O) C'est-à-dire (ao, a;)) appartient à un ensemble particulier (au lieu d'un ensemble

quelconque) ^-connexe (la premier ordre, ensemble contenant AB.
Ann. Éc, Norm , (3), LV. — FASG. 2. 2a
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Ici Oy est F ensemble des points de C(E) qui se trouvent à une dis-

tance > I de la frontière F de C(E).

Soit AB un arc dans E. Soit o^ un point quelconque sur AB jouis-
sant de la propriété suivante. Il y a un point ^ (dans E) tel que le
segment (a^ ^o) soit dans E et soit limite des deux côtés des seg-

ments (Ço, P) (jî sur AB) situés dans E.
Soit Nv l'ensemble des points dont la distance au segment ci-

dessus (a,,,^) est égale-ou inférieure à I - II n'y aura aucun point

de Oy dans N.,. Pour v assez grand la frontière de N,/ coupera AB en des
points A^B,; A^ est sur Ac^ et B; est sur a^B. Désignons par F,, "T, les
régions fermées limitées respectivement par les contours

ByÇ^ aoBy, AvÇoî GîoAv,,

Parmi les segments (Co» P) (? sur a^B^) de E, situés dans F,, il y

en a un, (^ B.,) (B., sur aoB^), pour lequel l'angle ^0^0 est

maximum. De même, parmi les segments (^o?P) (P s111* aoA.v), qui se
trouvent dans la partie commune à 1̂  et E, il y a un segment (ÇoAv)

pour lequel ^o0^ est maximum.
SoitT^ le domaine ouvert dont la frontière (F,,) est BvÇyAyBv (1).

Posons
(2) : . , , ! ' , , BvÇoÀv== T!:KV.

On remarque que
a1 "

(20) o < K^< — (a7 est indépendant de v) (2) .

Nous formons de nouveau la fonction
^(Oî)==ê^"-^e-^——.l-

(1) Bien entôndu, T^ est à l'intérieur de (I\).
(2) Ceci est une conséquence du fait que I\, est dans Ny.
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où <^.v est l'argument de la bissectrice 'Co^de B^A^. En remarquant

que, p,onr a sur (^o? ^o)? on a (si (Q^ est sur aoBj

(4) ^larg^a-Ça)^^] =L\Ç

== D^ Ço A^ — ay Ço A^ == - By Ço A>, — a., Ço À,,.

Par (4) et (2)

( 5 ) 9a,v == arg[( a - Ço ) ̂ -^ ̂ ] „ _ a^o^ [a sur (Çy, ao)].
2 iVy

De même, quand ̂  est sur a,, A./,
Tr i -/^cpo(^== TC — —.a»ÇoBv [a sur (Ço, âo)].(5<^) <Ï)a,^'== - — i.—^uÇoBv
Ji l.\.̂

«Soïï î(v) une fonction telle que

(6) a(.ÇoA^(>), aoÇoBv^(>).

On a alors 2^(v)^'7îKv. (5), (5â) et (6) entraînent

(7) ?a,v^^------ [asur(Ço,ao)] ,^^ Kv
et

(na) cosepa^cos i^ — ^(^ > 2- ^—2 [a sur (Ço, ^0); v ^ V o ] -
" • T * - ^ ^ j^ ̂  J -̂  ^^

Ainsiy en vertu de (3), (5) et (70)

| <7v(a) | > el0'"^11'^ [a sur (Ço, ^o)];

^(v)^'^1 [q/:(6)et(2)] .

(8)

OÙ

(8^) /(^^-ït

Supposons maintenant que M'^ (a) = o sur AB. (r) nous donne

(9) | Wî/^oc) | =| M^(a) — R^ ' ( a ) l=== | R^^a)^ r(v)

[a surAB; <?/. (i^)].
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Puisque (LAv), (^Sv) scmt dans E' on déduit que
(io) IWÎ/^^KW [asur (ÇoAv) , (ÇoBv)1.

Considérons la fonction
(n) T^a^W^a^a) (cr>o).

Tv(a) est analytique dans F,, et
( ï2) |T,(a)|<W [a sur(ÇoAv), (ÇoBv)].

(9)donne
( i3 ) | T., ( a ) | < r ( v ) <^(JRK' [a sur A^ÈîJ,

R désigne max | Co — P | (? sur AB). Ainsi
-!-

(14) JT^a^W+r^)^ [asur(Ço^o)1.

En vertu de (i i), (8) et (i4)
r 1-1 -L

(15) W^ )(a)|<l_W+r(v)^CTIlKVJe- (T i tx-^lKV^

quand a est sur (-3', ao). Si la condition (20) ci-contre est vérifiée,
on a

J- 'L f Fî \
(i5a) ê-^^-^l^^^e-^^^^ (^==~)-

\ 0 /

Définissons a de manière que
j- ! !

^<7^)^^__!__<^

cp (v ) -

où ©(v) augmente indéfiniment avec v. Substituant cette valeur de o"
dans le second membre de (i5), on trouve que, grâce à (i5^),

(16) liIïlWin(a)==M(l)(a)==o [a sur (Ço, ao)]
! v , ! ! - ! ! 1

quand
(17) r(v)cp(^^B, [v==i,3, ...;c^ (lÔ)],

.0 )̂ ^(^^ifï)^')^
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A cause de (17) et ( lô) on voit que (16) est certainement vérifiée
quand è(p) tend vers zéro assez rapidement^ a9ec p. Des résultats plus
précis sont cependant à désirer.

Supposons que—•— tende vers sera avec p et que • sou une fonction

monotone, ou plus généralement que

b(——^(v-i-r-4-i)
(x8) -——±———————— ̂  (r=i^ ...).

^)(.+z)

En conséquence de la condition ci-dessus

(19) r(^)<P^6Q')mes.[C(E)-0,]SP^(^y

Supposons a jw fo partie de (a^, ̂  ) po^1 laquelle

(-). TÀT^^ (^>I)•

En vertu de (19) et (ï7<2) l'inégalité (17) est vérifiée (pour B conve-
nable) si

-Î-.

( T \ 1 ttl\ Ky .JL-

(21) v b - ) 9 ( ^ ) w^B7 [cf. (Sa)].

En vertu de l'inégalité suivant (6)

J^—— ^ .
Kv^a^)

et, en vertu de (8a) et (20),

(23) À=^<^)- ^î^<ff'/7^^)

/ ,7T TC\
^=^,>^-

Ainsi, pour obtenir (16), il suffit d'avoir

(220) vb(-}^^y^y,
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OÙ

1

^r/(^)=——^), 4^)=^).

Posons p == - etr ^ ' ,
(.3) ^)=À(p), ^(p):=^).

Bien entendu
limA(p)==o, lim-,——==o.
p=.o • p=^(P)

En substituant p == ^ dans (220), on observe que la relation (16)
[sous la condition (20)] est impliquée par

(a4) 6(p)<Bp4(pp^1' [ po^P>o ; cf. (22)].

THÉORÈME X. —Soit AB ^n a/'c rfan^ E — (K). Soit a,, un point quel-

conque sur AB tel quil y ait un segment (^o, a^) ûfan^ E—(K) limite

des deux côtés des segments (^o, (3) ((3,$wAB/ situés danï E. Soient Av

^Bv des points sur a^A ̂  a^B, respectivement, tels que l^ cingle A^Bv
^ozï maximum sous les conditions suivantes :

i° L^y crff<àf rf<? V angle ( ^ " ) sont des segments situés dans E ;
2° L<? domaine limité par Av^ByA^ ^ trouve dans la région Ny

ensemble des points dont la distance au segment (^o, ao) est ^ T (2).— v

5oît ^(v) (^> o) une fonction (3) fô/fe ̂ ^ (6) soit vérifiée pour v ===Vy,
,+i,-..
Considérons les fonctions /^(-s) [/(^) 77%- ^'- o?û -̂y E] pour

lesquelles (2^) est vérifiée^ la fonction ̂ (p) ̂  o, augmentant indéfini-

( A ) Les côtés d^un angle, dans ce paragraphe, sont toujours des segments joignant le
sommet à Parc AB.

(2) Nous prenons v ^ v o (vo assez grand).
(3) Cette fonction est définie pour tous les v ^ v o . On peut prendre i î (v) égal au

moindre des deux angles (6), quand v est un nombre entier (^vo).
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ment avec I ? g étant supérieur à 7T et /i(p) égalant t[~\ (j). Alors ̂

quand f^ == o sur AB, on a nécessairement /{i )(^) == o mr la partie du

segment (^o, ao) pour laquelle (20) <?^ vérifiée (g^ = 2^ ) •

A^?^. — Le résultat ci-dessus signifie que ' dans les conditions

indiquées, les valeurs de/11^) sur AB déterminent/ ( 1 ) (s) unique-
ment sur la partie spécifiée du segment (^ ^o)" Ce théorème nous
donne, pour ainsi dire, un appareil relatif à un type de prolongement
analytique au moyen d'une ligne polygonale. C'est un procédé du
genre décrit dans le paragraphe 6. On passe deAB au premier segment
(comme il est indiqué dans le théorème) et du premier segment à un
autre, etc., en faisant jouer chaque fois au dernier segment précédem-
ment employé le rôle de l'arc AB du théorème. Bien entendu, il faut
constamment faire attention à satisfaire aux conditions du théorème,
afin de pouvoir obtenir les valeurs de la fonction sur le segment
suivant. En particulier, il faut faire attention à ce que les inégalités
du type (6) avec î ( - j = À ( p ) soient vérifiées à chaque étape; de
plus, l'extension n'est valable que pour un segment pour lequel une
inégalité dutype (20) est vérifiée. On peut préciser sans difficulté le
procédé.

9. Problème F. — Dans cette section ainsi que dans la suivante
nous emploierons certains résultats, dus à M. Borel (2), de la théorie
des développements de Mittag-Leffïer. Énonçons d'abord ces résultats
[c/. texte en rapport avec (i), . .., (4^)]-

Soit S(R, r), où R > i et r < ^ i , l a région fermée obtenue comxnç il
suit. De l'origine 0 traçons les tangentes OA% OB" au cercle
(i) ' . |^~i|=r. .

Désignons par A^ W les points de contact, les points A\ W étant

(1) B et ^(p) peuvent être différents pour les diverses fonctions ./(.s).
(2) É. BOREL, Sur les séries de polynômes et clé fractions rationnelles {Àcta Math^

vol. 24, p. 309-382; en particulier, p. 304-368).



1'}^ W. J. TRJITZîNSKY.

sur la circonférence
(2) M=R.
S(R, r) est la région connexe contenant 0 et limitée par les
segments A!K", W, par le plus grand arc P^'W de (2) et par le plus
petit arc A^' de (i). Écrivons

n- n8 7i4 f

(^ o./^^V V ^ (Ài-4- . .»~{- /^) ! z(7..+...4-?.»)! /^Y-^-+'.»
À.,' .... ?.„! \ «7

(3) ^^-JL 2^"2j L.Î . . . , x ' ^fl.,.1 .,..., /t./^.
AI==U À3=:U Àn==0

(3a) G<,(a)=^(3)==i, G^^) =^(^)~ ̂ ^(s) =^ ,̂̂ .
/"==()

(^==:I ,2 , ...).

On a alors

(4) r—^i;0^
Jl "~*" ««» 1 •̂Bl—

ÎZ==U

où
OB 32R

——— ^iR^"T

(4^) ^ |Gn(^ ) |<M(R , r )= :R^^ +2

si 2 est dans S(R, r). La série figurant dans (4^) converge uni-
formément.

Cherchons raréfaction de C(E) qui permet le développement M. L.
de /(1) (^) [f{z) m. g. dans E - (K)]. Il suffit d'opérer sur M^ (a).
Nous avons

i»
(5) M»)(a)==yM^(a), M'^(a)==^=A^^Zl^^,

i=i 'VQi z~~a•

ici, comme précédemment, Q, est une partie certaine de C(E) à l'inté-
rieur de 3-A,-|<Y; et a est dans E'==E[((J,)] (cf. Déf. 3, § 4)
avec

(5a) ^>^Y/ (j=i,^...;î^\
\ ^ /

5^ (Ço, ^o) un segment mué dans E7. Pour ^ dans Q, on a

(6) |^—aJ, | ^—a|>^—Y, [a sur(Ço, ao); î=i, 2, ...].
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Or, en vertu de (4)

(^\ l — ' r ' 1 — ' v G (<x~c(o\{ 7 ) s -a -s -ao /a - a.,\ - 1 .̂ 2j LT;-^ - ;=JL^v-s^-^U
En conséquence de (5) et (7)

(8) M^(«)=f•At;("'J)i:^(^^)^^=i;H^(•''{^î Y ) ̂  /^ / a — s y ' Q \ î ï '^ rr f ' \—'—- 2j ̂  -;——î ) ̂ ^y=2j H«-z(<=< — ^o),
w Q; '" — ° 'âua^ v^ — 0/ "̂

OÙ

(8a)
/f —A^(.'r,j ^a—a,,\==: ïi —^————-— {^ ———— ,̂ ; <</jI-î^,(a — a o ) .

J/̂  ( s — a o ) \ ^—a, /

est un polynôme du type M. L. (pour le point ay). Nous avons, sous
des conditions convenables de convergence (à mentionner plus tard),

(9) V IH . fa-a \<(r\^^lZl V G ( a
/ i \ n ^ ^ ^ u l ^ l ? : : : " Z, ^n[ -^
__ ^Q», 1 ^ — ° _ v^

dx dy,

Prenons une valeur de R telle que le point n,

(10)
a — ao

n= ————-,

soit dans S (R , -) quand z est dans Q, et le segment (a^, a) dans E';
on peut prendrêy

(n)
a'

R^^

a' ayant une valeur convenable.
Pour le démontrer notons d'abord que, par

(5a)(/,- y,> ^V (t^ï - ̂  > o\

ainsi, en vertu de (6) et puisque | a — a^ I^L,

a ^ 1 < L (^ dans Q,; a, ao dans E7).(12)
| z — ao | cr,-À

^ln/i. '̂c. Norm^ (3), LV. — FASC. 2. 23
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[ u \ est donc inférieur à B si
03) ^L

A

De même en vertu de (6) et (5) et puisque \z — a.y j ^ L

[ u — 1 j = '<x—s ^ ^——fi > G't —— fl ̂  ̂

•s — l x» [s — o(g | = L L

pour z dans Q; et a, «„ dans E. Nous avons | u — ï ( > - si

ff'lV > JL — îi
L "R—o' ' 5

c'est la condition (i3). Soit ô(o ̂  9^ a-rc) l'angle formé par les
segments (a,,, a), (a,,^) [a sur <a°, Ç»)J. Quand Ru >o, 0 ou 2 T I — Ô
est moindre que ^» II reste à assurer l'inégalité

(14) sinQ^^OXA-^lsinÔl

pour a tel que

(i4a) OA'=^/I-^^|M|, R«>o [5dansS,(Y); (a, ao) dans E'].

Or z est à l'intérieur du cercle S,(-c), de centre A, et de rayon ^. Le
segment (a,, a) est extérieur ou tangent au cercle S; '̂), de centre A,
et de rayon a\. Il est clair que 6 et 271 - 0 sont ̂ , où 6^ est l'angle
formé par les tangentes menées de a,, à S,(Y) et S<(CT'^ l'angle en
question ne contenant pas A,. En calculant cet angle on obtient

(15) 0>arcsm———î——- arc sin -————— > ——^L_ > a <j'-
l^-^ol |A,-aJ ^ A,-ûc,| =atc^^

M ^^-^) (1)
puisque j Ai—a, |^L; Si 6 est le plus petit des deux angles formés par
les segments (a,, a), (a,., z), alors, puisque o^Q^aTC on a (^î

(1) Ceci est établi en employant l'inégalité \ï î de (5a).
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pour Ra>o- En vertu de (i5) nous avons alors s in9>aa^ Pour a
convenable cette dernière inégalité sera valable pour les deux angles 9
si nous remplaçons siîiô p a r i s i n Q j . Ainsi, dans tous les cas,

(i5a) |sm0|>ao^ [R^>o ; .3 dans S, (y); (ao, a) dans E^].

Donc, en vertu de (i i) on observe que (i4) est vérifiée .si

c'est-à-dire si

(i5&)

•̂  1 - ̂
R"""' a!'

a^—
a

II est donc établi que le point u représenté par (10), estdans S (R , -) ?
R étant donné par (n) a^c ^ assez grand [pour satisfaire à (i3) et
(i56)].

En tenant compte de ce qu^on vient d'établir, et en conséquence de
(9) et du résultat {^a) de M. Borel, nous déduisons que

W J;|H.,,(,-..)|,M(R,,̂ J|̂ Z^
Qi1

r et,' ^R^==: — ; segment (c<.o, a) dans W .
L ^ J

D'où, en vertu de (6) et de l'inégalité à la suite de (i i),

(i6a) ^ | H^(a ~ a,) \ < b^ M(R. , ^ [(ao, a) dans W].Rz

En conséquence de (5), (8) et (16 û), il vient alors

(17) |M^(a)[^ SH^-^O) ^^^(^R^1'
^ 7Ï==0 i'

[a sur (Ço, ao); (Ço. ao)sur E],

où /a ^^n^ r majore la série du secondmembre (1 ).

(1) CeUe dernière série majore la série (5) représentant MW(a).
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Supposons que T converge. On peut l'assurer' de la façon suivante.
Posons
(I8) ^^r .I;̂ ^^ ( 1 ) -
Alors R^= a'm^i) et en vertu de (4 a)

(19) M(R,^)=[^m(Q][8(aÏ/^^^^^^^^^^

Si donc nous prenons cr>o assez grand, la convergence de T est
assurée quand

(20) ^^^^[^^(Or^^^3^^^^^ 0-= 1 . 2 , . . . ;2,, convergente) 0.

Sous la condition (20) la série formelle de Taylor, autour de a^, A?
M^^a) ^r sommable M. £. .mr cÀay^ segment (ao, Co) ^w E'. Pour
établir cela nous observons d'abord que la série double

00 03

(ai) MM(a)=^ ^H^(a-ao) [c/. (5), (8)]
1=1 7t=U

est absolument convergente [sur (oto, Ç,)]; cela est une conséquence
de (17). En groupant les termes dans (21), on obtient

(22) MW(C()==^H^ (a-a.),
/%=;()

(32a) H»(a-^)=^H^(a-a«).
1=1

La série (22) converge sur (0.0, €„). Puisque C(E) = Q, + Q, +... ,
on conclut, en vertu de ( 22 a) et (8 a)

(.3) H^-ao)=J^r...=f -Ap(^)^/g^^
^^fe ^CIE) ( ^—^o) \z—ixJ J

(1) Nous avons alors mes.E'>o.
(2) A l'aide de (19) on peut obtenir une'inégalité un peu plus précise.
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De plus, en vertu de (3 a)

^} "•"—'-l^ii.-':'-^ '̂'7]"—'-
=1 .̂,"̂  (.,.-,..),. (»=o, ,,,...).

r==;o

Ici, les ̂ ^ sont les constantes figurant dans (3 a), fixées une fois pour
toutes. Ainsi H/, (a—a^) est bien un polynôme M. L. et (22) est une
représentation M. L. de M10 (a) en fonction des valeurs

M^(ao) ( r=o, i , ...),

cette représentation étant valable sur tout segment (a^, ^o) dans E7.
En particulier, si M (^ '+"! )(ao)=o(r=o, i, . ..) pour un point ao dans
E^ M^^a) === o sur tout segment (a^, *Co) dans E^ La manière d'opérer
le prolongement analytique (plus exactement, quasi analytique),
rattachée au procédé dont nous avons parlé, est facile à voir.

Or la dérivée/(1) (a) d'une fonction m. g. est représentable par

27^/( l)(a)==/^( l)(a)+M^(a) [a dans E — (K)],

où A(a) est analytique dans IL Si nous ajoutons au développement
M. L. (autour de oco) de M^'^a) le développement correspondant
de /^^(a), nous obtenons le développement M. L. (autour de ao)
de au/^'^a), valable sur tous les segments (a^Ço) situés dans
^-(K).

THÉORÈME XI. — Supposons que C(E} soit couvert par un ensemble de
domaines [(i), § 4] les yv satisfaisant à (20), et les mÇi) à (18). Les
dérivées premières'f^^ai) des fonctions m. g. correspondantes seront
alors quasi analytiques dans

W-ÇK), ^=È[^)] [(q/. Déf. 3, §4) ; ici^=^^-=i,2/...j,

c'est-à-dire au il y aura détermination unique par les valeurs

(^4) /^(^o) (r=o,i, ...)
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[ao point fîxé quelconque dans E7—(K)j. L9 ensemble V^ sur lequel la
détermination unique est certaine est de la forme

F^== Fû^,i == F^,2-î-...
ou F î <?^ F ensemble de tous les segments (ao, Ço) dans E' — (K), F^ est

f ensemble de tous les segments (ao,,i, Coj) dans W—(K) qui peuvent
être formés en prenant a 0 ,4 .mr Fa^, F.^g <?^ l'ensemble de tous les seg-
ments (û£p,2, ^0,2) dansW—(Vi) qui peuvent être formés en prenant a^ 3
sur F'̂ , ̂ c. D^ pZw, ̂ 1 ) (a) p<?^^^ être représentée effectivement en fonc-
tion des valeurs (a4) sur l'ensemble Fo^. Cette représentation peut être
effectuée à I''aide d'applications successives de la sommation M. L. (de
séries formelles de Taylor convenables).

10. Problème G. —Comme dans la section 9, (ao, Co) indiquera un
segment dans E. NOIIS voulons trouver des conditions à imposer à &(p)
[cf. (ï4)» § 2] pour qu'un développement M. L., autour de a^ soit
valable pour M^^oc), quand a est sur (ao, Ço)- Supposons d'abord que
[(io), §5] soit vérifiéepour m ==i. Alors le théorème VI (§5) donne

00

( ï ) M^a^^Ai^a) (a dans E),
V == 1

OÙ

(2) A^(a)==f -A^j)^^
^o.-o.̂  ' •s ~ a

Soit
/ 2 \ a —— ^O
(^) , , U=—————-.

•s — — ^ 0 .

Nous désirons trouver des valeurs R,,, r^ telles que le point u soit dans
la région S(Ry, r^) (définie comme ^ans le paragraphe 9) quand on a
(4) 5 dans Ov— <V.i, a sur («o, Ço), (oco, Ço) dans E.

Tout d'abord

(5) l ^ — ^ o l ^ L , [ a — a o [ ^ L ,

et lorsque T hypothèse (4) est vérifiée

(5a) 1.5—al:^1^ | ^ — o c J > 1 .1 , , , 1 1 - , ^ ;•• 1 1 1 . 1 • 1 , 1 , ! , 1 1 , 1 1 ' v ^ ! ' ,• ,.• ' v ' . v ! 1 1 , ! , . 1 , ! 1 1 , , 1 ;
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D'où
! u \ << L v.

On aura
(6) • | u \ -< Ry [sous les conditions (4)]

si FI/ e.st pris tel que
(6a) Rv^Lv.

D'autre part, (5 a) et (5) entraînent

> v 1 z — a« j ~ •u L

Ainsi, quand R^ satisfait à (6û), on a aussi
i^ — i >(7)

Soit 6(0^6^2^) l'angle formé par les segments (a^ a), (a,,, z) [a sur
(ao, ^o)]- Quand | ^ [^ i , de sorte que
(8)

etï{u^>a, on a

(8a)

[ ao — a [ ^ I «XQ

\smQ\ > Lv

C'est une conséquence des considérations suivantes. Du point z on
peut abaisser une perpendiculaire sur le segment (a^ a). Nécessaire-
ment 6 ou 2Tt — 6 est inférieur à ï (puisque Ru > o). Ainsi, en vertu2 1 1

de (8), le pied oc' de la perpendiculaire sera sur (0^, a), entre ̂  et a.
Le segment (ao, a) étant dans E et z dans Oyy la distance de s à un
point quelconque de (oco, a) sera > ̂  En particulier,

(9) —c^ >-•,, ' , y

En vertu de (5) et (9), quand KM > o on a

|sm0|= >
V Oo — S ' = v L [sous les conditions (4) et (3)]«
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Ceci démontre bien le résultat (8 a). On peut l'interpréter, ainsi que
(6) et (7), de la manière suivante :

Sous l'hypothèse (4), u représente un point d'une certaine région T.^

(10) I\=Sv~S^-Pv.

S ,̂ et S,̂  sont les régions

(ioa) ^ |z//|<Lv, l ^ — i J ^ — î
JL "y

respectivement. P,/ est l'ensemble des points u1 pour lesquels

—arcs in( ,—] ̂ argw^arc sin ( - y — ) » ^l^'l^^-

On remarque que les segments rectilignes limitant P,/ sont les portions
interceptées par les cercles

[ u' \ == ij 1 il/ [ =^= Lv^,

sur les tangentes (issues de «/ == o) au cercle

(„) K-1!-^-

Traçons la droite joignant u'-=o à un des points d''ijitersection des
cercles | ii1 j==i et (11). Soit r^ la distance de ^= ï à cette droite. Un
calcul simple montre que

(^) rï>^rï; (^^^o).
où ^ est indépendant de v.

La région S(Lv, r^) [c/. commencement du § 9 et(i2)] est contenue
dans Tç, [cf. (10)]. Ainsi u représente un point dans S(L,, /-v)? pourvu
que les conditions (4) soient vérifiées.

En vertu de [(4), § 9]

(i3) ! I ^ ï J ^ ï yo^^-^Y ^
, 1 1 1 ^ , 1 z — a ^-—'ao ï—, M , 5 — ao ̂  ! ^ 'V^—'aoy - 1 ' • / 1 , 1 1

, ttsïO . 11 1 . , , ' • . ^ - - 1 1
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En conséquence de (4 a, § 9) et de l^ffîrmation ci-dessus,

(i3a) ' a — aQ
— ̂ ,

< M(L^ r,) == (L^)^1-^^]1'2^"1'^2

toujours quand l'hypothèse (4) est vérifiée. En vertu de (12)

(.36) , V G,/^^)|<(L.)(^)'2=K(.)
-—» \ ,̂  — Oyy |,

pour l^> o convenable. Donc la fonction A,/de la relation (2) peut être
développée comme il suit :

W A^W^fT -A .(..,J) ̂  G,(-^y^y=^ H.,(« - ^),
J/o.-o.-^, v — ^ ^ o ^ 'tîBBB" V 2 — ^ o /

OU

( i4a)

Notons que

TT / \ (T — — ^ ^ ( ^ j ) / - / ^ — — a 0 ^ 7 jH,,,v ( a - ao ) = H ^ . ^ ( 7——— ^ ̂ 7,
JA»,_-o. , f- •— ao ; \ „ —- ao /<,^0v-0v,-i

|Ap(.^ j) |^6(

quand z est dans C(E)—Q,,_i (donc aussi dans 0^—0./_i) et que
(5a) est vérifiée pour z dans O,/—O.^i (c'est vrai pour z dans Ov).
D'où, en vertu de (4 a),
(i5) H , , , v ( a — a o ) j < - y ^ ( ^)IOv~0y.

Gj^^) ^^

quand le segment (0.0, a) est dans E. D'où, en tenant compte de (i3è),

(16) V|H^(C<-^)|<^(——)^ 2 ^(^-r
a — a^ •

-"'1—— \ 1/ 1 / •O/Oy—Ov-l N '̂

^^ c/y

<v^ ( 1 /c(v) mes. (Ov — Ov-i) [( o^o, a ) dans E].

Supposons maintenant que la décroissance de &(p) soit assez rapide
pour que la série

(17) S=^V^6(--^)A"(v)mes.(Ov---0.-0 ; [cf. (iÏb)}
•^ • • . "' .

Ann. Éc. Norm., (3), LV. — FASC. 2. ^
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converge. On peut alors affirmer que la série double
00 03

(18) Ml^a):^ ^H^a-ût») [(ao, «) dans E]
V=l ft=0

[c/- (i)et(ï4)] converge absolument. On peut donc écrire
oo

(ig) M^cOr^I-Ua-ao),
//==<.)

^ ^n^ ^an<? convergente quand le segment (a^, a) est dans E; à cause
de(i4a),

(190) H^(«—ao)=^ H / , , v ( a — a o )
v==;o

^y f ..^/r -A^^) /^^.\^^
^^-0,-. ^ciE, (s-c(») ^-^y

D'où, en conséquence de (3 a, § 9),

(.0 H^-^=^,rf -^^^-^ .
r=o l-^C(E) ( . -—^o) J

^ M'7-1-1^^)
=^^,'-————^———(«-"o)'-

/•=:<>

C^^ un polynôme M. L. pour le développement de W^Çz) autour de ay.

C^est-à-dire, la convergence de la série de (17) entraîne lapossibilité
de développement (19) de Mittag-Leffler.

La convergence de la série (17) sera certainement assurée quand

(21) ^^^l^^/^v)<B / [c/.(i3^)].

En effet, on a alors

S <^ B^ mes. (0^-Ov-i) =B'C(E).
1 ' 1 1 ' 1 1 1 1 , ! ! ! v ! ! ! 1 1 1 1 ^ , ! . , ! • 1 1 , !. ' , ; ! . .

Or, pour v^2, v < ( v — i ) A i (Ai >i). D'où en vertu de (i3&), si l'on
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Ipose p ==
V — ï

/^\(^)
^\\P2/

(22) ^V)<^\ (^=L^;C==Z7li).

Nous voyons qu'il suffît d'avoir

/j^) -
(28) ^(p)<Bp(^) pâ ==o)(p) (po^p>o),

où c ' y c sont des nombres positifs convenables^ indépendants de
^ ^o( 1 ) -

L'inégalité (28) entraîne la sommabilité M. L. pour la série formelle
de Taylor de la fonction M^^a) autour de tout point ao de E. Le
procédé de sommations, représenté par (19) [où H«(a—a,,) est un
polynôme (20)], sert à représenter M^Ca) pour tous les points a des
segments (ao, Co) situés dans E. La représentation est effectuée seule-
ment en fonction des nombres

( 2 4 ) M^ao) ( r==o, i / . . . )

et peut êtreprolongée sur un ensemble F^ défini comme suit Nous
avons

(26) F^=F^+F^-4-.,.

Faj est l'ensemble de tous les segments (a^ Ço) dans E; F^ est
l'ensemble de tous les segments (ao,o ^0,1), dans E, qui peuvent être
formés en prenant ao.i surFa^ ; Fa,,» est la totalité de tous les segments
(ao,s. €0,2) dans E, pour lesquels a^ est un point quelconque de Fa^;
et ainsi de suite.

THÉORÈME XII. — Supposons que \àv(x, y)|^(p) [s AzwC(E); çdési-
gnantia distance de z à la frontière ̂ C(E)^é(p),^^/û^^
La classe des fonctions formée par les dérivées premières /^(a),des

( ï ) En tenant compte des développements decette section il n'est pas difficile de les
obtenir.
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fonctions m. g. corj^espondantes sera quasi analytique (') dans les
ensembles

W Fa.~(K.),

formés pour chaque point a^ dans E — (K). F^ est défini par (25). De
plus y chaque fonction /^(a) de ce type peut être effectivement repré-
sentée dans Fc^ — (K) (au moyen d} applications répétées de la sommation
de Mittag-Leffler) en/onction des valeurs /^"^(a^) (r=0y i, . . .). Il
en est de même pour chaque point o^ dans E—: ( K).

NOTE. — Appliquant les résultats de M. R. Caccioppoli (2) à nos
fonction m.g. on voit que pour assurer la quasi-analyticité il suffît
d'avoir

(27) b^Xe-^^^^Çp) (po^P>o),

où(£>o) peut être pris arbitrairement petit. Il est intéressant de
comparer l'inégalité (27) de M. Caccioppoli avec la nôtre (2.3). On peut
vérifier sans difficulté que

o)(p)>co(p) (po^P<o)

pour po assez petit. Ainsi, notre condition est moins restrictive que celle
de M. Caccioppoli.

Une inégalité moins bonne que (23) (3), mais un peu plus simple,
est .

L \ »/1^
W bÇp)<Be-^aoëw=^(p^

où a est un nombre ^>2c^. (28) est une inégalité encore moins res-
trictive que celle de M. Caccioppoli. On le voit en comparant la rapidité

(1) Dans le sens de détermination unique par les valeurs des dérivées

f^W (^o, i, ...)";

ao point fixe quelconque dans E—(À-) .
( 2 ) R. CACCIOPPOLI, loc. cit.
(3) C'est-à-dire, o ) i ( p ) < o ) ( p ) (p ( ,^p>o; po assez petit).
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avec laquelle les fonctions

alog^ ^ . ( s > o )

augmentent indéfiniment avec ï "
p

11. REMARQUES GÉNÉRALES. — Toutes les recherches ci-dessus, où
nous affirmons que les fonctions m. g., pour lesquelles on a
l^'K^y)!^^?) O? possèdent certaines propriétés, dépendant delà
rapidité d'annulation de 6(p) avec p, peuvent aussi être interprétées
comme il suit. Considérons des intégrales de la forme

(ï) fj ^(^7)log(.s-a)^rfj,
^COE)

où ^(^,y) est une fonction réelle, continue dans K.+(K) et nulle dans
E. On a alors
(ia) | ̂ («^j) l ^ ^ ( p ) [ P= distance de s à la frontière de G (E)].

Les propriétés des fonctions représentées par (ï) dépendant de la rapi-
dité d*annulation de 6(p) sont étudiées. L'importance de ce dernier
point de vue vient surtout du fait déjà établi que, excepté pour une
fonction analytique additive, toute fonction m. g. (cf. DéL i, § 1) est
représentable par une intégrale de la forme (ï).

La méthode et la théorie développées dans ces pages peuvent être
appliquées de multiples façons à l'étude des fonctions analytiques. En
particulier, les théorèmes des paragraphes 6 et 9 portent directement
sur les problèmes de prolongement d'une fonction analytique au delà
d^une courbe ou d^une aire singulières. Plus exactement, ces théorèmes
nous donnent des conditions de raréfaction des singularités, qui per-
mettent un tel prolongement. La formulation précise décès conditions
peut être faite sans difficulté.

( l ) 9{x, r,) est une fonction correspondante « a. e. î> [cf. Déf. 2 (§ 2)].


