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THEORIE
" DES ’

FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE DEFINIES

SUR

DES ENSEMBLES GENERAUX

Par M. W. J. TRIITZINSKY,

Université d’Illinois, U. S. A.

1. Introduction. — Le but de ce Mémoire est de développer une
théorie des fonctions du type indiqué dans le titre. Nous supposerons
que f(z) est une fonction d’une variable complexe s(=x +y—1y),
définie sur un ensemble E & deux dimensions, telle que, z, désignant
un point d’accumulation quelconque de E, on ait

(1) lim JE)=SG) _fz) (=/0s0)] (5 dans B,

2435 ~17TT 20
ot fi(z,) est un nombre fini indépendant de la maniére dont
3,(3, dans E) tend vers z, ('). Les points isolés de E sont laissés
de c6té. Ainsi, ce que nous entendons par fonction d’une variable
complexe, ¢’est une fonction monogéne, la monogénéité impliquant

(1) En dlautres termes, f(z)= u(z,y)+y—1w(z,y) (u, w étant des fonctions
réelles de variables réelles z, y), oll u et w ne satisfont pas aux équations différentielles

de Gauchy-Riemann, n’est pas une fonction de la variable complexe z(= « + ' —1y), 4
notre point de vue.
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seulement I'existence d’une limite (1), unique et finie, en chaque
point =, de 'ensemble E considéré (*).

Sans perte de généralité E peut étre pris borné. Nous emploierons
les notations suivantes : (K) désignera une courbe simple rectifiable
frontiére d’un domaine K. L’ensemble E sera fermé et contenu dans
K + (K); de plus, (K) fera partie de E (cette hypothése n’est pas
essentielle). G(E) désignera Uensemble K-+ (K)—E. Cest un
ensemble ouvert dans K.

Pour simplifier les développements, les fonctions considérées seront’
assujetties aux conditions suivantes.

Derxition 1. — Une fonction f(z)=u(x,y) + y—1w(x,y) sera
appelée fonction monogéne générale, pour abréger fonction m. g.,
dans E. s1(*):

1° Les-fonctions

du Jdu dw JIdw u ’u u d*u

(2) Uy Wy 5o ay’ 0z’ 9y’ 9z’ 53;;’ 972" 0z dy

sont finies et continues dans E; u est uniforme dans E;

2° A indiquant I’opération
) g2 02

nous avons Au= o dans E; de plus, w est une conjuguée harmonzque( ).
de u dans E,

Dans la définition ci-dessus les roles de u et w peuvent étre échangés.
Une fonction m. g. dans E posséde une dérivée unique en chaque
~point de E. Il n’est pas nécessaire qu’une fonction m: g. s01t uni-
forme (*).

(*) Il est évident que monogénéité n'implique pas en général analyticité. ‘

(*) Ces conditions peuvent &tre remplacées par d’autres moins restrictives sans
détruire la validité des résultats de ce Mémoire. _

() En d’autres termes, u et « satisfont dans E aux équations différentielles de
Gauchy-Riemann.

(*) log(s—a) (a dans K) est m. g. (non uniforme) dans P’ensemble E obtenu en
soustrayant le domaine |z —« | < p (p petit) de K + (K); /z — a n'est pas m. g. dans E
parce que R (y/z —a) et 1(y/z—a) sont toutes deux non uniformes dans E.
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En particulier, remarquons que toute fonction uniforme, d’une
variable complexe, qui admet des dérivées de tous les ordres est m. g.
selon notre définition.

Dans le paragraphe 2 on verra que toute fonction m. g. f(z), définie
dans E, peut étre représentée sous la forme

(4) 2T fla) =/l(a) + log(z — &) g(x, y)dx dy

C(E)

[a:a—i—\/;b dansE——(K)]:

h() est analytique si o est dans K et g(@, y) est une fonction bornée
continue dans C(E), nulle sur la frontiére de C(E). On verra aussi
qu’on a

gz, y)dxdy

5 —

(5) o f(a) = hV(a) —
G(E)
pour tous les points « de E — (K).

Ce sont la les formules fondamentales de notre théorie des fonctions
m. g. Ces formules sont un instrument puissant pour 'étude de telles
fonctions. Naturellement il ne s’agit pas d’essayer d’établir dans cet
essai toutes les conséquences importantes de (4) et (5). Nous en
établirons seulement un certain nombre.

Supposons que C(E) puisse étre couvert par une suite de domaines
circulaires

(6) |z — Al < i (¢=1,2,...;les A; dans K)

tels que tous les points des circonférences | 5 — A;| = v; soient dans K,
et que v; tende vers zéro quand 7 — . La raréfaction de C(E) sera
mesurée par la rapidité avec laquelle y;— o, quand { - .

D’autre part, si p indique la distance du point, 5=+ — 1y
dans C(E) a la fronti¢re F de C(E), on peut associer & ¢(z,y) une
fonction 4(p), tendant vers zéro avec p,, telle que

(7) - lg(z,7)1£0(p)-

Dés lors, on remarque que les deux principes suivants ont une
importance capitale dans I’étude des fonctions m. g.

Principe 1. — Les fonctions m. g. possédent d’autant plus de pro-
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priétés (dans un sous-ensemble convenable Ede E) que C(E) est plus
raréfié.

Principe II. — Les fonctions m. g. possédent d’autant plus de pro-
priétés dans E — (K) (') que b(p) tend plus rapidement vers zéro
avec p.

C’est en tenant compte de ces principes que nous traiterons les
problémes suivants.

Prosuime A. — Il a pour objet de déterminer la rapidité de décrois-
sance de b(p), qui assure l'existence, dans E—(K), de la mie
dérivée (m2>2) de f(«) ou l'existence des dérivées de tous les ordres.

Prosuive B. — Il a pour objet de déterminer la raréfaction de C(E)

impliquant l'existence, dans un sous-ensemble convenable E de
E, soit de la dérivée m™ (m22) de f(«), soit des dérivées de tous
les ordres. Au cours de cette étude, on trouve des représentations a
I’aide de certaines séries convergentes dans E et valables pour les
fonctions dont il s’agit et pour leurs dérivées premiéres.

Prosrime C. — Il a pour objet de déterminer la rapidité de décrois--
sance de 6(p), telle que f(«) soit représentable, dans E— (K), par
une série de fonctions analytiques absolument et uniformément
convergente Probléme analogue dans le cas ou [f{7 existe dans

— (K); théoréme de Taylor. -

Dans les problemes B et C les representatlons sont possibles a I'aide
de séries convergentes de fonctions rationnelles. Toutefois des termes
logarithmiques peuvent apparaitre dans les représentations de /(o).

Dans les probléemes D, ..., G, formulés ci-dessous, il semble plus

commode de s’occuper des fonctions £ au lieu de /().

Proscine D. — Il a pour objet de déterminer la raréfaction de C(E)
impliquant I’existence d’un sous-ensemble E de E tel que les fonc-

(*) Sinous définissons ¢(,y)dans E par, ¢(=, y) = o, on voit que les deux principes
mentionnés expriment le fait que la distribution (densité) de | ¢(x, )| dans K+ (K) se
réfléchit dans les propriétés des fonctions m. g. correspondantes.
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tions fi5 (pour lesquelles on a la raréfaction mentionnée) soient
déterminées (uniquement) par leurs valeurs sur un arc vy (dans E).
L’ensemble E, dans lequel cette détermination a lieu contient v et
c¢’est un certain sous-ensemble connexe de E.

Puisque la fonction f,(z) — f2(3) est m. g. lorsque f,(3) et f2(5)
le sont, il s’ensuit que le probléeme D est équivalent & la détermination
de la raréfaction de C(E) telle que fi = o sur un arc y (dans E)
entraine nécessairement /i3 = o sur tout ensemble E..

Proprime D’. — C’est une modification du probleme D obtenu en
remplagant la propriété de la détermination unique des fonctions par
leurs valeurs sur un arc y par celle de la détermination unique par
leurs valeurs sur un ensemble non dense situé sur y.

ProsLiMe E. — Il a pour objet de déterminer la rapidité de décrois-
sance de b(p) impliquant la détermination unique des fonctions
{2, par leurs valeurs sur un arc y [dans E— (K)] dans tout sous-
ensemble connexe (dans un certain sens) E, de E — (K); E, contienty.
Quand on traite des fonctions indéfiniment dérivables, la considé-
ration de la propriété de quasi-analyticité est d’importance capitale;
nous entendons par la la propriété de détermination unique des fonc-
tions f13) par les valeurs £, (¢v=1, 2, ...) quand «, est dans E (ou

dans un sous-ensemble convenable Ede E) (*).
La détermination sera valable dans tout sous-ensemble connexe

(dans un certain sens) E(«,) de E [ou E(«,) de E]; E(z,) [ou E(,) ]
contient o,.

ProsLime F. — Il a pour objet de déterminer la raréfaction de C(E)
impliquant la quasi-analyticité des fonctions f{3 dans un sous-
ensemble E de E.

ProsLive G. — Il a pour objet de déterminer la vitesse d’annulation

(*) Quelques auteurs appellent guasi-analyticité la propriélé d’unicité comprise dans
les problémes D et E. Dans ce Mémoire, quasi-analyticité sera entendu seulement dans
le sens indiqué.

Ann. Ec. Norm., (3), LV. — Fasc. 2. 16
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de 5(¢) qu'implique la quasi-analyticité, dans E — (X). des fonctions
2 |

En traitant les problémes F et G nous établirons la représentation des
fonctions considérées, en fonction des valeurs de la fonction et de ses

dérivées de tous les ordres en un point c, (dans E ou E, selon le cas).
Cette représentation a la forme d’un développement de Mittag-Leffler
(autour de a,).

D’une maniére générale, en résolvant ces divers problémes, j'ai été
principalement influencé par I'extension tres importante que M. Borel
a donné a la théorie des fonctions analytiques de Cauchy, extension
qui méne & certaines fonctions monogénes particulieres (fonctions
monogénes de Borel). Pour ces fonctions on peut généraliser les
intégrales curvilignes fondamentales de Cauchy. Elles possédent la
propriété de quasi-analyticité ('). L'ousvrage de M. Borel porte sur le
probléme F (M. Borel fait usage de la sommation de Mittag-Leffler).

Comme le fait remarquer M. Borel chaque fonction analytique peut
étre représentée par des intégrales doubles du type que nous consi-
dérons par la suite. D’aprés certaines de ses indications on peut
s’attendre a ce que, si 'on considére une intégrale

(8) gla)=[[ H&p)dzdy

5 —

[b(2, y) continue; ¢ (z, y) :'o dans E]

C(E)

et si |{(x,y)|— o assez rapidement, quand z s’approche de la fron-
tiére de E, la quasi-analyticité (*) de la fonction g(«) soit assurée. De
tels résultats ont bien été trouvés dans quelques études trés impor-
tantes de M. R. Caccioppoli (*). En tenant compte du fait que les
fonctions /73, dont nous avons parlé en formulant le probléme G, sont

(1) E. Bomkv, Legons sur les fonctions monogénes, Paris, 1917. On peut trouver
certains développements ultérieurs concernant les fonctions monogénes de Borel dans
W. J. Triitzinsky, A study of indefinitely differentiable and quasi-analytic functions,
Part I (Annals of Math., 1931, p. 623-658) (en particulier, p. 639-658).

() Dans le sens de détermination unique par les valeurs gt () (v =o, 1, ...5
o, étant un point fixe dans E).

() R. Caccrorvorl, Le funzioni monogene generalizzale definite mediante integrali
doppi di Caucly (Rendiconti del Sem. Mat. della R. U. di Padova, 1934, p. 1-26).
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représentables sous la forme (5), nous déduisons immédiatement que
les résultats de M. Caccioppolt fournissent une solution a notre probleme
G. Pourtant, en employant une méthode différente nous donnerons une
autre solution du probleme G dans des conditions [concernant 6(g)]
moins restrictives que celles de M. Caccioppoli.

2. Les formules fondamentales. -- Supposons que o(x,y) et
{(@, y) soient des fonctions réelles des variables réelles , y continues
et uniformes, ainsi que leurs derivées des deux premiers ordres, dans
'ensemble W, ,, défini comme suit. W, , est la partie de K+ (K)
(ef. § 1) hors du domaine circulaire

(1) [z —a|<p (a=a-+y—=1bdans K).

e >o est pris suffisamment petit pour que la circonférence vy, du
cercle |5 — a|<p soit 4 l'intérieur de K. [’application de la formule
de Green donne la relation

: J
(2) ‘ﬂ (0 AL —ZAo) dw (ly—l—f ( on ()i>ds__o,
. W,

X

A,

ou -
ds = | dz | s=z4+\—1y),

(We,,) est la frontiére de W, ,, et -d—dﬁindique la dérivation suivant la

normale dirigée vers I'intérieur du domaine W, ,.
En particulier, on peut prendre {(z,y
alors A{(@, y) = o dans W, ,. Or

~/(;v”w?) _L L

(3) — log |z —a|A¢(a, y)dzdy

Wa,o

()Ioglu—a[ ol e o199
+[( — o ‘lot,].' al()n ds

v (K)

- dlogls —a| og|s [
- v ¢ on on

. Nous avons

De 1a
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Supposons que 9(, ') soit continue et uni forme, ainst que ses dérivées
des deuz premiers ordres, dans K + (K). On observe (*) alors que

(4) lim‘fY =—27m9(a,b)  («dansK).
?

B0
1im[[ :ﬂ
P>V Wey o K

existe pour « dans K et I'on obtient

Par conséquent

(5) 2mo(a,b)=H(« D) —l—[lo »——a[Acp(x,_y)dz‘dy (e dans K),

ou
dlo 5— o
(5a) H(a, b) _f <Iog|~.—a| gldn |)ds.

On remarque que H(a, b) est harmonique pour o dans K.

Soit f(z) une fonction m. g. définie sur un ensemble parfait E
[dans K; E contient (K)]. En écrivant f(z) = u(x,y) +y— 1 w(z,y)
[¢f. Déf. 1 (§ 1)), u(a,y) est uniforme dans E et u, ainsi que ses
dérivées des premiers et seconds ordres, sont continues dans E.

DervitioN 2. — ¢(2, ) sera appelée une fonction « associée d’exten-
sion » de u(z, y), pour abréger, une fonction «a. e. », st les conditions
sutvantes sont satis faites :

1° v(a,y) est uniforme dans K+ (K); ¢(x,y) et ses dérivées des
premiers et seconds ordres sont continues dans K + (K).

e elmy) _d%u(ay)
dxidyl T datodys

dans BE.

(Gjzos i+js2) (%)

L’existence d’une fonction a. e. peut étre démontrée et sa construc-
tion effectuée de différentes maniéres (®). -

(1) (4) peut &tre établi exactement par le méme raisonnement que celui de E. Goursat
. (Cours d'analyse mathématique, t. 111, Paris, 1927, p. 181).

(%) Une dérivée d’ordre zéro est la fonction elle-méme.

(3) Voir, par exemple, H. WHITNEY, .dnalytic extensions of differentiable functions
defined in closed sets (Transactions Amer. Math. Soc., vol. 36, 1934, p. 63-89).
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En conséquence, si u(x,y) =R f(5) [f(5) m.g. dans E], et si
¢(z,y) est une fonction a.e. A¢(2, y) est continue dans K+ (K) et
Au = o dans E entraine

(6) Ag¢(x,y)=0 (dans E).

Or (5) a été établi dans I'hypothése formulée en italiques & la suite de
(3), on peut donc prendre ¢(x,y) pour fonction ¢ dans(5). Comme

p(a,by=u(a, b) (e dans E; Cf. 20 de Déf. 2),
on déduit de (5)

(7) antu(a, b)) =H(a, b) —i—lf log|z —oa|Ae(x, y)dxdy,
C(E)

pour chaque point « dans E— (K) [H(a, b) étant donnée par (‘Sa)
avec o =¢].
Considérons I'intégrale

(8) I(a, b) =. arg(s —a)Av¢(x, y)drdy.
C(E)

Puisque

(9) CAe(z y) <D [dans G(E)],

on voit que I(a, b) est absolument convergente dans E.
Soit H, (a, b) une conjuguée harmonique de H(a, b). Ecrivons

(10) anw,(a, b)=H,(a, b) + arg(z —a)Ap(z, y)dxdy.

C(E)

Puisque log| s — «| et arg(s — «) sont des conjuguées harmoniques,
il s’ensuit que w(a, b) est une conjuguée harmonique de u(z, y)
dans E, si ’on démontre, par exemple, que I'on a

(z—a

|5 —al

(0 35 [ arglz—albo(a ) dody=— - Av(z, ) dody
06 Ve

C(E)
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dans E. Or, (9) donne

|z — o

(11@) J:__a[‘A('(;v,)')dx(Zy

G (E)

:ﬂ‘]...i<bﬁ.—'—‘r-——al‘,dzdy§bﬂ [—-Jf-:il;dxdy
K k |s—al | s—a|SL |5 —o]

2T L
b=/ f rleosf . gr—4Lo.
+0=0 = r

r=0

L est un nombre assez grand. Ainsi (11) est vérifiée (*).
On peut donc écrire

- 1Lf(¢)=ww(a, b)y=w,(a, b).
De la, en vertu de (10) et (7),

(12) am fa)=h(a)+ log(s —a)A¢(z, y)dzdy

C(E)

| dans E — (K); 2 (a) analytique dans K].
En démontrant (11) nous avons établi la formule (?).

(13) amfW(a)=~h"(a) —ﬂlE)%iclx dy [« dans E — (K)].

Tutorine [. — Soit £(5) m. g. dans B. Soit ¢(z, y) une fonction a. e.
(cf. Déf. 2) de u(x, y) = R f(z). Alors sur E — (K) les fonctions f(a),
S (&) sont représentables par les formules (12) et (13) (*), respective-
ment, h(o) étant analytique dans K.

Puisque A¢(x, y) est continue dans K + (K) et en vertu de (6) on
peut dire gu’il existe une fonction b(¢) [ p = distance de (x, y) @ la

(1) La vérité de (r1) dérive des théorémes sur le passage A la limite sous le signe
d’intégration. '
(?) La convergence absolue de I'intégrale écrite dans (13) peut étre démontrée ainsi :

27 L
[..1<b j =0 f dr d.
‘ﬂ‘ ‘ ‘/0..':-.0 r=0

C(E) |e—~a|<L
(3) La partie imaginaire n’est pas nécessairement unique.

dx dy

B —
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frontiére de C(E) telle que b(p) tende vers séro avec Po» €t que
(14) [Ae(a, y)|S0(p)<d [(x;») dans G(E)].

Remarquons que A¢(z, y) est la fonction ¢(z, y) du paragraphe 1.
La fonction &(p) sera prise monotone.

3. Probléme A. — Considérons maintenant la pariie non analy-
tique, M(«), d’une fonction f(«) m. g. En vertu de la représenta-
tion (12) (§2), on entend par la I'intégrale double

(1) M(a)-—l[ log(s — o) Au(.z‘,g)dz dy (e dans E),

ol ¢(@, y) est une fonction a. e. [¢f. Déf. 2(§2)] de f(a). Si la fone-
tion 6(p) [¢f. (14), § 2] tend vers zéro assez rapidement avec p, nous
pouvons nous attendze a 'existence de la dérivée m?*= (m22) dans E.
Formellement .

(2) — MW (o) __ﬂ Av(z,y)dzdy
(E)

(—1)! (8 — o)™

Soit & un point fizé de E et soit G, la partie de C(E) pour laquelle
|s—a|>= (E=1,2,...). Ona(")

(3) G,<G<... <Gy <.
et 3}
(4) C(E) =G+ X, (Gira— Go)-

i=1

Ainsi (pourvu que certaines conditions de convergence soient satis-

faites)

(3) }%{;‘)—om a)+2 &mi(a
ou

Ga) glay=[[ 2n2)dedy, g,,,,(a)_ﬂ cAv<wa)dxdy

6 (Z—OC)’"‘ (/q—‘—'“)”!

(1) G'< G” signifie que 'ensemble G’ est contenu dans I'ensemble G
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En vertu de (14) (§ 2) et puisque
|s—al<<1 . (zdans Gy),
on déduit que (')
(6) © | gm(@)| < bmes.G,;<bmes.C(E)= g
" Supposons que z soit dans G, — G;. On a alors

1
GO {1

<ls—alsy

Si o est un point frontiére de C(E), on voit que la distance de z 4 la
frontiére de C(E) est gj Sinon il existe un cercle de centre a de
rayon r > o i l'intérieur duquel il n’y a pas de points de C(E). Soit r
la borne supérieure des nombres r. Nécessairement r<|z —a].

A Tintérieur du cercle C (centre , rayon )il n’y a pas de points

de C(E). Sur la circonférence de C, il y aura un point frontiére de C(E).
La distance p de 5 a la frontiére de C(E) ne dépassera pas en ce cas

|z—-o:l+;'<2[5——a[§%l.-

Ainsi, quand 5 est dans G, — G;, (7) sera valable et

(7@) p<3l.;

il suit de (7a)

(8) [Aa(x,_y)lgb(p)gb(%) [(#, y) dans Giy — Gy; =1, 2, ...]
Alors, en vertu de (5a), (7) et (8),

(9 lgni() [ <G+170(% ) mes.(Gu— G (i=1,2, ...)
Or ‘

1

e 1 I &1
mes.(GiH. Gl)gn[.q (i+1)2]<

2 (i—i—l)'-"

(1) Ici et dans ce qui suit « mes. G » indique « la mesure de I’ensemble G ».
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Donc

(x0) Xl | <3, i+ 1775 (3) o= g5

i=1 i=1
Si la série S,, ci-dessus converge, en vertu de (5) et (6) on a
(roa) | Mimi(a) | <<(m—1)!g"S, (o dans E).

Puisque b(p) < b, on voit que la série S, converge sans aucune hypo-
thése concernant la vitesse d’annulation de &(p).

‘Tutorime II. — St pour une valeur de m 22 la série S, du second
membre de (10), converge, les fonctions m. g. correspondantes
[27 f(a)=h(a) + M(a) ] seront dérivables m fois dans E — (K).

De plus,
(xrx) 27rf(‘“(oc):h(")(oc)—(u—x)!ﬂ

C(E)

(5 —a)?

[ee dans E — (K); v=1,2, ..., m].
Dans E les inégalités (10 a) seront valables
IMV ()| < (v —1)1g"Sy  (v=1,2,..., m).
CoroLLARE 1. — St pour une valeur de m2 2
(12) b(p) << gmpm=te (e>0; po2p>o0),

les fonctions m. g. correspondantes f(a) posséderont m dérivées
dans E — (K) et les relations (11) seront valables (). '

En effet, (12) implique la convergence de S,,.. En vertu de (12),
S,. sera majorée par la série convergente

w @
I P o \m—2+€ - 1
m— (l+l) &m 'Z‘ <gm F-E'
i=1 i=1

'COROLLAIRE 2. — L'existence. dans E— (K).des dérivées de tous les
ordres et la validité des formules (11) (v=o0, 1, 2, ...) sont assurées

(1) Les inégalités (12) ont 6t6 données a cause de leur simplicité. On peut les rem-
placer par certaines inégalités plus précises.
Ann. Ec. Norm., (3), LV. — Fasc. 2. 17
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quand on a
(13) blp)~o  pour pzp>o (1),

Ainsi, par exemple, I'existence dans E— (K) des dérivées de tous
les ordres est assurée quand b(p) est momdre que I'une ou 'autre des
expressions suivantes :

1 ol 48 1'.
(13a) | a7 @ s

4. Probléme B. — Supposons que C(E) soit couvert par une suite
de domaines circulaires @;, '

(1) » s — A <7: (=1, 2, ...;les A; dans K).

Soit S; la circonférence | 5 — A;| =;; les @;sont choisis de maniére
que ;+ S; n’ait aucun point en commun avec (K) (f=1, 2,...). Sans
perte de généralité on peut supposer qu'aucun @; n’est complétement
contenu dans aucun ®@;(¥£;)(*).

Soit Q, la partie de C(E) intérieure & @,. Soit Q, la partie de C(E)
intérieure a @,, et sans pomt commun avec Q,. En oeneral ayant
construit

(\)17 er ] QV—U

Q. est défini comme la partie de C(E) intéricure a @, et n’ayant aucun
point commun avec Q, + Q.+ ...+ Q,_,. Ainsi

(2) . Q< ®; (i=1,2,...)
(2a) Q=0 (/5 hi=1,2, ...),
(20) : L C(E)=0Q,+ Q,+

Ona .

‘ (3) mes. QS wy? (i=1,2,...).

(1) Le symbole ~ signifie « asy mptothue ». Quand on dit que b(p) ~ Qg+ AP A ..
on veut dire que, quel que soit v 21,

b(p) = o+ @ p Aty o+ by(p)p¥  [1bu(p)[Shy pour pe2p > o]

Ainsi la relation (13) signifie quo 4j(p) ~ 0 +0p .
(2) Si @; était contenu dans @; on laisserait @D; de cow
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Dermnition 3. — Cousrons C(E) par les domaines ®;. Soit o; tel que
o> vi(i=1, 2, ...). E[(q,)] indiguera I’ensemble obtenu en enlevant
a K + (K) les points des domaines circulaires ‘

(4) IS——A;I<O’5 (i:I,Q,...).

Nous avons E[(¢,)] < E. Supposons que
5 =3y log(~
®) free (r)

converge. En vertu de (26) et (3), on a alors

mes.G(E))<ny/, ou y'=2Zv}.
Nous prendrons

(6) o =AY (i=1,2,...5 L>1).

Avec ¥’ assez petit et A pas trop grand on peut certainement assurer
I'inégalité
mes. E[(c;)] > o.

¢

Considérons la partie non analytique M(a) [¢f. (1), § 3]. En notant
que

log(s — a) =log(A;— a) + Iog<1-— - ;>»

il ressort de (24) que

(7) M(a)=i£[log<&—a>+log(x—j‘;j’_“;)]wx,y)dxdy.

Pour « dans E[ (¢,)] et s dans Q,

(&) ' [z =A<y [Ai—a|2hye
D’ou

A—3 1 =1
(8a) |m! < 3 <1 [a dans E[(o})], 5 dans Ql]

De la nous concluons que 'intégrale figurant dans (7) est exprimable
daus la forme

(9) Aﬂ;“':li log(Ai—a)+2mziw—a); [ dans E[(2))]],
. i v=1i
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ou

(ga) ).i:ﬂA p(x, y)dxedy, hiy=— -Eﬂ(Ai——z)"Ao(x,y)dxdy.
Q Q

En vertu de (3) et [(14), § 2]
(98) [ M| <mby? (i=1,2,...).

En vertu de (2) et puisque ®; est défini par (1), on peut déduire
de (g9a) que

(9e) |hnv|i<~— f_0[~0 V(rdrdi)y=2mb (;{‘_:2) (i=1,2,...).
Supposons maintenant qu’on laisse o varier seulement dans E[(a;)]

afin que
(10) . —B<arg(A;—a)<B (i=1,2,...).

En remarquant que, a cause de (8),
L>|A—a|2hy, [dans E[(e)]]
on observe que, dans E[(g,)],
| Tog (Aj— o) | < Iog”<—1—> + B<B, 10g<~£—-’)
quand [A;— «|<1, et aussi que
|log(A— o) | < V/TogL + Bi=

quand [A;— «|>1 (dans ce dernier cas on a L >1). Puisque-y;— o
quand oo, nous pouvons donc affirmer que, pourvu que (10) soit
vérifiée,

(11)  |log(A;— o) | < B’ log(%) [oc dans E[(U‘/)]_; i=1,2,.. .)].

De (9b) et (11) il suit que la série

(12) M, (oc)..Z? log (A;— )

i=1

est majorée, dans E[(q;)] [cf(G)], par"la”série co'nvergt_nmte en vertu
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de (5),
- '~2 Joo _I_ .
(r12a) Z'n:bB 't 10°<7-Ti>

Ainsi M, («) converge absolument et uniformément dans E[(s;)] [sous
’hypothése (10)].

A cause de (8) et (9c) la série qui se trouve dans (g) est majorée,
dans E[(c))], par la série, convergente puisque x> 1,

)

. Y Y .
(13) Zgrbv(v+2) (M {l)'_z ambyi v(v+2) = Sus

V=1

On en conclut que la série double

S @

(14) M._,(a):Z Z(A?__t_)a)‘j

i=1 v=1

est majorée dans E[(o;)] par

(14a) E 227:1)7, =S8,.

+2)

~

-

V=1

S, converge puisque
2v?

converge [par suite de la convergence de la série (5)]. Donc M, («) con-
verge absolument et uniformément dans E[(a))]-

En tenant compte de ce dernier résultat et de celui qui suit (120)
des relations (g) et (7) il est possible de formuler le théoreme sui-
vant : :

Tagorime 111: — Soit C(E) ayant le caractére indiqué au début de ce
pbragrézphe. Sott E[(G,)] [< E; ;= AYyi3 A > 1] Uensemble spécifié par
la définition 3. Supposons que la série (5) converge. Chaque fonction
m. g. f(&), pour laquelle les conditions ci-dessus sont vérifiées, peut
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s'exprimer dans E[(5;)] — (K) sous la_forme

(13) 2w f(a)="1h(a)—+ M (a)+ M, () | 2 (e) analytique dans £,

(15a) 1\/11(01)_—_-2 M log(A;— a),
,‘lV
(150) M“(“)—gg(&—a)v

Les &;, X;, sont donnés par (9a) et ils satis font aux inégalités (9b), (9¢).
Les séries M, (a), M,(a) convergent absolument et uniformément si o est

dans E[(s;)] quand [ (10) est vérifiée].

DiriNiTION 4. — Un ensemble G de mesure nulle, situé dans K, sera dit
complétement régulier si, les points A; (=1, 2, ...) étant dans K,

G=G,G,...,
ot G,(v=1, 2, ...) est la somme de domaines circulaires
|5 — Al <y (i=1,2,...).

Les ¥ (i, v=1, 2, ...) sont des nombres satisfaisant auz conditions
suivantes :

1° Les sértes

: 2 I
(16) . Zy‘iv) log<ﬁa> (v=1,2,...)
i=1
convergent; '
2° T <y, ‘zy‘i‘”—> 0 quand v —oco.

Nous disons que f(«) est m. g. presque partout dans K + (K), ¢ est- '

a-dire'm. g. dans
K+ (K)—0O

ou O(<K) est un ensemble de mesure nulle, si f(«) est m. g.
(Déf. 1, § 1), dans chaque ensemble :

=K -+ (K)—0, (v=1, 2, ...),
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les O, étant des ensembles ouverts contenant O, tels que
' 0,>0,>..., 0=0,,0,,...."

Si dans la définition 4 on remplace la condition 1° par celle moins
exigeante de la convergence des séries

Z(Y{{;))g (y:[,z,...),

’ensemble G (de mesure nulle) s’appelle régulier (*). Le théoréme
JSfondamental de M. Borel concernant les ensembles de mesure nulle
est que tout ensemble de mesure nulle est un sous-ensemble dun
ensemble régulier.

Le théoréme III est applicable aux fonctions m. g. presque partout
dans K + (K), c’est-da-dire m. g. dans K -+ (K) — O (O de mesure nulle),
toutes les fois que U'ensemble O est complétement régulier selon la défi-
nition 4. La question suivante nous parait dés lors d’importance.
Peut-on étendre le théoreme de M. Borel, mentionné ci-dessus, c¢’est-
a-dire, tout ensemble de mesure nulle est-il un sous-ensemble d’un
ensemble complétement régulier? La possibilité d’une telle extension
implique que le théoréme III est applicable & toutes les fonctions f(a)
m. g. presque partout dans K + (K). Nous laissons cette question de
coté.

Treorine IV. — C(E), E[(0,)] et les o; ayant la méme signification
que dans le théoréme I1I. Supposons que la série

(17) 21

converge. La dérivée de toute fonction m. g. pour laquelle les condr-
tlons ci-dessus sont vérifiées, est exprimable dans E[(o;)]—(K) sous la
Jorme :

(18) a1 (o) = Rl () + MW ()

h(a) est la fonction figurant dans (15),

(18a) M@ (@)=, Z(—,;l_-—;)—

i=1 V=1

(1) E. Borer, loc. cit., p- 89.
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ou .
vt

(188)  Mo=— [ (Ai—s) 1 Av(z, y)dedy, |Ny|<a2mb-2

Q: L

(i, v=r1,2,...).
La série (18 a) converge absolument et uni formément st a est dans E[(a})].

Pour démontrer ce théoréme nous employons la relation (26). On a

(19) M) (o) = -—A()(FJ,‘))[[.I dy 2”1‘1(0(‘);
G(E) v i=1
(19a) m(a) = —Av(,ﬁw,y}clxdy.
Q S
En vertu de (8a)
L 1 . 5\ - (A;—sz)—t
z——oc—(A,-—oc)'<l ) 2 (A=)

quand z est dans Q; et o est dans E[(,)]. Alors (1ga) peut s’écrire
(20) m,w)—Z(A_a), [« dans E[(s))]],

ou les 2;, sont donnés par (184). De plus
V-1

Ml <<d IA —N.]”1d.):dy<bf f = (rdrdf)=2mb Yi{_[-
0=0vr=0

Or, quand « est dans
E[(e))], |Ai—a|20; (i=1,2...).
La série (20) est alors majorée par

)
V-1
T

S22 S i 2

V=1 v=1

~

La série s; converge puisque *.>>1. La série double du second membre
de (18a) est majorée par la série :

2 Z 27-cby,

_._s<— b’Zy,-)
I=1 v=1 1
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qui converge par suite de I’hypothése concernant la série (17). Le
théoréme est donc démontré. : _

Nous examinerons maintenant I'existence de la dérivée m'™™ d’une
fonction m. g. f(a). Les o;(C>vi3i =1, 2, ...) ne seront plus nécessai-
rement de la forme (6). Formellement

@

— M (e) ﬂ Av(z,y)dxdy J]“ Ag¢(z, y)dzdy
2 —_— = — —_— .
(21) (m—1)! C(E) (8 —a)m Z o: (z—oa)m

Quand 5 est dans Q;, |5 — A;|<v: et quand « est dans E[(q,)],
| — A;[2a;. Ainsi pour s et « dans les ensembles indiqués,

|5 —a|>a— 7
D’ou 'on concelut ,

ﬂwt<ﬁb—L [i=1,2...; ocdansl_l[(c',-)]].
Q

(5 — a)m. (G'z—-'{i)”‘

Donc la série du dernier membre de (21) est majorée, dans E[(s,)], par

by} .
(o= 7.)"

i=

(22) Sm=

Triorime V. — C(E) et E[(o,)] satisfaisant aux conditions énoncées
au début de ce paragraphe. Supposons que la série (22) converge, m2 2.

Toute fonction m. g. correspondante f(a) posséde dans E[(g;)]—(K)

les dérivées
' SY(a)  (v=1,2,...,m);

de plus,
(23) emfV(a)=AV(a) —(v— I)Iﬂ.

C(E)
quand « est dans E[ (¢;)]— (K) (). |
Lorsque les conditions du théoréme ci-dessus sont satisfaites, on a

(24) | MO (o) | <(v—1)lsy [ CFf. (22)]

Av(z,y)dzdy

G —a) (v=r1,2,...,m)

pour « dans E[(c)] etv=1, 2, ..., m.

(1) Comme nous I'avons déja établi, (23) est Yalable pour v =1 dans E — (K), méme
sans les hypothéses particuliéres du théoréme V. ; g :

Ann. Ec. Norm., (3), LV. — Fasc. 2. 18
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Si, pour £2Z,, on a ;_"57\. < 1,la convergence de la série s,, donnée
3 . .

par (22), sera assurée par celle de la série
PR N ,
sm—zl G'fn

Applications. — Soit ¢ un nombre tel que

m

k P
(25) o< e I (k= mes. K).
I+ —
Ecrivons
— . _
k 2
(25a) TiSe, o =cl cﬁ< o< = | = k,
: 1+ p

Alors le théoréme V sera applicable et E[(s,)] ne sera pas un ensemble
de mesure nulle; en effet, puisque ¢, <k, nous aurons

9
T3
1— ¢}

mes.-E[(zr,-)]gmes.K-—-chflz f — >o0

i=1

En d’autres termes, I’existence de la dérivée m*™° est assurée dans.un
ensemble de mesure positive quand v, <c'(i=1, 2, ...) et que ¢ satis-

Sait a (25).

Soit
(26) 1:E P [o<ec<hk cf (25a)],
(26a) oi=cy (i=1,2,...),

ou ®(i) (> 1) augmente indéfiniment. Nous avons alors I'inégalité
S gz il ®(—m)
i

La série converge évidemment pour m=1, 2, .... D’autre part,
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puisque ¢ < &,,

mes. E[())]2 & — 7 ¥ ¢*> o.

i=1

Ainsi ['existence des dérivées de tous les ordres est assurée dans

Pensemble B[ (c,)] — (K) (de mesure positive) toutes les fois que les v;
satisfont a (26) [les o; sont alors donnés par (26a)].

5. Probléme C. — Soit O; I'ensemble des points de C(E) pour les-
quels o > lf Comme auparavant p désigne la distance de 5 a la fron-
tiere F de C(E). Nous avons
(1) CGEYy=0,+ (0,—0,) +(0;— 0,) +....

Formellement, I'intégrale (1) (§ 3) peut s’exprimer par la série

(2) , M (o) = DAy (a),
: v=1
ow
A(a)= log(s —a)A¢(z, y)dzdy,

04

(24) Av(oc):ﬂl log(s —a)Av¢(z, y)dxdy
0,—0y—s

(v=2,3,....).

Soit « dans E. Pour z dans O, par définition de O, nous avons

I
[s—a]l>--
v
En prenant

(3) —B<arg(z—a)<B [5 dans G(E); « dans E],

on obtient

(4) ]log(z—a)i<\/log’jz-—a]+Bg<Bilog—l—s—i-7;-l-<B110gv
(= dans Oy; « dans E),

pourvu que |5 — o[ <1. Dans le cas contraire

1<|s—e|SL et |log(s — o) | < B
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Ainsi, B’ étant suffisamment grand,
(5) |log(s — o) | < B'logv (z dans Oy; a dans E; v22),
(5a) |log(s — a| < B (= dans O,; o dans E).

L’inégalité (14) (§2) nous donne quand z eat dans 0,— O,_, ou,
plus generalement quand z est dans G(E) — O,_,

I
Pulsque (5) et (6) sont toutes deux ‘vérifiées dans O, ——Ov_
(v=2,3, ...), (24) nous donne

(7) |Ay(a) | < B logv b< I)mes (0,—0y_,) (v=2,3,...; xdans E)

et puisque |Av(z, y)| < b, et que (5a) est vérifiée

(7a) [Ai(a) | < bB' mes.O, (o dans E). £y
Donc, si
(8) logvb(y_l_1><B” (v=2,3,...),

la série (2) convergera absolument et uniformément dans E car elle
sera alors majorée dans E par la série convergente

(8a) "s=0bB Iﬂes.01+2 B’B”mes.(0Oy — Oy—,).
Sic est le plus grand.des nombres 6B, B'B’,
sgcemes. G(E).

" La condition (8) équivaut & la suivante :

!

b
()
%85

Soit maintenant m > o et supposons que !

(9) b(p)< (1>po2p>o0)- L ‘

(10) b(p)<bmpm (Po;?>0)-
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Formellement
(11) M("‘T'(a):EAf,"”(a),
v=1
ou ,
(11a) AS,””(O:):—?(”L—I)!H« A———-——"(w’ y) du dy
. O-,—Ov—z (: - O()’"'
) (v=r1,2, ...; O, ensemble vide).
On voit que
(12) !z—_l-7ﬁ<v"l (sdans O,; adans E; v=1, 2, ...)

et que, pour « dans C(E) —O,_,, & cause de (10),-nous avons

’
b”l

(v —_— I)IIL

(2a)  Av(2,2)|$0() S0 () < (v=2,3,...).

En particulier; les inégalités (12), (12a) seront vérifiées pour z
dans O,— O,_,. D’ou, en vertu de (114a),

v mes. (0, — Oy—,;)

(13) [A/ ()| < (m —1)!b (

— I

)
<(m—1)! b"’(v——x) mes. (O, — Oy_,)
3

(e dans E; v=2, 3,

et
(13a) [AP ()| < (m—1x)! bmes.O (o dans E).
(v < S2(v=2, 3, ..). De la, on conclut que b, indiquant le plus
grand des nombres b et bm 2™,
(14) [ A (a) | < (m—1)! b,,;mes.(O\,——.O,,_I): -

(v=1,2, ...; O;=Vensemble vide; a dans E).

Alors (11) nous donne

(15) [ Ml (o) | < (m —1)! by mes.C(E) (o dans E);
“car la série du second membre de (11) est majorée dans E par la série

Dlny  Lef-(14)]



144 W. J. TRJITZINSKY.

et par conséquent elle est absolument et uniformément convergente
dans E.
Ecrivons

(16) Wy(a)=A (o) +...+Ay(a) :ﬂ log(s —a)Av(x,y)dxdy,
0,

(16a) Ry(a)=M(a) —W,(a) :ﬁ" log (s — aj Ag(z, y)dxdy,
Ej—0,
(7) donne, par suite de (3) et (9),

(17)  |[Ry(a) | < B Z logjb(/.—_-i—;) mes.(O0;— O,—,) (a» dans E).

J=v+1

D’autre part, quand pour une valeur m > o (10) est vérifiée, il suit
de (13) que

(17a) lR(m)<o«>|<(m—x>‘Zme( )mes(o 0pm)
J=Y+1
(¢ dans E; v=r1,2,...).

Tatorime VI. — Soient les ensembles O,(v =1, 2, ...) (définis comme
il est indiqué précédemment). Supposons que (9) et (3) sotent vérifiées.
Les fonctions m. g. correspondantes 21 f (o) = h(a) + M(a) [2(e) ana-
lytique dans K] sont telles que M(«) est représentable par une série abso-
lument et uni formément convergente dans E,

(18) M(a):E Ay (a).

v=1

Les fonctions A,(«) sont majorées par (2a); elles sont donc anal_ytzques
(non uniformes) en chaque point extérieur @ O,— O,_, (*).

(0, ensemble vide). Si pour une valeur m > o (10) est vérifiée [(3) ne
létant pas nécessairement], la représentation (18) peut étre différentiée
terme @ terme m fois, les séries obtenues étant absolument et uniformé-
ment convergentes dans E. De plus, en écrivant (16), (16a), on observe
que, sous les conditions (g) et (3), le « reste » R,(a) satisfait dans E
& (17); d’autre part, quand la condition (10) est vérifiée (pour une

(1) C’est-a-dire, dans un ensemble contenant E.
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valeur m > 0), le reste correspondant R (o) satisfait dans E & U'iné-
galité (17 a).

Ce théoréme sera utile dans les problemes E et G. Occupons-nous
maintenant des développements ayant quelque ressemblance avec
ceux de ’ceuvre classique de Runge concernant la représentation des
fonctions analytiques par des séries de fractions rationnelles. Men-
tionnons & ce sujet une étude trés importante de M. J. Wolff ().

Enfermons K + (K) dans un carré S dont les cotés sont paralléles a
I’axe réel et a I'imaginaire. Soit / la longueur d'un co6té. Par des
lignes paralléles aux cotés de S nous subdivisons S en r® carrés,

- a9 A ’ . l -
sni(i=1, ..., n%),lalongueur d’un coté de s, ; étant = Soit
(19) pyn (i=1,2,...;muy<n?)

’ensemble de ces s,,(f=1, ..., n*) qui ont des points communs
avec 0,— O,_,. La partie de 0,— O,_, située dans P; sera désignée
par G}". Ainsi

Mpyy

(192) 0.~ 0= 61" (mes.Grg2):

i=1

Y

‘Enfin, soit z;" un point quelconque dans G}".
(2a) nous donne

Mepyy

(20) A.,(ac)_—_Zﬁ

log(zs —a)Av(xz, y)dxdy.
GH"

i=1

En utilisant la définition de I'intégrale de Riemann on peut écrire

(21) Ay(a) =limR¥*(a) (a dans E),
ou
(21a) R (o) :2 log (5" —a) Ao (zp") mes. G} (2).
i=1
Ag

(1) J. WovrF, Sur les sériesz (C. R. Acad. Sc., t. 173, 1921, p. 1327-28).

Runge et Wolff s’occupent tous deux des fonctions analytiques et intégrales curvilignes.

Lo N —_— Y,
(z) v(z‘g’") — "(‘z'\i"n’ _y}'").oﬁ zt{,n= x\:’"—l- \/“"Ifi’n'

Z — UK
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En observant que

mes. G} = dz dy,
Gh™
il s’ensuit que
(22) Ay(a) —Rvr(a) =Y ﬂ T (s, o) dx dy,
ol (SR
i=1 i

ou

(22a) TP (s,a)=log(s —a)Av(z,y)— log(s;"— &) Ap(z;").

Nous allons obtenir maintenant une inégalité relative a cette fonc-
tion. Certaines inégalités auxiliaires seront d’abord établies. On a

(23). ls—sf»’"[g\/i;i- (s dans G}'7).
Ecrivons o

(24) ‘ Ap(z,y)=Av(5}") + A},
(24a) ' log(z — o) ==log(&¥"— o) + g¥:".

Puisque A¢(x, y) est continue dans la région fermée K + (K)
(25) | R} | < ep [conséquence de (23); e,—> 0 quand n— o],
e, est indépendant de z, 7, v. Puisque 37" est dans 0,— O,_, et par

conséquent est aussi dans O,, nous obtenons, d’aprés la définition
de O,,

: 1 : .
]s?,n_a|>;‘ (cdans E; 1 =1, ..., mpy);

il suit alors de (23) que

4

g . = - v

L - V0.

,-‘_l,lz_al < \/2171 (z dans G}»"; a dans E). _ ]
i

(25a)

g

Prenons n assez grand de sorte que
] R .
<
Val > A<,
On peut alors exprimer la fonction g} [de (244a)] sous la forme

. , . |
r=log| 1- i EI 5" — 5 \"
gl — Gl Mt USSR NS
! " —o r\ st —a

r=t .




FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE DEFINIES SUR DES ENSEMBLES GENERAUX. 147

(s dans G}"; o dans E). (25a) et les inégalités suivantes nous donnent
~ N | ST 5. = .., Y
(250) g.'x"u<l—f———- N<<yal) —.
Eng 3t —o n

(= dans G?"; « dans E.)
D’autre part, puisque s;" est dans C(E) — O,_,, ¢’est-a-dire puisque

la distance de =" & la frontiére de C(E) est < - - - 0n a

(25¢) 1400 |SbESo(725) (=) (),
Enfin, en vertu de I'inégalité suivant (25) on a, si (3) est vérifice
(25d) [log(s]"— a)|<<i”log(v +1) (o dans E).

La substitution de (24') et (244a) dans (22a) donne

(26) Thn(s, a)=log(s}" — ) A"+ A v (5hm) ghn+ gl hpr.

D’oli, en conséquence de (254d), (25), (25¢) et (25b),

26a) | Th (s, a)| < lyn=2"log(v +1)en—+ b — 20 i le,
( ) i ( ) ) s =] n n

v—1
({=1,2, .. ,myuy; s dans G}»*; o dans E);
l, . estindépendant de ¢, 3, « et

(260) lim Z, ,= o;

il suit de (264a) et (22) que, pour « dans E,

|Av(a) — Ry | <3 zﬂ dz dy = Ly nmes.(Oy— Oy_y) = I, ..
i=1 o
Par suite de (266) il existe une valeur n = n, telle que

, 1 .
l/’,ngﬁ (J:I7...,'U).

Ainsi

(27) [A/(a)_R/,n.,(oc)[<;I§ (j=1, ..., v; o dans E).

(1) Iei p}»» indique la distance de z}-* a la frontiére de G(E).
Ann Ec. Norm., (3), LV. — Fasc. 2. 19
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Ecrivons
(28) Ly (a) =R (a) + Bon(a) 4. o+ Ry (a).
On a alors [cf. (16)]
(29) | Wo(a) = D(a) [SX[Aj(@) — Rim(a) [ <= (o dans E).
j=1
‘. (16a) et (17) donnent, si (g9) et (3) sont vérifiées,
[ M (o) — Wy (a)] < ; (o dans E; v(7) — o0, comme £ —» o).
Par suite

(30) |M(a)—Tyy(a)|S|M(a) = Wy (e) |+ ] Wy (er) — I'vt,(fx)|< + =

v(l)
(o dans E).

M (o) est donc la limite de la suite {I';;3(«)}, convergeant uniformé-
ment dans E [ pourvu que (g) et (3) soient vérifiées].

Supposons maintenant que (10) soit vérifiée pour une valeur m>>o.
Nous employons encore la notation introduite par (19), (19a);
(11a) donne

My

_ . Av(z, y)dxdy
(31) A (a)=—(m—1) Zﬂ T G—a)y
En employant la définition de I'intégrale de Rlemann,
(32) ‘ A"’”(oz)—-hmR"’"(oz) (a dans E),
(32a) R‘,’,L"(a):— (m—x)!Z (—?;%L—-&—)—xnes.(}}’:".
i=1
La comparaison de (21a) et (324) nous montre que
dm
(33) - Rt (a) = = RV (a).
De plus
Mp,v
(34) A (@) — Ri (o) =3, [ st dwa.

(34@) Tlm(dya):—(m-—.l)![Ap(x’.y)__ AV(Z})’R) ].

G—ay  GFr—ay
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=
o

Au lieu de (24a) nous écrivons ().

(35) | —(m—1! —(m—1)!

(Z — 0()’" - (Z*ia,n — OC)"‘

o
oLm*

Comme auparavant supposons que n soit assez grand pour que
'inégalité qui suit (254a) soit vérifiée. En conséquence de (25a) on a
alors, si z est dans G}" et « dans E,

(, . a)_;m_ (_«,,,Z_ 0()_‘”‘ I i—'?:'l_ Yes —im
8 = {5 T\

)

Z 5—5"\/
J— (:i),n o )-—/n C,Tm. ¢

= o

B

j=v

et

(z — )—m. — (z‘l{.n — O()—""'

v,n

s -~
53— 5

R (A" 0 L ’ ’ :‘L_),Il_ 3 0'-—1.
= (5} o) (z}’”‘—-— oc) Z‘a'! m(m—=+1)...(m—+oc— I><:———‘i’7"-——a)
o=1
* Ainsi la valeur absolue de la fonction (36) est moindre que
]z}f”‘—-—a[—"‘\/gl;:-gm(l) (= dans G}»*; o dans E).
Par I’emploi de I'inégalité qui suit (25) on obtient donc

(36) [(s—a)™— (50" — a) ™| < gm(W)V2l

(= dans G}*; o dans E).

ym+1
(2N

7

(35) et (36) entrainent

, ym+1 , _
(37) . l&n] <gn [gn=(m—1)1V2lgn(})]

si z est dans.G}" et « dans E.
En substituant (24) et (35) dans*(34a), il vient

—(m —1)! . \ -
(38)  Tyas — ) = e A A () gl SpA
A’?i -

. v am .
(*) On Agm= —cloc”‘gi .
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Or | 5" — a < v" (« dans E); il suit alors de (25), (25¢) et (37)

. 1 , ym+-t , ym+1
(38a) |Tin(s,a)|<lonm=(m—1)lvme,+ b — ) s, +&n——¢a

(i=1, ..., m,y; 5 dans G}*; « dans E).

On peut voir immédiatement que

(385) . im{, ,=o.
n

(34) et (38a) entrainent pour « dans K,

My

(39) A (a)—Rjy" (o) | <2 l,,,,l}mﬁ dxdy =1, pmmes.(Oy—O0y_ )= , .
GV,". .

=1 i

En employant la relation (33) et un raisonnement analogue au précé-
dent portant sur les relations (27), ..., (30), nous arrivons a la con-
clusion que, dans le cas ot (10) est vérifiée, nous avons

(40) [ M (o) — T (o) | < €, (a dans E; lime,, ;= o).
4

TutoriMe VII. — Sotent les ensembles O,(v =1, 2, .. .) définis comme
il a été indiqué. Supposons que (9) et (3) sotent vérifies. Toute fonction
m. g. correspondante 27 f (o) = h(a) + M(e) | h(x) analytique dans K|
aura sa partie M (o) représentable, dans E, comme la limite d’une suite
de fonctions uniformément convergente.

my

(41) T\,(oc):z Mojlog(Ayj—a)  (v=1,2,...);

j=1

les A, jsontréels; les A, ; dans C(E).
Supposons que pour une valeur m > o, (10) soit vérifiée. Alors

(42) Ty (o) = M (o) (et dans E; v — o)
uniformément.
Note. — Si b(p)~o0(p,2p >o0) dans le sens spécifié précédem-

ment, la représentation (42) sera valable pour m=1, 2, .... On doit
aussi remarquer qu'un examen de l’origine des A, ; [cf. (214) et (28)]



FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE DEFINIES SUR DES ENSEMBLES GENERAUX. 151

nous méne a 'inégalité
my

(43) 2[).‘,.,-|<bmes.C(E) (v=r1,2, ...).

j=1

Bien entendu une recherche plus précise sur les représentations du
théoréme VII est possible, mais nous ne la ferons pas ici.
Supposons maintenant que (10) soit vérifiée avec m2>2. En écrivant

z—oz::(.:—ozo)[l— u]

z —a

on obtient

m—2 3
1 ___? (o0 — o)t (ot — oty )1
5—o (53— o)+t (5 —a)" (s —a)
i=0

Supposons « et «, dans E. Nous avons

(44) Moo =— [ 22N LD
C(E) -

__m:l ; Aoz, y)dzdy . et
—z_(d_an)ﬂE)W —l—(OC O((,) ’lll—-i(a)’
i=1

ou

o Av(z,y)dedy
(440) /m—1(05)—-"[£:m(5____au)m—l(.—__a).

Or, a cause de (10),

[[‘ Ap(z,y)dxdy M (a,) (i=o m—2)
— =o0,..., .
C(E)

(2 — o)™t - !
Ainsi .
(45) Mii)(a) :2 M(f+li"(do) (ot — au)i—l— Py (d) (o0 — “u)m—"'

Bornons | r,,_,(«)|. Ecrivons

—Av(z, y)dxdy

5 — o)™ (5 — &)

]
Im—q (“) -:2 Py (@), rmy(o) =

v=l1

0,0, {

(0,, ensemble vide). En tenant compte de (12) et (12a) et de la
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remarque qui suit on déduit que, « et o, étant dans E,

I I

(46) m<v, _IS—;—“—I

(46a) [Av(x,y)|<<ln(v—1)™ (5 dans Oy— Oy—y;v=2,3,...).

<v (5 dans O, — Oy—y5v=1,2, ...),

De la

[ s () | <1/m( Y I)'"mes.(o.,._ Ovy) (v=2,3,...)

v
et
| P (@) | << b mes. O, (e dans E).

Ainsi pour « dans E

(47) | Pm—y (o) | < bmmes. G(E) [bn= max. (b, b),2™)].
Le fait suivant est donc établi.

Si pour une valeur m2 2 (10) est vérifiée et si 2m f(o) = h(o) + M(«)
[~{«) analytiqgue dans K] est une fonction m. g. correspondante quel-
conque, M (&) sera représentable dans E par (45), o, désignant un
pornt fixe de B le reste satisfait a Uinégalité (47).

Dans le cas b(p)~ o (au sens ordinaire, c’est-a-dire avec une
infinité de termes), M(o) est indéfiniment dérivable dans E, et
(48) M) o 3 B0 (0 gy (dans B,

. i=0
avec une infinité de termes (). Quand 5(p) ~v 0 avec m termes (m22),
¢’est-a-dire quand | 6(p) | < b, 0™, (48) est valable avec m —1 termes
[ce n’est qu'une autre maniére d’exprimer que (45) et (47) sont.
valables]. De plus, il est intéressant de noter qu’il y a un rapport
étroit entre la borne supérieure du reste de (45) [c¢f. (47)] et la cons-
tante &), figurant dans la condition (10) (*); &/, entre aussi dans une
inégalité relative a |M™ ()| [¢f. (15)]. Cette derniére circonstance
peut s’exprimer ainsi.

(1) La série figurant dans (48), dans le cas d’une fonetion indéfiniment dérivable, est
généralement divergente.

(*) b7, est, bien entendu, une borne supérieure pour le reste (aprés m termes) dans la
relation asymptotique b5(9) ~ 0 =0+ 0, p =... (& m termes). '



FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE DEFINIES SUR DES ENSEMBLES GENERAUX. 153

Soit K(&, b}, ...)la classe de &(p) de sorte que (10; m=r1, 2, ...)
soit vérifiée. Soit C(B,, B, ...) laclasse de M(«) telle que

[Mm ()| < (m—1)1 4, (¢ dans E; m=1,2,...),

ou A peut étre différent pour les diverses fonctions M(«) de la méme
classe. S¢ b(p) appartient @ K(b', b,, ...) les fonctions m. g. corres-
pondantes 27 f (o) = h(o) + M (o) ont leur M(e) de la classe C(¥', b, ...).

6. Probléme D. — Nous employons la notation introduite au com-

mencement du paragraphe 4. En particulier, rappelons que E[())] est
un sous-ensemble de E satisfaisant & la définition 3 (§ 4). Tout d’abord
supposons que

(1) ZYi converge; g;= AY; (A>1; i=1,2,...).
1
Soit B faisant partie de B tel que |5 — A;| 2. Ainst E'=E[(c)]
Iet 3(6})? converge, tandis que -

7

c—réga’<-g— (i=1,2,...);
i T
(2)
B G NS (quand v — o).
TyTypq
De plus
: i Y+ — . 1y,
(2) N Larl= =na,.) ()

I==V1
Soit AB un arc dans E'. Soit a, sur AB et £, un point dans E tel que
tous les points du segment rectiligne (Lo, ,) soient dans E". Ceci, en

NG
général, n’est pas nécessairement vrai pour tous les points a, de AB.
Le point représenté par {, sera désigné par C.-

A chaque entier v>o0 on peut associer des segments CB,,

CA;[BL, A sont sur Xﬁ, de part et d’autre de oc(,], de sorte que les
points A, A}, a,, B, B sont sur AB dans I'ordre indiqué [A (ou B)

(1) Cest-a-dire, la série Z g—,' converge assez rapidement,
L
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/\ .
pouvant coincider avec A, (ou B,)] et que I'angle A,CB, soit le plus
grand angle [contenant ({,, «,) 4 U'intérieur] ne contenant & I'intérieur
aucun point des régions

(3) |z —A;|L0; (f=1,2,...,v).

Un tel angle existe puisque, par (2), ¢,> (¥ =1 2 ...) et que
(%o, @) est dans E'.

Si CB, est dans E[(cj)] le point B, sera désigné par B,. Dans le cas
contraire CB, coupera au moins une des circonférences S;(o),

(4) [5—Ai|£0i (i>v).

Soient S, (¢) (&, >v;r=1,2, ...) 'ensemble de toutes ces S;(a) (i >v)
pour lesquelles les deux conditions suivantes sont satisfaites simulta-
nément :

1° S;(c)a des points dans la région ouverte I', limitée par B, Co, B,

2° SiCQ (Q sur l'arc o, B ) désigne un segment quelconque pouvant
étre tangent & une ou plusieurs des circonférences S, (o) mais ne cou-
pant aucune d’elles, il n’y a pas de S, (s) dans la partie de I, située
entre CQ et Co,.

Nous définissons alors CB, (B., a I'intérieur de I’arc ﬁ) comme le
segment, issu de C, qui est tangent & une ou plusieurs des circonfé-
rences S, (¢)(r=1, 2, ...) mais qui n’en coupe aucune ('). Or CB, est
nécessairement dans E. En effet, par suite de la maniére dont la cons-
truction de I, a été faite, CB, e coupe aucune S;(c) (<), puisque ces
circonférences sont extérieures a I',. Si CB, coupe une S,(c)[¢ >v;
U4 (r=1,2, ...)], par définition méme de ’ensemble {S, ()}
(r=1, 2, ...), 8;,(¢) lui appartient; ceci est contraire & la condition
U!'s£1(r=1, 2, ...). Ainsi CB, est dans E; de plus, parmi tous les seg-
ments issus de C (dans I',) et situés dans B, CB, est celut faisant le plus
petit angle avec CB,.

Considérons un cercle |5 — A;| =g;. Le point C est a I’ extérieur du

(1) L'existence et I'unicité de CBy seront établies par la suite.
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cercle | 5 — A;|=3;>>5; ou sur sa circonférence. L’angle sous lequel
le premier cercle se voit de C est inférieur ou égal a I'angle {4, sous
lequel on voit le cercle |5 — A;|=y0; d’un point de la circonférence
de [z —A;|=0,.0na ‘

. (o o
(5) ¢i:2arc51n<gé><7r;‘:_-
La série

o -
6a o
(6a) Ty =

i=1
converge par suite de (24a). Supposons s < am; alors
mﬂ _
2 Ui<s<eom.
i=1

Cela assure I'existence de segments issus de C et situés dans E quand
C estdans E'. En employant (5) nous déduisons que

/\/ : g
B,CB,< 2‘ kpz,éz U< ﬂZ &—Z.
r=1 o >v >v

Ainsi, par suite de (1) et (2a)

N 8
(7) B.,CB",<7r3’% (v=r1,2,...).

V-1

o~ i )
Considérons maintenant I'angle «,CB,. Il existe une circonférence
|5 — A;| = 0(i<V) qui est tangente a CB,. La droite (Coa,) est tangente
ou extérieure 4 |5 — A;| = g;(> o;). Nous avons
5
(8) x,CBy2 ¢,

ot ¢ est I'angle formé par CB; et la tangente issue de Ca |z —A;|=0
de sorte que

(8a) Lp:arcsin—i:'————arcsin % > il _r g
[ Ai— & | Ai—Co | | Ai— G| 2 [Ai—G|
: 1y ,
:ﬁa}(l——l—r;)gﬁ_’_ [1/:1——%0 >o;cf.(2)}
i Go i T o . .

Ann Ee¢. Norm., (3), LV — Fasc. 2. . 20
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L indiquant le diamétre de K, il suit de (8) et (8a)
(8d) o@",> Aoy ().1= %; quelque z'_f_v).
D’ou, en vertu de (7) et (856),

N LT N, o, , o,
o, CB,= 2,CB, — B,CB, > 1,0} — s’ == > 1,00 — s ——

!
Ov+1 V+1

(o% = le plus petit des nombres o), 55, ..., o%).

Pour simplifier (mais ceci n’est pas essentiel) supposons que la suite g;
soit monotone pour 27,. On peut prendre alors ¢,=g, (pour v assez
grand). En tenant compte de (2), il vient

N ’ v ,
(9) o, CB, > o}, [Xl—ﬁs’roz-d—'{i-l—j]>hla\,=lv
pour v 2v, (v, assez grand). : -
De méme, il y a un segment CA, dans E[(g;)] entre Ca, et CA, tel
que

NS N
(9a) ay, CAy > hy oy (v2u,).

—~ >

Sozt CD, (DV sur AB) la bissectrice de I'angle A,CB,. Supposons, par
exemple, que CD, coincide avec Ca, ou se trouve entre Ce, et CB, (*).
Soit ¢, ’argument de CD,. Quand « est sur Ce, [c’est-a-dire sur ({,, «,)],
on a

_ N N N

] arg{ (ot — Co)e—v""Pv}:DvCocO: D,CA, — «,CA,.
Eerivons ' '
(10) B{C\sz nK,.

Nous avons alors

mvz %'TEK\,; '

et, en tenant compte de (9a),

vy Kv ’
(11) arg{.(a — £y eV1e, } < 71_2_ — Nh,aoy _ [a sur (&, otp)]-

(*) Pour fixer les idées nous supposerons que 1l'angle de CB avec Co est moins que
celui de CA. :
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Une inégalité analogue sera valable quand CD, se trouve entre Co,
et CA,. D’ou

1
— 5 T Do
—1%} <= -2 (o sur (&, a,)].

2 K,

(11a)  |arg{(z—1¢,) e

Désignant par ¢, ., I’angle du premier membre de (11a), on obtient
(pour v2v,; v, assez grand)
T hy o-f,) . Iy 2 oy

(12) COSCPa,v>COS(—2—~— K, :sm—v>——

[\ T Ii\, [O( sar ,Co: %y )]'

Considérons maintenant la fonction ¢,(«) du type employé par

. ’ P -l )\i
M. T. Carleman (') dans son étude des séries de la forme}_‘ v

(13) gy(a) = e[(qc-—:n)e—‘/:?e»]"—“ [ef. (10)].

Dans le cas de M. Carleman il était possible d’employer une seule
fonction de la forme (13). Dans le probléme actuel la fonction (13)
varie avec v.

Pour abréger nous désignerons par T, le domaine ouvert limité par
A, CB,A,. Le contour limitant T, sera indiqué par (L,).

On remarque que ¢,(«) est analytique dans I',. De plus,

arg(x — &) =@, % - 7K, (asur CA,, CB,).

D’ou

(14) lgu(@)|=1 _(asur CA,, CB,),

et |

(tha) (@) ser (e=RE; o« sur K,B,),

z— oty

(*) T. CARLEMAN, Sur les série;s-z Ay (C. R. Acad. Sc., 1. 174, 1922, p. 588-3g1).
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R désignant la plus grande distance de G a AB; de plus, (12) entraine

;:u ——?—cus’a,,,., 2h gy _1.
(Il{lb) IQ‘J(CZ)[::eI“ ljh T 1>ezz-, (“)——ﬁimld Colh">

pour a sur ({,, %,). B
Nous avons, pour « dans E[(5;)] [c/- le théoréme IV, § 4],

(15) M'l)(a)—ﬂ —2B DY — B (a) + Ry(a)
ou
By (a) __2 ——Av(f,y)dxdy
(15a) A iod
R(ac'—z ——vxy)c:cy
i>v Q

Ici Q; est une certaine partie C(E) & Dlintérieur de |z — A;|=1;;
QQ;=0(7£)); C(E)=Q,+Q;+ .... Quand 5 est dans Q; et «
dans E[(s;)],

= — A<y |e—Aizo
et
(16) [s—a|>a—1i=}—1)7:

De (15a) et (1) nous concluons alors pour « dans E[(cj)]

(17) IRv(a)l<b?ﬁ”lmdy —Z—mesQ< 2%

i>v i>v

puisque mes. Q;S=wy;. Or la série (1) converge plus rapidement que

1,

g

En vertu de (2a) le dernier membre de (17) est moindre que
b'Yyir. Ainst

(174) [Ry(2) | <D'Yvey  {adans E[(a))]}

Or, AB est situé¢ dans E' et par conséquent dans E[(crj)]. Le
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contour (I',) est dans E. D’olt
(18) oo — Ay 20 [i=1,2,...;asur (V)]

Puisque les circonférences S;(o) (i =1, 2, ..., v) sont a 'extérieur (*)
deI',, on déduit de (18) que

(18a) Joe — Ay 20; [t=1,2,...,v; adans T, + (T,)].
Nous obtenons une inégalité semblable & (16),
(19) |z —oa|>(}-—1)7 (i=1x,2,...,v)

pour z dans Q; et « dans I',+ (T,). D’ou [¢f. (154)]

(20) le(a)l<bZl['\i‘:d§
= [a dans T, + (Iy)];

b ; Th ~
< ZYi<7;_——12]’i:f\
1 B i=1

h—1 4

(20) est aussi valable pour « dans E[(s))] [¢f- (16)].
Supposons que M) (o) = o sur AB (15) et (17a) nous donnent

(21)  [MO(a)—By(a)|=|Ry(2) | <'1vss  {odans E[(o))]}-
Si o est dans E'{ = E[();)]} nous obtenons au lieu de (16)
(22) |z —a|>0;—v20"0;  (¢">o0; 5 dans Q;),

et une inégalité analogue a (17),

[Ry(a) | <BY, :-77 (dans E/).
>V

(2a) donne a fortiori (*).

(23) |Ry(a)| < b" T* (& dens EY).
Oyt

En particulier, avec M""'(a) = o, sur AB et AB dans E', on a comme

(1) Quelques-unes des S;(s)(£<v) peuvent étre tangentes a (I').
Yi,
S

L

(*) Puisque “;{.T{ — o0 (quand ¢ — ) plus vite que
i
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conséquence de (15)

(24) 1Bv(a){=[Rv(a)1<b”Ziﬂ (o dans AB).
V41 .

Formons la fonction (comparer avec la méthode de M. Carleman)
(25) W, () = By(et) g3(e) [o réel; c¢f. (13)].

W.,(a) est analytique dans T', et continue dans I',+ (T,). De plus, a
cause de (20) et (14), puis de (24) et (14a)

(26)- |Wv(a)]<A (a sur CA,, CB,);

(26a) [VV\.(ac)l<b”.§,7—‘*3-1 €9 [ac sur K:\BV; cf. (x[m)].
V-1

D’out I'on déduit que, pour « dans T,
) (265) .. [Woy(a) | <A -+ b”%—;em-
Par suite, en vertu de (25) et (145),
(7)) IBu@)l<[Ar oL ] o (da, (165

si o est sur le segment ({,, «,). Or, 6 >> o est arbitraire.
Si la condition (30) ci-dessous est vérifiée,

2k, o * R :
(270)  a2ave=-— &y, eTImSemoan (g'o: 77> 0)-
Définissons ¢ =g, de maniére que e~ = - ]([v.) ot ¢ (v) — o avec v.
Alors
e r=[g(v)]a,
11 suit alors de (27)
(28) liva(a)zM(il(a)zo
quand
Y3+1 ,‘:—v‘ ’
(29) [CP(V)] B (v=1, 2, cee)s

J
OV



FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMFLEXE DEFINIES SUR DES ENSEMBLES GENERAUX.

pourvu que « soit sur la partie de ({,, «,) vérifiant

(30) g

<g

a— o

(14a) et (274a) entrainent
) 1
¢ __ad'Ky /R K,

K a/ _l_
—_ . Ky
@y, oY <g0> < o-.',(gj)

puisque K,<K. En conséquehce de (10), (9) et (g9a), il vient

N PN
K, =0, CB, 4+ ¢, CA,> 24,7}

et
1 _K
| K, <"
De la
e, _ad = ,
Z—o<gr;é"’“ [g=(&")¥]
Ainsi (29) est valable si
v2 _a_lgé
(31) Ul o(v)]et" < B (v=r1,2,...).
Oyt

Soit m(v) une fonction positive telle que

(32) m :Z mj(u)

161

converge et nm < mes. K. Alors en assujettissant les o, 4 la condition

(32a) ay2

des ensembles E'= E[(o;)] peuvent étre construits de sorte que

mes. E' > o.

En vertu de (32a) le premier membre de (31) est égal ou inférieur a

Taam (v 1) @ (v)“ g™,

Ainsi, une inégalité de la forme (31) est satisfaite quand

@) pe<tm i oeeermee [ver=emt];
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(33) impliquera donc (28), pourvu qu’une inégalité du type (30) soit
verifiée.

AB étant dans E'= E[(d))]. soit «, un point quelconque sur AB tel
qu'il existe un segment (o, {,), situé dans B/, qui soit limite, des deux
coiés, des segments (C,, 3) (B sur A/ﬁ) qui se trouvent dans E[(a))].
R désignant max. |, — B, soit (u,, B,) la partie de (o, (o) sur
laquelle (30) est vérifiée. L'ensemble des points o (nécessairement dans
E'), appartenant a quelque segment (oo, B3,) de la nature ci-dessus,
s’appellera un ensemble g'-connexe du premier ordre contenant AB.
Prenons un segment quelconque («,, 3,) de I’ensemble ci-dessus et
faisons-lui jouer le role de AB. Soit &/, un point quelconque sur (e, 8,)
tel qu’il existe un segment («, {;), dans E’, limite, des deux cotés,
des segments ({, ) [P sur («,, By)] qui se trouvent dans E[(s,)];
soit R = max. | {; — 3’| et désignons par (o, 3,) la partie de (&, |
pour laquelle

R«l)

a—,

<g  [quand « est sur (o, B})]-

Tous les points o qui appartiennent ¢ un segment (o, 3,) ou @ un
segment (a;, (3,), seront dits constituer un ensemble g'-connexe de second
—

ordre contenant AB.

Nous définissons donec, pas & pas, les g’-connexité d’ordres 1, 2, ...
~~ :
pour les ensembles contenant AB.

Dirmmiox 5. — Un ensemble Fg contenu dans E’:E[(GJ)] [ef.

Déf. 3 (§4); 0, > o;] s’appellera un ensemble g'-connexe contenant AB
st pour chaque point o de Fg on peut affirmer ce qui suit. Il existe o,

sur AB et une ligne polygonale dont les sommets successi fs sont

/ 2 3 v v
gy Kgy  Kpy Qg ...y Oy 07

. , ’
le point o étant sur le segment (o), B!). (a,y, &) est un sous-segment
k] v .
d’un segment (a,, 3,) appartenant a un ensemble g'-connexe du premier

. ’ 9 > ’ ! 3
ordre; (w,, a}) est un sous-segment d’un segment (¢, {3,) appartenant d
/ . v v
un ensemble g’-connexe du second ordre, etc. Enfin, (o), 37) est un
segment d'un ensemble g'~-connexe de v-téme ordre.
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_ Note. — La g’-connexité est définie par rapport 4 deux ensembles,
E[(a))] et E[(5)]-

Nous pouvons dés lors formuler le théoréme suivant :

TukorkMe VIII. — Supposons que C(E) soit couvert par un ensemble
de domaines [1; § 4] avec

1
(34) Tvr1 << bym E(” +1) q’(”)—m“'}gmw: t(v),

ot m(v) est une fonction de la nature spécifiée par (32) et U(v)21 tend
vers l'infini avec v, mais lenternent. Cette raréfaction de C(E) (cf. § 1)
est suffisante pour assurer la détermination unique de la dérivée pre-
miére [\ () d’une fonction m. g. par les valeurs de f"'(&) sur un arc
AB dans B'—= Ef(c))] [/ Déf. 3 (§ 4)]; icid, = ;;—(Iv—)(v =1,2,...).
La détermination unique aura lieu dans chaque sous-ensemble Fg de E/,

g’-connexe contenant AB (cf. Déf. 5). Ici g (C>1) dépend de g.

Note. — Nous n’avons pas donné de méthode « effective » permet-
tant de construire la dérivée d’une fonction m. g., dans Fg, a 'aide

des valeurs de cette dérivée sur un arc AB. Le théoréme doit étre
entendu au sens suivant. Parmi les fonctions m. g. f(a), pour
lesquelles C(E) satisfait, aux conditions du théoréme 8, il n’existe
aucune paire de fonctions, [f,(«), f.(«), pour lesquelles on ait

V()= f"(a) sur AB, tandis que f,(a) = fo(a) sur Fg.

7. Probléme D’. — Nous employons les notations du paragraphe 6.

Considérons encore un arc AB dans E'=E[(s,)] et supposons-le
rectifiable. Si nous voulons trouver la raréfaction de C(E) qui entraine
la détermination unique de /() (dans un certain sous-ensemble
connexe de E') par les valeurs de f!''(a) sur un ensemble A situé

—~ , N .
sur AB, nous sommes ramenés au probleme D, toutes les fois que A

~
est partout dense sur quelque sous-arc de AB. Par conséquent nous
supposerons que A est fermé et non dense sur AB et de plus qu’il con-

tientau moins uneinfinité dénombrable de points. Soit C(A)=AB — A.
Ann. Ec Norm., (3), LV — Fasc. 2. 21
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G(A) comprend une infinité dénombrable de sous-arcs de AB, ouverts

non empiétants et partout dense sur AB. Les points isolés de A sont
extrémités communes d’arcs adjacents de C(A). Les autres points
de A se divisent en deux espeéces.

1° Points intérieurs. Ce sont ceux qui ne sont pas extrémité d’arc
de C(A), mais qui sont points limites d’extrémités des deux cotés.

2° Points semi-intérieurs. Ce sont ceux qui sont extrémité d’un arc
de G(A) et limites, d’un seul coté, d’extrémités d’arcs de C(A).

On pourrait traiter le probléme D’ par une méthode différente de
celle employée dans le paragraphe 6. Nous ne le ferons pas et il
conviendra d’introduire la définition suivante :

La borne supérieure des longueurs des arcs de C(A) s’appellera « norme »
N
de Uensemble A, non dense sur AB.
11 n’est, pas difficile de voir que, ézant donné ¢ (>>0) (st petit
sott-il), il existe des ensembles non denses A dont la norme est <. Les

ensemhles A peuvent étre dénombrables ou de mesure positive ou
nulle.

Soit «,, sur AB, (¢f. § 6) supposé point « intérieur » de A. A; et B,

— . - - - . A

sur AB, ayant la signification indiquée dans le paragraphe 6, A, B, ,
Y 10 . Ny N —

est & I'intérieur de A, B, (v=v,,v,+1,...) <A,,“B\,“ dans AB); tous les

N . 1y . 7~
arcs A, B, (v2v,) contiennent o, & I'intérieur et lalongueur de A,B, — o,
quand v - .

Dirinition 6. — La subdivision de AB ci-dessus sera désignée par le
symbole @(ao, Kﬁ) D’autre part, C,(A) indiquera la partie de C(A)
sttuée dans l’arc ouvert A/.,_E.,@ 2vo) (*)-

Dirmvition 7. — Soit A, la borne supérieure des longueurs des arcs

(1) Pour étre préeis nous prenons v, aussi petit que possible.
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de C,(A) (") (v="q,vo+1, ...). Soit X, _, la norme de A, dans AB
[c'est-a-dire la borne supérieure des longueurs de tous les arcs de C(A)].
Les nombres L; (i =v,—1, Vo, Yo+ 1, ...) s'appelleront les « nombres

. N
caractéristiques » de A, par rapport a (2 (ao, AB>. :
On remarque que

(1) Mot 2 A2 hya 2o - -5 limi,=o.
v

P
Lemue. — Etant donnée une subdivision 03(0;0, AB) (cf. Déf. 6) ez
une suite non croissante de nombres tendant vers zéro,

(2) Evg—12 vy 2 Eygta 2 - - (e8v>>0;v=y,—1, vy, Yo+ 1I,...),
il existe des ensembles non denses A (de mesure posttive st U'on veut),
pour lesquels o, est un point « intérieur » et pour lesquels les nombres
—~~
caractéristiques (cf. Déf. 7) N, par rapport a U’D<oc0, AB), satisfont aux
inégalités
(3) )\v_—<_5v (VEVO—I).
: ’ " ° T~ i
Soient A, _,, A, _, des ensembles non denses sur AA, , BB, respecti-

vement, dont les normes sont inférieures ou égales a ¢,_,. Plus
généralement nous construisons les ensembles

(4) v A (v=4, vo+1, ...),

non denses sur A,A,., et B,B,,, respectivement (de mesure positive,
si 'on veut; ou formés d'un nombre fini de points), dont les normes

sont égales ou inférieures d e, (V="y, Vo+1I, ...).
L’ensemble
(5) A= E [AY + AY]
V=v—1

N .
sera non dense sur AB. On peut s’arranger pour que «, soit un point -
« intérieur » de A et pour que A soit fermé. Si chacun des ensembles

N
(1) Ainsi Ay est la norme de la partie de A située dans A,By.



166 W. J. TRJITZINSKY.

[(4); v2vo—1] est formé d’un nombre fini de points, 'ensemble A
sera non dense et dénombrable, avec «, comme seul point limite
(a, sera un point intérieur de ’ensemble). .
C,,—.(A) indiquant I’ensemble de tous les arcs de C(A) dans AB, on
voit que la borne supérieure des longueurs des arcs (ou des portions

~~ T~
des arcs) de C,_,(A), qui sont dans A,A,, et dans B,B,., est infé-
rieure ou égale & ¢,; et cela, pour v=yv,—1, v, Vo+1, ... (")
[conséquence de la propriété des normes de(4)]. La borne supérieure
des longueurs de tous les ares de C, _,(A) n’excéde pas le plus grand
des ¢;; donce

(6) Ayt € €y [cf. Déf. T et (2)].
En général, on voit que la borne supérieure des longueurs des ares

de C,(A) n’excéde pas le plus grand des nombres ¢, &,.4, €10, ...3
c’est-a-dire,

(6a) AvEey (v==vy, vo+1, ...),
Le lemme est donc établi.
a, AB, A, A, B, (i=1,2,...)
ayant la signification indiquée avant la définition 6, supposons que
(7) M®(a)=o (quel que soit o dans A);
et de plus, que les nombres caractéristiques (cf. Déf. 7))\, par rapport

aAet 03(0.0, @) (cf. Déf. 6), satisfassent aux inégalités

(8) nes(B2) =10,

V-1

En vertu du lemme il est certain que de tels ensembles A existent,
quelle que soit la fonction g >> o tendant vers zéro avec u.
Supposons que la série

— Yo
® =2y

(1) Av,—1, By,—s dénotent A et B, respectivement.
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converge. Pour « et o' sur AB {done dans E'=E[(c)]} nous avons

(10)  M(a) — M (o) = || — Av(a, m[. —

C(E)

I
— a’] dx dy

=(ax—a')ym(a, o),

<Z l ‘<TC1)S:5,.

. TN ‘
Si a est sur A,B, et se trouve dans A nous avons M) («)=o, par

Cou (1),

(roa) |m(e,a’)|= Ao(z,y)dr d)

L‘E)(N.—-a (* —O()

. N - 9 -
hypothése. Si « est sur A,B, mais n’est pas un point de A, alors o est
un point intérieur (au sens ordinaire) & un arc y de I’ensemble C,(A).
- ’ . ’ . 9 ’ - T ’
Soit «'=o/(a) une extrémité de y (4 U'intérieur de A,B,). Néces-
sairement |« —o/(a)| sera moindre que la borne supérieure des
longueurs des arcs définissant C,(A); done, (Déf. 7),

(11) Joo—oa(e) | <Ay (o: sur @.,, non dans A).
Alors (8) donne
(xra) o — (o) | < g( L22)

o'(e) étant un point de A, en vertu de (7) on peut affirmer que
| M (o) — Mo/ ()] [ = [M® () | (a sur &,B,, non dans A).
Par (10), (104) et (114a), on a donc
(12) M) = | — o () || 0 (ar )| <. o — o () | <o, (122
pour tous les o sur A/V-ﬁv.
En continuant & supposer vérifiées les relations [(1), §6], [(2), §6],

[(24a), §6] et en répétant les raisonnements du paragraphe 6 jusqu’a la
relation (20) incluse, mais en supposant ensuite que M!''(a)=o

sur AB [relation (7)], les relations ultérieures du paragraphe 6 sont

(1) Pour «, & sur E’ et = dans Q; (c’est-d-dire [z — A;| < 7yi),ona|z—al>a—7
et [z — o | >ai— e
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valables jusqu’a [(24). §6]. En vertu de [(15). §6] et de (12), au lieu
de [(24). §6] on obtient alors

(13) |By(a)|=|M"(a) —R,(et)|EM® ()| +]|R, (a)[<91O(YVH)+]R ()]
(oc sur A, B )

Puisque [(23). §6] est vérifiée dans E’ et que A,B, est dans E/, on
déduit en tenant compte de (13),

(13a) [ B, (et) |<91D<Y’T1> b”Y"H (oc sur K\,\BJ

1 O

Cette inégalité remplace [(24), §6]. Le texte qui suit [(24), §6] n’est
pas changé jusqu'a [(264), §6]. En vertu de (13a) nous rem-
plagons [(264a), §6] par-

(14) [Wv(a)l<[315’(1—,—’7*51)—&—1)”1)73—1]‘2"* (o: sur @V)
V1

Oviq |

Les développements suivants [(264a), §6] sont modifiés conformé-
ment & (14). On conclut alors { comparer avec [(28), §6], [(29), §6]},

(15) lim B, (a) =MW" (a)=0o [e sur (&, e)];

quand

(16) [ses(L2) + 0T |rooy< B [v=1,3, ...; of. (ha) § 6].

Ov41

De I'hypothése [(30), §6)], on déduit ce qu1 va étre dit au lieu
de [(31) §6]. M"' (&) = o pour a sur ({,, o) st

e [o(2) + o <

Oyt
(v=1,2,...; §>1; g>1; g dépend de g’).
cas 1. — g(u)<e'u (uy2u > o).
casIl. — uge'"g(u)  (4p2u>o).

En vertu de (16a) on trouve que M* (a)=o0, pour a sur ({,, a,),
dans le cas | pourvu que

(17) Yy << (V) [ef (34)§65;v=1,2,...].
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Dans le cas 11 on voit que M'" (%) = o pour o sur ({,, =) st

1

En conséquence de [(32),§6] et si I'on prend o,= —— on

m(v)
remarque que (18) est vérifiée (pour une valeur B indépendante de v)
sl

(18a) glm(v + 1) 7] < by, (v)7mviem [d:(v) = ()“].

Or (18a) [dépendant de la fonction g(u)] implique que v, tend -
vers zéro (quand v —oc) aussi vite ou plus vite que dans le cas I.
Y. doit tendre vers zéro avec % d’autant plus vite que g(u) y tend plus
lentement afin d’obtenir ’annulation de M) (o) quand o est sur(C,, «,)
{ sujet & 'inégalité [(30), §6]1.

Taeorkme IX. — Supposons que les conditions du théoréme VIII (§6)
soient vérifices. On peut alors affirmer que la dérivée premiére [1') (@), de
foute fonction m. g. correspondante, est déterminée uniquement idans
un certain sous-ensemble connexe de E'=E[(d))] [c}: ———I—] conte-

: m(J)

~~
nant I'arc rectifiable AB } par ses valeurs sur un certain ensemble A non

dense sur AB (dénombrable, st I’on veut). Plus précisément : sott « un
point de AB tel qu'tl existe un segment ({,, ,), dans E'= E[(d)]
[cf— T > GJJ qui soit limite des deux cdtés des segments ({,, B)
(ﬁ sur AB) situés dans E[(0)] (a;="hy;3 A>1). Soit «, un point
« intérieur » de A. Selon la construction du paragraphe 6 nous obtenons

“une division CO(oco, @) (cf. Déf. 6) (). Alors A est un ensemble quel-
conque, non dense sur AB dont «, est un point d’accumulation (des deux

(1) Le caractére de cette division (excepté pour quelques propriétés établies dans le
paragraphe 6 et communes A toutes les divisions de ce genre) dépendra en général de ao
et Zo. Le théordme VIII (§6) ne tient pas compte de cette circonstance.
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cdtés); de plus, A a la propriété (')

»2
(19) <n L [=¥mO» -+ v=1,2,...],

Oyt
ot les ), sont les nombres caractéristiques (cf. Déf. 7) par rapport @ A
N . . ,
et 6)<a(,, AB). Le sous-ensemble de E' dans lequel ;") (o) est déterminée

uniquement est du méme type que dans le théoréme VIII (§6).

Tatorine IX'. — Supposons que g(u) soit une fonction positive ten-
dant vers zéro quand u diminue indéfiniment, telle que

wule" g(u) (g2 u>o0).

Supposons que C(E) soit couvert par un ensemble de domaines [(1), §4 ]
et que :

(20) glm (v + )15 < boh(v) W™ [P(v)215 & >1];

que m(v) vérifie la condition en rapport avec [(32), §6] et que Y(v)
augmente indéfiniment avec v, mais lentement. La dérivée premuiére f1') (o)
de toute fonction m. g. correspondante est déterminée uniquement par
les valeurs de fU'(a) sur un ensemble quelconque A (dénombrable, si

—~ —
l'on wveut) non dense sur un arc rectifiable AB dans E'=E[(d})]
, 1 , .., . —~
[Gl-::: T(J_)]’ et possédant les propriétés suivantes : o, et GD<ao, AB)
ayant la-signz'ﬁcation indiquée au théoréme 1X, A a a, pour point « tnté-

P
rieur » et les nombres caractéristiques par rapport a A et 03(0.0, AB>
satisfont a

(21) AN g[m(v+1)yvig] (v=1,2,...).

Le sous-ensemble de W dans lequel f\')(a) est déterminée uniquement
contient AB et il est du méme type que dans le théoréme VIII (§6).

Note. — Faisons les remarques suivantes concernant le sous-
. Py .
ensemble E’ [: E[(a)]; G}___le)] qui contient AB et dans

lequel f (o) est déterminée uniquement par ses valeurs sur A

(1) Poirle cas 1 et (8).
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(A sur AB). Désignons par{«,} I’ensemble de tous les points «, de AB
4 chacun desquels on peut associer un ensemble de points {{,},, tel
que le segment ({,, «,) ({, de {{,},) soit dans E’ et soit limite de

deux cotés des segments (,, B) (ﬁ sur@) dans E[(c))](c;=1vy;; A >1);

s . o e e - .
aunsegment({,, «,)nousassocionsune d1v1slonD<oc0, AB), dépendant
de {, (¢f. Déf. 6). Si les nombres caractéristiques par rapport 2 «,

et D<a(,,@> (pour un ¢, de {{,},.) satisfont & (1g) (cas du théo-
réme IX) ou a (21) (cas du théoréme IX'), la partie du segment ({,, «,),
pour laquelle [(30), §6] est vérifiée ('), appartiendra a Fg. Les points
de Fg ainsi obtenus formeront un ensemble coincidant avec Fg, ou
un sous-ensemble de ’ensemble g’-connexe du premier ordre conte-
nant AB {cf. texte ala suite de [(33),§6]}. L’ensemble Fi sera défini
de la méme maniére que I’ensemble Fg de la définition 5 (§6), avec
la seule modification suivante. Le segment (a,, «,) de la ligne polygo-
nale de la définition 5 (§6) est un segment de Fg (*). Pour le voir il

suffit d’observer que, dans les théorémes IX et IX’/, v, > 0 avec %,
aussi vite ou plus vite que dans le théoréme VIII (§6).

8. Probléme E. — Nous supposons d’abord que I'inégalité [(10), § 5]
est vérifite pour m = 1. A I'aide des notations du paragraphe 5 et du
théoréme VI (§5), on peut affirmer que

(1) M () — Wi (x)=R¥(z) (v=r1,2,...),
ol
—Av(z,y)dxzdy
W () =
(1) (= [[ =222

et[cf. (17a) m=1; <§5)]>

(1b) [Rﬁ})(a)|<2/’b<}.—i—-l—>mes.(O;——O;_,)zl‘(v) (« dans E).

J=v+1

(1) g’>1 et dépend de g.
(?) Clest-a-dire («o, ;) appartient 2 un ensemble particulier (au lieu d’un ensemble

quelconque) g’-connexe du premier ordre, ensemble contenant AB.
Ann. Ec. Norm , (3), LV. — Fasc. 2. 22
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Ici O, est l'ensemble des points de C(E) qui se trousent & une dis-
tance > % de la frontiére F de C(E).
Soit AB un arc dans E. Soit «, un point quelconque sur Xﬁjouis-

sant de la propriété suivante. Il y a un point {, (dans E) tel que le
segment («,, {,) soit dans E et soit limite des deux cotés des seg-

ments (,, B) (ﬁ sur AB) situés dans E.
Soit N, I'ensemble des points dont la distance au segment ci-

, .y . LI , N

dessus (,, {,) est égale ou inférieure & -- Il n’y aura aucun point
) _

de 0, dans N,. Pour v assez grand la frontiére de N, coupera AB en des

—~ —~~
points A,B;; A} est sur A«, et B, est sur o, B. Désignons par I, T% les
régions fermées limitées respectivement par les contours

ByZ,, By, AV, oA,

- '/\ - .
Parmi les segments ({,, 8) (B sur aOB;> de E, situés dans I, il y
NN\ N
en a un, ({,B,) (Bv sur aOBl), pour lequel l'angle (B{,x, est

maximum. De méme, parmi les segments ({o, 3) (B sur ocOAV>, qui se
trouvent dans la partie commune 2T, et E, il y a un segment ({,A,)

=T~ .
pour lequel 3Z,, est maximum.
Soit T, le domaine ouvert dont la frontiére (I,) est B,(,A,B, ().

Posons

7~ .
(2) BvCoA.\/:TCI\V.

On remarque que

\
v

a

(2a) o< K< 5 (&' est indépendant de v) (?).

Nous formons de nouveau la fonction

A
(3) gu(@2) = ella=te=y=al
(1) Bien entendu, T, est a 'intérieur de (T,).
(2) Ceci est une conséquence du fait que I', est dans N,.
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T
ou ¢, est 'argument de la bissectrice {, @, de B,J,A,. En remarquant
P
que, pour « sur ({,, ), on a <51 @, est sur aoB.,>
— T
(4) ) C.D&"J: i arg[(a - Cu) eV (?"] } - Dv:u &y

T~ T~ [ T~
=D.t Ay — 28 A= :B,6 A, — 2,54,

Par (4) et (2)

) . T T~

(5) CPa.v:I al‘g[(d - co)"f’—‘/—1 q"']M - 5 Rf— asoAy [“ sur (&, 0‘0)]'
. /N

De méme, quand @, est sur «, A,

(5&) Qo v—

(7) <va§§ - t[((]:) [OC sur (Cm 0(0)]
et
(7a)  cos@q,y2cOs l-g__ ZI({V)J>% 51(3) [ex sur (&, ap); Y2 ]-

Ainsi, en vertu de (3), (5) et (7a)

(8) | gv(a) | >el*=%1"%) o sur (&, )],
ol
(8) A =22 [er (6) e (a)).

Supposons maintenant que M (o) = o sur AB. (1) nous donne
(9) [ W (o) [ = | M® () — RV () [ =RV (a) | <7(v)
- [a sur@;cf. (IZ))].
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Puisque (%,A,), ({,B,) sont dans E, on déduit que
(10) [ Wi () [<W  [asur (GAy), (LBy)]-

Considérons la fonction

(11) Ty (o) = WiV (x) g7 () (9>0).

T, (o) est analytique dans T', et

(r2) [ Ty(a) | <W [« sur (L Ay), (CoB*))]'
(g9) donne
(13) ]T.,(oz)|<7'(u)e°“;€' o sur A/VEV],

R désigne max |, — (| (Q sur A—ﬁ) Ainsi

(14) | To(a) | < W 4 r(v)e™  [osur (&, a)]-
En vertu de (11), (8) et (14)

(15) !W‘v”(a)!<[W+r(u)ecn“_“] e la—Lal ™),

quand o est sur (z, a,). Si la condition (20) ci-contre est vérifiée,
ona

- L kS
(15a) e—r:loc—‘éal""l(v)g e— T NY) g X (g(): B_)

&
Définissons ¢ de maniére que

1
6“0'7\(")6’::“’—-— 1

<
o(v) ="

ol o(v) augmente indéfiniment avec v. Substituant cette valeur de o
dans le second membre de (15), on trouve que, grace a (15a),

(16) lim Wi (@) =M () =0 [o sur (£, %))
quand |

(t7) r(W)e(v)»™ML<B, [v=1,z2,...;cf. (15)],
(17a) K”(v):—l—(g’)“%.

A(v)
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A cause de (17) et (1b) on voit que (16) est certainement vérifiée
quand b(p) tend vers zéro asses rapidement, avec 5. Des résultats plus
précis sont cependant a désirer.

' 6(p) 2610 av b(p) . - ;

Supposons que —= tende vers zéro avec o et que — sottune fonction
monotone, ou plus généralement que

(v+r>(v+r+1)

b(%)(u—kr)

En conséquence de la condition ci-dessus

(18) <b (r=1,2,...).

(19) r(v)<ﬁ1vb<3>mes.[C(E)—O\,]gﬁub(;)).
Supposons o sur la partie de (o,,{,) pour laquelle

R , o
(20), méé’ (&'>1).

En vertu de (19) et (174) 'inégalité (17) est vérifiée (pour B conve-
nable) si

1

(21) vb<§>¢(u)"”""“mg3/ [cf. (8a)]-
En vertu de 'inégalité suivant (6)
<"
K, =2¢(v)

et, en vertu de (8a) et (2a),

1 nK, a” IR v 1o

(22) A(v) T 2¢(v) = vi(v) () 2(v) <e vl(v)gl
T T
(e=¢3>3)

Ainsi, pour obtenir (16), il suffit d’avoir

(224) vo(5) b ()sBY,
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ol

()= 57558 h)=9"()-
Posonsp:%et
(23) t(%):h(p), q;(p)_—_u(;).

Bien entendu

Lim / = Ii
Pl;l\l) L (p)=o, pl;nuL!J(P)

En substituant p=% dans (22a), on observe que la relation (16)
[sous la condition (20)] est impliquée par
_p_ i
(24) b(p)<Bpy(p) M@ [po2p > 05 ¢f. (22)]-
Takorime X. — Soiz AB un arc dans E — ( K). Soit o, un point quel-
conque sur AB zel qu’'il y ait un segment ({,, a,) dans E—(K) limite
des deux cotés des segmenis (L, B) (Bsur Xﬁ) situés dans B. Sovent A,

. ~~ —~ A ; T
et B, des points sur «, A et o,B, respectivement, tels que I'angle A,C,B,
soit maximum sous les condrtions suivantes :

1° Les cotés de 'angle (') sont des segments situés dans E;
2° Le domaine limité par A, {,B.A, se trouve dans la région N,

ensemble des points dont la distance au segment ((,, a,) est < :—) ().

Sott t(v) (> o) une fonction (*) telle que (6) soit vérifiée pour v=yv,,
Vo+1,....

Considérons les fonctions f(z) [f(s) m. g. dans E] pour
lesquelles (24) est vérifiée, la fonction W(p)2 0, augmentant indéfini-

(1) Les cotés d’un angle, dans ce paragraphe, sont toujours des segments joignant le
sommet & I'arc AB.

() Nous prenons v 2vo (vo assez grand).

(3) Cette fonction est définie pour tous les v2v,. On peut prendre £(v) égal au
moindre des deux angles (6), quand v est un nombre entier (2vo).
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' 1 T
ment avec 5 g étant supérieur a S € h(g) égalant t( ) (". Alors,

quand )= o sur AB, on a nécessairement f!'(z) = o sur la partie du

segment (o, o) pour laquelle (20) est vérifice <gJ = 35)

Note. — Le résultat ci-dessus signifie que dans les conditions

indiquées, les valeurs de /(" (z) sur AB déterminent S(5) unique-
ment sur la partie spécifiée du segment ({,, «,). Ce théoréme nous
donne, pour ainsi dire, un appareil relatif 2 un type de prolongement
analytique au moyen d’une ligne polygonale. C'est un procédé du

. . ~ .
genre décrit dans le paragraphe 6. On passe de AB au premier segment
(comme il est indiqué dans le théoréme) et du premier segment 2 un
autre, etc., en faisant jouer chaque fois au dernier segment précédem-

ment employé le role de I'arc AB du théoreme. Bien entendu, il faut
constamment faire attention a satisfaire aux conditions du théoréme,
afin de pouvoir obtenir les valeurs de la fonction sur le segment
suivant. En particulier, il faut faire attention a ce que les inégalités

du type (6) [avec t(é) =h(p)‘] soient vérifiées a chaque étape; de
plus, 'extension n’est valable que pour un segment pour lequel une

inégalité du type (20) est vérifiée. On peut préciser sans difficulté le
procédé.

9. Probléme F. — Dans cette section ainsi que dans la suivante
nous emploierons certains résultats, dus 2 M. Borel (*), de la théorie
des développements de Mittag-Leffler. Enongons d’abord ces résultats
[cf. texte en rapport avec (1), ..., (4a)].

Soit S(R,r), ou R>1 et r<1, larégion fermée obtenue comme il
suit. De l'origine O tracons les tangentes OA”, OB” au cercle

(1) |z —1|=r.

Désignons par A’, B’ les points de contact, les points A", B” étant

(*) B et W(p) peuvent étre différents pour les diverses fonelions f(z).
(2) K. BoreL, Sur les séries de polynomes et de fractions rationnelles (Acta Math, .

vol. 24, p. 309-382; en particulier, p. 354-358).



178 W. J. TRJITZINSKY.

sur la circonférence
(2) |=]=R.
S(R, r) est la région connexe contenant O et limitée par les '

segments A’A”, B'B”, par le plus grand arc A"B” de (2) et par le plus
petit arc A'B’ de (1). Ecrivons

nén

" - +) I
(3) g(s)=3 Z ,,,"_ R <L) ,

2=0 Jg=0 P

(3a)  Gy(s)=g(5)=1,  Gn(5)=gu(z) — gu(s >—~2W~

r=0

(n=1,2,...).

On a alors
(4) —— = Gu(5),
01‘1 n=0
S )"
(4a) D 1Ga(z) | <M(R, 1) =R\"/ 42

si 5 est dans S(R, r). La série figurant dans (4a) converge uni-
formément.

Cherchons raréfaction de C(E) qui permet le développement M. L.
de f(3) [ f(3) m. g. dans E — (K)]. Il suffit d’opérer sur M"' ().
Nous avons

() MU =F M), M= [[ ZRUDIED,
Qi

55— 0
i=1

ici, comme précédemment, Q; est une partie certaine de C(E) a I'inté-
rieur de [z — A;[ <vy; et « est dans E'=E[(d))] (cf. Déf. 3, § 4)
avec

(5a) >y (j=n2..5025)

Soit (Lo, o) un segment sttué dans E'. Pour z dans Q; on a

(6) |5 — oty ], |2 —a|>0i—1; [e sur (Lo, 200); E=1,2, ...].
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Or, en vertu de (4)
1 I o a— oty
(7) :——oz_smoco[l_(oc—focl,):l—:—-—auz_(}"'(z——:0>'

En conséquence de (5) et (7)

‘ ‘- -_ A (’(d‘ J ) \ = .
o - 0 s T — (ot —
(8) M{"(a)= LT = 2 G, <—_,. — 0>a"z} dy _2 H, (e — o),
‘ n=uo n=—yo
ou
(8a) Ho (ot — atg) = “A"W’J')Gn( )duh
Q; (:—O{U) S — 0oy

est un polynome du type M. L. (pour le point «,). Nous avons, sous
des conditions convenables de convergence (4 mentionner plus tard),

Av(ax, )) o — o, :
. < ,
(9) E | Hp i (ox — oty | ﬂ‘ 2 (fr,;(-—————~ a) dz dy,
=0

~ 0
n=u

Prenons une valeur de R telle que le point »,

o —a
(10) n—=-—

53— oy

soU; dans S( ) quand z est dans Q; et le segment («,, «) dans E’;

on peut prendre,

(11). R::—E’

a' ayant une valeur convenable.
Pourledémontrer notons d’abord que, par

(5a)yc;— yi>a;)’ (7\’_.1—7\>0>

ainsi, en vertu de (6) et pulsque | —a, <L,

o — o, L
5 — oty ol )
Ann. Ec. Norm., (3), LV. — Fasc. 2. 23

(12) < (z dans Q;; o, oty dans E’).
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| «| est donc inférieur & R si

(:3) @

De méme en vertu de (6) et (5) et puisque [z — «, |SL

Ti—Yi S Oi—Yi - g

Je—1]|= a3 T T

‘o — 3
>
5 — o |

] I .
pour 3 dans Q; et «, «, dans E. Nous avons |u —1|> R si

oM 1 oy .

T R~ &
c'est la condition (13). Soit 0(020<2n) l'angle formé par les
segments («,, &), (¢, 5) [« sur («°,{*)]. Quand Rz >0, 0 ou 2n—¥6

- iy N -, .-,
est moindre que _» Il reste a assurer I'inégalité

(16) sin(%B”O ”>=§<_1 sinf |

pour z tel que

(14a) OA'= \/I—l—%g]ul, Ru>o [5 dans S;(1); («, o) dans E'].
Or 5 est & Pintérieur du cercle S;(v), de centre A; et de rayon y;. Le
segment (o,, «) est extérieur ou tangent au cercle S;(¢’), de centre A;
et de rayon o. Il est clair que 0 et 2m — 6 sont 20, , ou 0, est 'angle
formé par les tangentes menées de o, & S;(y) et S(¢'), I’angle en
question ne contenant pas A;. En calculant cet angle on obtient

7

Yi 120}

> >
[Ai— o] =

—————— — arc 8in
| Aj— oy | | Ai— oty |

(e=) O

puisque | A;—o, |SL. Si 0 est le plus petit des deux angles formés par

(15) 6>ar§:sin

@0}

les segments (,,a), («,,z), alors, puisque 0<0<2mw on a 0<-72—z

() Ceci est 6tabli en employant linégalité X2 g de (5a).
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pour Ru > o. En vertu de (15) nous avons alors sinf > ac. Pour a
convenable cette derniére inégalité sera valable pour les deux angles
st nous remplacons sin0 par [sin 6. Ainsi, dans tous les cas,

(15a) [sind | > ao; [Ru>o0; = dans S;(y); (e, @) dans E'].

Donc, en vertu de (11) on observe que (14) est vérifiée si

- 1 U;
CLO'L-Z E = (,'_L;,
s x q- .
c’est-a-dire si
(I5b) a'> TI:

22

Il est donc établi que le point u représenté par(10), estdans S(R, %{) >

R étant donné par (11) avec o' assez grand [pour satisfaire 3 (13) et

(15b)].
En tenant compte de ce qu'on vient d’établir, et en conséquence de
(9) et du résultat (4a) de M. Borel, nous déduisons que

(16) imn,i(a—amgm(m, é)]];

n=0

Av(x,y) d.l"dy’

5 — oty

[Rzz g?/; segment (c,, a) dans E’:, .
D’ou, en vertu de (6) et de I'inégalité a la suite de (r1),

(16a) Z|Hn,z(0ﬁ—ao)l<b'§M<Rz, FI{‘) [(ao,.oc) dans E’].

En conséquence de (5), (8) et (16 @), 1l vient alors

S Hoie —a) [ <) b’%M(Rb PI\) -

n=>0 i

[a sur (o, %o)3 (%oy o) sur EJ,

a7 MO [
t

ot la série T majore la série du second membre (*).

(1) Cetle derniére série majore la série (5) représentant M{*)(a).
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Supposons que I' converge. On peut I’ assurer de la fagon suivante.
Posons

: L1
(18) Ui_;Z(—i—)’ 'Em()<mesK (1)

Alors R,=a'm(?) et en vertu de (4 a)

(02 m2(i)]

(19) M <Ri, EI) =[a In(l-)][S(a,'):'I)L'-'(i)]li;'l(tl')'zm‘-'li)]_,_2< (e m(i)]["z m(0)]

Si donc nous prenons ¢ > o assez grand, la convergence de I' est
assurée quand

(20) Vi<si—=[om(L ]"‘[“ m (l)]wmrzm ({=1,2,...; Zs; conve‘rgente)‘ ®).

(l)

Sous la condition (20) la série formelle de Taylor, autour de «,, de
M) (a) est sommable M. L. sur chaque segment (a,, {,) dans E'. Pour
établir cela nous observons d’abord que la série double

- (21) M(’”(oc)=2 2 Hp,i (ot — 0‘9) [ef- (5), (8)]

est absolument convergente [sur («,, {,)]; cela est une conséquence
de (17). En groupant les termes dans (21), on obtient

(22) MO (o) = Hy (20— ),
(22a) I—In(a~a0)=2 H, (a0 — ay).

i=1

La série (22) converge sur (o, {,). Puisque C(E)=0Q, 4+ Q,+ ...
on conclut, en vertu de (22 a) et (8a)

(23). n(a—ao)_ij —jf —éi('zof,)Gn(z_Zz>dxdy.

i=1

(*) Nous avons alors mes. E'> o.
(%) A l'aide de (19) on pout obtenir une inégalité un peu plus précise.
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De plus, en vertu de (3 a)

(5 — o)t

(23[&) H"(a_%):Zé’"n,r[J]. —AV(‘TL)’)(ZJ'(]}'](OC_OEU)r

r=0 G(E)
& M
(o),
:Zé’"n,r-——n—L(a*—ao)’ (n=o0,1,2...).
r=0

Ici, les g, . sont les constantes figurant dans (3 a), fixées une fois pour
toutes. Ainsi H,(«— a,) est bien un polynome M. L. et (22) est une
représentation M. L. de M!" (o) en fonction des valeurs

M+ (o) (r=o,1,...),

cette représentation étant valable sur tout segment (o,, {,) dans E'.
En particulier, si M"+! (o) =0 (r=0, 1, ...) pour un point &, dans
E', M"(«) = o sur tout segment («,, {,) dans E’. La maniére d’opérer
le prolongement analytique (plus exactement, quasi analytique),
rattachée au procédé dont nous avons parlé, est facile a voir.

Or la dérivée f1" (o) d’une fonction m. g. est représentable par

o il (o) =~ (o) + MW (e) [ dans E — (K)],

ou A(x) est analytique dans K. Si nous ajoutons au développement
M. L. (autour de o,) de M!"(«) le développement correspondant
de A" («), nous obtenons le développement M. L. (autour de «,)
de 2m f1"(a), valable sur tous les segments (a,,(,) situés dans
E'— (K).

TutoriMe XI. — Supposons que C(E) soit couvert par un ensemble de
domaines [(1), § 4] les vy, satisfaisant & (20), et les m(7) a (18). Les
dérivées premiéres’ f\')(c) des fonctions m. g. correspondantes seront
alors quast analytiques dans

E'—(K), E=E[(s)] [(cf.Déf.3,§lp);icio-;-=—m—x(i-5;i:x,z,...J,

c’est-a-dire qu’tl y aura détermination unique par les valeurs

(24) S+ () (r=o,1,...)
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[, point fixé quelconque dans B — (K)]. L'ensemble F,, sur lequel la
détermination unique est certaine est de la _forme

F“u: F“oﬂ: F“o:?+ e

ou ¥, , est Uensemble de tous les segments (o, {,) dans E' — (K), F, , est
lensemble de tous les segments (@y,,, (o,1) dans B'— (K) qui peuvent
étre formés en prenant «, , sur ¥, ,, F, ; est lensemble de tous les seg-
ments (0 2y Co.2) dans B — (K) qui peuvent étre formés en prenant o, ,
sur ¥, ,, etc. De plus, f1')(o) peut étre représentée effectivement en fonc-
tion des valeurs (24) sur U'ensemble F,,. Cette représentation peut étre
effectuée a I’aide d’applications successives de la sommation M. L. (de
séries formelles de Taylor convenables).

10. Probléme G. — Comme dans la section 9, (a0, L) tndiquera un
segment dans B.. Nous voulons trouver des conditions 4 imposer a b(p)
[ef. (14), § 2] pour qu'un développement M. L., autour de o, soit
valable pour M")(a), quand « est sur («,, {,). Supposons d’abord que
[(10), § 5] soit vérifiée pour m =1. Alors le théoréme VI (§5) donne

(1) M‘”(a):E A (@)  (« dans E),
V=1

ou

(2) Mwm:ﬁ‘ —Av(z,y)dedy,
0s—0y—4 s«

Soit
(3) U= u.
- 5 — o

Nous désirons trouver des valeurs R,, r, telles que le point u soit dans
la région S(R,, ) (définie comme dans le paragraphe 9) quand on a

(4) @ dans Oy— Oy—y, asur (e, %), (o, o) dans E.
Tout d’abord -
(5) " |z — o |SL,  Ja—a|<L,

et lorsque Uhypothése (4) est vérifiée

1
(5a) 15—°f|>;a |z—a0]>£-
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D’ou

‘ lu} <Lv.
On aura
(6) : lu| <R, [sous les conditions (4)]
si R, est pris tel que
(6a) R, L.

D’autre part, (5a) et (5) entrainent

ag— 3 I

[ —1|=

v

L
L’

s — o V|5 —a|

Ainsi, quand R, satisfait 4°(6 @), on a aussi

(7) w1 > g

Soit 6(0L6<2n) 'angle formé par les segments (a,, «), (a,, ) [« sur
(a9, Co)]- Quand [u| 21, de sorte que

(8) fooy—a|2]an—5],

etRu">o,0na

(8a) |sinf| > ;=

-C’est une conséquence des considérations suivantes. Du point z on
peut abaisser une perpendiculaire sur le segment («,, o). Nécessaire-

: P . T . . .
ment § ou 27 — 6 est inférieur & = (puisque Ru > o). Ainsi, en vertu

de (8), le pied o’ de la perpendiculaire sera sur («,, «), entre o, et o.
Le segment («,, o) étant dans E et s dans O,, la distance de = & un

point quelconque de («,, o) sera > % En particulier,
/ 1
(9) |z —a'|> -

En vertu de (5) et (9), quand Ru >oon a

’
55—

| sinf | :l 2 ~ [sous les conditions (4) et (8)]-

oty — 5
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Cieci démontre bien le résultat (8 @). On peut 'interpréter, ainsi que
(6) et (7), de la maniére suivante :

Sous Ukypothése (4), u représente un point d’une certaine régionT,,
(xo) Ty=S8,— Sv,1—" P,.
S, et S, , sont les régions

(10@) ) |u"| <Ly, |u’—I[_S_f—~:

v
respectivement. P, est I'ensemble des points u’ pour lesquels
— arcsin <Ll—v)§argu’§arc sin(%), 1€ uw | S L.
On remarque que les segments rectilignes limitant P, sont les portions
interceptées par les cercles
|u'|=1, || =Ly,
sur les tangentes (issues de ' = o) au cercle

I
(11) Iu’—I[:E—v-
Tracons la droite joignant z'=o0 & un des points d’intersection des
cercles |« j=1 et (11). Soit r, la distance de =1 a cette droite. Un
calcul simple montre que

/
(12) -Li‘;>r\,gi% (1>r'>o0),

ou r’ est mdependant de v.

Larégion S(Lv, r,) [cf. commencement dug§9et (12)] est contenue
dans T, [c /. (10)] Ainst u représente un point dans S(L,, r,), pourvu
que les conditions (4) sotent vérifiées.

En vertu de [(4), § 9]

I I o — o
(13) = = EG’( 2
s—oa s—oy 1l—uU 5 — oo 4 —0(0
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En cqnséquence de (4 a, §9) et de 'affirmation ci-dessus,
(13a) 2 |6 (2=
toujours quand I'hypothése (4) est vérifiée. En vertude (12)
. A — &y
(130) Z}G"(:—au) :

peur > o convenable. Donc la fonction A, de la relation (2) peut étre
développée comme il suit :

u> l < M(Lv, ) = (Lv)[8L‘,/,.v][::~n.‘a/ml+g
%o

o092 .
=K(v)

8 —Af'(.’l.’ ’}") = o — o Y -
(1) J— ) 0 . —_ .
(14) A" (a) = ——-—(_ ; G,,(——: 0)(1‘1,(1‘}/_ E Hp (o — ay),

0r=0y— S %) n=0 n=u
ou
—Ao(x,y) < (,>
14 H,,(c—« :ﬁ G, = dx dy
( ! ) I’)< 0) < Oy—nv-x (*"—a(b) —CC() ),
Notons que

|40t ) <0

1
=)
quand s est dans C(E)—Q,_, (donc aussi dans 0,— O,_,) et que
(54a) est vérifiée pour 5 dans 0,—O,_, (c’est vrai pour = dans O,).

D’ou, en vertu de (4 a),
‘ Gll< )>
— oy

(15) [ Hopy (o0 — aty) | <vb<v__l>j];
quand le segment (c,, o) est dans E. D’ou, en tenant compte de (13 5),

y—0v—1
(16) ZIH,I,.,(a—oc(,)[<vb<yil>“ﬂ;ﬁ0.—1 IG ( _ao>|drdy

n=0

dx dy

<vd < >A (v) mes. (Ov-—- Oy—1) [(a,, ) dans E].

Supposons maintenant que la décroissance de 6(p) soit assez rapide
pour que la série

(17) S:Zvb(-}l—j-_—T)k(v)mes.(Ov——-Ovﬂ) ' [ef (130)]

v

Ann. Ec. Norm., (3), LV. — Fasc. 2. 24
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converge. On peut alors affirmer que la série double

(18) M‘”(a):i 5_: H, v(a — o) [(etys &) dans E]
V=1 a=o

[¢f. (1) et (14)] converge absolument. On peut donc écrire

(19) M (a) =i Hy (o0 — o),

la série étant convergente quand le segment (o, «) est dans E; a cause

de (14 a),

(1ga) Hy(a—ay) :2 H, (. — o)

V=0

:gj ﬂ‘ ez _A‘)(Z.’J,)G (a_%>dxd}’.
= Yoo, am (57 %) S

D’ou, en conséquence de (3 4, § 9),

On
»

(20) Hn(a—ao)_—_Egn’,.[ﬂ
C

r=0

__Av(.z',y)dwdy](a_a %

w (5 a)™

Oy M )(
(r-+1 o
= g8 (g
r=u '

C’est un polynome M. L. pour le développement de M*) (z) autour de o, .

C’est-a-dire, la convergence de la série de (17) entraine la possibilité
de développement (19) de Mittag-Leffler.
La convergence de la série (17) sera certainement assurée quand

(21) vb(;—‘_—-;) k(vy<B'  [cf. (13b)].
En effet, on a alors

S <2 B’ mes. (Oy— Oy_,) =B’ C(E).

Or, pour v22, v< (v—1)k, (h,>1). D’olt en vertu de (13b), si 'on
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pose p =

H
vV—1

(22) A~(u)<<3> ’ (¢'=Lhy; e = Ih?).

p

Nous voyons qu’il suffit d’avoir

=
(23) b(P)<BP(%) =) (p2p>o0),

ol ¢, ¢ sont des nombres positifs convenables, indépendants de
%, G (1),

L’inégalité (23) entraine la sommabilité M. L. pour la série formelle
de Taylor de la fonction M!" () autour de tout point o, de E. Le
procédé de sommations, représenté par (19) [ou H,(a —«,) est un’
polynome (20)], sert & représenter M'" () pour tous les points « des
segments (a,, {,) situés dans E. La représentation est effectuée seule-
ment en fonction des nombres
(24) M+ (ety) (r=o,1,...)

.

et peut étre prolongée sur un ensemble F, défini comme suit. Nous
avons

(25) Foo=Fa + Fao +...

F, . est I'ensemble de tous les segments (o, {,) dans E; F, , est
'ensemble de tous les segments (co,s, $o,1), dans E, qui peuvent étre
formés en prenant «, , surF, ,;F,, ;est latotalité de tous les segments
(¢to,2, Co,») dans E, pour lesquels o, , est un point quelconque de F,, »;
et ainsi de suite.

Tutorime XII. — Supposons que [Av(zx, y)|<b(p) [5 dansC(E); p dési-
gnant la distance de z a la frontiére de C(E) et b(p ), satisfaisant a (23).
La classe des fonctions formée par les dérivées premiéres [')(a), des

(*) En tenant compte des développements de cetle section it n’est pas difficile de les
obtenir. :
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Jfonctions m. g. correspondantes sera quasi analytique (’) a’ans les‘
ensembles ‘

(26) | F,,— (K),

Jformés pour chaque point «, dans E— (K). F,, est défini par (25). De
plus, chaque fonction f1''(x) de ce type peut étre effectivement repré-
sentée dans ¥, — (K) (aumoyen d’applications répétées de la sommation
de Mittag-Leffler) en fonction des valeurs fr+"(a,) (r=0,1, ...). Il
en est de méme pour chaque point o, dans E'— (K).

Note. — Appliquant les résultats de M. R. Caccioppoli (*) & nos
fonction m.g. on voit que pour assurer la quasi-analyticité il suffit
d’avoir

(27) bp)<e '=ulp)  (pzp>o0)

ol (¢>>0) peut étre pris arbitrairement petit. Il est intéressant de
comparer I'inégalité (277) de M. Caccioppoliavec la notre (23). On peut
vérifier sans difficulté que

w(p)>n(p)  (p2p<o0)

pour p, assez petit. Ainsi, notre condition est moins restrictive que celle
de M. Caccioppoli. :

Une inégalité moins bonne que (23) (*), mais un peu plus simple,
est :

’ %ulog(l—)
(28) b(p)< Be ™ Y=uw,(p),

ou a est un nombre > 2¢,. (28) est une inégalité encore moins res-
trictive que celle de M. Caccioppoli. On le voit en comparant la rapidité

(*) Dans le sens de détermination unique par les valeurs des dérivées
Sr+(ag) (r=o0, 1, ...);

ap point fixe quelconque dans E — (k).
(2) R. Caccrorrorl, loc. cit.

(3) Cest-a-dire, ws(p) < w(p) (po2 p>> 0; po assez petit).
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avec laquelle les fonctions
a,log(%), i (e>o0)

augmentent indéfiniment avec é

11. Remaroues cEntraLes. — Toutes les recherches ci-dessus, ou
nous affirmons que les fonctions m. g., pour lesquelles on a
|Ae(z, y)|Sb(p) ("), possedent certaines propriétés, dépendant de la
rapidité d’annulation de 6(p) avec p, peuvent aussi étre interprétées
comme il suit. Considérons des intégrales de la forme

(1) Y(x, y)log(s — o) dx dy,

G(E)
ot Y(z, y) est une fonction réelle, continue dans K+ (K) et nulle dans
E. On a alors

(ra) | (x,x)|S0(p) [p =distance de 5 & la frontiére de C(E)].

Les propriétés des fonctions représentées par (1) dépendant de la rapi-
dité d'annulation de b(p) sont étudiées. L'importance de ce dernier
point de vue vient surtout du fait déja établi que, excepté pour une
fonction analytique additive, toute fonction m. g. (cf. Déf. 1, § 1) est
représentable par une intégrale de la forme (1).

La méthode et la théorie développées dans ces pages peuvent étre
appliquées de multiples fagcons a I’étude des fonctions analytiques. En
particulier, les théorémes des paragraphes 6 et 9 portent directement
sur les problemes de prolongement d’une fonction analytique au dela
d’une courbe oud’une aire singuliéres. Plus exactement, ces théorémes
nous donnent des conditions de raréfaction des singularités, qui per-
mettent un tel prolongement. La formulation précise de ces conditions
peut étre faite sans difficulté.

(1) ¢(x, v,) est une fonction correspondante « a. e. » [¢f. Déf. 2 (§ 2)].



