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ANNALES

SCIENTIFIQUES

LECOLE NORMALE SUPERIEURE

SUR LA REPRESENTATION CONFORME

DES

DOMAINES LIMITES PAR DES COURBES RECTIFIABLES

Parx MM. KELDYSCH er LAVRENTIEFF

(Moscou).

INTRODUCTION.

Soit (D) un domaine simplement connexe, univalent, limité par une
courbe simple et rectifiable, situé¢ dans le plan delavariable complexe.
Désignons par ¢ = f(z) la fonction qui réalise la représentation
conforme du domaine (D) sur le cercle | w| <1, et soit z=o(w)la
fonction inverse. Quelques problémes aux limites de la théorie des
fonctions se réduisent & la question suivante : la fonction harmo-
nique log| o' (w) | est-elle représentable dans le cercle |w | < 1 par 'inté-
grale de Poisson de ses valeurs limites sur la circonférence || =12

Par exemple, M. V. Smirnoff adémontré que la condition nécessaire
et suffisante pour que le systeme des polynomes orthogonaux sur le
contour I' du domaine (D) soit complet, est que la fonction log | ¢’ ()|
soit représentable par I'intégrale de Poisson. M. Smirnoff a démontré
que cette représentation est, en méme temps, une condition nécessaire
et suffisante pour que chaque fonction définie dans (D) et représen-

Ann. Ec. Norm., (3), LIV. — Fasa. { I



2 KELDYSCH ET LAVRENTIEFF.

table par I'intégrale de Cauchy satisfasse au principe du maximum ().

Dans la premiére Partie de cet article, nous démontrons quelques
théorémes sur la correspondance des frontiéres dans la représentation
conforme, de ces théorémes nous allons obtenir quelques conditions
géométriques suffisantes pour que log|¢’(w)| soit représentable par
I'intégrale de Poisson.

Dans la deuxiéme Partie, nous allons construire un exemple d’un
domaine (D), qui donne la réponse négative & la question générale
posée plus haut. Ensuite, nous allons indiquer quelques propriétés
des domaines pour lesquels la fonction log |¢'(sv) | n’est pas représen-
table par I'intégrale de Poisson.

La troisiéme Partie est consacrée a I’étude de quelques classes de
polynomes extrémaux introduits par M. Julia. L’étude de la conver-
gence de ces polynomes est étroitement liée a la question traitée dans
la premiére Partie.

Les résultats de cet article ont été énoncés, sans démonstration,
dans nos trois Notes : Sur la représentation conforme (*), Sur une classe
de polynomes extrémaux (*) et Sur quelques propriétés des fonctions
univalentes (*).

PREMIERE PARTIE.

L. Pour abréger les démonstrations et les énoncés des propositions
qui suivent, introduisons quelques notions géométriques.
Soit (D) un domaine simplement connexe, borné, qui contient le

cercle | 5] < é et soit I' la frontiere de (D). L’arc y étant un arc quel-

conque de I, nous allons désigner par y I'arc de longueur minimale,

qui vérifie les conditions suivantes : 1° y appartient au domaine

fermé D=D +1TI'; 2° les extrémités de y appartiennent 2 I" et sont
extérieures 4 v; 3° le domaine simplement connexe fermé, dont la

(*) SmirNorr, Journ. Soc. phys. Math. Leningrad, t. 11, fase. 1, 1928; Bull. de l’Acad.
Sci. U. R. §..8., 1932.

(*) KeupyscH et LAvRENTIEFF, C. R. Acad. Sci. U. R. S. S., t. I, 1935, nos 2-3.

(®) KerpyscH, C. R. Acad. Sci. U. R. S. S., 1936.

(*) Lavrentierr, C. R. Acad. Sci. U. R. 8. S., 1935.
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frontiére est formée par v et par une partie de I', qui ne contient
pas v, contient le point s =o.

Indiquons quelques propriétés évidentes des ares y : 1°si la diffé-
rence entre les arguments des extrémités de y est plus petite que =,
alors v ne contient pas le point 5 = o0; 2° le rapport de la longueur
de v'a son diamétre ne dépasse pas =. _

Nous disons qu’'un arc y est atteint si les extrémités de y et de v
coincident et si le domaine, limité par y et par les évolventes de 7,
qui passent par les extrémités de v, appartient 4 D.

Soit y un arc atteint de I', soit y,, Y2, ..., 7, un systéme d’arcs
de v, tel que la somme des diamétres des y; ne dépasse pas [ et soit L
la longueur de y. Faisons la représentation conforme

w= f(z). J(o)=o,
du domaine D sur le cercle || <1 et désignons par S la longueur de
[’arc, qui correspond a y et par s la somme des longueurs des arcs,
qui correspondent aux arcs Yy, Ya, ..., Ya- Nous disons que le
domaine D vérifie la condition A(%, k), o <<h <1, 0 < k<1 si pour
chaque v et pour chaque systéme v,, 12, ..., Y., tels que

l<<hL,
nous avons
s << kS.
Lemve 1. — Soit D un domaine quelconque, qui vérifie la condi-

tion A(h, k) (h <1, k<1) et qui contient le cercle | 5| < 2’ et soitI la
Srontiére de D. St la mesure linéaire d’un ensemble E de I' est plus petite
que & ('), e >0, alors dans la représentation conforme w = f(3),
S (o) = odudomaine D surle cercle |w| <1, ilcorrespond al’ensemble B

sur la circon férence | «v| =1 un ensemble de mesure plus petite que 2me’
ot 5, 8 >0, ne dépend que de k et h.

Sans restreindre la généralité, nous pouvons supposer que E est
formé par un systeme fini d’arcs v,, Y2, ..., V. atteints, tels que la

() La mesure linéaire de E est plus petite que = s'il exisle un ensemble fini de
cercles { Cx | tels que : 1° chaque point de E appartienne a Cz; 20 la somme des diamétres
des Gy soit plus petite que . L’ensemble E a la mesure linéaire nulle, si, quel que soit ¢,
¢ > o la mesure linéaire de E est plus petite que ¢.
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somme de leurs diamétres ne dépasse pas e. Les arcs v; étant fixés,
d’aprés les théorémes classiques de M. Caratheodory sur la conti-
nuité des fonctions univalentes, nous pouvons d’ailleurs supposer
que I'est une courbe analytique située au-dessus de la droite Js=r1.
Pour abréger I’écriture nous allons dire que le point P de I' est plus
gauche (plus droit) que le point Q de I' si, quand on parcourt I' dans
le sens positif, le point P suit (précede) le point Q. Nous allons sup-
poser que I'arc y; sur I est plus gauche que v, pour j > .
Cela posé, passons a la démonstration du lemme. Considérons un
. aré quelconque ¢, de I, ¢, CI', contenant I’arc v,. Soit /, la longueur
de o, et soit S, la somme des diamétres des arcs Yis Yas - - .5 Situés
entre les extrémités de ¢,. Parmi les arcs atteints ¢,, qui vérifient la

condition
S
-l—i =/,
nous choisissons I'arc v\ dont I'extrémité droite est la plus éloignée
de v,.
Les arcs v\”, 74, ..., v+, étant définis de maniére que tous les

arcs Yy, Ya, - - -, Yo Soient contenus dans les v}, ..., 7. et I'arc v,

étant extérieur a v,'", nous définissons I'arc .. A cet effet considérons
un arc quelconque ¢,,, de I', qui contient Yu+i, et dont I'extrémité
gauche est plus droite que v,. Désignons par .., la longueur de o,,,
et par 5,4, la somme de_s diamétres des arcs y,.., Yu+2, - - - cODtenus
entre les extrémités de o,,,. Parmi les arcs atteints o,.,, qui vérifient

la condition

nous choisissons I'arc .., dont I'extrémité droite est la plus éloignée
de yy.i.

Nous obtenons ainsi un systéme d’arcs atteints v!"”, v.”, ..., ¥.",
ayant les propriélés suivantes : 1° chaque arc y; est contenu dans un
arc v;"; 2° les arcs v} sont deux 4 deux sans points communs; 3° les
arcs v, sont deux & deux sans points communs; 4° ¢, étant la somme
des diamétres des y}”, J=1,2,...,n,,n0USavons

&
g << -l:'
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5° considérons la représentation w = f(s) et désignons par v la
somme des longueurs des images des arcs Yy, Yas --.» Yo, Par v, la
somme des longueurs des images des ares v\', 73", ..., Ya - D'aprés
la condition A et les propriétés précédentes des y;"’, nous avons

n << /l.'f)-l‘

Désignons par ® I’ operatlon qu1 reahse la correspondance entre les
systémes y,, Yay .. Yo oL YL VY o T

(A ) = O Yas s T
Le systéme v/”, v/, ..., v,/ étant défini, nous posons

(Y 0, Y = (L Y - ).

Cela posé, désignons par ¢, la somme des diamétres des arcs y{” et
soit m le plus grand nombre entier, tel que

emSI.
En désignant par v, la somme des longueurs des images des arcs Y}",

Yy - -» Yn [dans la représentation ﬂ’*/(ﬂ)] nous avons, d’apres
la condition A pour p<m,

1 p— << ]\"ﬁ/zg
done
(1) n < kg, < amht.
D’autre part
I < ‘-I/L'r-1< h,,,
done
loge
(2) m > @ —1
Des inégalités (1) et (2), il suit
log/k
Il)"/l
n < s e

ce qui prouve la proposition.

2. Nous allons chercher maintenant des conditions géométriques
suffisantes pour que la condition A soit remplie. A cet effet, démon-
trons quelques propositions préliminaires.
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Lemve 2. — Soit w = F(3) une fonction holomorphe dans le cercle
fermé | 5|1 telle que F(o) =o et IF(z)2—m, m > o, pour [z|=1.
Dans ces conditions nous avons

27

f MIiF(e) |, m)db<oam,.

ot (t, m) est une fonction positive des deux variables réelles t et m,

crotssante par rapport 4 t et telle que 1im 7.(2, m) = .
t

On vérifie aussitot que la fonction

log+¢

s m) = 2(logtm'+ 2)

(m'=m 1)

satisfait 2 'énoncé du lemme. En effet, il est évident que cette fonction
est positive et croissante par rapport & z et que lim % (¢, m) = co.
]
D’autre part

+T +T
. log*|Ft— log*m'— 2 I
f 2 (T, m)(/ogf [ i — 3 |
kd -7 ] 2) “

+7 T ., -
/‘ logkl[‘—i}jlm] + Y.
2(logtm’'+2) 2

-—T

A

la fonction log [ F + 7/m’| est une fonction harmonique positive dans le
cercle [ z| <1, et par conséquent la valear moyenne de log*|F -+ im' |
sur la circonférence | 5| =1 est égale 4 log |F(0) + im’|=logm’, donc

A

f 2(F, m)dj<<am.

0

3. Introduisons maintenant quelques notions géométriques. Soit C
une courbe fermée analytique du plan s, ¢ étant un point quelconque
de C, désignons par «(z) I'angle formé par I'axe réel et la tangente T
de C menée par le point z. Soit ¢, le point de C, le plus voisin au
point 3 = o ('). En supposant que la valeur initiale de «(z) au point ¢,
est comprise entre o et w, o<a ()<=, désignons par m(C) et M(C)

(1) Sl existe plusieurs points de C, dont la distance & z = o est minimale pour ¢,
nous prendrons le point dont 'argument est minimal.
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respectivement la borne inférieure et la borne supérieure des valeurs
de la fonction continue «(z) quand ¢ décrit C dans le sens positif.

Définition. — Nous disons qu'un domaine simplement connexe D

appartient a la classe R(m), [R'(M)] si, quel que soit le domaine
fermé D, (D, D), il existe une courbe simple fermée analytique C,
contenue dans D et telle que : 1° le domaine limité par C contient D, ;
22mSm(CY[M2M(C)].
" Supposons que D contient le point s = o et faisons lareprésentation
conforme z=o(w), p(0) =0, ¢'(0) >0 du cercle |[w|<1 sur le
domaine D. De l'interprétation géométrique de arge’(s) on déduit la
proposition suivante :

Pour qu’un domaine D, contenant I’origine = = o appartienne & la
classe R(m), [R'(M)], il suffit que
argo’(w)2m —+ 47 [argo’ (¢3w) M — 47],

et il est nécessaire que

arge’(w)2m — 4T [arge’ (w)SM + 47].

Lemme 3. — Soit D un domaine simplement connexe de classe R(m),
contenant le cercle |z | <1 et soit T la frontiére de D. Faisons la repré-
sentation conforme, w = f(3), f(0)=o0, f'(0) > o du domaine D sur
le cercle |w| < 1. Alors, si la mesure linéaire d’un ensemble B, E(_T', est
plus petite que <, la mesure de 'vmage de B sur |w | =1 est plus petite
que 1(e, m) ot 1(g, m) est une fonction positive, croissante par rapport
a s et telle que lim (e, m)=o (").

230

Supposons, par impossible, qu’il n’existe pas de fonction 7}, ayant
les propriétés indiquées. Quel que soit le nombre ¢, de ’hypothése
faite, il résulte I'existence d’'un domaine D, de la classe R(m) ayant
les propriétés suivantes : 1° la frontiére I, de D, est une courbe
simple fermée analytique; 2° le domaine D, contient le cercle |z | <C1;
3° dans lareprésentation conforme du cercle || <C 1 sur le domaine D,,
5 =19,(w), 9,(0) =0, ¢, (0) >0, a un systéme fini d’arcs de | |<1,
dont la somme des longueurs dépasse une constante numérique /,, il

(1) Ou peut remplacer la classe R(m) par la classe R'(M).



8 KELDYSCH ET LAVRENTIEFF.

correspond un systéme d’arcs ¥, Y, - - ., Y. de Ty tels que la somme
des diamétres des y,, Y, - - -, Y. ne dépasse pas . Désignons par D,
le domaine maximal, contenu dans D, et qui ne contient pas des
points des arcs Y, Ys, - - - , Y3 le domaine D, contientle cercle [s| <1
done, pour ¢ suffisamment petit, le domaine D, contient le cercle.
|51 < 1. Faisons la représentation conforme du cercle || <1 sur le
domaine D,, 5 = 9,(«), 9,(0) =0, 9,(0)> 0. D'aprés Ieﬁpriilcipe ée
M. Montel ("), dans cette représentation tous les arcs des vy, Yas -+, Ya
qui appartiennent & la frontiére I', de D, sontdesimages d’un systéme
d'arcs «,, @, ..., a, (de la circonférence) dont la somme des lon-
gueurs est plus grande que /,. En remarquant que la somme des
longueurs des :{1 , ?@, “ ooy ?,,, est plus petite que e, nous obtenons

(1) 2 f|cpf_,(ef°)!([6'<ﬁa.

D’autre part, le domaine D,, ainsi que le domaine D,, appartient i la

classe R(m), donc
argq, (w)>m—hr=m,.

Par conséquent, d’aprés le lemme 2, nous avons
Zf).[llog~|@;(ef(,)‘r|, m,]do<fmx[llogwuem)l[, m,| db <,
oy 0

ce qui est impossible puisque d’aprés les propriétés de la fonction A
et d’apres (1), pour e suffisamment petit, nous avons

27 ) l .
! pil o L
[ )\[lloglcp._,(e )ll,m,]d@>l<lo°m, m1>ll>27r.

4. La conclusion du lemme démontré ne cesse d’étre vraie, si nous
considérons, au lieu des domaines de classe R(m) ou bien de
classe R'(M), des domaines dont les frontiéres sont rectifiables (?).
Dans ce cas il est facile d’obtenir le résultat plus précis suivant :

(*) P. MontEL, Journ. de Math., 7¢ série, t. 3, 1917, p. 31-32; LAVRENTIEFF, C. R.
Acad. Sc., juin 1927.

(2) Cela résulte d’un théoréme de MM. Lusin et Privaloff (4nn. de I’Ecole Norm. Sup.,
3e série, t. XLII, 1925). i
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TakoreMe 1. — S0 D contient le cercle | 5|< 1 et T est une courbe recti-
fiable, dont la longueur ne dépasse pas I, alors dans la représentation
conforme w = f(s), f(0)=o0 de D sur le cercle | «w| <1 a l'ensemble E
deT, mesE <« il correspond sur|w| =1 un ensemble &

K/

mes & < ————
€< 1logs[—+—1’

otz K est une constante absolue.

Démonstration. — 11 est suffisant de considérer le cas ou E est formé
par un nombre fini d’arcs simples. Donc, d’aprés le théoreme connu
de M. Courant sur la convergence uniforme des fonctions univalentes,
on peut supposer, en outre, que I' est une courbe simple fermée ana-
lytique.

Cela posé, désignons pars =g (w) la fonction inverse de w = /().

On a
‘/‘_ }tg’(e"“) | db =1.

0
Par conséquent

(1) f"“log+|<.o'<e1°>lde</ (1.

D’autre part, le domaine D contient le cercle | | < 1. En appliquant

le lemme de Schwarz a la fonction /(s), on obtient /"(0) = 7,.‘(_0) <,
et par conséquent ‘

2T

(2) f log| o' (e) | df =log| ¢’ (o) | Zo0.

0

De (1) et (2) il résulte

Jrogm 19 s [ log | g/(e) a5 > — 1.
& 0

(1) D’une maniére plus précise
e El, pour [ < a2=we;
S togr i/ (em) | dvg

—x {
anloga, pour I[>2=ze.

Ann. Ec. Norm., (3), LIV. — Fasc. 1. 2
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Par conséquent, en posant vy = mes &, nous obtenons
; L
e2mesE :fl o'(e")|di>mne ™
’ &

donc
l+nlogn

mesé =7 << Toge

En remarquant que 7, < 2w nous obtenons le résultat cherché.

Nous allons voir plus loin que dans I’énoncé du théoréme on ne peut
pas, dans le cas général, remplacer I'expression K/(1+ |loge|)™' par
I'expression K/(1 + log|<|)~"**, sans que le théoreme cesse d’étre
vrai.

5. En appliquant les propositions démontrées il est facile d’obtenir
quelques conditions géométriques suffisantes pour qu’un domaine
vérifie la condition A.

Si un domaine simplement connexe D, contenant le cercle|s | <1,
appartient a la classe R (m), alors D vérifie la condition A (A, k), ou les
constantes A et £ ne dépendent que de m.

En effet, supposons par impossible qu'il existe un domaine D de
classe R(m) qui ne vérifie aucune des conditions A(4, k). De 'hypo-
thése faite il résulte que, quel que soitle nombre ¢, il existe un arc
atteint vy de la frontitre I' de D et un systéme d’arcs y,, Yy - -+ Ya
contenus dans v et tels que : 1° le rapport de la somme des diamétres
des arcs Y, Ys, . - ., Y. 2 la longueur de v est plus petit que ¢; 2° faisons
la représentation conforme du domaine D sur le cercle |w|<1,
w=[(s), f(0)=o0, et désignons par S la longueur de I'arc, qui
correspond & v et par s la somme des longueurs des arcs, qui corres-

o, I
pondent aux arcs Y, Ys, - - -, Yu; dans ces conditions on a .s~>ES.

Désignons par A le domaine simplement connexe dont la frontiére

est formée par y et par les arcs des evolventes de v, qui passent par les
extrémités de y. Désignons par s, le centre du cercle maximal, contenu
dans A et soit ¢ le rayon de ce cercle. Faisons la transformation linéaire
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du plan s sur le plan 3" et désignons par D, I, v/, Yl Yur - -5 Yo
les figures qui correspondent respectivement aux figures D, T,
Ys Yis Y2y «+-» Yn- Faisons maintenant la représentation conforme

w=—"F(3"), F(o)=o,

du domaine D’ sur le cercle || <C1. D’aprés ce qui précéde 1l est
facile de voir que la somme X des longueurs des images des arcs Y/,
Yor o> Y, dépasse une constante numérique. Ceci est impossible

isque la s des diametres des v, v ¥ ne dépass £
puisque la somme des diametres des y,, Y., - .., Y, € depasse paspa

lim:=o0etD’ appartient & la classe R(m), donc, d’aprés le lemme 3,

>0

€
E<T‘(Z’ m)%»o pour ¢-—o.

y

En appliquant le lemme 1, nous obtenons le résultat suivant :

TreoriME 2. — St le domaine simplement connexe D appartient a la
classe R(m), [R(M)], st D contient le cercle |5|< 1 et st la mesure
linéaire d’un ensemble E de T est plus petite que e, € > o, alors dans la
représentation conforme w = f(s), f(o)=o0 du domaine D sur le
cercle || <1 @ 'ensemble E 1l correspond sur la circonférence |w|=1
un ensemble de mesure plus petite que 27c* ol ¢ >0 ne dépend que
de m. (M).

6. Par des raisonnements tout pareils, en appliquant le théoréme,
on obtient le résultat suivant.

Taeoreme I11. — S7 dans les conditions du théoréme 1 nous supposons
que quel que soit l'arc v de I' le rapport de la longueur de cet arc a sa
corde est inférieur @ p, p > o, alors dans la représentation conforme
w=f(5), f(o)=o0 de D sur le cercle |w|<1 a Uensemble E de
I', mesEZe, il correspond sur | w| =1 un ensemble &,

. mes& < awe’,
otl o ne dépend que de ;.

7. Indiquons maintenant une inégalité élémentaire essentielle dans
les applications des théorémes démontrés, '
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LemME 4. — Soit F = { y (&) | une famille de fonctions définies sur un
ensemble B, mes E = [ mesurables et positives sur E et telles que pour
chaque ensemble e, e E on a

(1 I, )= [ y(a)de2K(mesey  (v>1),

o K et v sont deux constantes positives. Dans ces conditions, pour
chaque fonction de la famille ¥ on a

(2) J(») :flog_y(.'z‘) dz21logKv + (v —1) ({logl — 1).
E

1l est évident qu’on peut supposer, sans restreindre la généralité,
que E est l'intervalle (o, /). D’autre part, il est facile de voir que la
borne inférieure cherchée de J(y) coincide avec la borne inférieure
de J(y), sil’on ne considere que des fonctions non décroissantes. En
effet, soit y(x) une fonction quelconque de la famille F{y ()|,
soient n un nombre entier et m, la mesure de I’ensemble des valeurs

des x tels que
k—1

(.2")§’; (h=1, 2, ..., n).

Désignons par y,(x) la fonction égale & ]]—L pour

- la fonction y,() est non décroissante, d’autre part pour o < < {
ona

Yi(2)2y:(2) 2. 2yn(2) 2. ..
Done, la suite des fonctions y,(x), n=r,2,3, ... converge et la
fonction limite y () est non décroissante. Toutes les fonctions y, ()

appartenant a la famille F, la fonction y(«) appartient a la méme
famille. D’autre part, on a

flo z) dox = lim ]ogyu dx_f logy (z) de.

nywdy

En considérant les fonctions de la famille F non décroissantes, nous
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pouvons remplacer la condition (1) par la condition suivante :

[ !(I,) dezhkav.

v

Démontrons que le minimum de J(») est atteint quand on a

f 7}‘ (@) de = Ka”.
0

En effet, supposons qu’on a

f“ y(x)de > K o<, </,
et désignons par v() la fonction égalea y(z,—3)—y(z), 0 << x,
pour x,—c<x <z, égale & = pour x,Sx<l et égale a zéro
pour o Lx<x,—¢. La fonction y(x) = ¥ (&) + 7 («) est non décrois-
sante et appartient i la famille F, d’autre part on peut toujours définir

les constantes ¢ et e de maniére que

I(y, ) 2K pour o <a </
1) <I)-
Par conséquent le minimum cherché est atteint par
y(x)=Kva,
ce qui prouve la proposition.
8. Dulemme démontré et des théorémes II et IIT on peut déduire la

proposition suivante, dont nous allons faire usage dans la troisieme
Partie de cet article.

Tukorime IV. — Supposons qu’un domaine simplement connexe D,
limité par une courbe rectifiable I', vérifie l'une des deux conditions
sutvantes :

1. D appartient a la classe R(m);

2. Quel que soit U'arc v, y T, le rapport de la longueur de cet arc a
sa corde est inférieur a p, p > o.

Alors, 5= o(sv) étant une fonction qui réalise une représentation
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conforme du cercle |w|<t sur le domaine D, la fonction harmo-
nique log|o'(w)| est représentable dans le cercle |w| <1 par Uinté-
grale de Poisson

’

If” (x—r?)log¢(e™)| ,

1 opeily | — L
log| o' (re )|“—27: 14+ r2— arcos(f — o)

oir o'(e™) est définie presque partout sur l'intervalle (o,2m) par les
valeurs limites de ¢/ (pe™) pour p — 1.

Démontrons la proposition en supposant que la condition 1 est
remplie.

Pourr<g<{rona
: f;w: (p'-’—r'l)lOglcp’(pe"“)l ot
0

ol (rei) — L
log[¢'(re )‘_9,7: pir*—aprcos(f—o)

il faut démontrer qu’on peut faire le passage 4 la limite sous le signe
d’intégrale.

Désignons par /la longueur de I' et supposons pour abréger I’écri-
ture, que o(0)=o0 et ¢’(0)=1. Quel que soit g, p <1, nous avons

+T
[ ieteem asse.

—T

Par conséquent, quel que soit I'ensemble E, mesE =1 de I'inter-
valle (0, 27), pour v suffisamment petit, nous avons

flog+ o' (pei®) | dh<e logé-
E

D’aprés la condition du théoréme le domaine D appartient a la
classe R(m), donc I'image du cercle |w|< ¢ [dans la représenta-
tion s =o(w)] appartient a la classe R(m — 8=). En appliquant le
théoréme II nous obtenons pour chaque ensemble ¢ de mesure c,
mese = |'inégalité suivante

fl@'(rﬂe"")ld‘/> Ko,

ouKetv,v>1 sont des constantes. De cette inégalité et du lemme 4
il résulte

(2) flog [o'(pe?) | df >nlogKy + (v —1) (0 logn — 7).
E
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De (1) et (2) on déduit
(3) _ fllogicp’(pem)lldo<I\"-r,log% (K= const.).
E

Or, pour chaque valeur numérique de r, »< 1, pour ¢ —1 P'expres-
pi_’w:
P>+ r*— 2prcos(f — )
que quel que soient les nombres ¢ et r, il existe toujours un nombre 7
[ —

sien reste bornée, donc il suit de I'inégalité (3)

tel que pour mesE <<neto>1— ", ona

A

ce qui prouve la proposition.

2

(pr—r*) log| o' (pe™)|

p*+ r*—aprcos(f — o)

do < g,

DEUXIEME PARTIE.

1. Pour résoudre la question générale posée dans I’Introduction,
nous allons démontrer le théoreme sulvant :

TutoreME. — Quel que soit le nombre positif ¢, il existe un domaine A
Jouissant des proprictés suivantes :

1. Le domaine A est simplement connexe, unisvalent et limité par une
courbe simple et rectifiable I', renfermant l’origine s = o.

2. Le domaine A ne coincide pas avec le cercle || <1 et est contenu
dans le cercle | s | < ¢.

3. Dans la représentation conforme z=o(w), 2(0)=o0 dudomaine A

i 4

sur le cercle |w| <1, il correspond & chaque arc v de la courbe I" un arc
de méme longueur sur la circonférence |w|=1.

2. Indiquons, tout d’abord, quelques propriétés d’une transforma-
tion conforme élémentaire, qui nous sera utile dans la suite.

Considérons le cercle | z| < 1. Soit z =re® et C, I'arc de la circon-
férence | s |=1 défini par I'inégalité — <0<+ o. Remplacons Iarc C,
par un arc circulaire C, ., situé au dehors du cercle |5|<C1, dont
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les extrémités coincident avec les points e et ™ et qui forme
un angle égal 2 y= avec l'arc C,. Désignons par D, le domaine conte-
nant origine et limité par la courbe obtenue. Soit = A,(5) la fonc-
tion qui réalise la représentation conforme du domaine D, . sur le
cercle et qui satisfait aux conditions /(o) = o, /4 (0) > o. La fonc-
tion A.(s) est donné par la formule

C 9N\ Y
i
hy(5) —e Y s —e
@ ? T s—erie

.
/L.{(z) —e Y

Supposons que les nombres ¢ ety vérifient les inégalités

(2) o<p 1<y

et indiquons quelques propriétés de la fonction /(). En utilisant un
principe, bien connu, de M. Montel (') on démontre immédiatement
que :

1° Sur la partie de la circonférence | 5| = 1 appartenant a la frontiére
deD, y, on a l'inégalité

(3) [y (5)]21.
En reprenant le calcul élémentaire, on obtient la propriété sui-
vante :

2° La valeur minimale de la fonction |K,(z)| sur C, . est atteinte au
point 3, de 'intersection de I’arc C, ., avec l'axe réel (*). Cette valeur

(v) Poir page 9.
(2) En effet, posons
o)

! -
I+

w=pel"", Y=

Sur l'arc | w [ <Y de la circonférence | w| =1 correspondant a l’are Cgy, on a l'expres-
sion pour le module de la dérivée

A _ (1+ y)sin g sind

dw ’ '

Lob+m . o b—ow

sinY z sy = :
2 2

=< .

. b—w . b4+ w ; —w . )
sin2i+1) 2 + sind N T2 o giniy g sint+7 2 tu cos (1 +7) (% + &)
2 2 2 2
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minimale est donnée par la formule

e

o
— : cos(Yr + @
. (r cos — )[1—&- s(ym —+ )]

/l.'( (30)= p——
4

T

I+ 7

sing sin

Il résulte de cette expression et des inégalités (2) qu’il existe une
constante C,, indépendante de o et v, et telle que

L

B (5) | > — -
\l;( )‘>I+C1‘i’

Désignons par s la longueur de I'arc C, o la longueur de I'arc C ..
Il est facile de voir que si les inégalités (2) sont satisfaites, il existe
une constante C, indépendante de v et vy, et telle que

g—3

> C:!Y:'

En s’appuyant sur ces deux inégalités, et en tenant compte de I’'iné-
galité | 2,(5,)|Lo, on obtient tout de suite la proposition suivante :

3° Si les nombres ¢ et y verifient les inégalités (2), il existe une cons-

I est évident que si la condition (2) est vérifie, le numérateur atteint la valeur maxi-
male sur l'are | » | <b au point w = o. Désignons par g(w) le dénominateur de l'expres-

. ds o . . -
sion de T La dérivée de g(w) peut étre présentée sous la forme suivante :

— sinrt YO

I+ oYW
M(Smf(' 5

§lo)=— i ) sin¥ cosw

N LI D) Lo b=
- [(sm‘”—‘—i;—- — sin2Y 2 > cosy

2

Vo, . V—w - l
: siny < cos (y=—+¢) suuos.

9 92

— 2 sinY

Supposons que les conditions (2) sont remplies. Alors on a
Y< s b<yz+o< =

[l en résulte pour | » | <4, que I'expression g'(w) a le méme signe que w; par consé-

dsz .
——1 atteint son

quent, g(w) atteint son minimum au point w = o. Ceci démontre que |-
dw

. . L. dw .
maximum au point w = o, et le minimum de l— esl au point z,.

dz
Ann. Ec. Norm , (2), LIV, — Fasc. 1. 3
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tante C indépendante de o et v, et telle que les longueurs des ares G,
et C, . vérifient l'inégalité

g—3S
S

(4) > Gl — Ay (5)]

3. La comstruction du domaine A. — Passons maintenant a la
construction du domaine A, satisfaisant aux conditions du théoréme
énoncé. Nous allons construire une suite de domaines A,, 4,, ...,
A, ..., dont chacun contient le précédent. Le domaine A sera défini
comme la somme des domaines A,,.

Posons la définition suivante. Soit C un arc de la circonfé-
rence |3/ =r. On désigne par C. I'arc de la circonférence, dont les
extrémités coincident avec les extrémités de I'arc C, qui est situé en
dehors du cercle | z| < r et qui forme un angle égal a yr avec I'arc C.

Soit, encore, 7, une suite de nombres convergeant vers zéro.

Le domaine A,. Soit o<1 un nombre positif arbitrairement
petit, qui figure dans 'énoncé du théoreme. Le domaine A, est le

cercle |z | < —zp

. . e . , ' 1

Le domaine A,. — Divisons la circonférence [z|= ~p en quatre
parties égales, et soit C I'une de ces parties. Remplacons I'un des
arcs C, par C;, et désignons par D;, le domaine limité par la partie

. . I . :

restante de la circonférence |z |= ~p et Pare Cf . Soit w =", (5) la
fonction qui réalise la représentation conforme du domaine Dj, sur le
cercle | w| <1, et telle que % ,(0)=o0, 4/, (0) > 0. D’apres la pro-
priété 2° de la fonction A, (5) (§ 2), la valeur minimale de | Ag (3) |
sur la frontiére du domaine D; ., est atteinte au milieu z; de Iarc Co--

Définissons, maintenant, le nombre «?de la maniére suivante : s'il
. Ll ;. T i - - -
existe une valeur de y inférieure & -, et telle que [ A;,(5:) =1, y est
égale & la plus petite valeur de y jouissant de cette propriété; dans le

. - I
cas contraire, y = -

Par définition, le domaine A, estla somme des quatre domaines D; -
Le domaine A, est simplement connexe, univalent et limité par
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quatre arcs circulaires. Dans la suite, nous allons désigner ces arcs
par I et toute la frontiére du domaine A, par T',. Il est évident que le
domaine A, ainsi que sa frontiere. est contenu dans le cercle |5 [ < ¢.

Soit w = f,(5) la fonction qui réalise la représentation conforme
du domaine A, sur le cercle |w| <1, et telle que

Ji(o)=o, f"(o)>0.

D’aprés le principe de M. Montel et les propriétés de la fonc-
tion %.(s), on a, dans le domaine fermé 4A,, I'inégalité

JiE) 2

Le domaine A,,, m22. — Supposons que le domaine A,_, est
construit et satisfait aux conditions suivantes : '

a. Le domaine A,_, est simplement connexe, univalent et est
contenu, ainsi que sa frontiére I',,_,, & I'intérieur du cercle |z|<¢.

b. Le contour I',,_, est une courbe simple qui est [a somme d'une
infinité dénombrable d’arcs analytiques I

m—1°

c. Lafonction w=f,_, z), qui réalise la représentation conforme
du domaine A,,_, sur le cercle {w|<1, en vérifiant les conditions

Jm—(0)=0, fin—1(0) >0,
satisfait 4 I'inégalité
Jm—i(3) 21

Nous supposons encore qu'on a construit un domaine Q,_, limité
par une courbe simple, contenu dans le cercle | z[< ¢ et renfermant
le domaine A,,_,, ainsi que tous les points réguliers de I',,_,. La fron-
tiére de Q,,_, ne contient qu'une partie de ’ensemble des points irré-
guliers de la courbe I, ().

Passons maintenant 4 la construction du domaine A,,. Soit, tout
d’abord, Q,,_, un domaine jouissant des propriétés suivantes :

Le domaine Q,,_, est contenu dans le domaine Q,,_,, donc, a fortiort,
Q,._,, ainsi que sa frontiére, appartient au cercle |z <ps

(1) Q¢ est le cercle | 5| < p.
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Le domaine Q,,_, contient le domaine A,,_,, et la frontiére de Q,,_,
ne contient que tous les points irréguliers du contour I',,_; 5

La frontiere de Q,,_, est une courbe simple;

La fonction f,_,(s) est véguliére et univalente a lintérieur
de Q.

Soient $,,, le domaine correspondant 4 Q,_, dans le plan de la
variable { = £, (5), @j_, les arcs de la circonférence | {| =1 corres-
pondant aux aresTY_,, 5 =9, ({)lafonction inversede L = /., (5)
Dans le cercle || <1, on a I'inégalité

(6) lom— (O) [ S0

Partageons chaque arc €, en une infinité dénombrable d’arcs
partiels, de telle maniére que : quel que soit un arc C de la subdi-
vision, les trois conditions suivantes sont satisfaites :

1° Le domaine K limité par les ares circulaires G et C, est situé
complétement a 'intérieur du domaine S, . i

2° A l'intérieur de chaque domaine K, la fonction o,,_, ({) satisfait
a I'inégalité
(7) 0sC " (P’m—-1 (C) ] < M- min } CP;II—-J (C3 I8

1

arc de la frontiére I',_,, du domaine A,_,, corres-

3° Soient X |
¢ la corde de I'arc ; alors on a

pondant a C,

longueur X
longueuro

(8) <I4 M-
Une telle subdivision est éyidemment possible. Nous avons obtenu
ainsi une subdivision de toute la circonférence |{| =1 en une infinité
dénombrable d’arcs C)_, avec les domaines correspondants K, .
Désignons par X, _, les arcs correspondants de la courbe I',,_,.
Soit uy,_, la valeur maximale de|9),_({)| dans le domaine K"

T m~ m—1"*

Remplacons I’arc C7_, de la circonférence |C}=1parunarcC;_, ., et

soit D, . le domaine limité par la partie restante de la circonférence
et par I'arc C,_, .. Désignons par :

0= Wil (£)
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la fonction qui réalise la représentation conforme du domaine D;,_, .
sur le cercle [w| <1,

hffz—|.~1(0) =0, ]’x:———l.*{(o) >0

et soit £, le milieu de I'arc C,_, .. Nous allons maintenant définir un
nombre ?,1 de la maniére suivante : s’il existe une valeur de y infé-

. I
rieure & - et telle que
» /'::'z/—-l.*((Cn) i = 1#5,_1«
Y. est égal & la plus petite valeur de y jouissant de cette propriété,
. - I
dans le cas contraire v, = .
Désignons par D, la somme de tous les domaines D;_, ., par

w=h,_,({) la fonction qui donne la représentation conforme de ce
domaine sur le cercle [»:| <1 et vérifie les conditions

/1/11—1(0):0w /l;,,_1(0)>0.

En utilisant le principe de M. Montel, on vérifie aussitot que sur
chaque arc C,,_ =, on a

(9) : g (5)12 2

D’autre part, la propriété 3° (§ 2) de la fonction Aj_, . entraine
I'inégalité

Uﬁl—l — Sj/,:——l ~ 7. 2
(x0) ——— > G — )%

n
Sm—1

n

en désignant par s;_, la longueur de l'arc C/_, o/_, la longueur
de C,_, =, C étant une constante absolue.

Par définition, le domaine A,, est le domaine correspondant & D,,,
d’apreés la représentation 5 = ¢,,, (). Le domaine A, est simplement
connexe, univalent et est contenu, ainsi que sa frontiére, dans
le cercle |5|<Cp, parce que le domaine D,, est & lintérieur du

domaine $,,,. La représentation conforme
‘V:fm(s) [_/",,L(o):o,f;,l(o)>0]
de A, sur le cercle || < 1 est donnée par la formule

(ll) “':fm(5) :hm——x[fm—l(z)]- -
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De cette relation, on déduit facilement qu’a l'intérieur de 4, on a
I'inégalité
(12) {fm(5)21-

En effet, soit I'? 'arc de la frontiére de A,,, correspondant a un arc

m

circulaire C,,z,. Sur C, 5, on a
i /l;ll-—l (C) Iz ‘L,‘;]Il"l,i ’ cP;u-—l(C) f gl‘l'l,lll-—la

done, sur I'arc I'% la fonction f,_ (5) satisfait & I'inégalité

| P 1 l
.‘f;n——l(”) | 2 (_—L';‘IL::’

et, par conséquent, sur cet arc I',, on a
[ ()Yl =1 frnaa(5) || e (2) ‘21:

Il en résulte que l'inégalité (12) est remplie sur la frontiere de A,.
Elle a'lieu & l'intérieur de A,,, a fortiori, parce que la fonction f,, ()
ne s’annule pas a I'intérieur de ce domaine.

La frontiére I',, de A, est la somme d’une infinité dénombrable
d’ares analytiques T, correspondant aux ares C,_, . Désignons
par I/ la longueur de l'arc X, _,, A/ la longueur de I',. Soit v), le

minimum de |9, _, ({)| dans le domaine K/, ,. En tenant compte de
I'inégalité (7), on obtient

n n o n n n
7\m Z Voin@m—i, lm § Vm ( L= Mp—y )Sm—-la

et, en vertu de (10), nous obtenons I'inégalité essentielle
o 7\;;1 s [;I’L n 3
(1:5) T "g([”'7)/11—1)C(I_I-J'm—l)'—‘nm——y
m
Les domaines A, étant construits, on définit le domaine A comme la
somme de tous les domaines A,,.

4. La démonstration du théoréme. — Démontrons que le
domaine A satisfait a toutes les conditions du théoréme énoncé. Il
est évident que le domaine A est simplement connexe univalent et
est contenu dans le cercle |z|<p, parce que chaque domaine A,
satisfait & ces conditions. Il résulte de la derniére propriété men-
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tionnée du domaine A, qu'il ne coincide pas avec le cercle |z| <1,
(g < 1). La frontiére I' du domaine A est une courbe simple. En effet,
un arc de I', dont les extrémités coincident avec les extrémités d'un
arc analytique de la courbe I',,, est situé entre cet arc de I',, et un
arc de la frontiére de Q, ayant les mémes extrémités. Il en résulte
que des arcs de I', dont les extrémités coincident avec les extrémités
de deux arcs de I',, n’ont pas de points communs.

Soit w = f(z)la fonction qui réalise la représentation conforme du
domaine A sur le cercle |w | <1,

[flo)=0, f'(0)>o0]
D’aprés un théoréme de M. Carathéodory, -
(t4) F(z)=1lim fuu(2).
Il en résulte qu’a I'intérieur de A, on a I'inégalité
(15) (k)21

Ceci démontre que la frontiére I' est une courbe rectifiable, et que

(16) longueurI'am.

Il ne reste qu'a démontrer que le domaine A satisfait 4 la condi-
tion (3) du théoréme énoncé. Pour voir que la condition (3) est
vérifiée, il suffit de démontrer ’égalité

(r7) longueurl’ = a7.

En effet, il résulte de cette égalité et de la relation (15), que presque
partout sur la courbe I', on a | f'(5) | =1.

D’aprés la construction de A, la courbe I" contient toutes les extré-
mités des arcs analytiques I',,. En vertu de I'inégalité (8), il résulte que

m*

(18) longueurT,,, << (1 + n,) < longueurT.

Supposons, par impossible, que la longueur de I' est inférieure
4 2%, longueur I'=2=(1—83). En vertu de (18) si le nombre m est

assez grand, on obtient
(=

(rg) longueurl‘m:f; (P.;"(W) [dw|<<ow (1 — ‘%).
¢ ) Y 9
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C étant la circonférence | w|=1, 9,,(w) la fonction inverse de f,.(5).
Soit E,, U'ensemble des points vérifiant I'inégalité
e

len(w) [ <r—7%-

D’aprés une évaluation bien connue, il résulte de (19)
mesE,, > nf3,

par suite, la somme des longueurs d’arcs C;,

mI

telles que
[J-;llz < (I —_ %) (1 +77m.)

est supérieure 4 =3. Il en résulte, qu'il existe une constante absolue «
telle que la somme des longueurs des arcs I, correspondants est

supérieure 3 « (). En tenant compte de I'inégalité (13) pour chacun
de ces arcs X/, nous avons

et — Ut B 2
n > (l - 77'") C (" - Tlm) = N
[m+| 4

pour tous les autres arcs X, par suite de I'inégalité (8), nous avons

Y n
Amr — [m-H .
——"""/,L > — M
m1

d’olt
longueurT,,., > (longueurl,,— &) (1 — 1)

- H
-+ o [I + C(1— Nm) (% - 7)m> - nm] .

C’est-a-dire si le nombre m est assez grand, on a

2

longueurI’,, ., > (x — n,) longueurl’,,+ Ca ?—%— .

L’inégalité obtenue est incompatible avec (19), par suite la longueur
de T est égale i 2.

5. Pour donner une réponse négative i la question posée dans
IIntroduction, démontrons la proposition suivante : '

(1) Cela résulte du théoréme I de la premiére Partie.
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Soit A un domaine satis faisant aux conditions du théoréme, 5 = @ (),
la fonction qui réalise la représentation conforme du cercle |w| <1
sur A, [p(0o)=0, 9'(0) > o]. La fonction log| ¢'(sw) | n’est pas repré-
sentable par U’intégrale de Porsson de ses valeurs limites sur la circon-
Sérence |w|=1.

En effet,

f log o' (w) divi=u1,
inl“"‘"l

tandis que d’aprés le lemme de Schwarz|o'(0)[<e <1, log|o'(0)| < o.

Indiquons quelques propriétés intéressantes des domaines A, qu’on
obtient en rapprochant les résultats de M. Smirnoff (') avec la propo-
sition précédente.

a. Pour le domaine A il n’existe aucun systéme complet de poly-
nomes orthogonaux sur le contour I'.

b. 11 existe une fonction F(z) représentable par l'intégrale de
Cauchy a 'intérieur de A et telle qu’a I'intérieur de A ona |F(z)|>1
et sur la frontiére de A on a presque partout |F(s)|=r.

On obtient ’exemple d’une telle fonction en posant

F(s)=f'(3),

f(z) étant la fonction réalisant la représentation conforme du
domaine A sur le cercle || <1.

c. Soit D, une suite de domaines convergeant vers A, de maniere
que chaque D, contient A=A +T. Désignons par s, la longueur de
la courbe correspondant & I' dans la représentation conforme du
domaine A, sur le cercle || <{1.

Ona

lim inf(s,) 2 27 + 2,

N> =

« étant une constante ne dépendant que du domaine A.
En effet, M. Smirnoff a démontré que s’il existe une suite de

domaines A,, tels que lims,= 2=, le systéme des polynomes ortho-
no>»

(1) Loc. cit., p. 2.
Ann. Ec. Norm., (3), LIV. — Fasa. 1. 4
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gonaux sur le contour I' est complet (). Par conséquent, la propriété
a. entraine la propriété c. Il est facile de démontrer la propriété c.
directement. En effet, en désignant par /,(s), [ f.(0) =0, f,(0) >0]
la fonction qui réalise la représentation conforme du domaine A, sur
le cercle || <1, on a, en vertu de I’égalité [o'(w)| =1, ayant lieu
presque partout,

OV de | = il .
s=[ 1 £ 1ds] = MIJ(!; flo )]

diz f.(0)am,

d’ou
lim infs, 2 11m ol fL(0)=2m| f'(0)]
ny =
et 'on achéve la démonstration en remarquant. que | /(o) | > 1.
Indiquons, encore, une propriété de la fonction f(5) qui réalise la
représentation conforme du domaine A sur le cercle.

d. Quels que soient deux nombres positifs K et g, il existe deux
nombres 7 <1 et ¢ > o0 et un systéme d’arcs 7,, dont la somme des
longueurs est égale & ¢, située sur la courbe | f(z)|=r, tel que dans
la représentation conforme de A sur le cercle [ |<Cr il correspond
aux arcs y, un systéme d’arcs de |w | = r dont l]asomme des longueurs
est plus grande que K(1+ |Ine [)~'+7,

Supposons par impossible que l'on peut trouver deux nombres K
et ¢ qui ne satisfont pas 4 I’énoncé du théoréme. Quel que soit I'en-
semble E, situé sur la courbe | f(5)|=r et de mesure inférieure a ¢,
on a 'inégalité

(20) L1771 ds <K(x+loge )2,
|

D’autre part, des raisonnements analogues a ceux du paragraphe 7 de
la premiére Partie conduisent a I'inégalité suivante

Kd
(21) f‘f( ) log= [ f'(2)]] d] f e(r-&—]locrsel)”"

H étant un ensemble quelconque situé sur I',, mesH = p.
Considérons maintenantla fonction log|o’(s)[. Les valeurs limites de
cette fonction surla circonférence | w| =1 sont égales presque partout

(1) Loc. cit., p. 354. -
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3 log|o/(¢™)|. En appliquant un théoreme de M. Egoroff on peut
trouver un ensemble & tel que mes&2a2n —r et
limfl loglo' (r'e)! —log of U'e"”g : l db = o.

ot
RECRE

D’autre part,

f Ilog | o' (retty —log| o' (r'ehy, } di< | log*| o' (re)|df

o6
¢S

f log*| o' (1 e'“)ldé-}—f log— 1o (;el")[d"j—;—f log—| o' (1" €M) | db.

¢S
La fonction o’(s) appartient a la classe H, et log* o' (s) | < |9 (v) |-
Il en résulte que les deux premiéres intégrales ne surpassent pas un
nombre A(7) infiniment petit avec 7. Evaluons les deux derniéres
intégrales. En vertu de (21), on a

/ log=| ¢'(re®) 9 = [ (=) [log™| f/(=)] ds|< [
ves JH

o

K de
e(1+4 | loge|)=?

Etcomme p ne surpasse pas un nombre A(v)infiniment petit avec 7,
il en est de méme avec les deux derniéres intégrales. On déduit de ces
évaluations que
+T

lim f lloglcp’(l"eio)i—Iogi(o’(re"(’){ld@:o.

AR AR o YV P
Il en résulte que la fonction log|o'(re™)| est représentable par I'inté-
grale de Poisson, ce qui contredit & la propriété fondamentale du
domaine A.

Il résulte de la propriété démontrée du domaine A que le théoréme I

n’est pas susceptible d’'une généralisation essentielle.

TROISIEME PARTIE.

1. Posons quelques définitions qui nous seront utiles dans la suite.
Soit D un domaine simplement connexe, contenant 'origine et limité
par une courbe rectifiable I'. Soit w = f(z) la fonction qui réalise la
représentation conforme du domaine D sur le cercle | & | < p et vérifie
les conditions f(0)=o, f’(0) =1, et soit o(w) la fonction inverse.
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Nous dirons qu’une fonction F(s)réguliére d U'intérieur du domaine D
appartient dans ce domaine 4 la classe E,, s’il existe une suite de
courbes rectifiables C,, situées & I'intérieur de D et convergeant vers
la frontiere T de D, telle que les intégrales

(1) | fﬁF(S)}"dS

@,
restent bornées.

Il est facile de démontrer que cette définition, qui n’exige pas la
connaissance de la représentation conforme du domaine D sur le
cercle, est équivalente a la définition de classe E, due & M. Smirnoff ().
D’aprés M. Smirnoff, la fonction F(z) appartient a la classe E, si les
intégrales

(2) IRLOIZE
I

»

restent bornées pour r— o, I, étant la courbe définie par I’équation
/() [ =r, (r<p).

Il est évident que si la condition (2) est vérifiée, la fonction F (=)
satisfait & la condition (1). Démontrons que la proposition inverse est
aussi exacte. Soit g,(w), [0.(0)=0, ©,(0) >o0], la fonction qui
réalise la représentation conforme du cercle |s|<C¢ sur le domaine
limité par la courbe C, et posons '

Q) =F[o(w)| Vo' (w),  @u(w)=F[o.(s¥)] Vo, ().

La fonction ®,(w) appartient a la classe H, de M. Riesz, parce que
F[o.()]est bornée et {/o'(w) appartient & la classe H,, donc, sir< ¢

I’/Id),l(r'eio)ll’d@gp/;fp,,(p(af“){l'(m:f]F(;)/’c/S<K.
. h C"

D’autre part, d’aprés un théoréme de M. Carathéodory, les fonctions
®,(sw) convergent uniformément vers la fonction ®(w) & I'intérieur
-du cercle |w| <. Il en résulte que

rl
/1: [F(s)jrdS= [ D () |7 dw! = lim | @, () |7 dw| < K.

|wl=nr nrad | yp=r

(1) SMIRNOFF, loc. cit., p. 1.
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En s’appuyant sur la proposition démontrée nous pouvons énoncer
quelques propriétés des fonctions F(s) appartenant & la classe E,. Il
est connu que la fonction F(s)a presque partout sur le contour I' des
valeurs limites F(s), suivant les chemins non tangents, que cette
fonction est sommable et que ’on a la relation

(3) lim fF(:)/%lS:f{F(:)E/'(IS.
ey -

2. Cela posé, nous pouvons énoncer un principe extrémal, qui
définit la fonetion f(s) réalisant la représentation conforme du
domaine D sur le cercle | w | <¢, principe du a M. Julia (').

Considérons la famille des fonctions, appartenant a la classe E,,
(p > o) dans le domaine D et satisfaisant a la condition F(o)=1.
La valeur minimale de U'intégrale

(6) , [1F@ as
Jr
1
est atteinte pour la _fonction unique F,(z) = [ f/(3)]".

En particulier, pour p =1 nous avons le principe suivant : Parmi
toutes les fonctions réguliéres a [l'tntérieur du domaine D, continues
dans le domaine fermé, absolument continues sur la _frontiére I' et satis-
Jaisant & la condition

F(o)=o, F'(o) =1,

la fonction f(5) donne la plus petite valeur a I intégrale

(5) f{F’(:)idS.
r

Les propriétés extrémales indiquées ont été démontrées par
M. Julia dans des conditions un peu plus restrictives, mais en s’ap-
puyant sur I’égalité (3), on peut appliquer sa démonstration dans le
cas considéré.

Il est bien connu qu’a chaque principe extrémal, caractérisant la
fonction qui réalise la représentation conforme d’un domaine sur le

(1) Juria, Bulletin des Sciences mathématiques, 1928.
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cercle, on peut attacher une suite de polynomes extrémaux. Soit p un
nombre positif fixé. Le polynome extrémal p,(z) est défini par la pro-
priété suivante :

Parmi tous les polynomes de degré n satisfaisant 2 la condition
g.(0) =1, le polynome p,(s) donne la plus petite valeur & I'intégrale

(6) ) =f‘; n(5) 17 dS.
A

Pour démontrer existence du polynome extrémal pa(3), il suffit de
remarquer que les polynomes ¢.(z) pour lesquels les intégrales (6)
sont uniformément bornées ont des coefficients uniformément bornés.
Remarquons ‘encore que le polynome extrémal p,(z) est unique
si p > 1. Cela résulte de I'inégalité de Minkowski. '

Dans ce qui suit nous allons étudier la convergence des poly-
nomes p,(z). Ensuite nous donnerons une application des résultats
obtenus au probléme de la meilleure approximation des fonctions en
moyenne d’ordre p > o sur le contour I' du domaine D (*).

3. Désignons par 5 = ¢(w)la fonction qui réalise la représentation
conforme du cercle [«w|< o sur le domaine D, vérifiant les condi-
tions p(0) =0, ¢'(0) =1.La fonction ¢’(«w) appartient a la classe H,,
donc la fonction log|o'(pe®)| est définie presque partout et est som-
mable (*). Posons :

% ool ;
= f ; — 108] /() 40
B

(7) D(w)=e

Il est connu que la fonction ® (') appartient a la classe H, et jouit de
la propriété suivante : quelle que soit une autre fonction @, (w)appar-
tenant 4 la classe H,, dont le module a presque partout les mémes

valeurs limites, on a
[ @ () [S]P(w) ],

si le signe d’égalité a lieu pour un point intérieur w,([w,|<e¢) la
fonction @, (w) ne differe de ®(sw) que par un facteur constant dont

(*) Les résultats oblenus généralisent quelques théorémes de M. Smirnoff sur les sys-
témes de polynomes orthogonaux.
(2) Riesz, Math. Zeit., Bd. 8, H. 1/2.
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le module est égal a I'unité ('). Il en résulte que ®(o)21, et si le
signe d’égalité a lieu, on a ®(w) = o'(w). Donc : pour que la fonction
harmonique log |9’ (w)| soit représentable par U'intégrale de Poisson de
ses valeurs limites sur la circonférence |w | = p tl est nécessaire et suffi-
sant qu’on ait I'égalité ®(0)=1.

4. Nous pouvons maintenant démontrer la propriété suivante de la
suite des polynomes extrémaux

TutoriMe I. — Quel que soit p > o, on a l'égalité
(8 limp, =1lim | pu(3)"7dS=2mp®(0)227p.
= n>=J I

Remarquons, tout d’abord, que /) 21/, donc la limite de y/; existe.
Désignons par =, ,(w) la transformée du polynome p, ,(»') dans le
plan de la variable w = f(3), et soit 3, ,(w) la fonction de Blaschke
qui a les mémes zéros dans le cercle | w| <<¢, que la fonction =, , ().

Posons
Tn,p (W) == Brp (W) Zn,p(9),
alors on a

[ Zap(0) 121, [xap(pe) =[mup(pe®), 19" (pe?) =@ (pe)|.

Il en résulte

i mds=s [ w0 15 oet) s
r -
=¢ [ lauslee) 7| ®(pe) [ a2 @ (0),

parce que la fonction @) (). ®(sv) est réguliére a l'intérieur du
cercle || < et appartient & la classe H,. Donc

(9) : lim pf; 2 27p @ (0).

Pour démontrer le théoréme il suffit de démontrer que I'on peut

(') Szeed, Beitrige sur Théorie der Toeplitzschen Formen ( Math. Zeit.,Bd. 6, H. 3/4,
Bd. 9, H. 3/4). — SmirNorF, Journ. Soc. Phys. Math. Leningrad, t. I, fase. II, 193o0.
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construire un polynome ¢(z), tel que

(1) glo)=m, £l9(5)i”d5<2ﬁpfb(o)+a.

En effet, si m est le degré du polynome ¢(z), on a
s [ 1a(s) i as,
w fP| 7(3)

et comme la suite 1/, est décroissante,

limpp Soamp @(0) + e
Donc p!, —2mp ®(0).

Passons maintenant & la construction du polynome ¢(z). Soit
&(0) =@ (pe?) [:®(0),

la fonction g () est sommable et

2T

f log g () db =o.

0

11 existe alors un ensemble P, tel que les fonctions g(0) et _(lT) sont
o
bornées sur P et

f log g(9) | db =log(1+ &), f 2(9) di < €.
cp " P

Désignons par j(0) la fonction qui est égale & ——&75 sur Peta 1 ailleurs.
o
La fonction bornée

L] (au”—u'

+T il
:—‘-—f ge logj(0) 0

satisfait aux conditions

27

f fz(pe) 7| D(pe) | di < (am—+¢') ®(o)p, fx(o) —1|<<é.

0

Par suite, il existe un polynome x,(w) satisfaisant aux mémes
inégalités. En désignant par ¢,(z) la fonction correspondante dans le
plan de la variable 5 = ¢ (%), nous avons

lg,(0) —1]<é, A|q1(s)]d5<(27r+a’)p®(o).
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La fonction ¢,(s») est continue dans le domaine fermé. D’aprés un
théoréeme de Walsch et parce que le nombre ¢’ est arbitrairement petit,
il existe un polynome ¢(z) satisfaisant aux conditions posées plus
haut (10).

5. Pourdéduireles conséquences duthéoréme démontré, nousavons
besoin d’un lemme sur les suites de fonctions.

Lemme. — Soit f,(z) une suite de fonctions définies dans le cercle
|| < ¢ et appartenant a la classe H,(p > o) telle que
(a) lim f,(0) =1,
. n>=
(b) lim f | fu(e®) P df =2,
' n>xJ__ -
alors on a
+x
lim [ fu(eY) —1j7df =0 (%)
nyed_ - A

Démontrons d’abord ce lemme dans le cas particulier p = 2. Dans
ce cas nous avons l’'identité

. | fu(5) —1P=[] fa(s) P—1] — 2(réel fo(5) —1),
d’ou :

-+
[ g = ass

T
[ | fule®) 2 df — 2| — G| véel fu(o) —1].

Ce qui démontre le lemme pour p = 2. En particulier, il résulte de la
proposition démontrée que si p = 2 la suite f,(¢®) converge en mesure
vers I'unité. Soit maintenant p un nombre positif arbitraire. Désignons
par b,(s) la fonction de M. Balschke dont lés zéros coincident avec

(1) Si p>1 on peut démontrer un lemme analogue pour les fonctions d’une variable
réelle. Soit fn(x) une suite de fonctions définies dans l’intervalle (o, 1) et appartenant a
la classe L,. Supposons que

1 1
lim Su(z)dz =1, limf | fu(z) P doe =1,
: nywndy

n>xd
on a alors

Iimfilfn(x)——x P do = o.
0

n >

Dans le cas p <1, la proposition n’est pas exacte.
Ann. Ec. Norm., (3), LIV. — Fasc. 1. 5
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ceux de la fonction f,(5), et soit
Jn(3) =0,(5) gn(5)-

La fonction g,(z) n’a pas de zéros dans le cercle. Nous pouvons sup-
poser que la décomposition est faite de telle maniére que b,(0) est réel
et positif. Dans le cas contraire il suffit de multiplier la fonction 4,(x)
par un facteur constant dont le module est égal a4 I'unité. Alors les
V4
fonctions [g.(z)J, b.(z) vérifient les conditions du lemme pour
p=n2. En effet, il est évident que ces fonctions appartiennent a la
classe H, et la condition (&) est satisfaite, parce que 'on a presque

partout

"autr [ba(e™) | =1, [ gule®) =1 fu(e) -

D’autre part,
érn(o)b,,_(o)—i>l’ [/)u(o)lgl.

+7 T
1 1 .
EACLE 577:\[_7: | gn(e® i di= 27 f_ﬁ | fule®) 1P df =1,

il en résulte que la condition a est aussi satisfaite. D’aprés la propo-
”

sition démontrée pour p =2, les fonctions 4,(e®), [ g.(e®)]* convergent
en mesure vers 'unité; par conséquent f,(e”) converge en mesure
vers l'unité. Soit E, I'ensemble des points définis par l'inégalité
[1— fu(e®)| < e et soit 2n(1~47,) — la valeur de D'intégrale 4. On a
alors
+7
| fule®) I d9=f PACS! l”—f | fue®) |1 df < 2m(1+4 ) — (1 —e)rml,
CE, -7 Ly

et comme mE, - 2%, 7, >0, la limite supérieure de cette intégrale
est inférieure & 2n[1 — (1 —¢)”]. D’autre part

+T o
S e v dss [ et s s [’”(GE@ + [ 1t f”’],
-7 E, . CEp,

donc la limite supérieure de la premiére partie est inférieure 2
214 ¢’ — (1 — )], et la proposition est complétement démontrée.

6. En s’appuyant sur les deux propositions démontrées précédem-
‘ment, nous allons démontrer quelques théorémes sur la convergence
de la suite des polynomes p, ,(3).
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Désignons par F,(z) la transformée de la fonction <$—((‘;l§>' Ona

alors le

Tatorime II. — Les polynomes p,, (=) convergent uniformément vers
la -fonction F,(z) a lintérieur du domatine D et sur le coniour I' du
domaine D on a

lim [ |Fp(5) — pap(3)|?PdS=0o.
n>=J 71

En effet, soit =, ,(w) la transformée du polynome p, ,(z). D’apresle

théoréme I et en vertu de I’égalité |9’ (ge?)| =]®(ce¥)|, qui a lieu
presque partout, nous obtenons

% ] [ ( eiﬂ)l
i |7 oy LZPE N gy — oz,
lim f__ [ Tnp (pe) | D (o) ! 2

ny>wd __ -
D’autre part
Tup(0)=1I.

1

/(D(W)y appartient 4 la classe H,. D’aprés le

\@(0)
lemme démontré tout a I’heure, on a

(g7

La fonction =, ,(w)

_ p
-+
lim dfj —=o.

nyrd

En revenant au plan de la variable =, nous obtenons I’égalité cherchée

lim f; Fp(3) — pup(s)rdS=o.
noy-x r
Il est connu que cette égalité entraine la convergence uniforme de la
suite p, ,(5) vers la fonction F,(z) a I'intérieur du domaine D.

Du théoréme démontré il résulte immédiatement le

Tutoreme III. — Pour que la suite des polynomes p, ,(z) converge

1
vers la fonction [ f'(5)) a l'intérieur du domaine D, il est nécessaire et
suffisant que la fonction log|¢'(w)| soit représentable par Uintégrale
de Poisson de ses valeurs limites sur la circonférence | w|=¢. St la con-
dition est satisfaite, la convergence est uniforme a Uintérieur de D et
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sur le contour I" on a I’égalité

! z
lim f‘ [f’(:)]f’—pn’,,(z)‘ dS =o.
nyoJq '
Faisons encore une application de ce théoréme pour le cas p=r1.
Soit
P"(‘S):f Pua(5) ds.
0

Le polynome P,(z) peut étre défini comme il suit : P,(z) est le poly-
nome qui réalise le minimum de I'intégrale

/ [Qn(z)]dS,
T

dans I’ensemble des polynomes du degré n, satisfaisant aux condi-
tions .
Qn(o)=o, Qh(0)=1.

Dans ce cas le théoréme précédant conduit a la proposition suivante :

Tutorime IV. — Pour que la suite des polynomes P, (z) converge vers
la fonction f(z) a lUintérieur du domaine D il faut et il suffit que la
Sonction log|¢'(w).| soit représentable par l'intégrale de Poisson. St la
condition est satisfaite, la convergence est uniforme dans le domaine

Jfermé D.

7. Soit F(z) une fonction appartenant a la classe E, dans le
domaine D. Désignons par P,(z) le polynome qui rend le minimum de
I'intégrale

(x1) W (F, Q)= fF |F(5) — Qu(s) | dS,

dans I’ensemble des polynomes de degré n, et soit p/,(F) = p(F, P,).
Nous dirons que la famille des polynomes est compléte dans le
domaine D par rapport a la fonctionnelle p(F, Q,) si quelle que soit
la fonction F(z) appartenant a la classe E, on a

lim p7 (F) =o.
> o
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Dans le cas p =2 cette propriété est équivalente a la fermeture du
systéme des polynomes orthogonaux. En s’appuyant sur les résultats
obtenus on démontre facilement le théoréme suivant :

TreorimMe V. — Soit p un nombre positif fixe. Pour que la famille de
tous les polynomes soit compléte dans le domaine D par rapport a la
fonctionnelle p?(F, Q) il faut et il suffit que la fonctionlog| o' (w)|sout
représentable par U'intégrale de Poisson de ses valeurs limites sur la cir-
conférence |w|=g¢.

La condition est nécessaire. Soit f(z), [f(o) =0, f'(0) =1], la
fonction qui réalise la représentation conforme de D sur le cercle

[sw| < p, et soit F,(s)=[f"(s))’. La fonction F () appartient évidem-

ment & la classe E,. Sila condition du théoréme n’est pas satisfaite,

on a
lim p2 (F,) > o.
n> >

En effet, dans le cas contraire on a lim y(F,, P,)=o0. En tenant

n
o0

compte de I'inégalité de Minkowski-pour p2> 1 et de I'inégalité

Jirrorass [ifras+ [igras

pour p < 1, on déduit aisément que

lim [ [ P,(z3)”dS =2mp.
n>=Jp

D’autre part, il est facile de voir que lim P,(0) =1. En effet, posons
ny>wx

Fo(s>—P,L(s)zb,,(:)g,,,(:,)», b,(s) étant la fonction de Blaschke
relative au domaine D. La fonction g7(z) est représentable parl'inté-
grale de Cauchy, et par conséquent [gfj(o)l<5—'l—')§ﬂa ¢ étant le
rayon d’un cercle ayant le centre i l'origine et contenu dans D. 1l en

résulte g,(0)b,(0) -~ oetlimP,(0)=F,(0)=1.Soit ¢,(z) = }I:HE:;;,
on a "

i [0 v
ny>w P "
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mais si la condition du théoréme n’est pas satisfaite, on a ®(o) >1 et

le résultat obtenu contredit au théoréme I.

La condition est suffisante. — En effet, si la condition du théoréme
est vérifiée, il résulte du théoréme II que 'on a

(12) limj
n>nJ

Soit F(=) une fonction appartenant & la classe E,. La fonction

Flo(w)] <’/<p’(w)

appartient & la classe H,, donc il existe un polynome z (), tel que

/)
dS = o.

S/ ()] = pup(s)

pf‘ﬁul Flo(w)| (o’ (w) — z(w) | db :frl F(s)— () x| f()] ] dS <e.

D’aprés (12) on peut trouver un polynome =(z), tel que la valeur de

I'intégrale
[lirep—s@l a

est aussi petite que I'on veut. D'autre part, d’aprés un théoréme bien
connu de Walsch, il existe un polynome z,(s) tel que la différence
x[ f(z)]— (=) ne surpasse pas un nombre positif arbitrement petit.
Soit P(z) = n(s)a,(z). En appliquant I'inégalité de Minkowski dans
le cas p2 1 et I'inégalité
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dans leac:asp <1, on démontre que I'on peut trouver les polynomes
n(3) et 2, (=) detelle maniére que I'on a
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ce que démontre le théoréme.



