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UNE I N T R O D U C T I O N SUR L'ALGÈBRE T O P O L O G I Q U E

PAR M. D. VAN DANTZIG
( Deift}.

Introduction ( '2) .

La présente Note montre un aspect spécial d 'une branche des
mathématiques assez nouvelle: l'algèbre topologiqùe. Le nom indique
déjà qu'elle est une des deux filles hybrides, nées du mariage de
l'algèbre avec la topologie. Tandis que sa sœur cadette, in t imement
liée avec elle, la topologie algébrique, ne se distingue que très faible-
ment de la topologie elle-même, et n'est que la topologie «combina-
toire » ou « mixte )), où l'on applique les méthodes et les résultats de
l'algèbre abstraite, dans \ algèbre topologique les traits de Valgèbre
prédominent, au moins partiellement, sur ceux de la topologie, et

0) Cette Note est à considérer comme une application d'un Mémoire dans les Mathenui-
tuc/ie Annalen :

D. VAN DANTZIG, Zur topologischen Al^ebru, I, KompletUerungstheone {Math. Ârm.,
107, 1982, p. 087-626, abrégé par T. A., 7).

(•2) Le lecteur verra que le point de vue pris dans cette Introduction clinerû un peu de
celui pris dans le reste de Parfcicle. QiPil m^en excuse, puisque je Pai écrite plus de deux
années après le reste, et bien en vertu de la prière de la rédaction « d'indiquer dans une
Introduction la place que la question que j'ai traitée tient dans une théorie plus générale ».

Quant à la bibliographie sur l'algèbre topologique, le lecteur trouvera une liste des plus
importantes publications jusqu'à Pannée 1932 dans mon article [4] (w/> la liste à la fin
de Particle); une partie de la bibliographie plus récente se trouve dans le rapport [ / J
que j'ai présenté à la conférence topologique de Moscou.

Ann. Éc. Norm., (3), LUI. - FASC. ^ 3b
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même ceux de ses aïeuls, l'analyse et l'arithmétique, y peuvent être
reconnus.

D'une manière générale on peut dire que le développement histo-
rique d'une partie au moins de l'analyse a abouti à une dissolution
toujours plus profonde en ses éléments purement algébriques et pure-
ment topologiques, et d'un traitement de ces éléments au moyen des
méthodes abstraites introduites pendant ce siècle dans la topologie ( ' )
par MM. M. Fréchet et F. Hausdorff, et dans l'algèbre par la regrettée
Emmy Nœther. Or, l'algèbre topologique est née du désir de recombi-
ner ces deux éléments en conservant les avantages que les méthodes
abstraites y ont apportés.

Qu'il me soit permis d'illustrer cela au moyen de quelques exemples,
qui d'ailleurs ne serontpas discutés en détail dans le présent Mémoire.
Considérons d^âbord l'ensemble de tous les nombres complexes. La
construction classique de ces nombres au moyen du principe de perma-
nence, en partant des nombres naturels, repose en une partie essen-
tielle {voir l 'introduction des nombres réels) sur la notion de grandeur^
donc sur une notion caractéristique de V analyse. Les deux propriétés
les plus importantes de cet ensemble sont : A. il constitue un corps
(ou domaine de rationalité) algébriquement clos, c'est-à-dire : on y peut
effectuer toujours les quatre règles de l'arithmétique, sauf la division
par zéro, et chaque équation algébrique d'un degré > o, à coefficients
contenus dans le corps, y admet au moins une solution ; B. il constitue
un espace topologique localement compact, c'est-à-dire: il y existe une
notion de continuité, par rapport à laquelle chaque suite infinie et
bornée de nombres complexes admet au moins un point d'accumu-
lation. Or, la propriété A, dont la partie principale est exprimée parle
théorème fondamental de d'Alembert-Gauss, est d'une nature pure-
ment algébrique, tandis que la propriété B, dont la partie essentielle est
exprimée par le théorème non moins fondamental de Bolzano-
Weierstrass, est purement topologique. Eh bien, on peut introduire et
étudier d'une manière axiomatique d'une part les ensembles ayant des
propriétés du type A (c'est ce que fait l'algèbre), d'autre part les
ensembles ayant des propriétés du type B (c'est ce que fait la topo-

Un point de vue un peu (Huèrent est pris par M. H. WEYL dans son discours [1].
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logie) et enfin les ensembles ayant simultanément des propriétés des
types A et B (c'est ce que fait l'algèbre topologique). On trouve alors
que l'ensemble des nombres complexes est uniquement caractérisé
par l'ensemble des deux propriétés A et B ( / ).

Un second exemple est fourni par la théorie des groupes de Lie. Il
est connu qu'ils fu ren t introduits par S. Lie d'une manière purement
analytique et que jusqu'à ce jour l'analyse est le moyen le plus
utilisé à leur étude. Or, il s'est manifesté que dans cette théorie un
rôle très essentiel est joué parles propriétés topologiques de la variété
de groupe, dont la plus simple réside dans la différence importante
entre les groupes clos et les groupes ouverts, et dont le lecteur trou-
vera une étude systématique dans le beau fascicule de M. E. Cartan
sur les groupes continus et VAnalysissitus, D'autre part, dès 1899,
i\Ï. D. Hilbert posa le problème d'édifier la théorie des groupes de Lie
sans avoir recours à la propriété des fonctions qui définissent les
transformations d'être dériwbles. Ceci revient à remarquer qu 'un
groupe de Lie peut être considéré d'une part comme un groupe
abstrait (notion algébrique) et d'autre part comme u n e variété parti-
culière à n dimensions (notion topologique), et qu'en recombinant
ces deux aspects on pourrait développer la théorie sans aucun recours à
l'analyseO). C'est pour cela que 0. Schreier en 1926 introduit la notion
de groupe topologique, ressortissant à l'algèbre topologique, et par là
devint l ' initiateur principal de .cette science. C'est grâce aux idées de
0. Schreier que M. A. Haar en 1933 parvint à démontrer un théorème
important sur les groupes topologiques compacts, ^lont M. J. von
Neu'mann put déduire la solution du problème de Hilbert, au moins en
tant qu'il s^agit des groupes de Lie clos. Quoique l'analyse n'ait pas
encore été éliminée entièrement de la théorie, puisqu'on ne peut pas
encore se passer des théorèmes de iMiM. F. Péter et H.Weyi sur la
représentation des groupes clos, on peut dire que les méthodes
abstraites de l'algèbre topologique ont conduit à la solution du pro-
blème très concret, posé par M. Hilbert.

( i ) I). VAN DANTZIG ['2'], Chap. IV.
2 Sans avoir recours aux méthodes abstraite?, M. L. E. J. BBOHWER m W-

aussi fl]) déjà ea 1909 parvint à résoudre le cinquième problème de M. Hilbert pour les
groupes de transformations de la droite et du plan.
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Une fois en possession de la notion générale de groupe topologique,
on peut en étudier des types autres que les groupes de Lie. Une pre-
mière espèce est fournie par les groupes cantoriens, découverts en
1910 par L. E. J. Brouwer, et qui portent leur nom puisqu'ils sont ou
bien finis, ou bien homéornorphes avec l'ensemble linéaire parfait et
nulle part dense de Cantor (^<w§3). Ces groupes, qui paraîtront plu-
sieurs fois dans le présent Mémoire, ont une grande ressemblance
avec les groupes discrets finis^ qu^ils généralisent. On connaît main-
tenant plusieurs propriétés de ces groupes et de leur généralisation, les
groupes bromveriens, qui sont aussi à dimension zéro ( ' ). Le « missing
link » entre les groupes de Lie clos et les groupes cantoriens, si diffé-
rents de ceux-ci, est formé par les groupes solénoïdaux qui furen t
découverts en 1930 par l'auteur de ce Mémoire (2). Ces groupes sont
typiques pour tous les groupes compacts, comme l'a démontré en 1934
M. L. Pontriagin. Ils sont un vrai carrefour des mathématiques,
puisqu'ils se rencontrent ici, outre l'algèbre et la topologie : l'analyse,
représentée par les fonctions presque périodiques, et l 'arithmétique,
représentée par les nombres j^-adiques.

Arrivons maintenant par ces nombres, découverts par K. Hensel,
au troisième exemple que je veux considérer : l'analogie entre la
théorie des fonctions et la théorie des nombres, et par lui au sujet
proprement dit de ce Mémoire.

Comme plusieurs autres sciences mathématiques, on peut considérer
la théorie des fonctions algébriques (ou aussi analytiques) du point
de vue ou bien local ou bien global. Une fonction (analytique) montre
son aspect local lorsqu'on considère Vêlement de fonction, représenté
par son développement en série d'après les puissances de z — a .
D'autre part le développement d'une fonction en un produit fini ou
infini de facteurs premiers, qui met en évidence les zéros et les pôles
de la fonction, montre l'aspect global.

Dans la théorie des nombres algébriques, l'aspect global a d^abord
prévalu. On connaît depuis KummeretDedekind les propriétés princi-

( 1 ) D. VAN DANTZIG, Zur topologischen Àlgebra, III, Brouwersche und Cantorsclie
Gruppen, Compositio Mathernatica, 3, 1936, p. ^08-^6, abrège par T. A.., III. Voir
aussi D. VAN DANTZIG [l], [3].

( 2 ) Cf. D. VAN DANTZIG [-1].
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pales de la décomposition d'un nombre algébrique en facteurs pre-
miers; la seule différence avec la théorie des fonctions consiste en ce
que ces facteurs ne sont pas des nombres ordinaires, mais des idéaux.
La théorie de Galois se rapporte aussi aux propriétés globales des
nombres algébriques et des corps de ces nombres. Or, guidé par cette
analogie, c'est Hensel qui, dans la théorie des nombres aussi, a intro-
duit le point de vue local. Il avait en effet remarqué qu'on peut déve-
lopper un nombre algébrique (^ou rationnel) suivant les puissances
d'un idéal (ou d'an nombre) premier , de même qu'on peut développer
une fonction algébrique (ou rationnelle) suivant les puissances d'un
facteur premier, comme (^ — ^y ( o u s — a " ) , et qu'on peut considérer
aussi, tout comme dans la théorie des fonctions, des développements
de ce genre en séries infinies, qui (à la différence de ce qui se passe
dans la théorie des fonctions) convergent toujours. Ces séries infinies
comme par exemple

2 ̂ v<

oùp est un nombre premier ^2, et a.,= Oy i, . . ., p — i, sont appelées
les nombres p-adiques ( f rac t ionnai res ou entiers selon que n<^o
ou n^o) de Hensel. L'ensemble de ces nombres pour un p donné est
un corps (on un anneau lorsqu'on se restreint aux entiers p'^di([\ies^
et possède des propriétés tout à fa i t analogues à celles de l'ensemble
de toutes les fonct ions d'une variable complexe, développables d'après
les puissances de s—a au voisinage d'un nombre donné a. On peut
donc comparer un corps de nombres p-adiques (ou aussi le nombre p
correspondant) à MU point du plan complexe. D'une manière analogue
un idéal p dans un corps de nombres algébriques ou aussi le corps
de nombres p-adiques correspondant, est à comparer à un point d'une
surface de B iemann .

Or, qu'est-ce qui correspond à la surface de liiemann elle-même?
D'abord le corps de nombres algébriques donné, correspondant à la
totalité des fonctions algébriques qui sont univoques sur la surface.
Mais on peut aussi étudier des fonctions transcendantes définies sur
la surface de Riemann, qui admettent un développement par rapport
à chaque point (d'un certain domaine) de la surface. Ce qui correspond
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à ces fonctions ce sont les nombres universels^ introduits par H. Prùfer
en 1925 sous le nom de nombres idéaux, et étudiés mais non épuisés
par J. von Neumann. C'est à ces nombres ou plutôt au cas non trop
particulier où le corps donné est le corps des nombres rationnels
(donc à comparer au cas où la surface de Biemann est la sphère com-
plexe) que le présent Mémoire sera dédié. On trouve que la «surface»
consiste en âne inf in i té dénombrable de points, qui peuvent être repré-
sentés par les « u n i t é s » e ou par les idéaux qu'ils engendrent (les/•
ensembles cl' «éléments de fonction))) , ou enfin par les idéaux pre-
miers auxquels ils correspondent (les ensembles de « fonctions » qui
«s 'annulent» en un «poin t» donné). Un nombre universel quelconque
peut être représenté comme une somme (infinie) de tous ses «élé-
ments» (décomposition additive) et aussi par un produit ( infini) de
ses facteurs premiers (décomposition multiplicative). La première
décomposition n'a pas d'équivalent dans la théorie des fonctions ana-
lytiques ( ').

Malgré ces analogies étroites, il y a d'importantes différences entre
la théorie des nombres universels et celle des fonctions analytiques,
des différences qui ont toutes la même cause :

i° Tandis que les surfaces de Riemann sont très intéressantes du
point de vue topologique (et même ont mené à la création de la topo-
logie), il n'en est pas de même dans la théorie des nombres, puisqu'ici
les «surfaces» analogues sont toujours des ensembles dénombrables
discrets. Même les anneaux de nombres universels eux-mêmes n'ont
rien d'intéressant du poin t de vue topologique, puisqu'ils sont tous
homéomorphes à l'ensemble de Cantor;

^° II n'y a rien qui corresponde au « point à l 'infini » du plan com-
plexe;

3° II n'existe pas de «prolongement ana ly t ique»; un nombre uni-
versel n'est pas déterminé par un de ses «é léments» , au moins
lorsqu'on considère les composants additifs d'un nombre comme ses
« éléments » ;

(1) Néanmoins il y a une certaine analogie, lorsqu'on compare les nombres universels
aux intégrales sur une surface de Riemann, et les termes de la décomposition additive
aux différentielles (locales) correspondantes,
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4° Un produit peut être nul sans qu'aucun de ses facteurs le soit.

La cause commune de ces différences avec la.théorie des fonctions
réside en ce qu'il n'y a aucune continuité entre les différents éléments
d'une fonction, l 'ensemble des « l i e u x » étant discret. Cela entraîïie
que la notion de nombre universel est beaucoup plus générale que
celle de fonction analytique : un nombre universel correspond plu tô t
à un ensemble d'éléments de fonct ions indépendants^ où un élément
correspond à chaque point de la surface. Cela entraine aussi que Pétude
de cette partie de l'algèbre topologique a un caractère plutôt algébrique
que topologique.

Remarquons enfin que la théorie des nombres universels (par
rapport à un anneau de nombres algébriques, non nécessairement
rationnels) permet des applications dans la théorie des corps de
classes. En effet, cette dernière théorie présente aussi un aspect global
et un aspect local ( théorie des corps de classes « im Grossen » et « im
Kleinen »), et c'est b ien la théorie des nombres universels qui permet
d'unifier ces deux aspects.

Aperçu historique et abrégé.

Comme introduction à la théorie générale des anneaux b^-adiques
abstraits, que je traiterai dans un autre Mémoire ( '), je démontrerai
ici quelques propriétés des nombres universels ou vl-adiques.

Les nombres universels (ou plutôt des nombres plus géné-
raux se rapportant à un anneau algébrique) ont été introduits par
H. Prùfer [l], [ï] ( 2 ) sous le nom de (( nombres idéaux » que je
préfère remplacer par « nombres universels », le mot « idéal » ayant
déjà tant de significations. Le nom <( universel ^ a été choisi puisque
l'ensemble des nombres universels, l 'anneau universel (par rapport à
l'anneau des nombres entiers et rationnels) joue un rôle analogue à la
surface de recouvrement universelle d'une surface de Riemann et au

(1) D. VAN DANTZIG, Zur topologischen Âlgebra^ 11. ^bstmkte b.rCidische Ringe^
Compositio Mathematica, ^, 1930, p. âoi-223, abrégé par T. A^ II.

( î ) Les numéros entre [ '] se rapportent à la liste de publications qui se trouve à la
fin (le P article.
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groupe de recouvrement universel d'un groupe de Lie ( ') . Ensuite
J. von Neumann [1] (2) a repris leur étude; en particulier il a beau-
coup éclairci le rapport entre les nombres idéaux de Prûfer et les
nombres p-adiques etp-adiques de K. Hensel [2], [1].

Néanmoins, il me semble que ces nombres n'ont pas suscité le
grand intérêt qu^i ls méritent. En effet, ils ont une très grande ressem-
blance avec les nombres naturels (resp. algébriques entiers). Par
exemple on peut élever les nombres d\me grande classe de nombres
v !-adiques (ou plus généralement b,,"adiques, aussi par rapport aux
anneaux de nombres algébriques), les nombres dits « subsistants », à
une puissance v !"adique arbitraire. En particulier, pour un tel
nombre a, on peut définir a°, a~\ etc., qui sont tous des entiers
v !-adiques (ou b^-adiques dans le cas plus général). On pourrait aussi,
d'après Prûfer et von Neumann, introduire les fractions v !-adiques;
je préfère ne pas faire cela, puisque toutes les propriétés importantes
expriment des relations entre des entiers. D^ai l leurs l'équation ax= b
n'est pas toujours soluble, ni chez Prûfer et von Neumann;, où elle
n'est soluble que si a n'est pas un diviseur de zéro, ni chez moi, où
elle n'est soluble que si b est un multiple du « fondement » de a.
Enfin, en introduisant les fractions - où a n^st pas subsistant, on
obtient des puissances non continues. En effet, par exemple en défi-
nissant TC° (3) (à cause de lim v ! = o) comme Ti° = lim^1 = o, tandis
que la suite ri"" doit être divergente (puisque autrement on aurait
lim i == lim ̂ '.71:"^'= o) on trouverait Tr"0 = lim'Tf^^ rc0^ ce qui
n'est pas désirable.

Or, la continuité de l'exponentielle est d'un très gra'nd intérêt pour
la théorie. En effet, c'est elle qui permet de lier la théorie des groupes
cantoriens [à laquelle j'espère revenir dans une publication future (4)]
à la théorie des anneaux cantoriens. Par exemple, l'ordre d'un groupe
cantorien quelconque est toujours un idéal dans l'anneau des nombres
universels. D'ailleurs c'est elle qui permet d'introduire la théorie

( 1 ) Cf. par exemple E. CA.RTAN [1].
( î) Une suite à cet article, annoncée par Fauteur, n^a pas encore paru.
(3) T. est un nombre universel qui est divisible par chaque nombre premier ordinaire.
(4) Ci'. T. A., III, p. 420 seq.
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multiplicative des idéaux, comme je l'indiquerai dans les paragraphes 4
et 5. A présent je me bornerai à introduire l'indicatrice d'Euler d'un
idéal dont je démontrerai les propriétés principales, et les équations
binômes. L'indicatrice ç(b) est détinie comme l'ordre du groupe, de
tous les diviseurs d'Un dans l 'anneau factoriel 5t/b et a des propriétés
tout à fait analogues à celles de l ' indicatrice ordinaire ç(^).

Dans le paragraphe 5 je prouve que l'équation a?11—1=0 est tou-
jours soluble et qu'elle admet toujours des racines primitives. Tandis
que dans un anneau de nombres algébriques ordinaires (assez
extensif) le nombre de solutions de l'équation x"-—i = o est égal à
son degré a == Çn\ ceci n'est ici le cas que lorsque a est idempotent, le
« nombre de solut ions » étant interprété comme l'ordre du groupe de
toutes les solutions. D'ailleurs, cette interprétation offre aussi des
avantages dans la théorie ordinaire. En effet, là aussi le nombre de
solutions de l 'équation x""— i = o (n == nombre naturel) n'est pas
égal au ^ degré » — n. De même le nombre de solutions de l 'équation
o?°—i=o, qui est infini, n'est pas égal au degré, qui est zéro.
Néanmoins Vidéal qui est l'ordre du groupe est égal à Vidéal
(—n)=(n), resp. (o).

Il est curieux que le cas où l'ordre du groupe des solutions vî-adiques
de l'équation x^—î = o est égal à a exclut le cas où iî est un idéal,
engendré par un nombre fini. En effet, l 'équation x ' 1 — i =o a tou-
jours une infinité de solutions v !-adiques, voire n dans chaque
anneau p-adique, où p==î (n).

J'ai choisi ici une méthode assez élémentaire pour introduire les
nombres v !~adiques (c'est même la raison pour laquelle je n'ai pas
commencé immédiatement par les nombres 6,,-adiques algébriques
généraux) et j'ai lardé le texte de quelques exemples numé-
riques. Dans Ï\A., Il, je traiterai de ces questions d'un point de
vue plus général et plus abstrait. D'ailleurs j'ai omis ici les démons-
trations de quelques théorèmes, qui résultent immédiatement des
théorèmes correspondants généraux, qui seront démontrés dans
r.A.,m.

L'essentiel du contenu des paragraphes 1, 2 se trouve déjà chez
Prùfer ou von Neumann (à l'exception des derniers théorèmes du
paragraphe 2). Le reste est en majeure partie nouveau, quoique

Ann. Éc. Norm., (3;, LUI. — FASG. 4. ^7
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quelques-uns des théorèmes soient analogues à des théorèmes de
Hensel, se rapportant aux nombres jo-adiques etp-adiques.

ï. — Définition des nombres universels.

1. Un nombre v !-adique ou nombre universel peut être défini par
exemple comme une série formelle
(î) tt ^=:^^'+S2.2!+S:,.3!-4-.. . ,

où les $„ parcourent indépendamment les nombres o, î , . . ., n. Ils
peuvent être considérés comme limites de nombres naturels :

^==lim^v (1), Xn='^.\ î -+-.. .-i-^./î!

Les nombres naturels sont des nombres universels spéciaux, à
savoir des nombres dont seulement un nombre fini de coefficients^
sont différents de zéro. On appelle /i'01"" voisinage VnÇx) d'un nombre x
l'ensemble de tous les nombres y dont les n— î premiers coefficients
^ i ? • . • ? ^/<-i sont identiques avec ceux de x : ̂ -=== Y]/-(?= ï , . . . , n— î),
ce que nous exprimons aussi par x^==y{n\).

En particulier IL(o) contient tous les nombres universels qui sont
divisibles par n \ (2). Une suite x^^ x^^ . . . de nombres v î-adiques
convergera vers x lorsque x^ etx ont les premiers ̂  termes communs,
où [̂  tend vers oo avec v. Cette définition est équivalente à la suivante :
on a \\mx^ =x lorsque pour chaque nombre naturel n il existe unv,,,
tel que*r—^( , / ) est divisible par npour chaque v^v^. D'une telle suite
on peut toujours extraire une suite réduite^ c'est-à-dire une suite par-
tielle x^, telle que x^,^==x^==x (v!).

La propriété topologique principale de l'ensemble des nombres
universels est qu'il est un ensemble topologique (3) homéomorphe à

(1) Lorsque je veux exprimer explicitement qu^un indice est variable et qu'il
parcourt tous ou presque tous (c^est-à-dire tous à Pexception d'un nombre fini) les
nombres naturels, je le désignerai par une lettre grecque (par exemple p., v, p); des
indices constants seront désignés toujours par des lettres latines (par exemple/c, m, n, r).

( â ) Un nombre universel y == limj\ est divisible par m, lorsque presque tous les j'y
sont divisibles par m,

( 3 ) Je préfère cette expression à Pexpression usuelle « espace fcopologique ».
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l'ensemble cantorien bien connu, qu^on peut obtenir par exemple
comme suit : on considère l 'intervalle <^o, i ^>, et on le considère
comme intervalle de première marche; on divise chaque intervalle
de n1^ marche en 271-4-1 intervalles égaux; ceux de ces intervalles
égaux dont le numéro d'ordre (à partir du commencement de l'inter-
valle de n1^ marche) est impair seront des intervalles de (n -+-ï)1"""0

marche. L'ensemble cantorien est alors l'ensemble des points qui
appartiennent à l 'ensemble des intervalles de n1^ marche pour
chaque n. On obtient donc l'ensemble de tous les nombres d'abscisses

se

•3?. 2^ 2?.. ^ 2"~ l/^! „ , / ... ,. -,
s=T-+3:25+3-1^7"-•••=i^^-^" (osl"=/^)•

n = ï.

Un nombre universel x pourra être représenté par le nombre réel Ï
qui a les mêmes coefficients ^,, la relation entre les x et les E étant
biunivoque et bicontinue (mais non isomorphe) ('). On peut aussi
bien, en construisant l'ensemble cantorien, diviser chaque intervalle
de n^6 marche en 2û, ,—ï parties égales, où les ^ sont des
nombres naturels ^i quelconques. On obtient ainsi l 'ensemble des
nombres réels

/^ ^ ^ , 2L1 ' ï______^______+...,
v / ' 20.1 — 1 (2^ — ï) (202— l) (3^1 — ï ) (20^— ï) (20,,— I )

où o^^a^—i ( 2 ) . En posant b,,==.a, a^. . . a^ b^= ï , on peut
faire correspondre ces nombres réels avec les « nombres ^
(3) x=^b^'^b.,-^-'^b.,-^...,

que nous appellerons des nombres b.rQ'diques généraux. Ici les 6,,
forment une suite de nombres naturels, tels que
(4) /^-.iEEE 0(^v) .

Évidemment les nombres vî-adiques en forment un cas spécial :
bn=--n\.

D'autre part, pour 6«==p" on obtient les nombres p-adiques (entiers)

( 1 ) Cf. D. VAN DÀNTZIG [1].
( 2 ) La construction classique de Canfcor lui-même s'obtient pour ai ==; a..== 0:,=.. .= a

et correspond avec l'anneau des nombres dyadiques.
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de Hensel, que nous appellerons, par raison (Tanalogie, plutôt des
nombres ̂ -adiques.

Considérons enfin le cas spécial, où, dès un certain 71, tous les b^
sont égaux. Donc é^=6,,(v^n), ou bien a^== i (v^n+i) . Alors
dans la série (2) tous les Çv(v^n-+- r doivent être nuls, c^est-à-dire
l'ensemble qui prend la place de l'ensemble cantorien est fini; il ne
contient que &„ points. Dans ce cas nous conviendrons que b,, sera
considéré comme égal à zéro, c'est-à-dire dans la série (3) x peut par-
courir seulement les nombres différents mod. b,^

Tous les ensembles qu'on obtient dans le cas général sont homéo-
morphes. Leurs propriétés topologiques principales sont les sui-
vantes : i° l'ensemble ^{compact (c'est-à-dire que chaque suite inf inie
contient au moins une suite partielle qui est convergente) ; 2° le nombre
de dimensions de l'ensemble est zéro^ les U,,(^) sont à la fois ouverts
et fermés; 3° l'ensemble est dense en soi. Bans le cas où b^= b,^ les
ensembles ne sont pas homéomorphes; ils possèdent les deux pre-
mières propriétés, mais non la troisième.

2. Par la somme, la différence et le produit de deux nombres
éy-adiques nous entendrons :

x ±: y -=- \ i m ( x.) ± y>^ ) ; xy -==. 1 i m ̂ vj'v,

où x=\\mx^y = limy,,. Par rapport à cette définition les nombres
é,/"adîques constituent un anneau topologique ;3t(&^)(cf. 7.4., I, p.6i7).
Dans le cas spécial 6,,=v! nous l'appellerons l 'anneau universel et
nous le désignons par 3. Dans le cas è,, === b^ les définitions coïncident
avec les définitions ordinaires pour les classes mod.é,/. En général
l'ensemble U^(o) sera pour chaque n u n i d é a l doins X(^); et bien un
idéal principal, engendré par &„ :

U^(o) == (6,,); les LL(^) sont des classes mod. è,, : U,,(^)==.r+ (b,,) ( ' ).

(1) M et N étant des ensembles, nous désignons par M-r-N resp. MN l'ensemble de
Loutes les sommes resp. tous les produits d'un élément de M et d'un élément de N :

M-+-N== { ^4-y}.rSM,yeN,

M N = { ^j}.y£M,^£N.

D'une manière analogue nous définissons a -+- M, aM, SMy, IIM^ etc. Lorsque M = a
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• 3. En remplaçant les 6,/ par d'autres nombres b'^ on obtient le
même anneau &v"^dique, à une transformation isomorphique près (''),
lorsque pour chaque n il existe un ;ĵ  tel que
(^) ^==o(^), ^=EEO(^,).

Donc on peut caractériser la suite des b., par un produit infini formel
(6) PÏ-PW-^

oùpQ,p^ .. . sont tous les nombres premiers, rangés par exemple
par ordre de grandeur naturelle (po = 2? P-i = 3, pa == 5, pg = 7,. . . ),
tandis que a/ .==À'^o lorsque presque tous les ^(c'est-à-dire tous les &./
à l'exception d 'un nombre fini) sont ==o(j?^), mais ^o(j9^1), tandis
que a/.== oo lorsque les ̂  sont asymptotiquement divisibles par chaque
puissance de^/ . ( 2)-

Le produit (6) sera appelé V ordre formel de 51 (&,/). En particulier
l'anneau universel a l'ordre formel p^p^p^- - • et peut être obtenu en
vertu du théorème d'isomorphie [cf. (5)] non seulement en prenant
6,,=== zi!, mais aussi en prenant par exemple

bn= (p,p, . . .pnY OU b^p^p^p^. . ,p^pn-^

ou enfin
bn=P^' p^ . .P'i^-'p'r1. . .P?-2P^

lorsque
n=}- k ( k + i) + /, o ̂  i^ k, etc.

Le choix d'une suite particulière de b., comme « base de développe-
ment » n'est pas essentiel et n'est, pour ainsi dire, que le choix d'un
« système de coordonnées » (3). Dans le cas où &,,=&„ pour V^TÎ,

et N = li sont des idéaux, a -r- b = (a, b) est le p. g. c. d.; ab n'est pas un idéal lui-
même, mais il engendre l'idéal produit que nous désignerons par conséquent par (ab ).

(1) Nous employons le mot isomorp lue pour désigner la relation ^'-univoque, le mot.
hornomorphie pour désigner la relation univoque ( « isomorphie mériédrique»), en concor-
dance avec par exemple B. L. VAN DER WAEBDEN, Moderne Àlgebra, et contrairement
à par exemple Speiser et Cartan.

C2) C'est-à-dire pour chaque n il existe un on, tel cjue ^v^o(p") pour v ïpn.
(''î)Nous avons choisi (arbitrairement) la suite ^==v! puisqu'elle permet d'exprimer

les propriétés générales des nombres universels d'une manière très courte. Néanmoins,
pour beaucoup de calculs numériques, elle n'est pas très convenable, puisque la décom-
position en facteurs indivisibles de n\ est très compliquée.
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presque tous les a/, sont nuls, tandis que les autres sont tous finis. La
valeur du produit (6) est alors b,^ c'est-à-dire l'ordre du groupe additif
formé par les classes mod. é,,. Dans le cas b^ = n^ le théorème d'iso-
morphie se réduit au théorème de Hensel d'après lequel les anneaux
des nombres m-adiques et n-adiques sont isomorphes, lorsque m et n
ont les mêmes facteurs premiers. En effet soit

m = p^. .. pt\ n == p^. . .p^1 (o < /c,, l, < oo),

et soit M le maximum des ki et des ^-, alors
/7^,M'/ E^ o ( n^ ) et n^ == o ( m^ ).

4. Pour chaque r il existe un nombre ^-adique e, déterminé sans
ambiguïté, tel que
(7) e^l(pa.'•), ^=o(^) ( 1 )

r r

pour chaque , ?=^r ( 2 ) .
On aura

(8 ) i== e + e 4- e -r-. . .,
0 1 2

où la somme à droite est convergente (comme toutes les sommes et les
produits infinis que nous rencontrerons). Les e seront appelés les

/•
unités (3) de 3iÇb^). x étant un nombre 6,,-adique quelconque, on aura
( 9 ) x ~=- x -\- x + x -i- . . ., x -==. xe.

(1) Lorsqu'un nombre /^-adique x est divisible par chaque puissance (Tun nombre p ,
nous dirons pour abréger que x est divisible par p"3.

(2) Voir T. A., Il (TR. 39). 'La démonstration est d'ailleurs facile : soit bn == p ^ g r ,
où q^ o(pr) et k = k^ ,.; alors les congruences en^ i(p^), en== o(<7r) ont une solution

' r r
commune; e est simplement la limite des <?v.

r r
(3) Puisque le mot « unité » a plusieurs significations, nous conviendrons que :
i° V « élément unité » d^un groupe et aussi de l'anneau le plus étendu qui sera consi-

déré, sera appelé « PUn »;
2° les composants (additifs) directs de PUn d''un anneau seront appelés les « unités )> ;
3° les éléments d'un anneau qui possèdent un élément réciproque seront appelés les

« diviseurs d^Un ».
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r

Aussi il existe des nombres j, tels que

(10) ^o(p^), s==ï (p^) ,

pour ^ 7^r.
On aura

0 1 -2
(n) o=,^...,

où le produit à droite aussi est convergent. En général, on aura
0 1 2 /' /•

(i3) x-==.xxx,. ., .z-==^'4-^.

Entre les e et les ^ plusieurs relations existent, par exemple :

e2 == ^ e^==:o, .s2 :=:.;;, e -r ^ — i ^

(i3)
^^ == 0, (5 ,3 == ^, -3.3 ==,5+,3 — I==I — ê é?,

pour chaque .y 7^ r. Pour un r avec a/.==o on aura e==o, z = ï . x, y
et ^ étant des nombres è^-adiques quelconques, on aura

/• r r /•
x 4- y = u, x + J^ == /./- -4- ^ pour a1' -4- j == ^^
r /• /•

xy=u, 'xy-^-'u pour xy = u,
r /' /'

Lorsque a,== oo l'ensemble de tous les x (r fixe) est isomorphe à l'en-
semble de tous les nombres ̂ .-adiques entiers de Hensel. En eiïet,

x == liœ X., = ï'î,-, b.i

étant un nombre ̂ -adique, on peut le développer d'après les puissances
efr ' 2^=27).̂ ;'..

La somme à droite est convergente en vertu de
a-,,^-^,=o(^)=o(p^) (^->-°o).

Donc on a
x == sce == e 2 rirpr-

/" /'
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Dans le cas des nombres universels nous considérons quelques
exemples numériques, en choisissant la suite 6^== v! comme base de
développement. On aura par exemple

é?=i . i ! -+- 1 .2! -h ï . 3 ! -1-4.4! + i . 5 ! - h - i . 6 ! 4 - 7 . 7 ! + i . 8 ! 4-6.9!-•+•'.. J'.-.'"

En supprimant les facteurs v! et les + on peut écrire d'une façon
abrégée :

e=. 111411716.
'0 ' ! ' . • • • ' " . ' • ' •

On obtient ainsi par exemple
l î 2 î 3! 4! 5! 6! 7Î 8! 9Î . . . .

' ^= 1 I 1 4 'I ' 'ï'"^ 1 Q -. ' - . (Po= 2 ) ' • f 1 : "

•^== o 2 2 ï 5 3 3 i 7 • * • (' p\ = 3 )

Ê? == o o o 4 4 2 6 I 5 . . . (p^= 5)

^ = o o o o o 6 6 3 ï . . . (p^== 7)

6^ == 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . ( p^ = 1 , 1 )

0 : ,

s^o^s r •i •o. •4' 5 ' " o \ 7 1 ^ • • - ' '; ' ' • :: ' "

z=:: ï ï ï 3 o 3 4 7 a ...

^ = = : i o o i ï 4 ï 7 ^
:î
^ = : i o o o o i i 5 8 . . .

2 = 0 0 3 3 3 2 6 3 2 . . =2 €
0 , - , • ' - , 0 , , . ,

2 == 0 I I 3 4 0 7 a 4 . . . ==2,ç

9 = o o o 3 3 5 4 3 o .. . ==2,e

2 == o o o o ! o ' : 5 3 • ' 7 ..: a ...'==: à .e '" •
:! ^ ;

Remarquons enfin qu'on a

1234567. . . . = = — I . , , . , ' ; !. • • . • ' • . .•,; , , . .• /

donc
2234567... == o334567... = 0044567... = ; . . = o.
4i34567.. .== 0634567.. .== 0083567.. . = = . . .==o,
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Aussi on a par exemple :

— é?== II2045073. . .== 1 -h -2 -h 4-r- S — • • • * = ê(.,I-r- 2 -4- •22-4-. . .)=Ç(?,
0 0 0 0 (» 0 0

où ? est le- nombre Sadique ï ï 11. . ., c'est-à-dire — i. De même on a

— e== 2 '28014 ̂ 4 • ..==<? (4-+-4•5•+4•5' : î-^-••*) : : : : : : : '^î

où Y] est le nombre 5''-adique 4444. • • •> c'est-à-dire — i .

II. — Hombres premiers et idéaux 6^-adiques.

5. Deux nombres 6,/-adiques;r,ysont associés lorsque chacun d'eux
est un multiple de l'autre : cc=uy, y == vx^ ouy autrement dit, lors-
qu'ils ne se distinguent que par un facteur qui est un dùiseur d'Un :

^== uy, i==o(u).

Introduisons le nombre universel
(14) 7T==.2jE?/.Ê?.

/'

On aura donc
/ • /• r

(15 ) r^==pr, 7:=:pr==pre +.5.
/• /• r

Chaque nombre x est associé avec une puissance Çdont F exposant peut
être zéro ou infini) de ^. Cela équivaut à dire qu'il existe un diviseur u
de e^ tel que

^'== «,7 ,̂ e == o (uY
r r r r \ r f

car de ces relations il s'ensuit
/• /• r / /' \
X^-lL^y l^==0\l/).

Mais on a
a'=(l^p^)e.

. . .. r r

Supposons d'abord que tous les ï]v soient nuls. Alors œ = o est associé

Ann. Éc. Norrn., (3), LUI. — FASO 4. ^
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7' r r , , .avec Ti03 == o, et x avec ̂  = ̂ . Supposons alors qu on ait
r

y^==. * .==:YÎ^^==O, YÎA^ o,

alors scp^ est ^o(p^), donc un diviseur de ^. [Car de u^oÇp,) il/' /'
s'ensuit qu^il existe des ( y avec u^==ï(p^\ donc w==^, où

A . / y. y.

^= lim^<?.TDonc .r est associé avecp^<?== r^'. Nous appellerons oo
r r r r r
ou k la hauteur^ oc (1).

Il s^ensuit immédiatement que chaque nombre universel est associé
r'

açec un produit fini ou infini de puissances des TC. Car soit
r r r r / r\

a;==II^ se == u Tr^'r, i^o\^^,
alors

r r
^•=== ^Il'îT^r, ?/==Il£z, donc i=o(ï / . ) .

En particulier chaque nombre naturel est associé avec un produit fini
r r

de puissances finies des ri. Les associés desp,. sont les n eux-mêmes.
77l . ni i

Donc soit n==îlp^ alors n=uîlr^., ï==o(uY II est remarquable-i -i
que les nombres premiers universels ^ ont dans un certain sens des
propriétés plus simples que les nombres premiers ordinaires pr, qu'ils

r r
remplacent. Car outre r^ = pr on a r\. = eÇs^r), tandis que lespr ne

/• y. - j. _y j.

sont que des nombres associés a e sans aucune particularité.
•y

Prenons comme exemples quelques-uns des nombres premiers uni-
versels :

0 0

7T ==26
o

7 T = = 2 6 - l - ^ = = 0 2 I 4 ^ X 7 I ^ • • • î ^o==2==: 01000. . . ,

TT== 3e + z = 111340724..., Pi^ ^ =: t looo. . .,
„ i

2 2

TT ==: 5 e 4- ^ == ioon4ï7°- " - ^ p^^^ ^ ::==: 12000.. . ,

7T == 7 ̂  -h Z == 100001058. . ., p:i== 7 == Ï O I O O . . . .

(1) Afm d^éviter le mot « ordre » dont fait usage Hensel et que nous employons dans
un autre sens.
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En effet, on a :
0 ^ (> 0 0

2/7T == ê -+- 2 ,S == 122o45o62 ... ;7T/2 == e -4- - ,s == 122404708.. .,
0 2

TC/3 == ^ -î- ̂  = io32547S.... , 3/7: = e -{- 3..- = io311606. . . . ;
i o i

7r/5 == e + - z == 1 2 o 4 3 3 3 1 . . . . , 5/7T == ^? 4- 5,; = 12044^63.
2 5 .2

7r/7==^ + -^ == i o i 4 o o . . . . . . . ^ln==.e 4- 7^ := ioioo663.
3 7 :l

D'autant plus
77 == 2 == 2 2 2 8 2 2 14 2 12 . . . == 0 0 3 3 3 2 6 3 2 . . . ,
0 0

7 T = = 3 = o 6 6 3 i 5 9 9 3 2 ï . . . = = o o o o 4 4 2 4 i - - ^
i i
7;== 5 = o o o 20 20 10 3o 5 35 . . . = o o o o o o o o 6 . . . ,

7 T = = : ^ = = 0 0 0 0 0 4 ^ 4 2 21 7 • • • = : : o o o o o o o o o • • * î

d'où
7 T = = o o 3 3 i o ï 8 9 - ' -

6. Chaque idéal fermé dans 3 est un idéal principal. — En effet, soit
b = b un idéal fermé quelconque, b •= be, et soit ̂  la puissance la plus
grande de T. par laquelle chaque élément de b est divisible (o^?/.^ oc )
(P, est dite la hauteur de b). Puisque chaque élément de b d'une hau-
teur y est divisible par r^ et puisque y ^ ? / ? b=oÇr.^').
(P

' r r r

D'autre part, x étant un élément de hauteur p/., appartenant à b,
ce est associé à T^, donc rJh=o(^)=Eo(b), donc b = (^r). Donc, en

r r /• r ï o

posanty=Sr.^, on a b = = ( y ) ( 1 ) . Puisqu'on a aussi 7=1!̂  on
p F " , .

peut caractériser un idéal (fermé) quelconque par son produit conver-
gent ^4P1^. . . ou aussi par le produit formel p^°p^ ̂ p ^ ' . • •

( ï ) C'est ici qu'intervient la condition que b soit fermé. Autrement la somme (Tune
infinité de termes r^r appartenant à b n'appartiendrait pas nécessairement à b.
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/• r r r "
Les seuls idéaux premiers •^-{î^sont^ == (n) et (3) ==(^). On démontre

facilement que (ri)===(pr) reste premier dans 3. Aussi il est clair
que 3 = p^ doit être premier, car xy étant divisible par jp^, ou bien x
ou bien y doit contenir une puissance infinie dep/. .La preuve qu'il
n'y a pas d'autres éléments premiers est immédiate. Il est à remarquer

r /• /•
que 3, quoique premier, n'est pas indivisible. En effet, on a3==o(p).
Tous les idéaux primaires, appartenant à p, c'est-à-dire les ̂  sont des
diviseurs de 3. Donc le théorème des chaînes multiplicatives («Vielfa"
chenkettensatz ») n'est pas valable en 3 0). Le seul idéal primairer /• ,
appartenant à 3 est 3 lui-même.

Chaque anneau b^dique est isomorphe à un anneau factoriel Jl/b où
ib est l'idéal engendré par TX 0 r, \ . ., coirespondant à l'ordre formel
po^P^ . . . de 51(6^). C^t idéal sera appelé V ordre idéale simplement
{'ordre de 3^ (&v). En effet, du théorème d'homomorphie (2) il s'ensuit que
3^(b^) est homomorphe de JÏ. Donc il existe un idéal bÇ^3 avec
5l(&v)^JÏ/b. b doit être fermé, puisqu'il est l 'ensemble de tous les
éléments qui correspondent à o, la correspondance étant univoque
etcontinue-Puisqu'en/3i(6v), (o)==[(^), (62), . . . ], on a b== [(&i) ,
(62). ..] en 3. Donc

b == (^^. ..) == (po^Pi^. . .),

c'est-à-dire b est engendré par l'ordre formel de ^t(^). De ce théorème
fondamental il s'ensuit qu'il n'est plus nécessaire de considérer
d'autres anneaux 6,,-adiques que 3. Car un éléments d^un anneau
&v-adique peut être remplacé par la classe x + h des éléments congrus
à x mod. b. En particulier les nombres jp^-adiques sont les classes
mod.3 :^0^)^e^J»/3-/'

III. -— Puissanc'es v I-adiques.

7. Un nombre universel x sera appelé subsistant lorsque l'idéal

(1) Ni aussi le théorème des chaînes addifcives (« Teilerkettensalz », théorème de base),
puisque par exemple Pidéal formé de toutes les sommes finies .z"-4-. . .-^r- x (^arbitraire)
n^a pas de base finie.

(2) T. A., II, TR. ̂  p. 204.
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,r===(rî?) qu'il .engendre' est idempoîent '(c'est-à-dire r2^ r)i. Oîi peut
aussi dire : lorsque tous ses composants additifs sont ou bien .des
diviseurs des unités correspondantes, ou bien zéro ; or, aussi : lorsqu'il

r r
est un diviseur d'un élément idempotent. Car soit r^p""; alors
^2==î^, donc 20^= a/., donc a,.==o ou a/.== oc. On a donc : ou bien

r
(.r) =e = (^), ou bien x == o; Autrement dit : ou bien (.r) == (ï) ou

r r r . r

bien (^rrrrjO.En particulier chaque diviseur d'Un est un nombre
subsistant.

x (ou ï) étant un nombre (idéal) quelconque, le nombre T]==S<?,
où la somme s'étend à tous les e pour lesquels (.r)==^ (respecti-
vement ï== e), sera appelé le fondement de ^(respectivement de r).

y r

On peut aussi définir un nombre subsistant comme un nombre qui se
reproduit par multiplication avec son fondement : x=xr^. Deux
nombres, subsistants ou non, seront appelés équistants lorsqu'ils ont le
même fondement.

8. Pour chaque nombre subsistant a et chaque nombre universel x il
existe la puissance a\ — Nous la définissons comme lim a'S où les ̂
sont des nombres naturels ^o, convergents vers x, et nous allons
démontrer que la limite existe (2). On a

• , . • , ^ .! a-^r^ia^. . ^ . •" . - " !

r r

Soit d'abord a ̂  o, donc a ̂  o(p,). Alors 0^=== ï (^/;),
y (^r^-p;1-1^,--!) étant l'indicatrice d'Euler. En effet, soitâ=lima^

( ï ) Donc x est subsistant lorsqu'il ne contient aucun facteur premier ' p r dans une
puissance finie 7^0.

(•-s) On pourrait définir a^ aussi lorsque a n'est pas subsistant, en requérant que les x^
soient les segments initiaux de .r. Alors on aurait par exemple pour un a fini

<2*= lima^ == aQy£ ï.

En élevant un tel nombre d'abord à la puissance lim v î et alors à une puissance quel-
conque, la seule partie qui subsiste est formée des puissances de a* a, nombre qui est
donc la partie subsistante de, a. Il y aurait des difficultés lorsque x est an nombre
naturel, puisque a^^a^c^. En général a-^-y serait 7^ ̂ '. '̂.
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donc a^ o(pr\.-. a^=E= i(p^,.-. a^^=i(jD;;-). Mais pour v^ç(j^)
onav!=o[<p(p^)]. Donc (la suite ̂  étant supposée réduite)

^v4..,—^=o(v!)^o[(p(p^)],
donc

a-^-i— <^ == O^-v+i—^ — l) =E= 0(0?^ — l) == O(j9^).

[Remarquons que de / /E=o(^) , ( ^e t<^ des nombres naturels) il s'ensuit
^u__ i=o(^—i^ pour un <2 quelconque!]. Mais cette relation sub-
siste encore pour a==o, c'est-à-dire a=o(p^), en supposant que les
x., soient ^>o. D'autre part, pour ;r==^==o, elle est triviale. Donc
elle existe pour chaque r. Donc aussi

a-^+t - a-^ SES o ( pçi.. .p^) ==(pi!) pour v ^ 9 ( ^ ' ) .

Donc la suite des^ est fondamentale/c'est-à-dire a•c= lim^^ existe.
On démontre facilement que a-'' est une fonction continue aussi bien

de a que de x (à condition que a reste toujours subsistant) et que les
relations usuelles

(16)
a^.av^a'^y,
(a'^'y •=a^\
^^.r^(^).r

(a-

sont remplies. Il est à remarquer que a' est subsistant lorsque a est
subsistant et que ab est subsistant lorsque a et 6 sont subsistants. En
particulier on a

( a^a,
(I7) ao=îa"=^

' r /<

où l'accent circonflexe indique que la sommation ne s'étend qu'à des r
pour lesquels a^o(1). Donc a° est le fondement de a. Puisque
— i = = H m ( v ! — i ) est une limite de nombres naturels, <r-1 existe

(1) En général le signe S désignera une sommation étendue à une suite partielle (finie
ou infinie) bien définie des r; le signe 2 désignera une sommation, étendue à tous les
autres r. Donc par exemple :

Se-+-S<?== i, Se.Se= o
r .y r s
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aussi, et l'on a
(18) a-^ia"1,

r

où a~1 est le nombre satisfaisant à là relation
r

a. a""1 = a~1. a == e.
/• 7- r r r

(Celui-ci existe puisque a est un diviseur de l 'uni té) (1).
r

Remarquons enfin que non seulement i, mais aussi o est un nombre
subsistant. Outre la relation triviale
( 19 ) 1-=!

pour chaque nombre x^ on a aussi
(aô) o^'^o

pour chaque x\ en particulier on a les relations remarquables
(21) oi=o{)=o-'}•==o,

Un nombre universel arbitraire a est la somme d^un nombre subsis-
tant a''== âïj, où Y) == a°== li ï ï iûv!, et d'un multiple

a"-=. a — a'-=- a (i — r\)

de r. (2). Évidemment afafr= o. Dans ce cas aussi TI est le fondement
de a.

IV. — L'indicatrice (TEuler.

9. M étant un ensemble quelconque dans 3, nous désignerons par
^M/ ̂  ̂  nombre subsistant) l'ensemble de tous les nombres <r^ ,T£M.
En particulier d0 est un groupe multiplicatif lorsque b est un groupe
additif, par exemple un idéal. L'Un du groupe a^ est évidemment a°.
Le plus grand idéal b (c'est-à-dire le p. g. c. d. de tous les idéaux)

( i ) Chez Hensel, Prùfer et von Neumann a-1 n'est défini que dans le cas où aucun
a n'est nul, c'est-à-dire où a n'est pas un diviseur de zéro.
r (2) Donc a" est divisible par tous les nombres premiers naturels p r '
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pour lequel ^==0° sera appelé l'ordre de l'élément <^ (par. rapport à la
multiplication )( ') .

Considérons nn groupe multiplicatif fermé arbitraire (S, contenu en
Jî; soit T] son élément unité. Évidemment un élément arbitraire x de ©
doit être un nombre subsistant (puisque or-1 doit exister). 'En parti-
culier, Y] étant idempotent, il doit être une somme d'un nombre fini
ou infini d'unités : T] === Ïe. Puisque x.ar^ ==.r0 doit être égal àr| ,tous
les x ont le même fondement Y]. D'autre part l'ensemble de tous les
nombres subsistants x, ayant le même fondement ;r°== Y] est un
groupe multiplicatif fermé (&, ayant <!& comme sous-groupe. Un cas
spécial est celui où (S5 est « vide »y c'est-à-dire ne contient que son élé-
ment unité T). Un cas encore plus spécial se présente lorsque <Ï6 aussi
est vide, voir lorsque Y] =o. Un autre cas spécial est présenté par le
groupe <Ê> de tous les diviseurs d 'Un, se rapportant à Y] = i.

10. Chaque groupe ® (multiplicatif, fermé et contenu dans JÏ) est
un groupe cantorien, c'est-à-dire qu'il est ou bien homéomorphe avec
l'ensemble cantorien, ou bien fini. Or, dans la théorie des groupes can-
toriens, on démontre qu'un tel groupe est un groupe Qb^adique. Cela
veut dire qu'il possède une suite de sous-groupes (invariants) (Bétels
que i° C^-M C^©v, 2° ®/i est ouvert, donc aussi fermé ( 2) dans <2!&,
3° l'intersection de tous les <!&., est l'élément unité de © (3).

Dans le cas spécial ®(^JÏ que nous considérons, on peut prendre
pour ©//l'ensemble de tous les.r de ©tels que;r==ï] (n!).

®^== r[+(n\'). Ils forment un groupe, car de x= r^(n !),y=ïj(^!)
il suit

xy == YÎ ( n \ ) et ri == .-z.'.r""1 == ri ̂ ~i = a^~1- ( n \ ).

^ étant commutatif, ce sous-groupe est invariant. Il est évident que
tes propriétés î ° et 3° sont remplies. Quant à 2°, soit oc., une suite (que
nouspouvons supposer réduite) dans C6 avec x^-> TJ ; alors a^=yi (^ ! )

(1) Par contre rorcire additif de a est le plus grand idéal c pour lequel Ça == o, donc
c= (o) : (a). {Voir n° 10.)

( â ) Chaque sous-groupe ouvert d"'un groupe topologique est fermé. Comp* T. A., I,
TG. 17). ' . l

(3) De tels groupes ont été introduits pour la première fois (abstraction faite du cas
spécial des groupes de nombres jo-adiques) par L- 'E. J. BBOUWER [3].



NOMBRES. UNIVERSELS OU V Î-ADIQUES. 299

pour presque tous les v, c'est-à-dire ̂  est situe dans ©v, donc C^ est
ouvert, donc aussi fermé. Puisque © est compact, chaque ©/.doit avoir
un index fini g\ dans €>; puisque gn^i == o(gn\ la suite des ̂  définit
un produit formel jo^p^1..., donc aussi un idéal gCI^ ^P6 nous

appelons V ordre 0 (©) de €? (1 ). L'ordre de chaque sous-groupe de <25,
et en particulier de chaque élément , est un diviseur de g. Donc, pour
chaque élément x de 5, on a la relation
(22) .^^Tj.

Chaque élément .2? de % est relativement premier avec i — r^ c'est-
à-dire que x est .un diviseur d'Un mod. ( i—ï]) , {^^ i — r l ) = ( î ) ' s
puisque x est associé avec r^.

il. Considérons maintenant un idéal b (Jermé) quelconque dansJL
Chaque nombre y qui est relativement premier avec b est congru mod. b à
un nombre x ayant la même propriété, et qui est d'ailleurs subsistant. En
effet, soit b=ipar-{-^€, où la première somme s'étend à tous les r
pour lesquels a/. ̂ >o [y compris ceux-ci pour lesquels a,.== co, c'est-à-
dire b == (o)] et la seconde somme à tous les autres r. Posons T| =S<?-
Alors £ :=Ê^==i—ïj==o(b) . Posons x=yr^==y—yz, .*. x==y(b\
II reste à démontrer que ce est subsistant. Puisque y (donc aussi x) est
relativement premier avec b, il existe une relation î=ux-+-b,
è=o(b). Soit maintenant e un des termes de r,. Donc b==oÇpr),
er\ = e. On a

e= ux 4- b.
r r r

Mais b étant un multiple de pr, il s'ensuit que x est ̂  0(^)5 donc x
est associé avec e. Ceci est le cas pour tous les termes de T],
donc x=xr\ est associé avec Y]. Donc x est un nombre subsistant.

On peut donc représenter tous les diviseurs dTn dans l'anneau JÏ/b
par des nombres subsistants de 3. Or, les nombres subsistants, qui sont

( i ) En particulier, en considérant un idéal a comme un groupe additif, son ordre
additif s = û(a) satisfait à la relation 50 = (o). On a même ô ==(o) : a, c'est-à-dire $ est le
p. g. c. d. de tous les x tels que xa == (o), ou aussi : s est Vannulateur de «. Evidemment
5 = o((x) == (7i), où (i — •n) = <ï0 =yl^^("-

Ann. Éc. Norm., (3), LIII. - FASC. 4. ^9
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relativement premiers avec b forment un groupe ®. En effet, soit
( x , b)=(i) , ^°==Y], x=xr\. Donc il existe un u avec i==iz.z*(b).
Donc u aussi est relativement premier avec b et peut en vertu
de ï i==i(6) être supposé subsistant aussi avec ^°=T]. Mais alors
x~' ir' == (z^y-' == ?^ = TJ (b), c'est-à-dire ^-' appartient à ®. Soit
aussi (7, b)=( i ) ,e tc . , donc i==(y(b), alors 1=^-7 (b), donc<ry
appartient à ®. En effet © se compose de tous les nombres universels
associés à Y]. Deux nombres différents de Q& peuvent être'congrus
mod b; par ®>b nous désignerons le groupe des diviseurs d'Un
dans JÏ/b. €>b est isomorphe au groupe quotient (BS/iB suivant le sous-
groupe 1 ,̂ se composant de tous les éléments de ®>, congrus à i (ou
à T]) mod b. Évidemment
(23) j(?==7? 4- b-/î ̂  Ê+5E3== I-+- b.

L'ordre de @b ^e/'â appelé l^ indicatrice d'Euler de b <^ ^^/'a dénoté par
y(b). Il est à remarquer que cette indicatrice est un idéal. Il résulte
immédiatement de (22) que le théorème d^Euler est valable ici :

Chaque nombre x qui est relativement premier avec b satisfait à
Inéquation

(-4) • a.'^— iEE=o(lï).

iï. Il reste à calculer ç(b). Nous démontrerons

(25) cp(b)=IÎpa/- l(p/.-I),

/• /• r
où par p^1 il faut entendre l'idéal ^ ' = 3 lui-même, tandis que
b == ITp^ et que les produits s'étendent à tous les r avec a/.^> o. En
particulier on a donc comme d'ordinaire

c p ( b ) = n 9 ( b ) = = n c p ( k ) ,
^ (p^ ) rr:?01""'^^?—i) pour a > o.

En effet, soit fi&n l'ensemble de tous les nombres de (S>, congras à r\
mod \pr,'"pf',y\ °ùjpr^pr^ • • • sonUcw les diviseurs premiers ordinaires
de b. Tout comme ci-dessus on démontre que <S5,, est un sous-groupe
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de ©, donc ©^ de €b, où @,,b=©.îî/ll. Or l'index gn de ©^b
dans ©b est égal au nombre d'éléments de © qui sont différents
mod. (j?^.^prV1 et aussi mod. b, donc mod. p^'1.. -p^"", où p^-est le
min imum des nombres a/.^ et n. Ce nombre est donc

^=cp(^-...^")=n^^(p,,-i).

Ceux des a/, qui sont finis donneront donc pour chaque n qui est assez
grand (3,^.= a/.; ceux des a/, qui sont infinis donneront cependant
P,, ,.== n, donc lim ?,,,,.== oo == a,.. L'ordre formel de <©b étant la limite
des (^p)î on trouve par conséquent

lim(^)=Û^- l(^-l),

d'où suit la formule indiquée pour ç(b).
Notons quelques cas particuliers :

i° Tous les a^==o : 9(1) === (i).
2° Tous les a/, == ce : o(o)=(o).
3° Tous les a/. = o ou == co :

Œ ( £ ) ==£n(^, .— l), £ = = I — ^ ^ .

Dans ce cas ç(b) est donc un vrai multiple de b =(2), excepté pour
0 0 0 0 / \

£== i, pour £== o et pour £===5, (-s)= ç(-0 =3 ==(230)-
En particulier

(^7)
( /^ r
\ Ç Q \ } ) = ( p r - l)?.

j a? / c \ == £ H ( p,— i) = (o) ( comp. 4°, 5°)-
[ \ r / r^^r

4° Tous les a/.== i :

(28) 9(TT)=:n(p,.-ï)=(o).

En effet, d'après le théorème célèbre de Dirichlet, chaque progres-
sion arithmétique dont la raison est un nombre relativement premier
avec le terme ini t ia l contient une infinité de nombres premiers. Donc
pour chaque p il existe une infinité de nombres premiers" p^ de la
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forme k^p + i; donc
<P(^JE=O(^) , . ' . ^ ( n ^,)EEEO(^), . - . ^(71)^0(3)v-'==i /

pour chaque r, * • * y (ri) =(o)
5° Plus généralement on a o(.r)=(o) pour chaque élément x

dont le fondement consiste en une somme finie de e.

V. — Éçuations binômes.

13. Supposons donné un idéal fermé quelconque a dans 3. Nous
démontrerons que l'équation b inôme
(29) .^-i=o

est toujours soluble, qu'elle admet desracines primiti^es^ c'est-à-dire
des racines x telles que chaque relation de la forme ^== i entraîne la
relation c=E=o(a) , et nous déterminerons le « nombre » de toutes les
solutions de (29), c'est-à-dire l'ordre du groupe (multiplicatif) qu'elles
constituent.

Remarquons d'abord que chaque nombre x peut être écrit dans la
forme
(30) x^^'r^rfe-^-y^Y

r r r \r r r }

où w est une racine primitive de l'équation .r^-1 = e, pour r^>o,
r r

tandis que w=—e et y=E=so('n)=so(2). L'existence des w a été
0 0 0 0 r

démontrée par Hensel ( ' ) ; de même l'existence du développement (3o),

où seulement ilfait usa^e du nombre ̂ ^V^- , au lieu de é?-+-yn.
" -—• v • r f r

o

Pour r 7^0 on peut toujours écrire e +yix dans la forme €\ où

(31) £==1+7:, donc £=e-4-7r, .
. r r r

pour r=o seulement si y—y°^o (4). Mais nous nous bornerons à
r r

(i) K. HENSEL [1].
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la forme (3o), puisque l'introduction de la fonction exponentielle n'a
pas un grand avantage (/).

Or, Péquation (29) est équivalente au système d'équations

^—e^o.
/' /'

Puisque x doit être un diviseur d'Un, il sera un nombre subsistant,
donc on aura k,.= o. Donc les équations deviennent :

\ ̂ rfe-^rrA^^e.
( r \r " r r ] \ r

Donc on aura d'abord Z/.a==o {pr—i) pour r>o, et ^00^0(2).
Posons donc

<32) ^•^((o^ry)"^'-1^11 (/•>0)' (•ha)=^T)=w:a''
la première condition sera

(33) ^=o(/^);

elle est nécessaire et suffisante afin que x^ soit une puissance de e +JT-1 r . r r r

seulement. Or; une telle puissance est elle-même de la forme e-+- UT..
D'autant plus

/ e -h- y TT Y'- — e ss o / Tî'^1 \
\ /• r r } r \ r /

(1) La démonstration de (3o) est aisée. En effet, kr étant la hauteur de x, on a

;y==7î^-P,
r /' /•

où P est subsistant. Alors, l'existence de w ayant été démontrée et l ayant été déterminé,. ' /• r
par la condition v === w^ (TC) , on a v w /'•= e 4-y ̂ .

II reste à démontrer l'existence de w (nous omettons rindex /•). Il existe une racine
primitive wo, satisfaisante à la congruence w?"1 ̂  ^C?)-

Soit wg-1 — e == ur., et posons Wn == ^S"«
Alors

^g-i = (e -t- M 3T; )^" = e (T:^1 ) et WM+I == {̂1 = wn (^^i ).

Donc w == lim w», satisfait à Péquation wP-1 = ̂
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Donc
( e •+-y7:Y<=lïÏÛ ( e+JT;y^==:6' (1).
\ r V r / \ r r r / r

Donc les équations deviennent
/ e 4- JTS- Y1 = / <? -h jîi \ ? == éî.
\ /• /• r / \ / - /• r ] r

Pour a==(o), ••. r t^o(^) cette condition est remplie indépendam-
ment de y (quoique nous puissions évidemment supposer y ===o(^)

^ • i /" r

sans aucune restriction. Soit donc il === (^ar) 7^(0), donc oc, fini. Mais
/• /•

on démontre aisément par induction pour y ^o que
/•

/ e -4--y^\^- -« ^ =s o/y7rar+l'\ ̂  o/j^r^Y
\ /• '/• /• / r \ /• r / \ /• /• /

excepté pour r===0y c'est-à-dire pr= 2, où cette relation ne doit être
remplie que pourys 0(11), condition que nous avons supposé être
remplie. Or, Pexpression à gauche devant être égale à zéro, donc
divisible par s, on doit avoir y = o, y devant contenir une puissance

/• /•
infinie de TI. Nous pouvons réunir les deux cas sous la seule condition/•
yd === (o). Puisqu'elle doit être remplie pour chaque r, on aura
r r

(34) Jd=(o).

Ou aussi y==o [(o) : d], c'est-à-dire y doit être divisible par l'ordre
de l'idéal ^(considéré comme groupe additif). En résumant nos résul-
tats nous obtenons le théorème :

L^ équation (29) a pour racines tous les nombres x de la forme
r .

X == ( 1 -4- y 7T ) II Ç r̂,
i*

où Z,==so(Â,.), (À,)==(p,~i): a, (r>o), (Ao)==2 : o, yo=o(2) (2)
et y= o [(o) : d], et point d'autres,

( 1 ) Cette relation est un cas spécial de Pidentité ^= x^^, où u = x^ est la solu-
/• r r r r

tion de l'équation ^•=== ^, laquelle est s .2? (pr) ; cette identité est valable pour x yé. o (jor).
r r r r

(2) Puisque pour chaque /* > o ( 2 ^ ) = = ( ^ ) , cette dernière condition peut être rem-
placée par j ̂  o ( 2 ).
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On voit immédiatement que x sera une racine primitive de l'équa-
tion (29), lorsque la condition suivante est remplie pour chaque r : si
a/, est fini, ou bien il existe au moins un s avec

/ / _ r} \
l^o{ ^ . ^.f7 ) (1), ou bien a.,=i et 4=1(2);

\(p^—ï..pî"~î)/

si a/, est infini, oa bien il existe une suite infinie de nombres ^, tels
que ,.^^--^.

" / \l/^-!.<?/<)/

ou bien y^o(2) . Puisque pour chaque r et chaque^ il existe des s tels
qne p,—ï==o Çp;.), on voit que chaque équation de la forme (29)
possède des racines primitives. En particulier,

(35) .y==ïï^r

est toujours une racine primitive de (29).

14. Enfin calculons l'ordre du groupe de toutes les racines a-ièmes
d'Un. Ce groupe est le produit direct ( infini) du groupe des (i+y^)
et des groupes '̂7"7/'•. Nous pouvons ici dévoir de la condition jo=o(2)
en faisant w -===- i, Ao=°- Le premier groupe est la classe congrue à i
suivant l'idéal (co T.), où co est le fondement de (o) : a. Son ordre mul-
tiplicatif est donc égal à l'ordre additif de cet idéal (3), donc

(û) : (^7T)==(0) : (CO)==( I—^) .

L'ordre du groupe ̂ s^i est (a,p/—i). Donc Fordre du groupe

(1) Cette condition est équivalente avec ps==î(p^), ^- 7e Q (pr)-

(2) Cette condition est nécessaire et suffisante.
(3) Tandis que l'ordre du groupe des nombresrelativement premiers avec ^ est

ç(coz) === (o). Cf. page 3o-2,5°.
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de tous les produits II^7''' ests
(36) ^(?,/?,-I)==^^(TCa , . , p.,-i) os i , r^o) .

/• /' .s-

r
Or, soit r tel que iî=o (ri). Alors il existe une inf in i té de s^ tels

r r , r
quep,.— i =s o (rc), donc (r^", ps— i) == o (î:). Donc on aura

ÏI^S p,-.1)^0(7:')=?.

/'
Soit d'autre part a ̂  o (ri), donc a/.= o. Alors

( î r 3 ' ^ / ? , ,—i )==( i ) , donc Il(7r°S ^ . ,—i)==( i ) .
.s'

Ainsi on trouve que le produit (36) est égal au produit de tous les J,
r

tels que n== 0(^)5 c'est-à-dire à la somme de tous les ^, tels que/"
a^o(ï^), c'est-à-dire au fondement de il, que nous pouvons désigner
/• /' . t'
par IT°== lim 11̂ ' Or, puisque co et lî0 s 'annulent ,

f t ° ( i— ûj)==:a°.

Donc nous trouvons :

L^ ordre du groupe de toutes les racines (t-tè/nes d^Un est égal au fon-
dement û° de ci. En particulier il est égal à ci lorsque it est subsistant
(== idempotent). Dans tout autre cas il est un vrai multiple de û;

Notons enfin quelques cas spéciaux.

i° L'équation x^ =: i a pour racines
' •» /'-1 /.,.(//,.--n

,r•=±:ïlwi • ' (?,,.== o, i); •

l'ordre du groupe des solutions est donc (2 W )===J .

2° I/équation x^r ===i a pour racines

/ r \ ., / ^(P.-Q \
^==(i4-j,G7r)n^S 7.,=———2———————\ :

.̂ o \ f î \ 1\^(p.,-^p^/ .
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l'ordre du groupe est donc 2 ^ ' ( I—^) , c'est-à-dire (o) ou e, selon que
pr est égal à 2 ou non.

3° L'équation a^^i est équivalente à l'équation ^==1, lorsque a
est subsistant, Y] = iî° étant son fondement. L'ordre est donc a. En
particulier, a étant un diviseur d'Un; ^==1 est équivalente à«r ===i;
l'ordre du groupe est donc i; x°==i est valable pour chaque diviseur
d'Un; Perdre est donc (o).

Wassenaar (Pay-Bas), janvier 1934 (mai 1936).
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