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AVEC

UNE INTRODUCTION SUR LALGEBRE TOPOLOGIQUE

Par M. D. vax DANTZIG
(Delft ).

)

Introduction (*).

La présente Note montre un aspect spécial d’une branche des
mathématiques assez nouvelle : 'algébre topologique. Le nom indique
déja qu'elle est une des deux filles hybrides, nées du mariage de
I’algébre avec la topologie. Tandis que sa sceur cadette, intimement
lice avec elle, la topologie algébrique, ne se distingue que tres faible-
ment de la topologie elle-méme, et n’est que la topologie « combina-
toire » ou «mixte », ott 'on applique les méthodes et les résultats de
I’algebre abstraite, dans I'algébre topologique les traits de I’algébre
prédominent, au moins partiellement, sur ceux de la topologie, et

(4) Cette Note est a considérer comme une application d’un Mémoire dans les Mathemu-
tische Annalen :

D. vaN Dantzi, Zur topologischen Algebru, 1, Komplettierungstheorie (Math. Ann.,
107, 1932, p. 587-626, abrégé par 7. 4., I).

(*) Le lecteur verra que le point de vue pris dans cette Introduction différe un peu de
colui pris dans le reste de Iarticle. Qu'il m'en excuse, puisque je I'ai écrite plus de deux
anndes aprés le reste, et bien en vertu de la priere de la rédaction « d'indiquer dans une
Introduction la place que la question que j'ai traitée tient dans une théorie plus générale ».

Quant A la bibliographie sur I'algébre topologique, le lecteur trouvera une liste des plus
importantes publications jusqu’a 'année 1932 dans mon article {4] (woir la liste & la fin
de Darticle); une partie de la bibliographie plus récente se trouve dans le rapport [7]
que j'ai présenté & la conférence topologique de Moscou.
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270 D. VAN DANTZIG.

méme ceux de ses aieuls, ’analyse et ’arithmétique, y peuvent étre
reconnus.

D’une maniére générale on peut dire que le développement histo-
rique d’'une partie au moins de ’analyse a abouti 2 une dissolution
toujours plus profonde en ses éléments purement algébriques et pure-
ment topologiques, et d’un traitement de ces éléments au moyen des’
méthodes abstraites introduites pendant ce siecle dans la topologie (")
par MM. M. Fréchet et F. Hausdorff, et dans ’algébre par la regrettée
Emmy Neether. Or, I’algébre topologique est née du désir de recombi-
ner ces deux éléments en conservant les avantages que les méthodes
abstraites y ont apportés.

Qu'il me soit permis d’illustrer celaau moyen de quelques exemples,
quid’ailleurs ne seront pas discutés en détail dans le présent Mémoire.
Considérons d’abord I’ensemble de tous les nombres complexes. La
construction classique de ces nombres au moyen du principe de perma-
nence, en partant des nombres naturels, repose en une partie essen-
tielle (voirl'introduction des nombresréels) sur la notion de grandeur,
donc sur une notion caractéristique de ’analyse. Les deux propriétés
les plus importantes de cet ensemble sont : A. il constitue un corps
(oudomaine de rationalité) algébriquement clos, c’est-a-dire: on y peut
effectuer toujours les quatre régles de 'arithmétique, sauf la division
par zéro, et chaque équation algébrique d’un degré > o, a coefficients
contenus dans le corps, y admet au moins une solution; B. il constitue
un espace topologique localement compact, ¢’est-a-dire: il y existe une
notion de continuité, par rapport a laquelle chaque suite infinie et
bornée de nombres complexes admet au moins un point d’accumu-
lation. Or, la propriété A, dont la partie principale est exprimée parle
théoréme fondamental de d’Alembert-Gauss, est d’'une nature pure-
mentalgébrique, tandis que la propriété B, dontla partie essentielle est
exprimée par le théoréme non moins fondamental de Bolzano-
Weierstrass, est purement topologique. Eh bien, on peut introduire et
étudier d’'une maniére axiomatique d’une part les ensembles ayant des
propriétés du type A (c’est ce que fait Ialgébre), d’autre part les
ensembles ayant des propriétés du type B (c’est ce que fait la topo-

(') Un point de vue un peu différent est pris par M. H. WeyL dans son discours [1].
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i

logie) et enfin les ensembles ayant simultanément des propriétés des
types A et B (c’est ce que fait I'algébre topologique). On trouve alors
que 'ensemble des nombres complexes est uniguement caractérisé
par I'ensemble des deux propriétés Aet B (').

Un second exemple est fourni par la théorie des groupes de Lie. 11
est connu qu’ils furent introduits par S. Lie d’'une maniére purement
analytique et que jusqu’d ce jour l'analyse est le moyen le plus
utilisé a leur étude. Or, il s’est manifesté que dans cette théorie un
role trés essentiel est joué par les propriétés topologiques de la variété
de groupe, dont la plus simple réside dans la différence importante
entre les groupes clos et les groupes ouverts, et dont le lecteur trou-
vera une étude systématique dans le beau fascicule de M. E. Cartan
sur les groupes continus et 'dnalysis situs. D’autre part, dés 18q9,
M. D. Hilbert posa le probleme d’édifier la théorie des groupes de Lie
sans avoir recours & la propriété des fonctions qui définissent les
transformations d’étre déricables. Ceci revient 4 remarquer qu’un
groupe de Lie peut étre considéré d’une part comme un groupe
abstrait (notion algébrique) et d’autre part comme une variété parti-
culiére 2 n dimensions (notion topologique), et qu’en recombinant
ces deux aspects on pourrait développer lathéorie sans aucun recours &
I’analyse (*). C’est pour cela que O. Schreier en 1925 introduit la notion
de groupe topologique, ressortissant a ’algébre topologique, et par Ia
devint Uinitiateur principal de cette science. C’est grice aux idées de
0. Schreier que M. A. Haar en 1933 parvint 2 démontrer un théoréme
important sur les groupes topologiques compacts, dont M. J. von
Neumann put déduire la solution du probléme de Hilbert, au moins en
tant qu'il s’agit des groupes de Lie clos. Quoique I’analyse n’ait pas
encore ét¢ éliminée entiérement de la théorie, puisqu’on ne peut pas
encore se passer des théorémes de MM. F. Peter et H. Weyl sur la
représentation des groupes clos, on peut dire que les méthodes
abstraites de l’algebre topologique ont conduit a la solution du pro-
bléme trés concret, posé par M. Hilbert.

(1) D. van Dantzic [2], Chap. IV.

(?) Sans avoir recours aux méthodes abstraites, M. L. E. J. Brouwrr [2] (cf.
aussi [17]) déja en 1gog parvint & résoudre le cinquitme probleme de M. Hilbert pour les
groupes de transformations de la droite et du plan.
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Une fois en possession de la notion générale de groupe topologique,
on peut en étudier des types autres que les groupes de Lie. Une pre-
miére espéce est fournie par les groupes cantoriens, découverts en
1910 par L. E. J. Brouwer, et qui portent leur nom puisqu’ils sont ou
bien finis, ou bien homéomorphes avec I'ensemble linéaire parfait et
nulle part dense de Cantor (voir § 3). Ces groupes, qui paraitront plu-
sieurs fois dans le présent Mémoire, ont une grande ressemblance
avec les groupes discrets finis, qu’ils généralisent. On connait main-
tenant plusieurs propriétés de ces groupes et de leur généralisation, les
groupes brouweriens, qui sont aussi adimension zéro (). Le « missing
link » entre les groupes de Lie clos et les groupes cantoriens, si diffé-
rents de ceux-ci, est formé par les groupes solénoidaux qui furent
découverts en 1930 par 'auteur de ce Mémoire (*). Ces groupes sont
typiques pour tous les groupes compacts, comme I’a démontré en 1934
M. L. Pontriagin. Ils sont un vrai carrefour des mathématiques,
puisqu’ils se rencontrent ici, outre 1’algébre et la topologie : I’analyse,
représentée par les fonctions presque périodiques, et 'arithmétique,
représentée par les nombres p-adiques.

Arrivons maintenant par ces nombres, découverts par K. Hensel,
au troisieme exemple que je veux considérer : l’analogie entre la
théorie des fonctions et la théorie des nombres, et par lui au sujet
proprement dit de ce Mémotire.

Comme plusieurs autres sciences mathématiques, on peut considérer
la théorie des fonctions algébriques (ou aussi analytiques) du point
de vue ou bien local ou bien global. Une fonction (analytique) montre
son aspect local lorsqu’on considére I'élément de fonction, représenté
par son développement en série d’aprés les puissances de z — a.
D’autre part le développement d'une fonction en un produit fini ou
infini de facteurs premiers, qui met en évidence les zéros et les poles
de la fonction, montre I'aspect global. .

Dans la théorie des nombres algébriques, I’aspect global a d’abord
prévalu. On connait depuis Kummer et Dedekind les propriétés princi-

(') D. vaN DanNtzic, Zur topologischen Algebra, I, Brouwersche und Cantorsche
Gruppen, Compositio Mathematica, 3, 1936, p. 408-426, abrégé par 1. 4., Ill. Poir
aussi D. van Dantzic [1], [3].

(2) Cf. D. van DantziG [1].
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pales de la décomposition d'un nombre algébrique en facteurs pre-
miers; la seule différence avec la théorie des fonctions consiste en ce
que ces facteurs ne sont pas des nombres ordinaires, mais des idéaux.
La théorie de Galois se rapporte aussi aux propriétés globales des
nombres algébriques et des corps de ces nombres. Or, guidé par cette
analogie, c’est Hensel qui, dans la théorie des nombres aussi, a intro-
duit le point de vue local. Il avait en effet remarqué qu’on peut déve-
lopper un nombre algébrique (ou rationnel) suivant les puissances
d’un idéal (ou d’un nombre) premier, de méme qu’on peut développer
une fonction algébrique (ou ratilonnelle) suivant les puissances d'un

facteur premier, comme (5 — a)" (ou 5 — a), et qu’on peut considérer
aussi, tout comme dans la théorie des fonctions, des développements
de ce genre en séries infinies, qui (a la différence de ce qui se passe
dans la théorie des fonctions) convergent toujours. Ces séries infinies
comme par exemple ‘ '

»

Z ay,p,

v=n
ou p estun nombre premier >2, et a,=o, 1, ..., p—1,sont appelées
les nombres p-adiques (fractionnaires ou entiers selon que n< o
ounzo) de Hensel. L’ensemble de ces nombres poar un p donné est
un corps (ou un anneau lorsqu’on se restreint aux entiers p-adiques)
et posséde des propriétés tout a fait analogues a celles de 'ensemble
de toutes les fonctions d’une variable complexe, développables d’aprés
les puissances de 5 — a au voisinage d’'un nombre donné a. On peut
done comparer un corps de nombres p-adiques (ou aussi le nombre p
correspondant) a un point du plan complexe. D’'une maniére analogue
un idéal p dans un corps de nombres algébriques ou aussi le corps
de nombres p-adiques correspondant, est & comparer & un point d’une
surface de Riemann.

Or, qu’est-ce qui correspond & la surface de Riemann elle-méme?
D’abord le corps de nombres algébriques donné, correspondant i la
totalité des fonctions algébrigues qui sont univoques sur la surface.
Mais on peut aussi étudier des fonctions transcendantes définies sur
la surface de Riemann, qui admettent un développement par rapport
a chaque point (d’un certain domaine) de la surface. Ce qui correspond
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a ces fonctions ce sont les nombres universels, introduits par H. Priifer
en 1925 sous le nom de nombres idéaux, et étudiés mais non épuisés
par J. von Neumann. C’est & ces nombres ou plutdt au cas non trop
particulier ou le corps donné est le corps des nombres rationnels
(donc & comparer au cas ou la surface de Riemann est la sphere com-
plexe) que le présent Mémoire sera dédié. On trouve que la « surface»
consiste en une infinité dénombrable de points, qui peuvent étre repré-
sentés par les «unités» e ou par les idéaux qu’ils engendrent (les

. -
ensembles d’ « éléments de fonction »), ou enfin par les idéaux pre-
miers auxquels ils correspondent (les ensembles de « fonctions » qui
«s’annulent» enun «point» donné). Un nombre universel quelconque
peut étre représenté comme une somme (infinie) de tous ses «élé-
ments » (décomposition additive) et aussi par un produit (infini) de
ses facteurs premiers (décomposition multiplicative). La premiére
décomposition n’a pas d’équivalent dans la théorie des fonctions ana-
Iytiques (').

Malgré ces analogies étroites, il y a d’importantes différences entre
la théorie des nombres universels et celle des fonctions analytiques,
des différences qui ont toutes la méme cause :

1° Tandis que les surfaces de Riemann sont trés intéressantes du
point de vue topologique (et méme ont mené a la création de la topo-
logie), il n’en est pas de méme dans la théorie des nombres, puisqu’ici
les «surfaces » analogues sont toujours des ensembles dénombrables
discrets. Méme les anneaux de nombres universels eux-mémes n’ont
rien d’intéressant du point de vue topologique, puisqu’ils sont tous
homéomorphes a ’ensemble de Cantor;

2° Il n’y a rien qui corresponde au « point & I'infini » du plan com-
plexe; '

3° Il n’existe pas de « prolongement analytique »; un nombre uni-
versel n’est pas déterminé par un de ses «éléments», au moins
lorsqu’on considére les composants additifs d’'un nombre comme ses
« éléments »; )

(1) Néanmoins il y a une certaine analogie, lorsqu’on compare les nombres universels
aux intégrales sur une surface de Riemann, et les termes de la déeomposition additive
aux différentielles (locales) correspondantes,
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4° Un produit peut étre nul sans qu’aucun de ses facteurs le soit.

La cause commune de ces différences avec la théorie des fonctions
réside en ce qu’il n’y a aucune continuité entre les différents éléments
d’une fonction, I’ensemble des «lieux » étant discret. Cela entraine
que la notion de nombre universel est beaucoup plus générale que
celle de fonction analytique : un nombre universel correspond plutot
2 un ensemble d’éléments de fonctions indépendants, oti un élément
correspond a chaque point de la surface. Cela entraine aussi que I’étude
de cette partie de 'algébre topologique a un caractére plutot algébrique
que topologique. '

Remarquons enfin que la théorie des nombres universels (par
rapport 4 un anneau de nombres algébrigues, non nécessairement
rationnels) permet des applications dans la théorie des corps de
classes. En effet, cette derniére théorie présente aussi un aspect global
et un aspect local (théorie des corps de classes « im Grossen» et «im
Kleinen »), et c’est bien la théorie des nombres universels qui permet
d’unifier ces deux aspects.

Aperc¢u historique et abrégé.

Comme introduction a la théorie générale des anneaux b,-adiques
abstraits, que je traiterai dans un autre Mémoire ('), je démontrerai
ici quelques propriétés des nombres universels ou v!-adiques.

Les nombres universels (ou plutot des nombres plus géné-
raux se rapportant 4 un anneau algébrique) ont été introduits par
H. Prifer [1], [2] (*) sous le nom de « nombres idéaux » que je
préfére remplacer par « nombres universels », le mot « idéal » ayant
déja tant de significations. Le nom « universel » a été choisi puisque
I’ensemble des nombres universels, ’anneau universel (par rapport a
’anneau des nombres entiers et rationnels) joue un role analogue a la
surface de recouvrement universelle d'une surface de Riemann et au

(1) D. vax Dantzic, Zur topologischen Algebra, ll. Abstrakte b,-adische Ringe,
Compositio Mathematica, 2, 1935, p. »01-223, abrégé par 7. 4., IL.

(?) Les numéros entre [ | se rapportent & la liste de publications qui se trouve a la
fin de Particle.
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groupe de recouvrement universel d’un groupe de Lie ('). Ensuite
J. von Neumann [1] (*) a repris leur étude; en particulier il a beau-
coup éclairci le rapport entre les nombres idéaux de Prifer et les
nombres p-adiques et p-adiques de K. Hensel [2], [1].

Néanmoins, il me semble que ces nomhres n’ont pas suscité le
grand intéreét qu'ils méritent. En effet, ils ont une trés grande ressem-
blance avec les nombres naturels (resp. algébriques entiers). Par
exemple on peut élever les nombres d’une grande classe de nombres
v !-adiques (ou plus généralement b,-adiques, aussi par rapport aux
anneaux de nombres algébriques), les nombres dits « subsistants », &
une puissance v!-adique arbitraire. En particulier, pour un tel
nombre a, on peut définir «’, a™', etc., qui sont tous des entiers
v!-adiques (ou b,-adiques dans le cas plus général). On pourrait aussi,
d’aprés Prifer et von Neumann, introduire les fractions v!-adiques;
je préfére ne pas faire cela, puisque toutes les propriétés importantes
expriment des relations entre des entiers. D'ailleurs I’équation ax =0
n’est pas toujours soluble, ni chez Priifer et von Neumann, ou elle
n’est soluble que si @ n’est pas un diviseur de zéro, ni chez moi, ot
elle n’est soluble que si & est un multiple du « fondement » de «.

. . . b .
Enfin, en introduisant les fractions - oua n’est pas subsistant, on
obtient des puissances non continues. En effet, par exemple en défi-

nissant ©° (*) (& cause de limv!=o0) comme =’ = lim =" = o, tandis
que la suite =™ doit étre divergente (puisque autrement on aurait
limr=lim=™ .77 =0) on trouverait ="=Ilimn™' £z ce qui

n’est pas désirable.

Or, la continuité de I’exponentielle est d'un trés grand intérét pour
la théorie. En effet, c’est elle qui permetde lier la théorie des groupes
cantoriens [alaquelle j'espeére revenir dans une publication future (*)]
a la théorie des anneaux cantoriens. Par exemple, 'ordre d’un groupe
cantorien (uelconque est toujours un idéal dans I’anneau des nombres
universels. D’ailleurs c’est elle qui permet d’introduire la théorie

Cf. par exemple E. CARTAN [1].
Une suite & cet arlicle, annoneée par Pauleur, n’a pas encore paru.
= est un nombre universel qui est divisible par chaque nombre premier ordinaire.

)
)
*)
(%) Cf. T. 4., IlI, p. 420 seq. ~



NOMBRES UNIVERSELS OU v !-ADIQULS. 283

muluiplicative desidéaux, comme je l'indiquerai dans les paragraphes 4
et 5. A présent je me bornerai & introduire I'indicatrice d’Euler d'un
idéal dont je démontrerai les propriétés principales, et les équations
bindmes. L’indicatrice o(b) est définie comme 'ordre du groupe de
tous les diviseurs d’Un dans 'anneau factoriel A/b et a des propriétés
tout a fait analogues & celles de I'indicatrice ordinaire o(n).

Dans le paragraphe 5 je prouve que I'équation x*— 1= o0 est tou-
jours soluble et qu’elle admet toujours des racines primitices. Tandis
que dans un anneau de nombres algébriques ordinaires (assez
extensif) le nombre de solutions de ’équation 2*— 1 = o est égal &
son degré a = (n), ceci n’est ici le cas que lorsque a est idempotent, le
« nombre de solutions » étant interprété comme Pordre du groupe de
toutes les solutions. D’ailleurs, cette interprétation offre aussi des
avantages dans la théorie ordinaire. En effet, 1a aussi le nombre de
solutions de I'équation z="— 1= 0 (rn = nombre naturel) n’est pas
égal au « degré » — n. De méme le nombre de solutions de I’équation
x*—1=o0, qui est infini, n’est pas égal au degré, qui est zéro.
Néanmoins 'idéal qui est l'ordre du groupe est égal i I'idéal
(—n)=(n), resp. (o).

Il est curieux que le cas ou I'ordre du groupe des solutions v!-adiques
de I'équation z*—1 =0 est égal & a exclur le cas ou @ est un idéal,
engendré par un nombre fini. En effet, I’équation " —1=0 a tou-
jours une infinité de solutions v!-adiques, voire n dans chaque
anneau p-adique, ol p =1(n).

J’ai choisi ici une méthode assez élémentaire pour introduire les
nombres v !-adiques (c’est méme la raison pour laquelle je n’ai pas
commencé immédiatement par les nombres b,-adiques algébriques
généraux) et j’ai lardé le texte de quelques exemples numé-
riques. Dans 7. 4., II, je traiterai de ces questions d'un point de
vue plus général et plus abstrait. D’ailleurs j’ai omisici les démons-
trations de quelques théorémes, qui résultent immédiatement des
théorémes correspondants généraux, qui seront démontrés dans
T.A., 111

L’essentiel du contenu des paragraphes 1, 2 se trouve déja chez
Priifer ou von Neumann (& ’exception des derniers théorémes du
paragraphe 2). Le reste est en majeure partic nouveau, quoique

Ann. Ec. Norm., (3), LII1. — Fasc. 4. 37
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quelques-uns des théorémes soient analogues 2 des théorémes de
Hensel, se rapportant aux nombres p-adiques et p-adiques.

I. — Définition des nombres universels.

1. Un nombre v!-adique ou nombre universel peut étre défini par
exemple comme une série formelle

Y

(1) x=E . 0l + el £33 4L,

ou les £, parcourent indépendamment les nombres o, 1, ..., n. lls
peuvent étre considérés comme limites de nombres naturels :

z=1limz, 1), mn:£1.11+...—+—£n.nl

Les nombres naturels sont des nombres universels spéciaux, a
savoir des nombres dont seulement un nombre fini de coefficients £,
sont différents de zéro. On appelle n'*®* voisinage U,(z) d’un nombre
I'ensemble de tous les nombres y dont les n — 1 premiers coefficients
Ty« .., T sontidentiques avec ceux de z: &= (i=1,...,n—1),
ce que nous exprimons aussi par zx==y(n!).

En particulier U,(0) contient tous les nombres universels qui sont
divisibles par ! (*). Une suite z,), @4, ... de nombres v!-adiques
convergera vers x lorsque z,, etz ontles premiers p. termes communs,
o1 i tend vers w avec v. Cette définition est équivalente a la suivante :
on a limz,) =« lorsque pour chaque nombre naturel n il existe unv,,
tel que x — x,, est divisible par » pour chaque v2v,. D’une telle suite
on peut toujours extraire une suite réduite, c’est-a-dire une suite par-
tielle x,,,, telle que z,,,, ,=x,,, == (v!).

La propriété topologique principale de I’ensemble des nombres
universels est qu’il est un ensemble topologique (*) homéomorphe 2

(') Lorsque je veux exprimer explicitement qu’un indice est wariable et qu’il
parcourt tous ou presque tous (c'est-d-dire tous a DP’execption d’un nombre fini) les
nombres naturels, je le désignerai par une lettre grecque (par exemple ., v, p); des
indices constants seront désignés toujours par des lettres latines (par exemple , m, n, 7).

(*) Un nombre universel y = limy, est divisible par m, lorsque presque tous les yy
sont divisibles par m.

(%) Je préfére cetle expression a ’expression usuelle « espace topologique ».
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Pensemble cantorien bien connu, qu’on peut obtenir par exemple
comme suit : on considére I'intervalle < 0, 1>, et on le considére
comme intervalle de premiére marche; on divise chaque intervalle
de n**™ marche en 2n + 1 intervalles égaux; ceux de ces intervalles
égaux dont le numéro d’ordre (& partir du commencement de 'inter-
valle de n*™ marche) est /mpair seront des intervalles de (n + 1)
marche. L’ensemble cantorien est alors I'ensemble des points qui

appartiennent & l'ensemble des intervalles de n™ marche pour
chaque n. On obtient donc I’ensemble de tous les nombres d’abscisses

} 2f, 2 25, a1y
;:,‘;-‘—;-q“;'—i-q“‘-‘ -E —_ (0<z,5n).
z 3 3.5 3.5.7 ()n—r—u i ===

n=1

Un nombre universel « pourra étre représenté par le nombre réel 2
qui a les mémes coefficients Z,, la relation entre les 2 et les £ étant
biunivoque et bicontinue (mais non isomorphe) ('). On peut aussi
bien, en construisant ’ensemble cantorien, diviser chaque intervalle
de n®m marche en 2a,—1 parties égales, ou les a, sont des
nombres naturels 21 quelconques. On obtient ainsi I’ensemble des
nombres réels

2f 2, 2%,
(2) E= 0 =l + == 4
v aa,— 1 (2a,— 1) (2a,— 1) (2, — 1) (2a,— 1) (2a;— 1)
ot 025,<a,.,—1 (*). En posant b,=a,a,...a,, by=1, on peut

faire correspondre ces nombres réels avec les « nombres »

(3) Z=FEybg+ 510 4+ Eyby—t.. .,

que nous appellerons des nombres b,-adiques généraux. Ici les b,
forment une suite de nombres naturels, tels que

(4) byin=o0(0,).

Evidemment les nombres v!-adiques en forment un cas specml

b,=nl.
D’autre part, pour b, =p" on obtient les nombres p-adigues (entiers)

(*) Cf. D. van Danrzie [1].
(%) La construction classique de Cantor lui-méme s’obtient pour ¢y = a2 = az=...=2
et correspond avee 'anneau des nombres dyadiques.
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de Hensel, que nous appellerons, par raison d’analogie, plutot des
nombres p*-adiques.

Considérons enfin le cas spécial, o, dés un certain n, tous les b,
sont égaux. Donc b,=b,(v2n), ou bien a,=1(v2n-+1). Alors
dans la série (2) tous les &,(vZn—+ 1 doivent étre nuls, c’est-a-dire
’ensemble qui prend la place de I’ensemble cantorien est fini; il ne
contient que b, points. Dans ce cas nous conviendrons que b, sera
considéré comme égal & zéro, c’est-a-dire dans la série (3)  peut par-
courir seulement les nombres différents mod. b,.

Tous les ensembles qu’on obtient dans le cas général sont homéo-
morphes. Leurs propriétés topologiques principales sont les sui-
vantes : 1° 'ensemble est compact (¢’est-a-dire que chaque suite infinie
contientau moins une suite partielle qui est convergente); 2°le nombre
de dimensions de ’ensemble est zéro; les U, (x) sont i la fois ouverts
et fermés; 3° I'ensemble est dense en sor. Dans le cas ou b, =b,, les
ensembles ne sont pas homéomorphes; ils possédent les deux pre-
miéres propriétés, mais non la troisiéme. ‘

2. Par la somme, la différence et le produit de deux nombres
b,-adiques nous entendrons :

z =y =1Ilm (.'i:,, = )5 xy = limz, y.,

ou x =lima,, y = limy,. Par rapport a cette définition les nombres
b,-adiques constituent un anneau topologique A(b,) (cf. T.4.,1,p.617).
Dans le cas spécial 6,=v! nous I'appellerons I’anneau universel et
nous le désignons par J. Dans le cas b, = b, les définitions coincident
avec les définitions ordinaires pour les classes mod. 6,. En général
I’ensemble U,(o) sera pour chaque n un idéal dans A(b,), et bien un
tdéal principal, engendré par b, :

U,(0)=(b,); les U,(x)sont des classesmod.b,: U, (x)=x+(b,) ().

(1) Met N étant des ensembles, nous désignons par M + N resp. MN Pensemble de
toutes les sommes resp. tous les produits d’un élément de M et d'un élément de N :

M+N={xz+y}zenyen,
MN = xy }ms M, y€N- i

D’une maniére analogue nous définissons « + M, «M, EM,, IIM,, etc. Lorsque M =ua
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3. En remplacant les 6, par d’autres nombres &), on obtient le
méme anneau b,-adique, i une transtormation isomorphique pres ('),
lorsque pour chaque = il existe un p, tel que

(5) by, =o0(bY), by.=0(by).

Done on peut caractériser la suite des b, par un produit infini formel
(6) TopSipge.. .,

ol po, py, ... sont tous les nombres premiers, rangés par exemple
par ordre de grandeur naturelle (p, =2, p, =3, p,=15, Pi=1T7s...)s
tandis que «.= £ 2o lorsque presque tous les b, (c’est-a-dire tous les &,
4 I'exception d’un nombre fini) sont =o(p!), mais = o(p/*'), tandis
que «,= w lorsque les b, sont asymptotiquement divisibles par chaque
puissance de p, (*).

Le produit (6) sera appelé 'ordre formel de A (b,). En particulier
I'anneau universel a 'ordre formel pp7p%... et peut étre obtenu en
vertu du théoréme d’isomorphie [¢/. (5)] non seulement en prenant
b,=n!, mails aussi en prenant par exemple

bu=(Popr-- Pl OU b= py PP PR Pu,

ou enfin o _
bn=pi*' pi.. .plE2 pi='. . . pis Pi—,
lorsque

n=-k(k+r1)+1 o< i<k, etc.

I
5
Le choix d’une suite particuliére de b, comme « base de développe-
ment » n’est pas essentiel et n’est, pour ainsi dire, que le choix d’un
« systéme de coordonnées » (). Dans le cas ou b,= b, pour v2n,

et N =»b sont des idéaux, a-+b=(a, b) est le p. g. ¢. d.; ab n’est pas un idéal lui-
méme, mais il engendre I'idéal produil que nous désignerons par conséquent par (ab).

(1) Nous employons le mot isomorphie pour désigner la relation di-univoque, le mot
homomorphie pour désigner la relation univoque ( «isomorphie mériédrique»), en concor-
dance avee par exemple B. L. vaN DER WAERDEN, Moderne Algebra, et contrairement
a par exemple Speiser et Cartan.

(2) Cest-a-dire pour chaque ~ il existe un g,, tel que by= o(p?) pour v 2 gn.

(3) Nous avons choisi (arbitrairement) la suite b,=v! puisqu’elle permet d'exprimer
les propriétés générales des nombres universels d’une maniére trés courte. Néanmoins,
pour beaucoup de calculs numériques, elle n’est pas trés convenable, puisque la décom-—
position en facteurs indivisibles de n! est trés compliquée.
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presque tous les «, sont nuls, tandis que les autres sont tous finis. La
valeur du produit (6) estalors b,, ¢’est-a-dire 'ordre du groupe additif
formé par les classes mod. b,. Dans le cas b, = »’ le théoréme d’iso-
morphie se réduit au théoréme de Hensel d’aprés lequel les anneaux
des nombres m-adiques et n-adiques sont isomorphes, lorsque m et n
ont les mémes facteurs premiers. En effet soit

3 kn — A 2
m=ph. .. p n=pi...pj (o < kyy Li<< o),

et soit M le maximum des £; et des [, alors

mM=o(n”) et nM=o(m").

4. Pour chaque r il existe un nombre b,-adique ¢, déterminé sans
.
ambiguité, tel que

(7) ::E[(p?%v), :EO([,?;) (M)
pour chaque s == r (*).

On aura
(8) (=e+e+e+...,

0 1 2

ou la somme a droite est convergente (comme toutes les sommes et les
produits infinis que nous rencontrerons). Les e seront appelés les
.

unités (°) de A (b,). x étant un nombre b,~adique quelconque, on aura

(9) r=x+x+x+. .., xr=xe.

0 1 2 r r

(*) Lorsqu’un nombre b,-adique z est divisible par chaque puissance d’un nombre p,
nous dirons pour abréger que x est divisible par p=.

(2) Voir T. 4., 11 (TR. 39). 'La démonstration est d’ailleurs facile : soit b, = plg,,
ou grs= o(py) et k =k, ,.; alors les congruences q,tzx(p{‘.), en=o0(qr)ont une solution
commune; ? est simplement la limite des f“' ! ’

(3) Puisque le mot « unité » a plusieurs significations, nous conviendrons que :

1° 1" « élément unité » d’un groupe et aussi de 'anneau le plus étendu qui sera consi-
déré, sera appelé « 'Un »;

2° les composants (additifs) directs de I'Un d’un anneau seront appelés les « unités »;

30 les éléments d’un anneau qui possédent un élément réciproque seront appelés les
« diviseurs d'Un ». :
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W
(2]
o)

o o . r
Aussi il existe des nombres z, tels que

r ”

(10) s=o(pr), s=1(p¥),
pour s s£r.

On aura
(11) o:géé o

ou le produit & droite aussi est convergent. En général, on aura

0l 2 r r
(12) r=zxx..., =z + 5.

.
Entre les ¢ et les = plusieurs relations existent, par exemple :
.

o r r r r
e*—e, es=—o, 3= 3, e—+35=I,
,. , ~ .
(13) . : '
& rs 7 §
e =0, es=e, =5+ 5—I—=I1—e—e,
rs r r 2 s

pour chaque s == r. Pour un r avec ¢,=0 on aura e=o0, s =1. &, ¥
;
et u étant des nombres b,-adiques quelconques, on aura
r” 7 r "

X4y =, Xy =u-+z pour x-+)y=—u,
r ” 1"

.I:)' gy 729 »'l‘:_'}' = u pOu[‘ Ty = 14

" ”
Lorsque a,= o ’ensemble de tous les z (r fixe) est isomorphe & I’en-

: - :
semble de tous les nombres p) -adiques entiers de Hensel. En effet,
2 =lima,= 2, b,

étant un nombre b,-adique, on peut le développer d’aprés les puissances
dep, :

2t by= Z0, pj.

La somme & droite est convergente en vertu de

Zypy— 2y=0(b,) = o(pi) (pv—>0).

Donc on a
x=xze=eZn,p).
”r I
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Dans le cas des nombres universels nous considérons quelques
exemples numériques, en choisissant la suite b, =v! comme base de
développement. On aura par exemple

e=1.1!+ 1.2/ + 1.3+ 4.4+ 1.5 4+ 1.6 +7.9l 4+ 1.8l 469141 00T
i _
En supprimant les facteurs v! et les + on peut écrire d’une facon

abrégée : .
e=111411716.
0

On obtient ainsi par exemple

1121 3! 41 51 6! 71 8! 9!

e=1 1 I 4 1 1y 1 6 (Po= 2)
c;:;o 2 2 1 3 3 3 1 7 ... (pr= 3)
¢e=10 0 o0 4 4 2 6 1 5 ... (po= 5)
(,::o o o o o 6 6 3 1 ... (pa= 7)

*Q

|
o
(=]
(=]
o

‘0 0 0O 0 0 ... (py=11)

[ =N
I
[«
N
[
(=]
£~

5 o 3
1
s=1 1 1 3 o 3 4 7 =2
s=1 0 0 1 I b 1 7 4
3
5=1 0o 0 o o 1 1 5 8
2=—=10 o0 3 2 6 3 2o —=a2.e
0 0
=0 1 1 3 4 o 7 2 4 —=2.¢
1 1
2—=90 0o 0o 3 3 5 4 3 o 2.¢
2==0 0 O 0.015 57 a —==2.¢
b1
Remarquons enfin qu’on a
1234567, . . = — 1,.
donc
2234567 . . .= 0334567...= 0044567...=...=o0

4134567 . . .= 0624567...=0083567...=...=o0,
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Aussi on a par exemple :

14 -
— e=112045073...=1 +o+4+8+.. . =e(x+2+22+...)=Ee,
0 0 0 [ [§ [ 0

o 5 - s s . R
ol £ est le nombre 2v-adique 1111. .., c’est-2-dire — 1. De méme ona

2

—e=1223014174...=e (4 + 4.5+ 4.5+ ...) =ne,

ol v est le nombre 57-adique 4444. . ., ¢’est-a-dire — 1.

II. — Nombres premiers et idéaux &.,-adiques:

5. Deux nombres b,-adiques x, y sont associés lorsque chacun d’eux
est un multiple de I'autre : * = uy, y = ¢x, ou, autrement dit, lors-
qu’ils ne se distinguent que par un facteur qui est un diviseur d’Un :

x=uy, 1=o(u).
Introduisons le nombre universel
(14) T=2p,e.
¢
On aura donc

(15)

1 r

=pPr T =pr—=pre +5.
r r

1
[N

t "

. r ., .
Chagque nombre z est associé avec une puissance (dont l’exposant peut

r . . . . . . .
étre zéro ou infini) de . Cela équivaut a dire qu’il existe un diviseur u
. * r
de 2 tel que
x = uTk, eEo(u),

r rr r

car de ces relations il s’ensuit

Mais on a
x=(Z=n,p})e.
rr 7

[}

Supposons d’abord que tous les 7, soient nuls. Alors z=0 est associé

Ann. Ec. Norm., (3), LIII. — Fasc. 4. : 38



202 D. VAN DANTZIG.
r r »
avec ©” = o, et  avec == 3. Supposons alors qu’on ait
r .

No=- . - =Nk —= 0, Nk 0,

alors xp"‘ est =2 o(p,), donc un diviseur de e. [Car de u==o(p,) il
.
s'ensuit qu'il existe des ¢, avec un,=1(p)), donc ur=e, ou
. r r
¢ =lime,e.] Donc z est associé avec pfe= ‘. Nous appellerons oo
r r r r r

ou k la hauteur de = (*).
Il s’ensuit immédiatement que chaque nombre universel est associé

-
avec un produit fini ou infini de puissances des m. Car soit

r rr 7
x =z, t._u7'c’~ Izo(u),
alors
r r
2 = ullzkr, u=IHu, donc 1=o0(u).

En particulier chaque nombre naturel est associé avec un produit fini

de puissances finies des =. Les associés des prsont les % eux-mémes.
m i

 alors n=ulln,, 1=o0(u). 1l est remarquable
1

1

Donc soit n:IIp
1

.
que les nombres premiers universels = ont dans un certain sens des
propriétés plus smples que les nombres premiers ordinaires p,, qu’ils
remplacent. Car outre = = =p-ona 11 = e(s ), tandis que les p, ne

$

sont que des nombres assoc1es 2 ¢ sans aucune particularité.

§
Prenons comme exemples quelques-uns des nombres premiers uni-
versels :

0 0

m=—=2e+ 5 =o021411716.. ., Po=2=—01000...,
0

1 1

n=23e-+ s=111340724.. ., p.=3=11000...,
1

2 2

n=>5e~+ 5 =10011417%0.. ., p2=5=12000.. .,

3 ) K]

T=—=r7e+ %= 100001058.. ., P3==7 = 10100.. ..
3

(1) Afin d’6viter le mot « ordre » dont fait usage Iensel et que nous employons dans
un autre sens.
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En effet, on a :

0

lli 0 0

Tf2a=e -+ -5= 122404708, . ., aft =e + 25 = 122045062
0 “ 0
1 [t _
TE/3—€+§5=IO323_/|.73.. , 3[r=e+ 3z=10311606
1
2 I.> a a
TE/5:8+-5-::I’204333I 5/m=e+ 55=12044263....;
3 I ) 3
7?/7:?-4—;5:!0[400 ...... , 7/7:g+7: 10100663
D’autant plus
mT=2= 222 8 2 214 2 12 =003332632 ...,
0 0
m=3=066 315 9 9 321 ... =0000hb2b1...,
1 1
n=5=o000202 1030 53 ... =0oo0o0000006 ...,
2 2
T=5=000 0 0424221 7 ... =00000000C0 ...,
3 3 )
d’ou

m=o00331018¢qg....

). Chaque idéal fermé dans J est un idéal principal. — En effet, soit
b =b un idéal fermé quelconque, h = be et smtrf‘ la puissance la plus

grande de = par laquelle chaque élément de b est divisible (0£B,£x)

(B, est dite la hauteur de h). Puisque chaque élément de b d’une hau-
teur y est divisible par m¥ et puisque y2 53, h::o(’ ). I

D’autre part, x étant un élément de hauteur 3,., appartenant a b,

x est associé & =P , donc = -—o(a:)-—o(h) done b = (= ). Donc, en

posant y = Zu@?, on a b——(y)( ). Puisqu’on a aussi y = Txf, on
4
peut caractenser un idéal (fermé) quelconque par son produit conver-

gent nPrxfiab . ou aussi par le produit formel pp, ® p.f.

(1) Cest ici qu’intervient la condition que b soit fermé. Autrement la somme d’une
infinité de termes =8, appartenant & b n’appartiendrait pas nécessairement & b.
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Les seuls zdeaua‘premzers#( ).S‘Oﬂtp—-("t) et(})_( ) On démontre
facllement que (n)__(p,) reste premier dans J. Aussi il est clair

que 3 = p " doit étre premier, car zy étant divisible par p,”, ou bien z
ou bien y doit contenir une puissance infinie de p,. La preuve qu’il
n’y a  pas d’autres éléments premiers est immédiate. Il est & remarquer

que 3 quoique premier, n’est pas 1nd1v151ble En effet, on a 3— o(p)
Tous les 1deaux primaires, appartenant & p, ¢est-a-dire les p” sont des
diviseurs de 3 Donc lethéoréme des chaines multiplicatives (« Vielfa-
chenkettensatz ») n "est pas valable en J (*). Le seul idéal primaire
appartenant a 3 est 3 lui-méme.

Chaque anneau b,-adique est isomorphe a un anneau factoriel j/b ol

0B, 1 8,
b est Uidéal engendré par A ., correspondant a Uordre formel
pop, ... de A(b,). Cetidéal sera appelé I'ordre idéal ou simplement

Pordre de A (b,). En effet, du théoréme d’homomorphie (*)il s’ensuit que
A(b,) est homomorphe de 3. Donc il existe un idéal b J avec
A(b,)=2 3/b. b doit étre fermé, puisqu’il est I'ensemble de tous les
¢léments qui correspondent a o, la correspondance étant univoque
et continue. Puisqu’en A(b,), (0)=[(b,), (bs),...], onab=[(b,),
(bs)...]en 3. Donc :

b= (;rf’ﬂ;cﬁl. . ) = (poﬁ"piﬁ*. ),

c’est-a-dire b est engendré par 'ordre formel de 2(b,). De ce théoréme
fondamental il s’ensuit qu’il n’est plus nécessaire de considérer
d’autres anneaux b,-adiques que J. Car un élément z d’un anneau
b,-adique peut étre remplacé par la classe x b des éléments congrus
a 2 mod. b. En particulier les nombres p)-adiques sont les classes

mod. 3 : A(p) 5;3/3.

III. — Puissances v !-adiques.

7. Un nombre universel x sera appelé subsistant lorsque I'idéal

(1) Ni aussile théoréme des chaines additives (« Teilerkettensalz », théoréme de base),
puisque par exemple Iidéal form¢é de toutes les sommes jinies z +ota (n arbm aire)

n’a pas de base finie.
(»n 7. 4., 11, TR. “)b p- 204.
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¥=(x) qu'll engendre est idempotent (c’est-a-dire ¥>=17+). On peut
aussi dire : lorsque tous ses composants additifs sont ou bien des
diviseurs des unités correspondantes, ou bien zéro; or, aussi : lorsqu'il

est un diviseur d’un élément idempotent. Car soit i:—‘P“'; alors
r-—-—r done 20, =«,, donc o,= o0 ou «,= oc. On a done : ou bien
(:f) =t= (er), ou bien @ = 0. Autrement dit : ou bien (x) = (1) ou
bien (:’v)z,’; (')- En particulier chaque diviseur d’Un est un nombre
subsistant.

x (ou t) étant un nombre (idéal) quelconque, le nombre r,__.‘fe
ou la somme s’étend & tous les e pour lesquels (.r;)_z (respectl-
vement £ =¢), sera appelé le jondement de x (respectlvement de ¥).

On peut aussi définir un nombre subsistant comme un nombre qui se
reprodu‘it par multiplication avec son fondement : x=ar. Deux
nombres, subsistants ou non, seront appelés équistants lorsqu’ils ontle
méme fondement.

8. Pour chaque nombre subsistant a et chaque nombre universel x il
existe la puissance a®. — Nous la définissons comme lim a*, ol les «,
sont des nombres naturels 2o, convergents vers x, et nous allons
démontrer que la limite existe (*). On a

atn=— Za*".
”rr

Soit d’abord a;éo, donc az=Zo(p,). Alors a¥""=1(p}),

o(pH=p." (p,«-l)etantl indicatrice d’Euler. En effet,soita =lima,,

(1) Donc & est subsistant lorsqu’il ne contient aucun facteur premier “p, dans une
puissance finie 3 o. ,

(2) On pourrait définir «* aussi lorsque @ n’est pas subsistant, en requérant que h,: z,
soient les segments initiaux de x. Alors on aurait par exemple pour un « fini

a*=limav! = a0 3£ 1.
-

En élevant un tel nombre d’abord & la puissance lim v! et alors & une puissance quel-
conque, la seule partie qui subsiste est formée des puissances de a*a, nombre qui est
done la partie subsistante de «. Il vy aurait des difficultés lorsque = est un nombre
naturel, puisque a” a®a”. En général ae+y serait 7 a®.av.
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donc a, = o(p,), .. ¢,5""=1(p7),.".a*"'=1(p!). Mais pour v2o(p*)
onav!=o[o(p*)]. Donc (la suite z, étant supposée réduite)

Xy —xy=o0(v!)=o[o(pH)],
donc
A% — @t = o @t — 1) = 0(a¥ ) — 1) = o ( p¥).

[Remarquons que de u=o0(¢), (uetv des nombres naturels) il s’ensuit
a“— 1=o(a’—1) pour un a quelconque!]. Mais cette relation sub-
siste encore pour a=o,¢ "est-a-dire a=o(p?), en supposant que les

x, soient >o. D’ autre part, pour z = x,=o, elle est triviale. Donc
elle existe pour chaque r. Donc aussi

ot — anv=o(ph...pt) = () pour v2e(p!).

Done la suite des a*v est fondamentale, ¢’est-a-dire a* = lim a*v existe.
On démontre facilement que a* estune fonction continue aussi bien
de a que de x (4 condition que a reste toujours subsistant) et que les

relations usuelles
at.ay = a**,

(16) (a.u )y — CL""J’,
a*. b*=(ab)*

sont remplies. Il est 2 remarquer que a* est subsistant lorsque a est
subsistant et que ab est subsistant lorsque a et 6 sont subsistants. En
particulier on a

(17)

o <
| a'=2a"'=2Ze,
r r

ou I'accent circonflexe indique que la sommation ne s’étend qu’a des r
pour lesquels a=<0("). Donc a° est le fondement de a. Puisque

r
—i1=lim(v!—1) est une limite de nombres naturels, a=' existe

: z » l. o] z - 7 ~ . . .

(1) En général le signe = désignera une sommation étendue & une suite partielle (finie
ou infinie) bien définie des r; le signe = désignera une sommation, étendue A tous les
autres r. Donc par exemple :

Y o

ﬁe—i—Ze:x, Se.Se=
r S r $



NOMBRES UNIVERSELS OU v l-ADIQUES. 297
aussi, et I’on a
(18) at=3a"',

r

\

oll a~' est le nombre satisfaisant & la relation
r

a.at=a'.a=—e.

(Celui-ci existe puisque @ est un diviseur de I'unité) ().
. _

Remarquons enfin que non seulement 1, mais aussi o est un nombre
subsistant. Outre la relation triviale

(19) 1¥ =1
pour chaque nombre , on a aussi
(20) ot=o0
pour chaque x; en particulier on a les relations remarquables
(21) ol=o'=o'=o.
Un nombre universel arbiiraire a est la somme d’un nombre subsis-
tant @' = av, ou 1} = @' =limav!, et d’un multiple
a'=ma—a=a(1—mn)

de 7 (). Evidemment a'a’= o. Dans ce cas aussi 1 est le fondement
I
de a.

1V. — L’indicatrice d’Euler.

9. M étant un ensemble quelconque dans J, nous désignerons par
@"(a = nombre subsistant) I'ensemble de tous les nombres a*, z<M.
En particulier " est un groupe multiplicatif lorsque b est un groupe
additif, par exemple un idéal. L'Un du groupe a® est évidemment a.
Le plus grand idéal b (c’est-a-dire le p. g. c. d. de tous les idéaux)

(1) Chez Hensel, Priifer et von Neumann ¢! n’est défini que dans le cas ou aucun

« n'est nul, ¢’est-a-dire ou @ n’est pas un diviseur de zéro.
-
(%) Donc «” est divisible par tous les nombres premiers naturels p.
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pour lequel a®=a° sera appelé l'ordre de I’élément a (par. rapport a la
multiplication)(").

Considérons un groupe multlphcatlf fermé arbitraire @, contenu en
J; soitv son élément unité. Evidemment un élément arbitraire x de &
doit étre un nombre subsistant (puisque ' doit exister). En parti-
culier, v étant ldempotent il doit étre une somme d’un nombre fini
ou infini d’unités : vy = Xe. Puisque x.2~' = 2° doit étre égal a v, tous

les 2 ont le méme fondement 7. D’autre part I'ensemble de tous les
nombres subsistants «, ayant le méme fondement x°= = est un
groupe multiplicatif fermé @, ayant @ comme sous-groupe. Un cas
spécial est celui ou @ est «vide», c’est-a-dire ne contient que son élé-
ment unité 7. Un cas encore plus spécial se présente lorsque & aussi
est vide, voir lorsque 7y=o0. Un autre cas spécial est présenté par le
groupe & de tous les diviseurs d’Un, se rapportant & 1 =1.

10. Chaque groupe @ (multiplicatif, fermé et contenu dans J) est
un groupe cantorien, ¢’est-a-dire qu'il est ou bien homéomorphe avec
I’ensemble cantorien, ou bien fini. Or, dans la théorie des groupes can-
toriens, on démontre qu’un tel groupe est un groupe ®,-adique. Cela
veut dire qu’il posséde une suite de sous-groupes (invariants) @,, tels
que 1° ®,,  ®,, 2° @, est ouvert, donc aussi fermé (*) dans @,
3° 'intersection de tous les @, est ’élément unité de @ (*).

Dans le cas spécial @ (C 3 que nous considérons, on peut prendre
pour @, ’ensemble de touslesx de @ tels que z = v (n!).

®,= v+ (n!). lls forment un groupe, car de x=r(n!), y =r(n!)
il suit ‘

xzy=mun(n!) el n=axrt=qnat=a(n!).
® étant commutatif, ce sous-groupe est invariant. Il est évident que
les propriétés 1° et 3° sont remplies. Quant 4 2°, soit @, une suite (que
nous pouvons supposer réduite) dans @ avec x, — v; alors z,=7(v!)

() Par contre I'ordre additif de @ est le plus grand idéal ¢ poﬁr lequel ca = o, done
¢t = (0) : (a). (Foir n° 10.)

(*) Chaque sous-groupe ouvert d'un groupe topologique est fermé. Comp. 7. 4., I,
TG. 17).

(3) De tels groupes ont été introduits pour la premlém fois (abstraction faite du cas
spécial des groupes de nombres p-adiques) par L. E. J. Brouwes [3].
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- pour presque tous les v, ¢’est-d-dire x, est situé dans @, donc @, est
ouvert, donc aussi fermé. Puisque @ est compact, chaque @, doit avoir
un index fini g, dans @; puisque g,., = 0(g.), la suite des g, définit
un produit formel pl'pi:..., done aussi un idéal g3, que nous
appelons l'ordre ¢ (©) de © ('). L’ordre de chaque sous-groupe de @,
et en particulier de chaque élément, est un diviseur de g. Donc, pour
chaque élément = de g, on a la relation

(22) 8=,

Chaque élément x de g est relativement premier avec 1 — 7, ¢’est-
a-dire que 2 est un diviseur d'Un mod. (1—17), (@, 1 —1) = (1),
puisque x est associé avec 7.

11. Considérons maintenant un idéal b (fermé) quelconque dans 3.
Chaque nombre y qui est relativement premz'er avec b est congru mod. b a
un nombre x a_yant la méme propriété, etqui est d’arlleurs subsistant. En
effet, soit b= p“"—+— Xe, ott la premiére somme s’étend a tous les 7
pour lesquels «, > [y C,OIllpl‘lH ceux-ci pour lesquels o, = o, c’est-h-
dire b == (0)] et la seconde somme & tous les autres r. Posons 1 _.fe

AlOI‘b e=Ye=1—17=o0(b). Posonsx =yr, =y —ye, ... = (h)
Il reste 3 démontrer que x est subsistant. Puisque y (donc aussi z) est
relativement premier avec b, il existe une relation 1=ux 40,
b=o(b). Soit maintenant ¢ un des termes de v. Donc b=o(p.),
erp=-¢.0na I

" " e=ux—+b.

b

Mais 4 étant un multiple de p,, il s ensuit que @ est = o(p,), donc x
r ., -

est associé avec ¢. Ceci est le cas pour tous les termes de q,

r ., .
donc x = xr est associé avec 7. Donc = est un nombre subsistant.
On peut denc représenter tous les diviseurs d’Un dans 'anneau .3/b
par des nombres subsistants de 3. Or, les nombres subsistants, qui sont

(1) En particulier, en considérant un idéal @ comme un groupe additif, son ordre
additif g = o(e) satisfait 2 la relation go = (0). On a méme g = (o) : ¢, c’est-d-dire g est le
p- g c. d. de tous les « tels que & = (0), ou aussi : g est 'annulateur de &. Evidemment

g =0(8) = (n), ol (1—n)=a0=1lm a“l
N>

Ann. Ec. Norm., (3), LIII. — Fasc. 4. 39
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relativement premuers acec b forment un groupe ©. En effet, soit
(z, b) = (1), 2°=", x ==2v. Donc il existe un u avec 1=uz(b).
Donc u aussi est relativement premier avec b et peut en vertu
de v =1(b) étre supposé subsistant aussi avec u’=r7. Mais alors
x~'u~ = (ux)~' = ux = (b), c’est-a-dire 2~' appartient & &. Soit
aussi (y, b) = (1), etc., donc 1=v¢y (b), alors 1= uzcy (b), donc xy
appartient 2 @. En effet @ se compose de tous les nombres universels
associés & . Deux nombres différents de @ peuvent étre congrus
mod b; par @, nous désignerons le groupe des diviseurs d’Un
dans J/b. ®; est isomorphe au groupe quotient @/ suivant le sous-
groupe B, se composant de tous les éléments de @, congrus 4 1 (ou
2 7) mod b. Evidemment

(23) BP=n—+bne+B=1+4b.
L’ordre de @y sera appelé l'indicatrice d’Euler de b et sera dénoté par

o(b). 1l est & remarquer que cette indicatrice est un idéal. 11 résulte
immédiatement de (22) que le théoréme d’Euler est valable ici :

Chaque nombre x qui est relativement premier avec b satisfait a
U’équation

(24) - a9 — 1= o(b).

12. Il reste a calculer o(b). Nous démontrerons
(25) cp(b):ﬁp“r“(p,—- 1),

ou par p*~'il faut entendre I'idéal ;;”:3 lui-méme, tandis que

- r
b =1Ip* et que les produits s’étendent & tous les » avec «.>>o. En
particulier on a donc comme d’ordinaire

o) =Tg(i)=me(i),
Q(p*)=p*(p—1) pour o> o.

En effet, soit @, I’ensemble de tous les nombres de @, congrus a 7
mod (p,...pr,)", OU pr, Pr,, ... sont tous les diviseurs premiers ordinaires
de b. Tout comme ci-dessus on démontre que @, est un sous-groupe
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de @, donc @, de G, ot G, ,=&,B/B. Or l'index g, de G,
dans @y est égal au nombre d’éléments de @& qui sont différents
mod. (p,,...p.)" et aussi mod. b, donc mod. pi»:...pi ", ou 3, est le
minimum des nombres o, et n. Ce nombre est donc

n
- B 3 S 2 ey
gn=0(pimt...pimn) = Illpfi'm L(pr—1).

Ceux des o, qui sont finis donneront donc pour chaque n qui est assez
grand {3, ,=«,; ceux des «, qui sont infinis donneront cependant
B.r=n, donclim §,. ,= o =«.. L’ordre formel de @, étant la limite
des (g,), on trouve par conséquent

lim(g,) = ﬂpfﬁ;r‘l (pr,— 1),
d’ou suit la formule indiquée pour ¢(b).
Notons quelques cas particuliers :
1° Tous les ,=o0 : o{1) = (1).
2* Tous les a,= o : o(0)=(o0).
3° Touslesa,—=oou = = :

cp(e):aﬁ(p,.—l‘), e=1— Ze.

"

Dans ce cas o(b) est donc un vrai multiple de b = (=), excepté pour

e =1, pour ¢ = o et pour S (z?):cp(g)—_:;:(z”).
En particulier

{o(3)=(p—nr.
(27) | <c):t 1}‘(])5-——1):(0) (comp. 49, 59).

( r rSFET

4° Tous les a,=1:

-

(28) o(m)=I(p,—1)=/(0).

En effet, d’aprés le théoréeme célébre de Dirichlet, chaque progres-
sion arithmétique dont la raison est un nombre relativement premier
avec le terme initial contient une infinité de nombres premiers. Donc
pour chaque p il existe une infinité de nombres premiers’ p, de la
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forme £,p + 1; donc
o) =0(p) o Hp)=o0r) e =0(s)

pour chaque r, .. (=) =(0)
5° Plus généralement on a ¢(x)=(0) pour chaque élément =
dont le fondement consiste en une somme finze de e.

r

V. — Equations binomes.

13. Supposons donné un idéal fermé quelconque a dans J. Nous
démontrerons que I’équation binome

(29) 2t —1=0

est toujours soluble, qu’elle admet des racines primitives, ¢’est-a-dire
des racines x telles que chaque relation de la forme 2“=1 entraine la
relation ¢ =o(a), et nous déterminerons le « nombre » de toutes les
solutions de (29), ¢’est-a-dire 'ordre du groupe (multiplicatif) qu’elles
constituent.
Remarquons d’abord que chaque nombre « peut étre écrit dans la
r

forme
(30) :L':'rrl'rw’r(e —l-—)’?t),
r r r r rr
ol w est une racine primitive de I’équation z/—' = e, pour r> o,
tandls que w=—c¢ et y-—0<n =o(2). Lexxstence des w a 6té

demontreeparHensel( )3 dememel exxstencedudeveloppement(?)o),

(m,.)Y

» au lleu de e + y=.

r ror

ou seulementil fait usage du nombre e’“'::Z
0 -
Pour r>£ 0 on peut toujours écrire ¢ -+ y = dans la forme <", ou
r rr r
(31) E=1-+T, donc e—e-+ T,
. r r r

pour r=o seulement si y — y*==o0 (4). Mais nous nous bornerons a
r r

(*) K. Hesew [1].
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la forme (30), puisque I'introduction de la fonction exponentielle n’a
pas un grand avantage (').
Or, I’ equanon (zg) est équivalente au systéme d’équations

% — e —o.

r A

Puisque 2 doit étre un diviseur d’Un, il sera un nombre subsistant,
donc on aura k.= o. Donc les équations deviennent :

3 sv’r<e—l— VT >€“: e.
r 7" ”nr 1

Donc on aura d'abord l.a==o (p,—I) pour r>o, et l,a=o0(2).
Posons donc

(32) ch,o:((—a_ﬁ;———)) (pr=nie (r>0),  (h)= gy =(2) 05

la premiére condition sera
(33) L=o0(h);

elle est nécessaire et suffisante afin que at soit une puissance de e+ym

r

seulement. Or une telle puissance est elle -méme de la forme e+ u.

r.r

D’autant plus
(s+gm)ime=o(z™)

(*) La démonstration de (30) est aisée. En effet, %, étant la hauteur de z, on a

ZX =
r

~:fl

mhrp,
r

ol ¢ est subsistant. Alors, I'existence de w ayant été démontrée et £ ayant été déterminé
pallla condition 0= wl (7':), on a vw—lr =e+)z.

1l reste & demontrel l’exxshenue de w (nous omettom I'index r). Il existe une racine
primitive wy, satisfaisante & la congruence wi—1= f(P)‘

Soit wj—1— e=ur, et posons w, = wf .

Alors
wh—l= (e +u r)P = e( ""‘1) et wupr = W= wp (w1,
”

Done w = lim w,, satisfait & Péquation wr—1=e.
e
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Donec
(}e.’—l—;’)_'?);: lim (f—i—%*?f)””r:,e_ *)-

Donc les équations deviennent
(e—i—)r)“*—(e—k) )l?::e.

”

Pour a:_(o), .. @ =o0(z) cette condition est remplie indépendam-
ment de Y (quoique nous puissions évidemment supposer y_o(e)
sans aucune restriction. Soit donc @ = (=*) £(0), donc «, fnz Mais

on démontre aisément par induction pour y =<0 que
- )

r ror

(s 93y = g =o(ym) 2o (77)

excepté pour r=o, c’est-d-dire p,=2, ou cette relation ne doit étre
remplie que poury = o(ﬂ) condition que nous avons supposé étre
remplie. Or, lexpressxon 2 gauche devant étre égale a zéro, donc
divisible par z, on doit avoir y=0,y devant contenir une puissance
infinie de o Nous pouvons réunir les deux cas sous la seule condition
ya = (o). Pmsqu elle doit étre remplie pour chaque , on aura

(34) yau=/(o).

Ou aussi y=o[(0) : a], c’est-a-dire y doit étre divisible par I"ordre
de I'idéal @ (considéré comme groupe additif). En résumant nos résul-
tats nous obtenons le théoréme :

L’équation (29) a pour racines tous les nombres x de la _forme

2= (14 y'ir)H;;/r,

o l.=o(h,), (lz,,:)_—_ (pr— 1) @, (r>o0), (h)=2:0q, y,=0(2) (%)

ety=o [(0):a], et point d’autres.

(*) Cette relation est un cas spécial de I'identité z%= x("u"l, ol u= % est la solu-
tion de I'équation u”r= u, laquelle est = z (pr); cette ’identi{é ’esl; valal;]e porur z o (pr).

(2) Puisque po’{]r chz(que r>o (2 Z); (1), cette derniére condition peutr &tre rem-
placée par ¥ =o (2). =t
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On voit immédiatement que x sera une racine primitive de I’ equa—
tion (29), lorsque la condition suivante est remplie pour chaque r : si
., est fini, ou bien il existe au moins un s avec

<(1()p;—1 I[;;_)’)> (1), ou bien oy =1 et Li=1(2);

st , est infini, ou bien il existe une suite infinie de nombres s,, tels

que ‘
’ »‘([)x-,_lspll')./

ou bien y;é o(*). Puisque pour chaqueretchaque v il existe des s tels

que p,—I1=0 (p ), on voit que chaque équation de la forme (29)
possede des racines primitives. En particulier,

(35) =T

r

est toujours une racine primitive de (29).

14. Enfin calculons 'ordre du groupe de toutes les racines a-iémes
d’Un. Ce groupe est le produit direct (infini) du groupe des (14 y =)

o .« . , . ol
et des groupes w'’~. Nous pouvons ici dévoir de la condition y,=o0(2)

en faisant w = 1, h,=o0. Le premier groupe est la classe congrue a 1
suivant I’idéal (w =), ot w est le fondement de (o) : a. Son ordre mul-
tiplicatif est donc égal a 'ordre additif de cetidéal (*), donc

(0) 1 (wr) =(0):(w)=(1—w).

L’ordre du groupe @™, r21 est (a,p,—1). Donc l'ordre du groupe

(t) Cette condition est équivalente avec ps=1(p% ), ;—é o (pr)-

(2) Cette condition est nécessazre et suffisante.
(3) Tandis que l'ordre du groupe des nombres relativement premiers avec wzm est

o(wx) = (0). Cf. page 302, 5°.
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de tous les produits Hs;)‘r’" est

(36) U(s, po—1)=H(7%, p—1)  (s21, 7r20).

r

Or, soit r tel que a=o (=w). Alors il existe une infinité de s, tels

que p,—1=0 (7,;), done (%“", ps—1)=o0 (r’> Donc on aura

”

(7, po—i) =ol7") =},

Soit d’autre part a =£o (1’1), donc o,= o. Alors

(7’.;:1,7 p.,.—r):(l), donc - ]I(‘;T‘“", le—1>:(‘)-

5

Ainsi on trouve que le produit (36) est égal au produit de tous les 3,
r . N , .
tels que a=o (n), c’est-a-dire & la somme de tous les ¢, tels que
. r
a=o (=), c'est-a-dire au fondement de a, que nous pouvons désigner
r r .
par @°=1Ilim a” Or, puisque w et @ s’annulent,
a()([ —_ CL)) f— u()_
Donc nous trouvons :

L’ordre du groupe de toutes les racines a-témes d’Un est égal au fon-
dement 0° de a. En particulier il est égal a a lorsque « est subsistant
(=tdempotent). Dans tout autre cas il est un vrai multiple de o

Notons enfin quelques cas spéciaux.
1° L’équation 2 =1 a pour racines
(2r=0, 1);
. 0
I'ordre du groupe des solutions est donc (2°) = 3.
2% L’équation 2* =1 a pour racines

1
;(I's— L)

r S
x= (1 -!—)’G’/T) | | hy=

s> I .
0 (5(115———1),])ﬁ>’

’
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’ . " 3 \ .
Pordre du groupe est donc 27(1— ), ¢’est-a-dire (o) ou ¢, selon que
7z 2 7
p-est égal & 2 ou non.

3° L’équation @"=1 est équivalente 4 I'équation 2"=1, lorsque a
est subsistant, vy=ua" étant son fondement. L’'ordre est donc a. En
particulier, a étant un diviseur d’Un, a“=1 est équivalente a = =1;
I'ordre du groupe est donc 1; 2° =1 est valable pour chaque diviseur
d’Un; l'ordre est donce (o).

Wassenaar (Pay-Buas), janvier 1934 (mai 1936 ).
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