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SUR

UN PROBLÈME DE DIFFRACTION
PAR M. J. DELSARTE,

Professeur à la Faculté des Sciences de Nancy.

INTRODUCTION.

Les problèmes de diffraction, tels qu'ils sont posés par la théorie
électromagnétique de la lumière, se ramènent à certains problèmes
aux limites relatifs aux équations linéaires hyperboliques du second
ordre. Si, dans uû but de simplification, on suppose que les corps
diffractants sont des écrans inf iniment minces, on est conduit à des
problèmes mixtes hyperboliques extérieurs, lesquels relèvent de pro-
cédés classiques; c'est ainsi que Sommerfeld a pu traiter complè-
tement ( ' ) de la diffraction par un demi-plan indéfini dans le cas de
l'équation des ondes sphériques. Si, au contraire, on donne aux corps
diffractants des dimensions finies, on est conduit à un problème de
Cauchy hyperbolique, dans tout l'espace, pour une équation ou un
système d'équations, dont les coefficients sont discontinus sur cer-
taines surfaces, la solution étant assujettie à remplir certaines condi-
tions de continuité à la traversée de ces surfaces.

Une étude systématique de ce genre de question reste encore a
faire; le présent Mémoire n'est que l'examen d'un cas particulier fort
simple.

(•i) SOMMERFELD, Mathern. Ânn., Bd. 47, p. 817, 1896 et Zeitschr, f. Math, u. Phys^
Bd. 46,.p. ii, 1901.
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Noas ferons tout de suite une remarque importante : les physiciens
recherchent avec prédilection, dans tous ces problèmes^ les solutions
stationnaires, c'est-à-dire périodiques et sinusoïdales par rapport au
temps; ils y trouvent de nombreux avantages, et d'abord celui de la
simplicité, puisqu'on substitue ainsi à des équations-hyperboliques à
quatre variables, des équations elliptiques à trois variables; de plus,
on évite la difficulté provenant du fait que les milieux traversés sont
dispersifs, difficulté qui empêcherait en toute rigueur, d'écrire les
équations de Maxwell sous leur forme classique et qui conduirait à les
remplacer par des équations intégrales; enfin il est bien naturel de
penser que cette substitution est conforme a la nature des choses,
car Pétât initial d'un phénomène vibratoire est physiquement assez
mal défini, tandis que sa fréquence principale et ses harmoniques sont
des choses sur lesquelles il n'y a, expérimentalement, aucun doute.

Il faut cependant reconnaître que, lorsqu'il s'agit de problèmes
extérieurs, une telle simplification n'est pas légitime, elle n'est même
pas faisable. C'est ainsi, par exemple^ que l'équation des ondes sphé-
riques devient, quand on y remplace la fonction inconnue par
u{x-, j;^)<?^,

A ÛJSA^4-y^==o,

où V désigne la vitesse de propagation; on sait,que, pour cette équa-
tion, les problèmes extérieurs, qu'ils soient de Dirichlet ou de
Neumann, sont indéterminés, la régularité à l'infini ne permettant
pas de choisir la solution* Or, que les problèmes soient extérieurs, ou
plutôt, qu'ils intéressent tout l'espace, c'est un fait constant en théorie
de Maxwell. Il est donc tout à fait nécessaire de passer par le biais du
problème de Cauehy, en se résignant naturellement à négliger la
dispersion (1).

(1) Malgré cette difficulté, certains auteurs n^ont pas craint de rechercher les solutions
stationnaires dans des problèmes de diiïïaction par des corps non-infiniment minces
(diffraction par une sphère). Ils ont été naturellement conduits à choisir, les solutions
extérieures en faisant appel à des considérations fort discutables, telles que le compor-
tement des solutions pour des vale.urs imaginaires des coordonnées. Toir^ en particulier,
J. MIE, Ànn. Physik, (4), Bd. 25, 1908, S. 877; P. DEBYE, Ann. Physik, (4) ; Bd. 30,
ï9Ô9, S. 57.
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C'est ce que nous faisons ci-dessous.
Nous supposons l'espace divisé en deux régions 1 et 2, par un plan

indéfini : nous traitons successivement le problème de la diffraction
par ce plan indéfini, pour l'équation scalaire de propagation des ondes
sphériques et pour le système des équations de Maxwell.

Dans le premier cas, la vitesse de propagation prend des valeurs
distinctes dans les régions i et 2 : nous cherchons une solution
continue ainsi que toutes ses dérivées premières dans tout l'espace,
connaissant les données de Cauchy, c'est-à-dire les valeurs de la fonc-
tion inconnue et de sa première dérivée par rapport au temps à Fins-
tant in i t i a l . Il est naturel de prendre comme inconnue auxiliaire la
valeur prise, à tout instant, par la fonction inconnue dans le plan
diffractant; la résolution de deux problèmes mixtes hyperboliques
donne alors la fonction inconnue dans les régions 1 et 2 : en écrivant
la continuité de la dérivée normale de cette fonction a la traversée du
plan diffractant, on est conduit à l 'équation intègre-différentielle dont
l'inconnue auxiliaire est solution. On trouvera l'exposé de ces calculs
dans le Chapitre I.

La résolution de cette équation intégro-différentielle fait la matière
du Chapitre II; il se trouve que malgré son assez grande complexité,
cette équation peut être intégrée en termes finis; cela tient à ce que
Popérateur auquel la fonction inconnue est soumise, dans cette équa-
tion, admet le groupe des translations dans le plan diffractant; il fait
alors partie d'une classe d'opérateurs linéaires permutables, ce qui
facilite beaucoup son inversion.

Le troisième chapitre est consacré à l'étude du même problème, au
point de vue de la théorie de Maxwell. On rencontre ici des difficultés
très inattendues. Désignons par £,,, £2? [^ i? [^2» respectivement, les
constantes diélectriques (pouvoir inducteur), et magnétiques (perméa-
bilité); des milieux 1 et 2; nous supposons que ces milieux ne sont
pas conducteurs. Nous nous donnons les conditions initiales de
Cauchy dans tout l'espace et nous nous imposons les conditions de
continuité maxwelliennes à la traversée du plan diffractant, à savoir :
continuité des composantes tangentielles des champs électrique et
magnétique, continuité des composantes normales des inductions
électrique et magnétique. On prend des inconnues auxiliaires qui
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sont les composantes du champ électrique parallèles au plan de sépa-
ration des deux milieux; la résolution de problèmes mixtes hyperbo-
liques donne les champs dans tout l'espace, en écrivant les conditions
de continuité on est conduit à deux équations intégro-différentielles
permettant de déterminer les inconnues auxiliaires. Comme dans le
cas précédent et pour les mêmes raisons, ces équations, quoique
compliquées, sont susceptibles de transformations s imples; on les
réduit en effet à trois équations aux dérivées partielles portant sépa-
rément sur trois fonctions inconnues, ces fonct ions n'étant d'ailleurs
pas indépendantes; voici ces équations

Les seconds membres sont connus, les fonctions /, g\ F sont nulles
ainsi que leurs dérivées premières par rapport au temps, pour t=o.
La détermination des inconnues se fera donc par des procédés clas-
siques si les équations Ça), (6), (c) sont hyperboliques; au contraire
le problème sera impossible si Fune au moins de ces équations est
elliptique. Une discussion facile montre que la première éventualité
se produit pour

^=^i—l^{^— £2)^0 .

C'est au contraire la seconde qui se rencontre pour k positif.
Il est permis de penser que le même phénomène se reproduira pour

des corps difïractants de forme quelconque. Nous nous croyons donc
autorisé à dire que la théorie de Maxwell conduit, lorsqu'on Rapplique
à des questions de diffraction, a des problèmes mal posés, en enten-
dant cette expression dans le sens que lu i ont donné Poincaré et
M. Hadamard.

Peut-on, d'une manière ou d'une autre, faire disparaître cette
grosse difficulté ?
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On peut d'abord remarquer que nous n'avons traité qu'un cas
l imi te , celui des corps infiniment résistants; peut-être l 'introduction
des conductibilités des milieux 1 et 2 feraient-elles disparaître cette
circonstance gênante. Nous pensons revenir ultérieurement sur le cas
des milieux conducteurs.

Au point de vue physique, on peut dire aussi qu'on a l'habitude
dans toutes ces questions de propagation lumineuse, de prendre
;j-, =^== i ; ceci paraît en effet fort légitime puisque, sauf pour les
corps ferro-magnétiques, auxquels ne s'applique plus la théorie de
Maxwell, la perméabilité magnétique ne diffère de l'unité que de
quelques mill ionièmes; défait , pour cette valeur de ^-i et p^? k est
nul et il n'y a plus de difficulté. On doit cependant objecter que ce
qui importe, c'est le signe de k\ cette quantité est petite, mais elle a
un signe déterminé, d'ailleurs variable suivant les milieux 1 et 2,
comme le montre le tableau suivant ( ' ) :

1. , 2. A-.io6.

Glycérine.. . . . . . . . . . . . . . . . . Acétone +1,2

Id. . . . . . . . . . . . . . . . . . . Chloroforme -î-o,4

Id. . . . . . . . . . . . . . . . . . . Benzène — i ^ g

Id. . . . . . . . . . . . . . . . . . . Éther —2,5

Nous pensons donc que la difficulté subsiste entière et qu'on n'est,
en aucune façon, autorisé à considérer que la solution, pour k positif
et très petit, est inf in iment voisine de la solution pour A=o , cela
précisément parce que la nature profonde du problème change pour
cette dernière valeur de k.

Les conclusions essentielles de ce travail ont été publiées aux
Comptes rendus de ^Académie des Sciences les 9 et a3 mars igSô.

(1) Ces données numériques nous ont été communiquées par M. Félix Esclangon.
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CHAPITRE I.
MISE .EN ÉQUATION.

1. Le problème que nous nous proposons d'étudier est le suivant :

Déterminer une fonction uÇx;y; z\ t) par les conditions que voici :

a. Conditions indéfinies :

, . à* u à^u à^u i à^ u.
(1) —ï -+- -r— -h ——• ••— — —~ == o pour x ;> o ;àx" ôy- àz- co^ ôt" v î

, s à^u à^-u à^u, i à^u
(2 ) ^+^+^:";Ij^:=o PO^ ^«>î

les variables .x*, y, z prennent toutes les valeurs réelles, t prend toutes
les valeurs réelles positives ou nulles,-la fonction u est continue ainsi
que toutes ses dérivées premières pour l'ensemble de ces valeurs.

&. Conditions aux limites :

(3) ^(^;j;^;o)==a(^;j;^); |-,^(^;j;s;<)| ==i3(^;j;^).
L01 Jfc=o

Nous prendrons une inconnue auxiliaire

ï(j; ̂ ; t)==U{0; J; 5; ^)

représentant les valeurs prises par la fonction u dans le plan o?==o,
pour les valeurs positives du temps t; les concordances

(4) a(o;^;^):=Y(j;^; o); [;r,ï(j;^)( ==p(o;j;;s)
L6'" J<=o

sont supposées remplies; enfin nous désignerons par 1 et 2 les régions
où la coordonnée x est respectivement positive ou négative. La déter-
mination de u dans chacune de ces régions s'obtient, lorsqu'on
regarde y comme connue, par la résolution d'un problème mixte clas-
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sique. Dans la région 1 par exemple, on a (1)

(5) u { x ' , y ^ z ' , t )

=ï(j; ̂ t-^) - ̂ L^ ̂  o;^-^]

,, /^ I ^ —| X X f—————\ ^^^j.ym-^y'3^-^^1-^^/ À
i( ^AO ___

J Mo[^- Àco,^; j; 5; c^v/i - À^] ̂

/,•! _______

— j Mo[XG).^— ̂ ; J'; <5; U^t\/ï—— ̂ 2]^

^^o

4- t f M^[.z1 — Àûj^; 75,3; ûù^\/i — À^j^À
, ^-i

/ti ___
— iî ^ Mi[^co^ — A1; j; ̂ ; o)^\/i— À^j^À

" A O

+G3.,^ / \Jï — À3 —.Mot'2-'-— ̂ i^; y;,s;c,,).^v' i—À2]^
J_i ^P^p"

^
^-i

"^X"o

^Ao ^

CO.̂ ' j l -y-.Mo[^—— ÀC^^; J; Z', &).̂
J -̂l <7lz>

- co^ / } i—.Mo[Àcû^— ^; y; .s; cx)i
Ao (/^

- G^t f \ / i — À 2 — . M o [ ^ . i ^ — ^ ; j; s; œ.^v/i—À'2]^
^o

- co,̂  1 l—.Mo[^—ÀûV;J; •s; &),^\ / Ï—P]^X
J -̂l UJC

-4-co^ / ^—.Mo[Àcû^— ^; y; .s; w^t\/i— ^]û& y
Ao 6W

où l'on a posé
i r2^

(6) N(j; ^; t; p)== ̂  J ï ( j+pœsî?;^+psip4?; t)d^;

i r271
(7) Mo(^;j; 5; p)=— f a(^;74-pcos9;^+psin9)^;

2 TC J^

r^(8) Mi(^;j;^; p)= — p(^;y4"pcos9; 5+psmy)^cp;
2'^: »/()(

X(9) .̂n' R=P2•(A).^

(i) Pour la démonstration de cette formule, nous renvoyons à Pouvrage fondamental
de M. HADAMARD, Le problème de Cauchy et les équations aux dérivées partiel^
linéaires hyperboliques^ IV, ï, 3, p, iô6 et 107.
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On aurait une formule analogue dans la région 2, en remplaçant co,
par coa et en changeant le signe du premier argument dans les fonc-
tions Mo et M! : il n'y a pas lieu de changer les signes des termes ou
se trouve un . -5 car cette dérivation y est supposée faite par rapport
à Vx qui figure dans le premier argument, et non par rapport au pre-
mier argument lui-même.

Nous allons former maintenant une équation intégro-différentielle
à laquelle satisfait l 'inconnue auxiliaire y (y; -s; t) en écrivant la
continuité de j- à la traversée du plan x = o.

2. Plaçons-nous dans la région 1, calculons —^; nous ferons ensuite
tendre .2; vers zéro. La dérivation des termes dépendant de y donne

- -"ïU^î5 ; ^ - ± ) - — N [ y ; s î ° ; \/co ̂ 2 - xî ]w^ \^ û>.).( / Çï)^ t

ry 'y'S f) _ , „

+—t^{y^•^\<Wi-^î\i

^f^i-m-^3^--^^1-^
<1 l à ,- F . se x

— 2 Uif ̂ . N [j ; s ; o v^o^T?'̂ "^ ]

-^^^^(x-^^.N^^^-^^T-^^,

/*1 T rîï r y -r ____~1-Y11 I à2 T^r ^ ^ ^ /—^~i2^3 ; •—T-, ———.N | y; -s', < — —^; ^- \ / i— À^
J ) , ^ i >

vï ——^^T^^^; ^ - — — J ^ V / I - À ^ ^ .J^ &ji À1' àï\ ôt |/ î ? co.i À ^ À v J

Passons à la limite pour x === o ; le premier et le second terme donnent
directement

— -^(J; ^\ <)- — N ( y ; ^ ; o; o),^).co-i w^l

II n'y a pas de difficulté non plus pour le troisième et le cinquième
terme : nous avons supposé en effet, pour pouvoir écrire l'expression
précédente, que y était dérivable en y et s jusqu'au quatrième ordre;
N est alors une fonction régulière de R jusqu'au second ordre : la
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limite des ternies envisagés se réduit dans ces conditions à

— 2^^.N(j; .ï; 0; CO.^).

Passons an quatrième terme; Xo tend vers zéro avec a?; par le chan-
gement de variable x == Àp, ce terme s'écrit

^.r'sK-'''5''-^''7^1^
dont la limite est

^^[^''"^-l^
Le même procédé s'applique aux sixième et septième termes; ils
tendent respectivement vers

llf.~"^•v[f•s••'-i•f\''f

-iC^^'^-^-
La partie dépendant de v dans l'expression de ^ .̂  s'écrit main-

tenant

(10) — -"-y^j; 5; Q — —— ]N(y; z', o; ûj,^)— a^i^^o N(j; 5; o; ^^)
& .̂̂  ^it' c/rx

/-(0^ ^ r p "l ,
-4-^ ^^p^^^-^Pj^

/'û)^ ^â r o "1
+4jf P-SRiN^^'-^p]*

-^"•^"[—————^^

Elle est susceptible de simplification; introduisons la dérivée totale
Ann. Éc. Norm., (3), LIII. — FASCÎ. 3. t 3I
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, dNde ^ par rapport a p

^"[--.'-^^h-ï-,^"^^'-^^
^2 r p 1+^P^iN[j,-.;<-^;pj;

les deux derniers termes de (10) deviennent

-r^i—^]^
et la réunion des trois derniers donne

•'^"''^"[^•"'-^•p]*
-a î'--^]!^
-, w ̂  i \ p- -» 1

==2 J ^a N ^; ̂  <~~ ̂ ; p pp4"201^^ ^^ ^ î o; ^i^.l;

une réduction se produit et l'on obtient au lieu de (10)

(ll) — -^-ïKj;-3; Q — ,'— Mo(<'>;J ;^ ;^ i^)^i '̂i "'"r11^^^'""^']^'
compte tenu de la concordance

Mo(o ; j ; ^; û j^ )==N(y ; .;; o; ^,,Q,

qui est conséquence de (4)-

3. En dehors de l'expression (n), on trouve encore dans -^
[̂  ux jj'==o

des termes connus, c'est-à-dire dépendant de a et (3; ils proviennent
de la dérivation des intégrales qui, dans (5), portent sur Mo et Mi.
Leur calcul ne présente pas la moindre difficulté, c'est pourquoi nous
l'omettons; après quelques réductions simples on trouve pour limite
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de .- quand a? tend vers zéro par valeurs positives

-» Cl) ̂  ^ \ r— •—«

( 1 2 ) ôi(j; z-, t)=2 . N y; s; ^ — f-5 p Jp— -^y,(r; .s; ^)
^o 6/R L ^i J &y!

-l- ^- M. , (o; j - ; ,3; cx) ,^)+ ^ M o ( o ; r ; .s; G).^)

^'i ^ " ___
+ j àx Mo 1-Àœl ̂ ; r ; ̂ ; O J 1 1 v/1 ~" Â2 ̂  ̂ />

/ll ^ ___
-4- t \ ,- M^ [ }.G3,i ^ ; ^- ; s ; co, < y i — A2 J (Th

Jo <7^ '

-r ûj, t j V / I—P ̂ -^ Mo [//.J, ^ ; J- ; .; ; û).i ^ V'1 - }-2] d^

^\ ^ ______
4- ̂ t ( A ^ Mo[Àû>^; J; .s; c^v/i — P] dl.

Dans cette formule, les dérivées — et y- sont calculées par rapport
au premier et au quatrième argument des fonctions Mo(^; r; s; p) et
Mi (^ ;y ; ^; p). Ici encore il y a lieu de faire un certain nombre de
simplifications : considérons la dérivée totale

^[^.Mo[^.;.y;.;.^v/T-Ii]]

Mo[^)^;^; ^; c^v^—^J
à

—— ivxoj_/ .wi( / , j , ̂ ,

-+- 7.co.̂ ;r-̂  Mo[}.ûû^;j; ^; a^v1—^'2 ]o'î 1'/'1"'

-^^MO[À"1^'J';';M1<A/T^Ï];

son introduction dans l'expression de Oi permet d'écrire le cinquième
et le huitième terme sous la forme

^(^y;-5)-^!^ /Tzr^Wàx ^[^i^Jî^; ̂ ^i-À2]^
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et en réduisant avec le septième terme, on trouve

(i3) ô,(j;.^0=2f t à N[r;^ P;p'U-- -T,(y;^î ^
Jo cm L ^i -I ÛJ!

4- ~ M,, (o ; y ; z ; c.3.1 ^) -h — Mo (o ; y ; .3 ; û), ^) + a^. (&^ ^ : y ; .s)
Cfc).j " . </p

^•i ^ 1 ____
-^ / ^ MjÀ^^;J; ^; 03,^/I-^]û?ÀAr

,. r'
, / r< t"-^

+ 2 "? lî f ^àR Mo ̂  /•("jl î ; J ; s ; " ' tv/l~~îî ̂  dl '

Nous util iserons encore les relations

(14) ac.^r-J ^^ M» [>.c,)i < ; y ; s ; &).i t vi - À2] a??. + ^_ Mo(o;r;5;r,).,<)

.i^^'e^ Mo[&),\/F~^;j;5;^^^t

et

(15) < r ^ M.i[Àc,).^;j;s-, c,:^v/^—^]<:^+ ^- Mi(o;j; s; ^ï)

-^•^f/^^^'^--,r^-,^]cie

que le lecteur obtiendra facilement en faisant le changement de
variable

6 == t \jt—t\ '

Elles permettent d'écrire
/^(O ̂  f, •\ r- "1

(16) ô,(j;^)==2j ^ Nlj;^; ̂  ^ ;p j</p- ^T.(J^5 Q

^ ^ 2 ̂ ,, r2 j À ̂  M o [ o 11 y71 — ̂  ; y ; ^ ; 7^ ^ ] ̂ X

—a(cx).^;-j; s)
. ^ï ____

— / 'k.M^[w^t\/ï — À^; 7 5 ^ 5 ÂO)^] dt
^i Jo

^».i / , ____
+- — I À . Mi [&)- [<</1 — À3; J; 5; ÀM^] ̂ .

^iJft
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Enfin nous devons encore transformer le terme en N; "plaçons-nous
dans l'espace (r, 2, t\ soit Cy^o le cercle d'équations

T == ̂  o ; (Y] —j)'2^- (ç — .sr-= ps
on a

N(j;.;.;p)-^fT(.;S;.)^; ^N(r;,3^;p)=^f ^ ds,'^^-^pl n^^-^-, ^ ̂ ,,^,u;-^, ;
1 ^Çy^ l -'ty=^

où l'on a pris, dans la seconde formule, la dérivée normale vers l'inté-
rieur du cercle; l'application de la formule de Green à. l'aire limitée
par C^/p dans le plan T == t, permet enfin d'écrire le premier terme de •
l'expression de o^ sous la forme d'une intégrale triple

i [à^f à^{~\ ,
-DiL^^^J d̂n d^ ch,

^^,M) {t-^Y [àrr- à^
1 y-.t

étendue au volume du cône de révolution F^ défini par les inégalités
(17) O<T«; (.rî-rY--}-(ï;-zY--^(r-t)î<o.

Nous prendrons comme forme définitive de o^ l'expression (16),
l'intégrale simple en N y étant remplacée par l'intégrale triple précé-
dente.

4. Un calcul tout à fait semblable conduit à la valeur de la limite
de ( u lorsque x tend vers zéro par valeurs négatives; on Pobtiendrâ
en changeant co, en 0)3 dans o ^ Ç y ; s ; t ) et en tenant compte du chan-
gement d'orientation de Faxe des x\ on trouve ainsi

i r^r. . ^ ï1 , 7.. . i(^ ̂ ;.;^^r ^[S^?!^^^"^^5^)
lj-T.£

^2 f )— MoE-ûj.^T^îj;^ ̂ t\d\
' ./. ^R

.-^Gj.f2 ! X^ MoL-ûJ.^/i-^îj;^;}^,

-h — a(— .̂̂ •; J; ^)
ûO .̂

-f--L f\.m,[-^t\/i-r-;y;s; '}^t]ca\
"2J« !

I- r À . M, [ - u-, ̂  v/ï - v ; j ; s ; ?.u, ̂  ] <a,
^i^n
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le volume du cône de révolution -T^ étant défini par les inégalités

(^/) 0 < T < t; (7Î - j)3^ (Ç - .S)2- COJ (T - ̂ a < 0.

On est conduit à l'équation intégro-différentielle du problème en
égalant o, et 03, ce qui donne

( 1 8 ) ( I + ^ ) Y , ( 7 ; , G ; ^ )
\<»,, ûj.,/

^A^^fê^]'^"27TCi),
- — J- ̂ tl ..ït

Î.̂ .M]̂ *̂ ^1 yet

(fl(y; js; t) est une fonction connue. Il est commode d'intégrer cette
équation de o à t par rapport au temps; nous mettrons l'équation
résultant de cette opération sous la forme

(19) ^ [YJ -+ -^ [Y]==A( j ; ^ Q,

où l'on a posé

(20) ^[Tj= - ï(j;^; 0

^X^M^-T}27rj. izz/,,, (r-er-L^2 dç

(21) â3,[Yl=^ y(j;-s; f)

-̂ ^ -̂MMÎ rt
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(22) À(j; s; ^==^-a(^^;j; .s)+ ̂ a(- co.^j; ^)

/»! ^ ___
-4-2c<),r"^ Â ^ M o [ 0 0 , ^ / 1 — À ^ r ; .s; Àœ^j^À

-4- 2 ûj, r2 f A — Mo [ - o), < V 1 -72 '. }•' î G 5 }t&}^ i ^À

. /•.i ____
-+-- / À.M,,[ ^^v i - ̂ .n ̂  ̂ iïj^

^i-A»

4- 1 f Â.M,[- GJ^V'I --^î j ; s; ^^]^À
^•^ ^o

+ -1- f r A. M J G) , - V 'x -^ ; r ; .3 ; ̂ J, r] <A ̂
^•1 J(, ^o

/,^ /Tll ____
^ 1. j },.MJ— O-TV/ I - ̂ ; r; S ; Â&J.Tj ̂ ^T.

^J, Jfl

pour ^==0, les deux membres de (19) ont pour commune valeur
/ 1 i \ , ,

— 4- — a(o;j; ^),\o), ûj.,7

compte tenu de la première concordance (4).

CHAPITRE II.

ÉTUDE D'UNE CLASSE D'OPÉRATEURS LINÉAIRES.,

APPLICATION A LA RÉSOLUTtON DE L'ÉQUATION INTÉGRALE DU CHAPITRE PRÉCÉDENT.

1. Considérons la classe linéaire des fonctions /(y, s, t) analy-
tiques par rapport aux variables y et z, holomorphes au voisinage
^y^^^Q^ intégrablès en t, pour les valeurs positives suffisam-
ment petites de cette variable, ainsi que toutes leurs dérivées par rap-
port à y et z. Soit L cette classe. Dans- la suite, la notation A,/ dési-
gnera le laplacien

^f^J^^'à^
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et A// sera la suite des laplaciens successifs /, Ci = i, 2, 3, ...), tous
pris par rapport aux variables y et s.

Nous envisagerons les opérateurs linéaires suivants :

r 1 ( t_rY21—1

(1) Vo[/]=/; V,[/]^ ^^_^,A,[/O-,.=;T)]^;

ils sont évidemment définis dans la classe L. Explicitons l'opérateur
produit V(Vy; on trouve successivement

V,[/]=^-(j;a;<),

A,[^(y; s ; T)] =y ̂ (^-^1 A^-[/(^; 5 ; 0)] rf0,

et, par une transformation classique,

^-cu^^^11^^-
rintégrale entre crochets s'évalue aisément par le changement de
variable /x=Q'+•u(t— 6); elle a pour valeur

^ QY^ B(^;2./) ^ (t-QY^
. v / ( 2 î — i ) ! ( 2 . / — i ) ! ( s z + s y — i ) !

II v ien tdonc finalement
(2) V,V,[/]=V;V,[/]==V^[/].

Considérons maintenant une suite dénombrable de coefficients
numériques

°^0? ^î • • • 5 ^h • ' • ?

définissant un élément de fonction analytique

(&(Z)=^a^.
f==o

L^opérateur linéaire, défini par. la série
00

(3) ^i/]=2^V,[/],
^==0
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a un sens dans la classe L comme on le voit sans peine en se fondant
sur les inégalités de Cauchy auxquelles satisfont les a,; la série (3)
converge uniformément dans toute région criiolomorphie de / par
rapport à y et 2^, pourvu que t soit assez petit.

<D(Z) sera appelée l'indicatrice de l'opérateur V. Nous désignerons
par (V) l'ensemble de tous ces opérateurs; certains d'entre eux
peuvent éventuel lement être étendus à des classes fonctionnelles plus
vastes que la classe L. Ils sont deux à deux permutables; si V et W
ont pour indicatrices respectivement ^(Z) et V(Z), l'opérateur pro-
duit VW == WV a pour indicatrice la fonction ^W comme le prouve
la relation (2).

2. Soit ^[/| l'opérateur déjà considéré dans le précédent cha-
pitre

(4) ^[/]=^-r/(j;.3;<)
. F } lïï /^-^i^[/(r.;Ç;0)]^^^ ^1,

i
27T /^^

le volume d'intégration Ty^ étant défini par les inégalités

(5) 0<0<T; (y , - ^y )2+(Ç—. ; )2— G.)2 ( 0 —-)'-< 0.

Supposons que / (y, ^ t ) appartienne à la classe L et que t soit
assez petit; évaluons l'intégrale triple étendue à F^; prenons des
coordonnées semi-polaires autourde la droite ̂ ==y; <(,=z; soit

^ — y == p cos (p ; Ç — ^ == p sin o ; / cl-nd^ == p dp do ;

on a, par la formule de Taylor,

A-, [/(YÎ; Ç; 0)] = .é ;̂ S; 0) = ̂ (J; •s; 0) + ^f [.^•(Jî ̂  /9) cos? -4- ̂ (^5 ̂  /9) siï3 CP]^

£^ [,^(j; ,s; Ô îcos 2 ^
2 1

2 À^ LY ; ̂  ; ^ ) cos G) sin 9 '-1- s'^ (}' ; .s ; 6} sin2 o ] •

l'intégration en ç, à p et 6 constants, donne par un calcul facile

[^(J^; ̂  ̂ ^[^;..;0)]+...+^(|)âA.[^;^0)] -^...];^[^(j^; ̂ + (fTyi^[^Cr;.s;0)]+

A/^. £'c. Norm.. (3), LUI. — FASG. 3.
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multipliant par ^-p et intégrant en p de o à co(ï — 6), on trouve^.f,nf.
2 TT

^•(j; ..; Q) (T- 0)^- ^A,[^(j; ̂  0)] (r - ̂ -h...^2 , .. ,. ... W
—^(Jî .3;^ 6 \^ 7 -' ? u M ^ ~ '^; -r- ^g ^1 L5 V^ ? - 5

2 (/'+!) . „ , , , , rûJ(T—6')T2 ^ + 2

^iïT^riT^-^-^^L^-J +--
On passe ensuite à l 'intégrale triple en divisant par co(ï — O)2 et en

intégrant en 6 de o aï , ce qui donne

^€ ^-^A,,[/(-/,;ç;^^
-"•- .̂ y-T '
VS —

=2 (7 -̂ "^f^- ̂ '-"WO'; 3; ^1 ^-
/•=-1. <1

Finalement nous obtenons

^jC'SX (T^^^^^ ^» /

^"^ )JVr^^W-^^..yZ-C

PUIS

<«-, / / .îi—l /*/ / / »-Y2i—}

^^^^^T——W^3^'!*.

^[/^S^7-!^"]
avec

— - 1 - r ——— -̂L:̂ 2.!̂  ^Y'"1—— 1 1 . 3 . 5 . . , (2l — 3) 0 '̂
O î o — ^ , a , — — ^ , ^ ^ ^ ——~" ^ '2 .4 .6 . . . (2? :—2) ' Ï Ï *

L'opérateur û5[/] fait donc partie de l'ensemble {V) et il a pour
indicatrice

(6) ' ^^)=4I"iI'^^t'('^3^^^z1-lv/^^
G) Ad 2.4.6. . . { 2 1 — 2) 2< G ) '

L /•^i ' 1 J

L'expression (4) de cet opérateur, où l'on transforme à nouveau
l'intégrale quadruple en intégraledouble par application de la formule
de Green, montre de plus qu'il est défini dans la classe £ des fonc-
tions /(y; s; t) possédant des dérivées du premier ordre en y et 2 9
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ces dérivées ainsi que la fonction elle-même étant intégrables en t,
pour toute valeur positive de cette variable.

3. Reprenons maintenant l'équation (19) du chapitre précédent
(7) ^i[ï]4-^,[T]=A(y;;3; Q,

le second membre est connu, le premier membre est un opérateur de
l'ensemble (V) ayant pour indicatrice

— i /1 — (,/- % -4- — \J i — c»/; Z.
GJ.1 C»^

Si la fonction inconnue ^(r; ^; Q appartient à la classe L, les opé-
rateurs û^ et d3.j sont permutables
(8) ^^[Tl=^2^i[ïL

de plus les opérateurs itérés <J3,<®, et ^(©2 ont respectivement pour
indicatrices

JL — z -L - z
Çx^ 'J? _ ÛOJ

de sorteque
(9) ' ^i^i M = -^TO'î ̂  ̂  - f (^--^^[ïb"' ^ î ^-1^'^T ^o

/^/

(10) ^^M^^ïO1';^ ^)- / (^-^)A l i [ ï (Jî•^T) ]^•Ct) ̂  ^7(,

Appliquons maintenant aux deux membres de (7) l'opérateur
û^ — ^3 ; tenant compte de (8), (9), (10), on trouve

^^]_^^[Y]=(^ -^)ï(j; s; <)=â3,[A]-^[A],

d'où résulte
(") ,(,^;<)=^i^{^[A]-^[Ai},

qui est une formule de résolution de l'équation intégrale (7).
Il nous reste à étendre ce procédé aux fonctions y n'appartenant

plus à la classe L; il suffira pour cela de prouver la légitimité des for-
mules (8), (9), (10) lorsque y est seulement telle que ces relations
aient un sens.
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4. Nous allons d'abord transformer l'intégrale quadruple qui se
trouve dans d3i en effectuant en premier lieu l'intégration par rapport
à r ; fixons le point (ï];C;9) en P dans r^,; soient Mie point (j,^),
Af le point (y, 5, r), M, le point de la droite MAP qui se trouve sur la
nappe du cône F-^o ouverte vers les ^ > o ; M7 est compris entre M,
et M, on a

r^ ^7 __ &)_i i
j^ (T--^-7 ""7"=^

p désignant la distance du point P à la droite M, M; moyennant cette
transformation, l'intégrale quadruple devient

JJJT [^ - ̂ -7jA,[Y(^; ç; ^)] ̂ ^^9
^ yzt

avec
p^(^___^,)^(ç^^)^

Le coefficient différentiel devient infini tout le long de la droite
7i==j; Ç=^

mais il n'y a de ce chef aucune difficulté car dr^ d^ = p dp dop ; il n'y en
a pas-non plus au voisinage du sommet de r1^.

On peut pousser plus loin cette transformation; partons de la rela-
tion

S^-T-^^^^^
J- yat •

= Sf^^-T^^-^9^'1"

^ff,, (T .̂̂ "' î;9)<^l"'t<•"^.• .
ly^t

.effectuons l'intégration en 0 dans le premier terme en remarquant
que — — ^—-g; est nul sur la portion de surface conique qui limite
partiellement le domaine F;^, on trouve, en désignant par C^ l'aire
du cercle qui achève de borner ce volume,

"X^'iJ^^^^^^X, (T-^-^1'^0^^-y^ . J- yzt
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Posons maintenant

(I2) , /(j; •s; ^)= f T(r; ,3; T )^ -
^0

alors A, [/(j; z ; ^)] est nul pour t=o, sa dérivée par rapport à t
étant A, [y(j; z\ t)]; la formule précédente donne en conséquence

^•(j; ̂  ̂ =ffl [^ -7^] ̂ [1(^5 ̂  ̂ )]^<^

^ ^-^^[/^^s^l^^^-p 1 \tf
 — ^.-'1. J^

C'est cette dernière forme de Fintégrale quadruple que nous adop-
terons.

Calculons maintenant A, [^'(y; s; î)j; il est nécessaire de supposer
ici que -y possède des dérivées quatrièmes en y et ^, ces dérivées étant
intégrables en t.

Si l'on revient à l'expression de g'Çy, -^ t) sous forme d'intégrale
quadruple, on voit que

A^(j;^)]=f A,[G(J;^T)]^T,
«A)

un raisonnement classique donne d'ailleurs

A,[G(j; ^; ̂ ]=Jir ^^^[YC^ Ç; 0)]^^^,

puis, faisant de nouveau la transformation qui a permis de mettre^-
sous forme d'intégrale triple

A^(j;^ ̂ =^ ^—^A^^^ ^ e)]d'n^d9,
Tyzt

car As [/(ï] ; Ç; 6)] est nul pour 9===- o et l'on a

A,[y(^;Ç;^]=^A,[ / (^ ;Ç;@)] .
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Soit alors, en prenant coi et 003 positifs,

/,(^;Q=^ï]=-Y(y;^)
ÙJ,i

-^x.,.^-^11^^^0^^^9-
Nous avons

A,[.A(7;s;<)]=-A,[T( j ;s;^
Oj.l

— — — ^ ——^^.[/(rr.Ç;^)]^^^a^^iJZ/r^t^—6 ' )"
puis

cD,^[y]=-^[/J=-^-^(y; ^; ̂
0.).̂

i i î î ' i , A , [ F , ( r y ; Ç ; 0)]^^^

avec

F,(j;^Q=f/,( j ;^T)^T
t/n

=-/(->'!',')

iîs;Jr'SX;.„F^ÎA•[•/'t•''is•9)]rf"is'/9A•"^-"••1

^O fU^i;^t\" - / - /

ou, en transformant encore l'intégrale quadruple en intégrale triple,

F.,(,, .; .)== ̂ /(y, .; 0 - ̂ ff^^W^ ̂  ̂ d•^dQ'

en posant

(i3) F(y; s; <)= f /(y; s;T)a?r.
*/0

De la même manière

AJF, ( j ;^<) ]=^AJJ( j ;^Q]
C»)i

- ̂ ir«. (̂  A^[F('; s; 0)] 0?Y3 ̂ ^
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et finalement

^^^M-^ï^^^)"^

- ̂ x^^^^^^5 s; ̂ ^
'4~ 47^,^ Jl/r,̂ , i^- ^l):i

' X ) î  ^^————^ r-F ( M. ; c ' (.Y.-')] /̂.< dv dw [ â'n ciT d0.
^IZ/r^^—^)'" (

Démontrer la relation (8) revient maintenant à prouver que
l'expression précédente est symétriqne en co^ et co^ c'est le cas pour
les trois premiers termes de cette quant i té , il suffira donc de montrer
que l'intégrale sextuple qui en forme le quatrième terme possède elle
aussi cette propriété. C^st ce qui fera l'objet du paragraphe suivant.

5. Le coefficient différentiel qui figure dans cette intégrale sextuple
dépend explicitement, et d'une manière indépendante de y, des
variables YJ, Ç, T; il est donc indiqué de commencer l'intégration par
celles-ci. Quand le point Q de coordonnées Y], ^ T décrit le
domaine r2^,, les points P, de coordonnées u, v, w restent intérieurs à
une région de l'espace qui est T[^ pour co2<^ co i , et F2.̂  pour 003 ̂ > 00, .
Soit en tout cas r,'^ cette région; fixons-y le point P; Q doit alors se
trouver dans un domaine (R qui est la partie de F^ intérieure à la
nappe conique prolongeant la surface latérale de r^, du côté des
t positifs.

Il faut calculer
/ ^ iïT d-nd^dQ
(I5) ' X^-W--)2 '

Pour faci l i ter le langage nous conviendrons que le plan ^ = = 0 est
horizontal; soit M le point de coordonnées y, z, t; soient m, et p les
projections horizontales de M et P; dans tous les cas on a t^w^ on
posera t—w == h et l'on désignera par § la distance des points m et p,
enfin p i et p^ seront les coordonnées bipolaires d'un point du
plan (==o par rapport aux points p et m respectivement; si 6 est la
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cote d^un point de l'espace., la surface latérale de T^,, a pour équa-
tion p i == oo; (w — 6), tandis que la surface latérale de r2^ apour équa-
tion pa= co,>(Y-— 6). Dans tous les cas de figure, le domaine (R. se
projette horizontalement suivant l'intérieur d'une ove dont le contour,
projection horizontale de l'intersection de la nappe de F2.̂  dirigée
vers les t négatifs avec la nappe de r^,,. dirigée vers les t positifs, a
pour équation

Pl+P^A.
<J)! ^â

Comme il est bien connu, ce contour est une portion d'ovale de
Descartes.

Nous poserons dans la suite

£l 4-. ^.^r pi - p2 =s.
C0.t ù}g î 0,).i ûj^

Sur une parallèle à l'axe des t rencontrant le domaine (Ji et dont les
distances aux axes de T^a, e^ ̂ st sûnt respectivement p i et pa , la coor-
donnée 9 varie de ^ 4- -^î (sur r^,p), à t — p 2 ? (sur F2^); on a tou-

jours t— pâ >_w 4- ^•5 c'est-à-dire À>r. Un calcul élémentaire donne," (1)2 ~" û).i ~~
pour valeur de l'intégrale

r cie , • '
j (t-er^^^r

entre ces limites, l'expression suivante :

. „. j2^ r ___A — /• — .y ^ A — r + s
' ' /? [2 ( r + ^ ) C 3 A — r — s ) ~1~ 2 ( r — ^ ) (aA -- r - } - s )

î ^ (2/1 — r— s') (2 h — r + s '} "|+^Log——————^-^——————J-

D'autre part, l'élément d'aire d^dt, du plan ?== o a pour valeur en
coordonnées bipolaires

^d^= ap.p.^^pa
\/[<Pi+ P.P- ^] [^- (pa- P.^l5
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ou encore, en passant aux variables r et s,

'-. , , „ _____ ' ^^{^--^drds_______________
(17) ^Y] riT — _ ^ _ ' —- "

V[(î^i4-ç.)â)^+^l~^^]s—4ûïA/4û^~[(r.)l—^)^+^l^^:i)^î

L'intégrale ( î5) s'écrit donc maintenant sous forme d'intégrale
double
(18) j j K(^^ w^ r^)drds,

*-*- t*î- Q

où la fonction K(co, ; 003 ; r;,?) est le produit des quantités (16) et (17);
le point important est que

(19) K(c,^; c..y.i; / • ; — . < ? ) = = K(c,3i; &v; r; .ç').

Il faut maintenant préciser à quel domaine du plan (r, s) est étendue
l'intégrale (18); ceci ne peut se faire qu'en examinant les différents
cas de figure. Ils sont au nombre de quatre, distingués par les inéga-
lités suivantes :

(^)
W
(<•)
(d)

G).l> ̂ ; Ô < ^ î ^ ' i

0).^ >• w.^ ; G) 2 h << ô << r,)i A ;

c,^< G)^; ô < îx) iA;

o) i < c,-̂  ; c»)i h < ô < c,);; A ;

et qui correspondent aux graphiques désignés par les mêmes lettres.
Pour ces graphiques on a pris comme plan de figure, et aussi comme
plan vertical de projection, le plan des axes des cônes r^, et 1̂ ; dans
les cas a. et c, le contour apparent du domaine ̂  est un quadrilatère,
dans les b et rf, c'est un triangle. Plaçons-nous par exemple dans
l'hypothèse a et examinons la configuration du domaine plan ^o.
Pour cela reprenons l'ove qui est la projection horizontale du
domaine (K et traçons à l'intérieur de celle-ci les courbes sur les-
quelles r reste constant; ces courbes peuvent être regardées comme
les projections horizontales des intersections de la surface latérale
de r?-, avec les nappes coniques déduites par translations verticales
de celle qui prolonge du côté des t positifs la surface latérale
de r/!/.,,, la translation étant elle-même orientée vers les t positifs. On
constate ainsi que les oves sur lesquelles r reste constant se répar-

Ann. Éc, Norm., (3), LUI. - FASC. 3. ' 33
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tissent en deux catégories suivant que cette valeur constante est
^ s.

comprise entre h et j\ === — ? ou bien entre r, et i\= — ; le point? est
intérieur aux oves de la première catégorie et extérieur à celles de
la seconde; pour 7'==r, on a une ove qui est la boucle intérieure d\un
limaçon de Pascal dont le point double est enp, pour r= i\ on a une
ove réduite au point double isolé d'un autre limaçon de Pascal.

Remarquons maintenant que les courbes ^==const . du plan t=o
peuvent être regardées comme les projections horizontales des courbes
d'intersection de la surface latérale de Fç^ avec les nappes coniques
déduites par translations verticales (de signe quelconque), de celle
qui limite latéralement T^,; ceci permet de s'assurer que, sur une
ove, r==const . de première catégorie, les points se répartissent en
couples (symétriques par rapport au plan de figure), pour lesquels
s varie de façon monotone entre les valeurs définies par les deux
systèmes

pi'! pa _ p'i ! p^ _
û)^ &J^ 7 c.>->i ^a, '

p.̂  — pi = ô, pi — p^ = §

ou encore par les deux équations

( 20 ) ( COg — C») ^ ) /* — ( ût)^ +• (̂  )S = 2 Ô,

(21) ( û).̂  — Cô2) r + ( ̂ l ~ -̂ ^2 ) s = 2 ^-

De la même manière, pour les oves de seconde catégorie, les limites
de s sont définies par les deux systèmes

• , PI + & =r pl -h '^r^r- ' ' ' ;

cùi œ^ ? o-)i coa î

• . • Pi ~+- PS ̂  Ô,, pi — pa == (î '

ou encore par les équations (21) et
(22) (^i-r ^a)/" + (c*)i— (^2),?== 2 à.

Il résulte de là que le domaine ô^y a une forme trapézoïdale, il est
limité par les quatre droites (20), (ai), (22) et r ==/?; les coefficients
angulaires de (2.0) et (21) sont égaux, négatifs, supérieurs à — i ; celui
de (22) est aussi négatif, mais inférieur à — i. Les deux points d'inte];-



Fig.d,
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section de (20) et (21) avec (22) sont respectivement sur les deux
bissectrices des axes. La figure a^ représente ce domaine.

On a des conclusions analogues dans les autres cas {fig. b^, -c^ rfa);
CR.O est encore trapézoïdal et limité par les mêmes droites dans le
cas c; il est triangulaire et limité par les droites 7*== À; (21)
et (22) dans le cas à, triangulaire et limité par r=h; (20) et (22)
dans le cas d. Enfin les coefficients angulaires de (20)^ (21), (22) sont
négatifs dans les cas a et è, positifs dans les cas c et d.

Le point à noter est le suivant : Si l'on échange a>i et 003, les cas a
et c d'une part, b et d de l'autre se permutent et les domaines ûlo cor-
respondants se déduisent l'un de l'autre par symétrie par rapport à
l'axe des r, c'est-à-dire par changement de s en — s .

Ceci étant bien vu, l'intégrale (18) est une fonction de co.i ; coa; oe t / ? /
dont l'expression varie suivant les cas de figure; on la notera

A(c.)i; c«)2; ô; À)/ B (G) i ; oja; ô; A) , C(c»)i ; 0)3; ô; A), D ( & ) i ; . & ) 2 ; Ô; A)

dans les cas a, 6, c, d respectivement.
Les remarques précédentes combinées avec l'équation (19) per-

mettent d'écrire immédiatement les relations que voici :

( a3 ) ci. A ( 00,^ ; c,3^ ; ô ; h ) == G ( o)^ ; M] ; ô ; A ),

(a4) À. B(û0i: c o 2 ; < 3 ; /i) ===:D(œa; û> j ; ô; A),

(25) £•. G ( c»)^ ; Gj.2 ; 8 ; À ) == A ( o)^ ; cx)i ; 8 ; A ),

( 26 ) d. D ( MI ; My ; ô ; 7i ) === B ( c»)^ ; co i ; ô ; h ).

Arrivons-en maintenant au calcul de l'intégrale sextuple; nous
désignerons parA^ la différence des domaines F^ et F^; une fois
effectuée l'intégration en Y], *€? 69 l'intégrale sextuple s'écrira

———— [ fff A(.^; 03,; à; A).A.,[F(^ ; P; tv)'] ̂  ̂  Aï-
4 TT-GV^ [_ J^r t̂

1 -h ^ -B(r^; 0)3; ô; A ) . A 2 [ I ^ ( ^ ; r; w)] <;/a A^/w
^A .̂!, ' ' J
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pour coi > co.j, et

————— Il G ( G.) i ; ûû.» ; ô ; h ). A., [ F ( // ; F ; tp )"] da d^ d^v
4^-^i^-2 [_ dVr^

/7"»"» ~1
-+- l̂  D ( (xj., ; cxj., ; ô ; A ). A.. [F ( u ; f ; n* >] du d^ chvdU\^ . . . - . - - . . . j

pour o)i <^ co*j.
Supposons enfin qu'au lieu de (^^[y] on calcule â3,û)2[Y]; rien

ne sera changé aux trois premiers termes du secoad membre de la
formule (i4); dans le quatrième terme on devra permuter co, etcoa. On
traitera cette nouvelle intégrale sextuple comme la précédente, on
effectuera d'abord l ' intégration en Y],, Ç, 6; la seule modification qui
se produit est celle-ci : Lorsque les transformations que nous venons
de faire donnen t les cas de figure a, &, c, d, on se trouve en présence,
dans le nouveau calcul, des cas de figure c, dy a, b, respectivement;
dans ces conditions ce quatrième terme se met sous forme d'intégrale
triple de la manière suivante :

—— I——F (ÎT Cfu.^^^o'./^.â^Viu^^^w^dudvc^v4^i^L JZ/r^

-4- ({F D ( c,), ; c .̂ ; 8 ; h ). A, [ F ( il ; P ; w )] du dv d^v )
J-V^t ' . -1

pour oj, ^> co^ et

———— f (JF A ( ̂  î ^ ; ô ; A ). A. [ F ( « ; P ; ^)1 /̂ r̂ ^T'
47^,,^ [ jy?^^

+ ̂  B ( ç.)., ; c.j, ; S ; A ). A^ [ F ( « ; ç' ; (ï- )"| du eh dw
^^ ' ' J

pour œ, <oj2. H suffît de se reporter aux relations (28), (24\ (^5),
(26) pour se convaincre que les deux intégrales sextuples figurant
dans c0,d?,[Yl et d3,(©.,[y] sont identiques. L'identité (8) est ainsi
établie, pourvu que -y ait des dérivées quatrièmes intégrables en t; on
pourrait sans doute s'affranchir de cette condition en conservant, dans
l'expression des opérateurs <P, et ̂  l'intégrale double portant sur la
fonction N, mais sous cette forme, le calcul et les transformations
ultérieures de <®.^i deviennent assez complexes.
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6. Il nous reste maintenant à démontrer les identités (9) et (,10),
c'est-à-dire à expliciter les itérés d?,^), et d^û)^; il suffit pour
cela de terminer les calculs du précédent paragraphe en suppo-
sant coi = co2===co. Achevons d'abord la transformation de l'intégrale
sextuple en intégrale triple; le volume À^ disparaît, et il reste seule-
ment

r^tff a(Gj; A î ^-^E3^; n w)] du dv dw./^,.

a(a); h; 3) désignant l'expression commune des fonctions A et G qui
sont alors identiques; le calcul direct de cette expression, par la for-
mule (18) serait un peu compliqué, il est plus rapide de revenir à
l'expression initiale de <3(co; A $ 5) sous forme d'intégrale triple?

/ , ., np dr^l'çde.(.;A;o)^^_^^_,^

Le domaine (R, est maintenant le volume compris entre deux surfaces
coniques de révolution, égales et d^axes parallèles, à savoir I\.̂  et le
prolongement vers les t positifs de T\^; il se projette horizontalement
suivant Pintérieur d'une ellipse E d'équation

p,4-p2=c.)A.

Nous calculerons a(co; h; o) en intégrant d'abord à 6 constant; la
section du domaine (K par le plan horizontal de cote 6 peut avoir trois
formes différentes :

a. w<^^ <^ ^ ( ^ + w ) — —; c'est un cercle dont le centre se pro-
jette enp et dont l'aire vaut TCCO^O — wf\

^. ^(t+ w) + ̂  •<9 <C^ c'est un cercle dont le centre se pro-
jette en m et dont l'aire vaut TOû3^ — ô)3;

c. ^4^) ̂  ̂  <^9<^ ^Çt^ ^)-4.JL; la section est la partie
commune aux deux cercles

(Y-^)S4-(Z-p)^=^(0_^^ (ï-7)^-4"(ZW"^)2=^(<"-ep
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et l'aire de cette section vaut
^4-^/^-4-^ — 2 0 )

o)'^/ — Ô)2 Arc cos-

4- o^ ( 0 — (^p Arc cos

2 ûO /2.S

ô-i — ^2 ̂  (^-4- ^— 29)

2 CO /l Ô

—'-^ [ ^ ^ / ^—^^ [ ^—^(^ -Kv—ae)^ .

Passons maintenant à l'intégration en 9; les intervalles a et &
donnent immédiatement les contributions égales

'7TÛJ2 (fïh — à
h u h 4- ô

pour évaluer la contribution de Fintervalle c, il est commode de poser

- , Q z=z - ( t. + w) -{- - A7> ; cï == - • Â'A,• • " ' ; 2 • ' 2 ! _ a '

la quantité sous le signe somme devient alors

8 [" ^^.(^^Arccos^-A^ -
A^ i—Â 2 )^ 4 2^Â: ( i—7Q

+^^-(x^^Arccos^^

- ̂  V /(4co2-/c>2)(/.â-4^À2)1 ̂

etX v varie de '^k1^- : une intégration par partie fait disparaître les
'' v 2 CO 2 CO

arc cos; finalement il reste

. /, â)-^ r ^ (^i-^)^ -^-1, , ., n\ i r '-" (/iM-—^-)7^ ,
" ( ^ ^ ^ - A ^ J , (i-^^-4^~' 't ' 0 J — A TT J_^ (i - p)i ̂ 'r- - 4"^2 J

puis, par une intégration élémentaire,

•fit
a(co;A;ô)=—(<A Î--<n• » "•l ^—— ^3
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moyennant quoi l'intégrale sextuple s'écrit

^WJT rr^-^2^"0^"^""^^^"^^2^

II n'y à d'ailleurs aucune difficulté au sujet de l'élément infini qui se
présente au sommet du cône.

La formule (i4) donne ensuite

^[ï]=^T(j; .; ̂ )- ̂ J^^-^^^-' ̂  ̂ ^

"ï îr,.,^31"'"-"1

-(^-jr—(Ç-^)]^[F(-/i;Ç;0)]^./Ç^.

Nous allons transformer cette expression afin d'aboutir aux iden-
tités (9) et (10). On désignera dans la suite par T^ le domaine Fy^
échancré par le plan 6 = t — s, (s > o), S2^ sera la surface latérale du
tronc de cône ainsi obtenu, 0e ^ sera la surface de la petite base de ce
tronc. On a d'abord la relation suivante :

( a 7 ) ^-K ^Tr^A-^;0)]^^
1 j-et

=^ff ̂ r-w^^^^^
SJe/.

+ ——— f f AJF(-/i ; Ç; t - s)] d-n d^T-M-E-J J^

-^ff^^^^^0^^^

qui résulte de l'intégration de ^j^—^A,[F(ï|; Ç; 0)]j dans T^,,
compte tenu de la nullité àe F(ï] ; 'C; 9) pour t == o.

Considérons maintenant le troisième terme de l'expression précé-
dente; en lui appliquant la formule de Green dans les plans 6==const.,
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on le met sous la forme(28) ^x,,^^-^-
~ ̂ -j-r--a-—r-] A,[F(yi; ç; e)] .wç^

-^/y,.^-^^^5^^^^S^f

-àj^^r^1^^1^^'
car Ai à2 ==4» ®t de plus co2^2— o2 est nul sur S^.

Soustrayant enfin (27) de (28) on trouve

^SS 1T~W'[^ ~ Qyl~' ^ "J)2-" (ç ~ 5)2] A>2[F('^ ç; 0)] ̂  ̂ ^•i- ^st

-^X. (T^^I^^^)]^^^
1 yst

=^iff A.JF(ri;t;^£)]^^.
Cj-st

II ne reste plus qu'à faire tendre £ vers zéro pour obtenir l'identité

__ (IF —^^^ t -QY- ' - ^ -yY-^ -WW^^^}^^^
^^JVT^1—6)

-^x,.^^^1^^^^^^^"^1170''3'^
qui s'écrit encore

ûM)fY] = ̂ ïb-; -s; <) - A^[F(y; .s; 0].

Cette relation équivaut à (9) et (10).

7. La résolution de l'équation intégrale (7) est chose faite; nous
avons donc complètement traité le problème que nous posions au début
du précédent chapitre; la formule de résolution (n) peut encore

Ann. Éc Norm., (3), LUI. — FA<,C. 3. â4
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s'écrire

(29) Y ( r ; .3; Q== --^l^A(r; 5; f)'
û-).( -i— COg

aco2^ / ' ( r^ à ., r P 1 ,^^^i\i x^v^^-^^
/^conT /3 r" "i '1

-^ ' ^•^[^^^"^^J^l^5

en revenant à la forme initiale des opérateurs <î)^ et û)a, et en introdui-
sant la moyenne

i ! r"^yi. [y; ,s ; ^ ; p ] = — f A [j' 4- p coscp ; ,s + p sin sp ; t\dQ.

Cette nouvelle formule de résolution suppose seulement que la fonc-
tion A possède des dérivées premières en y et z intégrables par rap-
port au temps. Ainsi que nous le disions plus haut, il est vraisemblable
que la méthode que nous avons suivie peut s^tendre au cas où la fonc-
tion inconnue y ne remplit que ces conditions^ évidemment minimums,
pour que l'équation intégrale (7) ait un sens. -

CHAPITRE III.
LE CAS DE LA THÉORIE DE MAXWELL.

1. Dans ce chapitre nous reprenons l'étude de la diffraction par un
plan indéfini, en substituant à l'équation des ondes sphériques le sys-
tème des équations de Maxwell.

Le plan diffractant sera toujours pris pour plan y0^, il sépare
l'espace en deux régions : la région i pour x positif et la région 2
pour x négatif. £1 et [̂  seront respectivement la constante diélec-
trique et la perméabilité magnétique du milieu i, £3 et pa seront les
mêmes quantités pour la région 2; ces deux milieux sont supposés non
conducteurs; on a l'habitude en théorie électro-magnétique de la
lumière de prendre alors-égale à l 'unité la perméabilité magnétique,
l'erreur ainsi commise étant de l'ordre de un millionième; cependant,
dans le cas présent, il y a intérêt, comme nous le faisons, à distinguer
l'une de l'autre les valeurs de cette quantité pour les milieux i et 2.
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> , ! ! -v-
Les vecteurs E de composantes X, Y, Z et H de composantes L, M, N

seront les champs électrique et magnétique respectivement exprimés
en U. E. S. C. G. S. et U. E, M. C. G. S; c sera la vitesse de la lumière
dans le vide. Les équations d'éther sont alors

/ , ^ £ ÔE
(I) rotH - c - à t ^ 0 -

, . ^ u àH
(^ rotE-4-^=0,

(3) - . • . DivÈ==o, . ,' , . , ...;.- 1 :

(4) DivH==o,

et les conditions de passage du milieu i au milieu 2 pour ,r== o sont :
continuité de Y, Z, M, N; continuité de sX, p-L.

Les équations vectorielles (i) et (2) représentent chacune trois
équations scalaires relatives aux axes Ox, Oy, Oz qu'on représentera
respectivement par (1)1, (1)2, (1)3, (a) , , (2)3, (2)3.

Nous nous donnerons à l ' instant initial, dans tout Pespace
( Y(.r;j; .s; o)==a(.y;j; .s); M(^ ;y ;^ ; o) == T(^;J';^); "
"( Z(;r;j; 5; o)=p(.r;j; ,s); N(^; j ;^ ;o)==^( .z«;y;s) ;

puis, au même instant et dans le plan x = o, les limites à droite et à
gauche de X et L

^^ ( X(-+-0;J; •s; o)==Fi(j; ^); L(-ho;y; .s; o)=^(j; ,s);( ô) \
1 X(- o; j; ^; o) =p^y\ -s); L(- o; 7; - G ; o) == ̂ (J; ^) ,

avec

(7) ^^(j; 's) ~ ^pï{y\ ̂  ==0; ^-1^1(7; i) — ̂ ^( r; ^) == o-
Les équations (3) et (4) permettent ensuite de calculer à l'instant ini-
tial et dans tout l'espace les valeurs de —? —• On en déduit, en inté-
grant en ce à partir de oc === o, et en tenant compte de (6), les valeurs
de X et L dans tout l'espace, pour^= o. Les équations (i") et(-2)déter-

->- •> ' • .

minent enfin au même instant — et -.- dans tout l'espace. Nous
sommes donc bien en possession des données de Cauchy complètes.

Nous prendrons comme inconnues auxiliaires
(8) Y(o;j; s; <•)==/•( j;^); Z^ j ^ î ^^Cy î^Q
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avec les concordances
(9) /(j'; s; o) = a(o; y; -ï); ^(7; ,G ; o) = (3(o; j; .s).

L'équation (2)1 donne pour x'= o, et par passage à la limite à droite
et à gauche [^<-—>],^[i-a-[^'—a=âfê-^
Une intégration en t, à partir de t == o, permet d'en déduire
(10) L(-(-o;j; z; 0

^^(j^)^^ J^ [^^(j;^)-^ /(y;^;^)]^; , •

(11) . L(-o;y; s; 0'

=^(J^)^^'[^^;^-)•-^/0^;^]^;

de sorte que la continuité de [J.L est assurée à tout instant.
De la même manière, les équations (1)2, (1)3, (3) donnent par pas-

sage à la limite à droite et à gauche, pour x = o,

(") [^M(o;r;.;^

àq, c- ( ' t r à'- , . . ^ - ,-1 - g, àg-=^+^i [ ^^^-^^^T7-^
( r3 ) ^ M ( o ; j ; 5 ; < ) 1 ^

àq,, c r 1 F ^ <r- -I g, r^y
="^ + ̂ J. I. ^ &û'^; s; T) - ̂ S /(J; 5; 'T'- Ï -t'

(I4) |^ N ( o ; ^ ' ; . ; < ) ^

-^-^[^^-^-^^———^^^

(x5) [^N(o;,-;.;<)]^

-^^r^^-^-ê^-^-?
(.6) ^X(o.,^.;^-^-^
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On sait d'ailleurs que les relations (i), (2 ), (3 ), (4) ont pour consé-
quences les équations indéfinies
, , ^-X ^X ^X ^ à^-X
/ y — \ ________ , ; „ ________ _1 ________ *___ ________ ————. ^ •

(r7) (^+ ~â^^ ~à^~ ̂  "^-oî

. ., ^Y ^Y ^Y .̂e ^Y
( Ï8 ) • .. ^^ d^4-^"^ ^=:0: ' •
, , ^-z <r"z ^z .̂e ^-z
(^9) ^+ ^-+ ^i-^ ^-=:0;

, , r^L '̂-L ^L u.£ '̂-L
(20) ^+ ^T^-^r -^ ^r-0?
, , 6^ M ^^M ^^M as ^M
( ̂  ) ^J + -^T + -^ - ̂  -^- - 0 ;

^N c^N ^N ^£ ^N
^ri ~^ ^F" "̂  ^T ~~ '6J "̂ T(22)

Nous connaissons maintenant les valeurs de X, Y, Z, L, M, N dans
tout l'espace à Finstant ini t ia l , les valeurs de L, Y, Z à tout instant
dans le plan x= o, les limites par continuité à droite et à gauche de
âx, àM, àN -a tout instant dans ce même plan ; la résolution d'un pro-àx àx àx 1

bième hyperbolique mixte de type Dirichlet donnera donc L, Y7, Z
dans tout l'espace et à tout instant, tandis que la résolution d'un pro-
blème hyperbolique mixte de type Neumann donnera dans les mêmes
conditions X, M, N.

Des raisonnements de type classique montrent facilement que toutes
les conditions indéfinies sont remplies; en ce qui concerne les condi-
tions de passage, nous avons déjà constaté la continuité de (XL; de la
même manière &X est continue à l'instant initial d'après (7), l'équa-
tion (i), entraînera donc la continuité de sXpour toutes les valeurs du
temps, pourvu que M et N soient continues (cette continuité implique
en effet celle des dérivées de M et N en y et z, à cause de l'existence
de toutes les dérivées secondes), d'autre part la continuité d'Y et Z est
assurée par le choix des inconnues auxiliaires, il suffit en définitive
que M et N soient continues quel que soit le temps au passage du plan
a?'= o. Or il en est bien ainsi à l'instant initial, d'après (2)2 et (2)3
cela aura lieu à tout instant si

i fàZ àX\ ^ L/^_^:
p.\<^ " as ) ^\ày .àx

i_/àX _ dY\
jï\^y ô x )
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sont continues à la traversée de ce plan; en écrivant cette continuité
par passage à la limite à droite et à gauche, on obtiendra deux équa-
tions intégrales permettant de déterminer les inconnues auxiliaires /
et g.

2. Nous allons maintenant entrer dans le détail. Nous poserons

(a3) w^= ——> coa
»/^£,i " \/^£a

a, (.y; y ; ^) et [3,i(;r;y; ^) seront les valeurs de — et — pour ^==0 ,
on a, d'après ce qui précède ( i==i ou 2)

(.4) ^;^)=I[ ^-t+n^[ïa;.^)i
+ ^ [o'a;r;^]^j;

W ^^^[-^^^-{{^^^

^à^^^^}^

Y et Z sont données dans les régions i et 2 par des formules qui ne
sont que la répétition, dans le cas présent, de la formule (5) du cha-
pitre I. Nous emploierons toujours la notation (9) de ce chapitre,
N(j; jz; t-, p) et Q(y; ^; t; p) seront les moyennes de / (y ;^ ; i î ) e t
g ' { y ; ^; t) sur un cercledu plan x= o, de centre (y;-^) et de rayon p.
Mo(^; y\z\ p),iM,,(^;j; z\ p), P,(.r; y;^; p), P,(^; y; ^; p) seront
de même les moyennes de a(^; y; -s), «^(.r; y; ^), ^(.z*; y; ^),
p^ (<r; y; ^) sur la circonférence

(26) \ . £ = ^ î (73-yp+(Ç-5^==p^.

.Les limites, quand x tend vers zéro par valeurs positives par exemple,
de -r- et y- sont données par deux expressions analogues au second
membre de la formule (lô^ du Chapitre I. Il est inutile de récrire ici
ces expressions.

Passons maintenant à la composante X. Dans la région i , elle satis-



SUE UN PEOBLÊME DE DIFFRACTION. 2.6 ï

fait à l'équation indéfinie (17), les conditions initiales sont celles de
Cauchy? les conditions aux limites sur le plan x=o sont du type Neu-
mann,on a
(37); " '•X.{X\ }", ;=; 0)==VJ(X; J", Z)=p.^j", .3) _ - ' 1 ' • ' .

-{'[Jr^^^^^^^

08) [^X^^^^^r^)=^-^ -

(.9) [^ X(.,r;.=; ̂ ^FO-; -; ̂ -(^ - !')•

La méthode des images donne ici encore la valeur de X dans toute
la région ï , quel que soit le temps; on applique la formule de Kirch-
hoff à deux points symétriquement placés par rapport à la frontière
plane et l'on additionne les résultats (au lieu de les soustraire l'un de
l'autre comme on le fait dans le cas du problème mixte de type
Dirichlet); la valeur inconnue de X sur la frontière s'élimine et il reste

(3o) X(^;j; ,s; t}

r 1 x ^ r x x !—^ 1 n=--^s[j;^-^;^-^

{ /, ).o ______

^-t RQI^-ÀM.^J;^;^, /^ ! -^ ]^
- ; 2 J^ • • • , • • • ". ^ . ' - • ? •• V . ^ .

/,•! _______

-+- j Ro [}.o), t — x ; y ; z ; co^ y/1 — À2 ] d\
~\
^ ____

+ t I Ri [x — }^^; }", z\ ^.it\/ï — ^J ̂
J_,i • - .:

+ < ^ R, [ }.co, ^ — ^ ; j ; s ; ex), ^ V i — X 2 ] dt
^\

/-» /-o ____^^ ^ , _ _ _ - _

-^r^t \/l -^. Ro[^ - ACO,Ï ;J; 5; Q^VI—^J^
^ — i t

/î 1 _____ /-) ._______— ^

+G1^J VI - À3 y Ro[}^,^—^;J; 5; CÛ^V'I—À2]^

^o . P
/» AO 'j . .

4- ûJ, t j ^ ̂  Ro [^ - /^i ̂  J ; 's ; ̂ i ̂  V ï — À2 J ̂ À

^—i JG

4-GJ^f1 A <?- Ro[7.co^ - x', j; 5 ; ̂ t. \/l - À?] ^À „
J^ ^^ ?
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ou les notations sont les suivantes : Ro(^; J; ^; p). Ri (^; J; :;; p) sont
les moyennes des fonctions GT(^; y; s) et î^ (;r; j; s) sur la circonfé-
rence (26), on a repris les variables (9) du Chapitre I, enfin
S(j; ^; H p) est la moyenne de F(y; z\ t) sur la circonférence du plan
x= o de centre (y; ^) et de rayon p.

Il reste maintenant à dériver (3o) en y et ^, puis à faire tendre x
vers zéro; en ce qui concerne le premier terme, faisons le changement
de variable

x
^p

après la dérivation en y, il devient

^ Ct)^ t. -\ r- ~~1

~1. ^s |j^;^~^\/^~^J^

dont la limite pour x == o est

-, co 11. •» r- -i-/ ^s^-^-
')'\^

La détermination des autres termes dans -y- nWfrepasde difficulté,
on trouve en définitive

(3i) ' ["L X(^;j;^;<)1\_ay J.z-==-(-o

=- f"^--^
/»! ^ ______

~1' / 3" Rt) [ )lc')i ^ ; ̂ '; 5 ; a)l ̂ l ~"}>:ï JC/À

^i ^ ___
-1- t j j- Ri[X&y^;j;«s;û)^\/i—^]^

-,1 ____________ ^ ____________

+ &)l t j \/l—^j-^- BO [ ̂ ^i <; J ; ̂  î ^i ̂  l -- ̂  J ̂
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et

(3a) r-^- x^: )'; s; o]
L a3 " J .»•==-

r ^ - r ° 1.7: — / -.- ^ r ; s ; t — — ; p \do
Jo ^ i ' ^.——i

+ f à ^[^.^r;,^^,^/!-^]^
i/o

-1^
^3

/ / -y- R,t [ Iw ̂  ; r ; 3 ; co ̂  v i — A'2 ] ̂ À
J,, 0^

/^•'l _________ .-3^ _ ^________

-4- ̂ , t j y/ i — A" ——j- Ru[ À c^, ^ ; j ; .3 ; ̂ ., ^V l — Â:i J dl-

II n'y a plus qu'à transcrire les divers résultats précédents pour
, . , ,. . . , . ,. , , i fàT. àX\ ,, i fàX âY\obtenir les limites a droite et a gauche de- [ . — ,7 s e t d e - j i , — — ^ i

dans le plan .z-==o; en égalant ces limites on trouve les équations
intégro-différentielles que doivent satisfaire les fonctions f et g\
à savoir

/•» rf)! i ) I • "1

(33) ^ ^S[,,^-^p^

i r " 1 ' ' à „[' p 1 /^^l ^-SL J• ; 5 ; ^ -£ 'PJ^
-(^"ià:)^^^0

^ —!— fîT ———— à, [/(n ; ç ; T)] rf-/î rfï d-c
•i Ti/.i.i coi JZ/r^, ( t — ^ ) ~

•^bîA. Î^P A,[/(,;t,.)]^^*=AO.;,,,)a^us Jy^^ ^—î- ) '
et
(34) H""^^-"-'-^^^,r'âs[l•!s•-£ippp/ • • ').-;u-;»,')

^G^i ^"2,

— r -———ï——— /ff'1 , I ,.> A,[^(Y3;Ç;T)].W^^^^•i^i^/rL ^ — T ) "^ ̂ ^i ̂ i Jl/r i^ ̂  — ^ ) -t

-^—— tfT --——A,[^(^;S;T)]^^^=B(J;,.;<).
271^,^ J^p,^^—T}-

35^4/1/1. /^. Norm., (3), LUI. — FASC. 3.



204 '- ! J- DELSÂETE.

Dans les premiers membres on a repris des notations antérieures,
dans les seconds membres A (y; s; t) et B(y; s; t) sont des fonctions
entièrement connues ne dépendant que des données de Cauchy dans
tout 'l'espace. Voici, pour mémoire, leurs expressions, assez
compliquées :

(35) AO-;^)^-^1 f1 A - ^ M,[ À^^.r;^;^,^/^7^]^
^i J(} <m

,., /•» 1 ,̂  ___________

_ î ̂ î ' j ^ — M., [ — AC,^ ^ ; j- ; ,3 ; c^ ^ ̂  i — À.̂  ] dl

• . -^.{'CTR^ ^^';--..A,/I^T;]^

'4~ 2-Ï^J> îm M^ ~ ^^î-1^ '; ̂ v1—^] ̂

- • ' • ~|- -1- / ^ - R(, f ÀO) i ^ ; y ; .s ; w.i ^/1 — A"2 ] cil
^••i Jo r7.)'

/il ^ _____
— -1- ^ -- lio [ — Àc^ < ; j' ; r, ; û).^ ^ y i - A"2 ] ^Àp-i Jo .̂.y

-4- ^ ( ~~ H,[ A6) ,^ ;y ; .s ;Gj ,<v i -~ /^J^A
^i J(, ^J

— — j — J<,, [ — À^a ^ ; j' ; 3 ; r^ ^ ^/ i —. A^ ] ^/À

+ ̂  [\IT^^^ R^ l,,)^;,,-;^;^,),^/"."^^]^

~~ ^ f ^"^iTT^ R<)l-~ }tG3^; r; 3; ^ ^ V t - A ^ ^Â

-- ——— a, ( û),j, ̂  y ; z ) — ——— a.,. (— r^ ^ ; j- ; .z )
[J'\W.\ ^.-j;0)._;

— ~-c4(a).,<;j;.3) -4- — a^(—oj^;,r;.3)
r"î i 2

- - 1 - — Mo [o ; y ; . 3 ;G j , ^ ]— -I — Mo[o;j;^;G),<|.
i-7-! ^P • ^-2 ^P

La valeur (36) de ' B { y ; z ; t ) s'obtient en changeant dans (35),
Mo; M,i ; a; a, ; — en P(); P, ; ?; p i ; — respectivement.
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Pour t== o on a les concordances
f(r ; z ; o ) == a (o ; r ; 3 "), ^-(j- ; ; : o ) = ^ (o ; r ; ̂  ').

Nous poserons

(87) CX(r;.-; Z)r=-- (———— -h -——'Woîr::;)^- f A(J- : ; ;T)^7,- f AO-;;;-W7,
^o< ^ 1 ^ 1 ^-2^2

^ i
-h-—^-)i3(o; r;^ -h /u,^,/ r v - ;,(38) ^(.r;^; ̂ ^a,, r .̂i ^fy).^ o; r; ̂  -h / B( î " : ;:TU-/T.

265

Intégrons les deux équations (33) et (34) par rapport au temps,
entre o et t; introduisons les opérateurs û3i et d?.j employés dans les
chapitres précédents, on trouve

i r ' r"^ à .r p 1 , ,
^.1 i ^^^-^^dorh

./ ^-)^ , i
{ — S r ;^T- ^-^\do^

- o J. ()v l '

+^/I"^:4)';"T^^P]^^~^olm
./ /»Ù) i / i r- -1

• - / / â S [,,--,.-^;p1rfp ./-/-. .-'„ /, ^ L ' ^i J^.1.

lL Ç ' r".^ sf,^--^Lw.--' r'"17 ^ c i
^ / J •àï. ^^^i
i ^ -' (j «y o

^;PjA^-^0,|^-^,^=^(,.:.<).
/-> / / ^3 - ^)^ J î

1 " (I «-' (t L - J 1

Désignons par la notation 5Iy[y; z^ t; p ] la moyenne d'une fonc-
tion /(y; ^; t) calculée à l ' instante sur le cercle décentre (y; ^) et de
rayon p, introduisons les opérateurs

(39) ^,[/:i=r f 1 ^,rr;3;T-^;p 4 ,̂
i/o Jo L - 1 -

( .40 ) ^ [./•]= f f " ^ /• Fj- ; -- ; T - -̂ ; p ] ̂  ^fr.
«i/o *' o l- 2 -J

Dans ces conditions les équations précédentes s'écrivent

(4i) ^l[a+^2^]-^l[•/]-^2[/l=a(r;;:
^ , l A r J ^ L^-.

-û),[/|==cl(j-;.;;^,
^x^

. j., ['à¥ 1 _ J- (P, •̂1 - i ̂ , [A--] = (S (y ; . : . ; { } .i r^F'i i „ r^i ràv' i ['ai
(f.r)\ __ J ———— + —— J., ——
' 1 ' ' ^-1 L^5 ^ L^3ï L"5 J ^l H'i
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Calculons enfin
, àa à(^(43) . . e(r;,^)=^-^

en remarquant qu'on a

^,tF,=,,[^], ^,[.]=»,[1]

et les formules analogues, on trouve immédiatement

{^•) - Ï -J , [A ,F^-4- -^JJA.jq+ -iaUFI-4- ^oU'F1==e(r-,:•.;/)
[J.\ l l 1 J y^ - 1 - - -1 ^ ' L •' ^ - I •I v- • •

ou encore

(45) - 3, [F-] ̂  I ̂  [F] + ̂  ̂ , [F] + - CD, [F-l = C(j;.. ; Q,
|-"i ^-J r'i r'2

en posant
(46) ^, ,[F]=J, ,[A,F], ^[F]=^[A,F].

Cette .équation ne contient plus que la seule fonc t ion inconnue
F(j; z ; t), le premier point est donc de l'intégrer.

3. Nous montrerons d'abord que les opérateurs. 3', et ^2 appartien-
nent à l 'ensemble (V). Supposons que F fasse partie de la classe L; il
en est de même de

/==A,F.
On a successivement

W -M/]- f f 1 ^/•|j;^- ^^clpch
^Q ^0 L . ^l J

-= û)i f f £ftj' [y ; z ; T - Q ; r,),,0 ] ̂  A
«/o c/o

r' r r^ 1
=^1 ; / 9tj-[y^^^^}dQ\^

^o L^o J

== G) , F F <9l/- [y ; z ; T ; r,), 0 ] dQ\ ch.
-fl L ^ o J

Or, d'après une formule établie au second paragraphe du Chapitre II,
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on a

^•[r;.3;T;.)^]=/(r;..;T)4-^^(^y"A,[/(j;3;T)|.

Intégrons en 6 de o à t— T, il vient

^-'.
1 <%y[r ; .^ ;T; c,)i9] ̂

' <t=(<-^/^;=;-)^i^^^£^A„[/o•;.,-,
Enfin l 'intégration en T de o à r donne

^ ^-n-x (-2 fi — a) i r ( t - rr27'-1 . ,-,. / ,,,
^^J-Sr^-rTyrp-^ TïTr-Tyr^l^^3''^'-

ce qui s'écrit encore

(48) 3 i|F]==^,, ¥„[!'],
// = 1

avec
£ . 3 . 5 . . . (2 /1 — 3 ) ,^_,

(^) ^^ 2^.6..,^n-^^ <

On voit bien que les opérateurs^, et^ font partie de l 'ensemble (^)
et qu'ils ont respectivement pour indicatrices

(5o) y,, (Z) =——=£=, W^Z)=-=^——-
' V/ i -^ ' fZ v i — c ^ Z

Nous connaissons d'autre part les indicatrices de <®, et <©,, à savoir

<î), (Z) == -ï- v / i — o 3 ? X , <I>, (Z) == — y7! - ̂ l Z.I.

co,

II résulte de l a q u e celles des opérateurs ^,i^i<î>2(Z)= ^ v i — ^ ^ 7

et û^a^ sont toutes deux égales a Z. En définitive, moyennant l'hypo-
thèse q,ue la fonction F appartient à la classe L, nous pouvons considérer
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comme établies les relations suivantes :

(5i) - ^c0.,=a>,j,, 5r,«?,==a\3(,,

( 52 ) <S, 3:, [F] == u?,^, [F] == 3:1 CD, [F] = 3?, a', [F] == f (t - r) A, [ F (r;.;; r)] dr.
^0

II nous reste ma in t enan t à étendre ces résultats à des fonctions F
faisant partie de classe moins restreintes, possédant par exemple des
dérivées en y et z jusqu'à un certain ordre, ces dérivées étant inté-
grables par rapport au temps. C'est ce qu'on pourrait faire directement
en employant certaines transformations d'intégrales comme dans les
paragraphes 4, 5, 6 du Chapitre II; mais une remarque simple permet
d'aller beaucoup plus vite. Introduisons les opérateurs

(53) ' • cDi==:G)i<LDi, d) ;;=--: G) .^a,

dont les indicatrices sont

$,(Z)=:\/i- r,^Z, 0 , (^ )==^ i—( , ) jZ .

On a
^ _ ^ ^=.-v...
<7G), <7C>).>

Montrons que, par exemple,

(54) ^.cD,[F]=-3,[F,

quelle que soit la fonction F, indépendante de oj, ; on a en effet

^[F]=FO';^)-^y^ j' ^—^A,[F(^;Ç;^); |^^^'^,

d'où on déduit sans peine

^ ^JFj^-^y'^J^ ^^[F(.,;ç;Ô)]^o^j^.^.-1^^-^/ ^, ̂ .̂̂ ,,̂ ,,,̂ ^

Dans l'accolade qui figure au second membre, l ' intégrale double est
étendue à la surface latérale de cône de révolution F^; ds^ désigne
l'élément d'arc des sections planes de ce cône par les plans 9 = const.
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Ce second membre s'écrit encore

-û), f | f ^4j;,^;œ^T-Ô)]^j^
*7 ? ^o >

ou, par le changement de variable p = coi (r — 0),
/,< / /»OL»iT p. ~] j

-/ 1 ^p r;3;T-£-;ppppr.
Jo !^0 L ÛJ! J 1

On retrouve l 'une des formes (47) de l'opérateur ^ i [F]; l'iden-
tité (54) est donc établie. II en résulte immédiatement que la dérivée
de û^û^i l FJ par rapport à coa n'est autre que —^3^ [F]; de même la
dérivée par rapport à co2 de (D .1 (^[FJest— cO, ^2 [F], ce point se dédui-
sant de (54) et du fait que, si F est une fonction continue d'un para-
mètre ainsi que ses dérivées jusqu'au second ordre, (D\ [F] est aussi
fonct ion continue du même paramètre. Or, d'après les résultats du
Chapitre II, <:0i et d3.j sont permutables dès que F possède des dérivées
en y et z jusqu'au quatrième ordre intégrables par rapport au temps.
Il en résult-e-évidemmentque 60, et <lîL sont aussi permutables, si donc
on dérive par rapport à co^ Pidentité

(D^^[¥]=~cD.,'cQ,[V],

on obtient, après division par oo^ la nouvelle identité
^^|F]=^^,[F];

les formules (5i) sont donc établies.
Pour démontrer les formules (Os) on remarque que — ^ i 5 t [ F l

est la demi-dérivée, par rapport à co,, de <©, cV, [FJ; or, d'après la for-
mule (9) du Chapitre II,

^,^,[F]==F(.r ; .3; t ) -oj2 f ( < — T ) A i [ F O ' ; •^ 7)]A;
* - "

en dérivant par rapport à co,, changeant les signes et mul t ip l i an t
par — on obtientL 2 f x ) i

r '^, ̂ ,[F] = ̂ o), [F] == / (r- T) A, [F(r , ^; r ) ] ̂ ;
Jd

qui est précisément l 'identité à prouver.
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4. Les résultats précédents permettent de résoudre aisément l'équa-
tion (45);

-^[F:1+~^[F]+-^[17J+-^[^]==^(.:^^^;
^1 ^-â r'I l ^

le premier membre a pour indicatrice

I W.^ l ÛO.-»,^ 1 /———————————————:77y 1 /———————————————^77— —— 4- — • —— -4- ——— vi — c») 7 L ~\- ——— { / ï — fj) r, L
, ^^ / . I—O^Z ^ 2 \ / I — C ^ Z ^1^1 ^^

ou encore
ï i__ _ __ _ ^ j_, ___ _____,

^ G») ï ^/1 — &32 Z y..^ G.) .̂  \//1 — ()) ̂  Z

Quand on multiplie cette expression par l 'indicatrice de

——r o). a)., ̂ 0.> — ——7 a).» (X?i d),
fJ.tû3î •' - ^^] -

qui est

——— J i ï — ç,j12 Z) (ï — co^ Z) ——^— </1 — G.)^ Z — ——-— </1 — c,.)2 Z 3
G) ï € » ) . _ ; ' ' 1 ' ' "' ^JL^O-)^ (jJ.̂  -' /J.^C».)^ &), ' ' J

on trouve
——J ———( i -o r îZ ) - ———(i - r , ) ïZ ) | .
^ T ^ ^ L F T ^ T ' P^2 J

Appliquons donc ce dernier opérateur aux deux membres de (45),
posons

(35) <^i(j; z;£)=——cp,i^u^[e'| — ——c^.^^.i [e],
^ CO-j- " " ' p..^^ "

le premier membre donne, en négligeant de noter F,

——^ ^)< 'T-i )̂.> dp, + ————^ Cî). ^P., ̂ .> ̂ ., 4- ——r d'0.i ^Pi ^P., <-?*,
, . J. r .J •* *•' •'• ~ •' f 1 1 ] f \~ " • 'C/- ' . , - i / > « ! 1 ' - -
^-,1"-»1 ^^.-^G}^ ,̂, (f)^

-{- ——I—^.^)â)., (©.,<:?,-- ——I—^.^ ̂ ^3.i - ——-ï^^tO.^o^^,û^ 1 " - - [j.^.^i " 1 l£/ l ^jw:; 1 1 -^
- ——————;^ ̂ ) (p (̂ > )̂., _ — ^ — — ( J ! ) ^D (p., ̂ .

^^C^ - ^3^3 i 1 - -

Or les identités (5a) du présent chapitre, (9) et (10) du chapitre
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précédent, ont pour conséquences

(^^,^^,^,)[¥]=^¥,

(^,^,-4- oUÎU [F] == —F.

Il en résulte quelques simplications dans le calcul de (5, (y; 3; r), les
second, quatr ième, cinquième et septième termes se détruisent, les
quatre autres donnent s implement

^^^^^'-^^^^^-^^'^^
ou encore

(^-^)^•--:/)

-(^--^/^--^•^(.^^^^-^^^^--o.
Introduisons la nouvelle inconnue

(56) F , ( y ; ^ ; 0 = : ^ ( ^ - T ) F ( J ' ; ^T)./T,

en notant qu'elle est nulle ainsi que sa dérivée première pour ^==0,
et que sa dérivée seconde par rapport à t se réduit à F; l 'équation
précédente devient , compte tenu des valeurs des co en s et ;j-,

. . i /£, e,\[^F, ^F,-](^ ^A^-^[^^-^l
ï /£,i £., \ ^^FI ^ .,

-^(^--^)-^^^^ e• ( r ; 5 ; o = = : : o•

On doit en déterminer une solution F,(y;^ ^) connaissant les données
de Cauchy portées par le plan t == o :

(58) F,( j ;^;o)=o; [ ^.F,(j;^; ^ )1 ==o.
Lû^ J^=o

Supposons que cela soit faisable ; les équations (4i) ef (4^) donnent
Ann. Éc. Norm,, (3), LUI. — PASC. 3. 36
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alors, F étant maintenant connue,

1 ^ [f] + - OL [/] == a, (v ; 3 ; / ), I a), r^-1 + ^- cp, r ̂ -| = cî?,, ( r ; G ; r
-4 ^ ^1 " ^'ï^>

avec

(59)
»•<•••-''-H^+,H^]-a^"-<»,(.,.;, ,,)=^,[^]+^,,[^] -»(,,.;-).

Il est bien facile d'en tirer / et g ' ; il suffit d 'appliquer aux deux
membres de chacune de ces équations l 'opérateur -^<î), — -I- a). : i lA r ^i ^ - '
vient ainsi, grâce aux propriétés déjà tant de fois utilisées des opéra-
teurs d3,

——— - __^ } f ( r ; z ; /)\p^w\ p-i^i/ •

/ -T)À, [ /0 ' ; ;;T)]6fr=:a,f^-; 3; /) ,
\ 1^1 ^

I 1-^
1 I

^-F'T ^-iwJ'^^' ''; <)

~ (u12 - ~^ ) Y ( / - r ) Al [^'(r ; s ; T)^ch ==ti3^ ̂ ' ;s ; <)\ r'i i—2 / t.'o

avec

1 ^(r^^)=ï-^[a,]^l^[a^i
[^' . -̂1 , P-î<(60)

( tô,(,r; s; <)= r £0,1^,1- -!- î?,-|.
\ f-'-l {-'-î

Ici encore posons

1 f, (,)• ; S ; t } = f (l- T)f(y ; .S ; T) ,/T,
1 •- «(61) , ^

g, (r ; ; ;< )= / ( t - T).y(y ; .s ; T) A,
1 ^(i
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ce qui permet d'écrire ces équations sous la forme

/^ ( ^ ^ \[^f, , ^/,1 i /s, .,\<r-^, ,(62) ^-^JL^-^J^^^,-^)^^^^
(63) ^--l)[^^^1-lffl-!l^^^^^

\lJ•1 ^2 /L^ ' 2 ^'2 J ^ \^1 ^ /^ "

Nous remontrons à nouveau deux problèmes de Cauchy, les fonc-
t ions Vi ei g\ étant nulles ainsi que leur dérivée première par rapport
au temps pour t = o; connaissant/, et g\ on en déduit f et g par les
formules

. ^ / i . . —^/ _ ^^ , ^ _ ^_, .

Réciproquement, on montrerait sans peine que les calculs précé-
dents donnent la solution unique du problème, quand celle-ci existe.

Tout ce ramène donc à la résolution du problème de Cauchy pour
les équations (57), (62 \ (63), lesquelles sont identiques aux équa-
tions (a), (&), (c), de l ' introduction; c'est là une question classique
lorsque ces équations sont hyperboliques; il faut donc examiner le
signe des quantités

^ £., — p.., £,; ^ £., — ̂  £._;

û'f — S^ 3 ..p-Ï — [J^.

Une discussion élémentaire montre qu'elles sont toutes deux positives
pour

(64). • Â:= (^, - ̂ ,) (£,-£,) < 0,

si au contraire^ est positif, l'une au moins des équat ions est elliptique,
(elles ne peuvent d'ailleurs pas l'être toutes les trois), si ̂  = z^y l'équa-
tion (57) donne immédiatement F, (62) et (63) sont hyperboliques,
si [j.i = ^2, (57) est hyperbolique, (62) et (63) donnent directement/
et g\ En résumé, le problème a une solution unique et bien déterminée
pour yKo; sinon on est conduit à un problème de Cauchy pour une
équation elliptique, question qui, on le sait, ne possède point de
solution.


