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UN PROBLEME DE DIFFRACTION

Psr M. J. DELSARTE,

Professeur & la Faculté des Sciences de Nancy.

INTRODUCTION.

Les problémes de diffraction, tels qu'ils sont posés par la théorie
électromagnétique de la lumiére, se raménent & certains problémes
~aux limites relatifs aux équations linéaires hyperboliques du second
ordre. Si, dans un but de simplification, on suppose que les corps
diffractants sont des écrans infiniment minces, on est conduit 2 des
problémes mixtes hyperboliques extérieurs, lesquels relévent de pro-
cédés classiques; c’est ainsi que Sommerfeld a pu traiter comple-
tement (') de la diffraction par un demi-plan indéfini dans le cas de
I’équation des ondes sphériques. Si, au contraire, on donne aux corps
diffractants des dimensions finies, on est conduit & un probléme de
Cauchy hyperbolique, dans tout I'espace, pour une équation ou un
systeme d’équations, dont les coefficients sont discontinus sur cer-
taines surfaces, la solution étant assujettie 2 remplir certaines condi-
tions de continuité 4 la traversée de ces surfaces.

Une étude systématique de ce genre de question reste encore &
faire; le présent Mémoire n’est que examen d’un cas particulier fort
simple.

(*) SoMMERFELD, Mathem. Ann., BA. 47, p. 317, 1896 et Zeitschr. f. Muath. u. Phys.,
Bd. 46,.p. 11, 1901. .
Ann. Ec. Norm., (3), LIII — Fasc. 3. 3o
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Nous ferons tout de suite une remarque importante : les physiciens
recherchent avec prédilection, dans tous ces problémes, les solutions
stationnaires, c’est-a-dire périodiques et sinusoidales par rapport au
temps; ils y trouvent de nombreux avantages, et d’abord celui de la
simplicité, puisqu’on substitue ainsi & des équations-hyperboliques &
quatre variables, des équations elliptiques a trois variables; de plus,
on évite la difficulté provenant du fait que les milieux traversés sont
dispersifs, difficulté qui empécherait en toute rigueur, d’écrire les
équations de Maxwell sous leur forme classique et qui conduirait & les
remplacer par des équations intégrales; enfin il est bien naturel de
penser que cette substitution est conforme a la nature des choses,
car I'état initial d’un phénoméne vibratoire est physiquement assez
mal défini, tandis que sa fréquence principale et ses harmoniques sont
des choses sur lesquelles il n’y a, expérimentalement, aucun doute.

Il faut cependant reconnaitre que, lorsqu’il s’agit de problémes
extérieurs, une telle simplification n’est pas légitime, elle n’est méme
pas faisable. C’est ainsi, par exemple, que I’équation des ondes sphé-
riques devient, quand on y remplace la fonction inconnue par
u(z;y; s)e*,

6.)2
Au + Fié=o

ol V désigne la vitesse de propagation; on sait que, pour cette équa-
tion, les problémes extérieurs, qu’ils soient de Dirichlet ou de
Neumann, sont indéterminés, la régularité 2 I'infini ne permettant
pas de choisir la solution. Or, que les problémes soient extérieurs, ou
plutdt, qu’ils intéressent tout I'espace, ¢’est un fait constant en théorie
de Maxwell. Il est donc tout & fait nécessaire de passer par le biais du
probleme de Cauchy, en se résignant naturellement a négliger la
dispersion (*).

(1) Malgré celte difficulté, certaing auteurs n’ont pas craint de rechercher les solutions
stationnaires dans des probldmes de diffraction par des corps non-infinimenl minces
(diffraction par une sphére). IIs ont été naturellement conduits a choisir. les solutions
extérieures en faisant appel & des considérations fort discutables, telles que le compor-
tement des solulions pour rdes valeurs imaginaires des coordonnées. Poir, en particulier,
J. Mg, Ann. Physik, (4), Bd. 28, 1908, S. 377; P. DeBye, Ann. Physik, (4); Bd. 30,
1969, S. 57.
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C’est ce que nous faisons ci-dessous.

Nous supposons ’espace divisé en deux régions 1 et 2, par un plan
indéfini : nous traitons successivement le probleme de la diffraction
par ce plan indéfini, pour I’équation scalaire de propagation des ondes
sphériques et pour le systéme des équations de Maxwell.

Dans le premier cas, la vitesse de propagation prend des valeurs
distinctes dans les régions 1 et 2 : nous cherchons une solution
continue ainsi que toutes ses dérivées premiéres dans tout ’espace,
connaissant les données de Cauchy, c’est-a-dire les valeurs de lafone-
tion inconnue et de sa premiére dérivée par rapport au temps i 'ins-
tant initial. Il est naturel de prendre comme inconnue auxiliaire la
valeur prise, a tout instant, par la fonction inconnue dans le plan
diffractant; la résolution de deux problémes mixtes hyperboliques
donne alors la fonction inconnue dans les régions 1 et 2 : en écrivant
la continuité de la dérivée normale de cette fonction a la traversée du
plan diffractant, on est conduit & I’équation intégro-différentielle dont
I'inconnue auxiliaire est solution. On trouvera I'exposé de ces calculs
dans le Chapitre I.

La résolution de cette équation intégro-différentielle fait la matiére
du Chapitre II; il se trouve que malgré son assez grande complexité,
cette équation peut étre intégrée en termes finis; cela tient & ce que
Popérateur auquel la fonction inconnue est soumise, dans cette équa-
tion, admet le groupe des translations dans le plan diffractant; il fait
alors partie d’une classe d’opérateurs linéaires permutables, ce qui
facilite beaucoup son inversion.

Le troisiéme chapitre est consacré a ’étude du méme probléme, au
point de vue de la théorie de Maxwell. On rencontre ici des difficultés
tres inattendues. Désignons par e, €5, [y, U, respectivement, les
constantes diélectriques (pouvoir inducteur), et magnétiques (perméa-
bilité), des milieux 1 et 2; nous supposons que ces milieux ne sont
pas conducteurs. Nous nous donnons les conditions initiales de
Cauchy dans tout I’espace et nous nous imposons les conditions de
continuité maxwelliennes & la traversée du plan diffractant, & savoir :
continuité des composantes tangentielles des champs électrique et
magnétique, continuité des composantes normales des inductions
électrique et magnétique. On prend des inconnues auxiliaires qui



2206 J. DELSARTE.

sont les composantes du champ électrique paralléles au plan de sépa-
ration des deux milieux; la résolution de problemes mixtes hyperbo-
liques donne les champs dans tout I’espace, en écrivant les conditions
de continuité on est conduit & deux équations intégro-différentielles
permettant de déterminer les inconnues auxiliaires. Comme dans le
cas précédent et pour les mémes raisons, ces équations, quoique
compliquées, sont susceptibles de transformations simples: on les
réduit en effet & trois équations aux dérivées partielles portant sépa-
rément sur trois fonctions inconnues, ces fonctions n’étant d’ailleurs
pas indépendantes; voici ces équations

(s [k S A (2 - 2) S = a0 0

(a) P-IIJ.-) <E_:“ —_— E1> -Ty—z‘ -+ ():';) (3.1 IJ"I [2 ()t-_’ '—A(.) PR t)’

1 1\ [o® o*f I (g €2>()if—- re g t);

I R L =1 R R F LA AR DL
1 1\ [s &g 1 (51 _ V2L s

(¢) <E~17> [W*T)FJ TE\m H-_)) oz = 00325 0

Les seconds membres sont connus, les fonctions /, g, F sont nulles
ainsi que leurs dérivées premiéres par rapport au temps, pour t=o.
La détermination des inconnues se fera donc par des procédés clas-
siques si les équations (a), (b), (¢) sont hyperboliques; au contraire
le probléme sera impossible si I'une au moins de ces équations est
elliptique. Une discussion facile montre que la premiére éventualité

se produit pour |
K= (p— 1) (8, — €9) S 0.

C’est au contraire la seconde qui se rencontre pour £ positif.

[l est permis de penser que le méme phénomeéne se reproduira pour
des corps diffractants de forme quelconque. Nous nous croyons donc
autorisé a dire que la théorie de Maxwell conduit, lorsqu’on I’applique
a des questions de diffraction, a des problémes mal posés, en enten-

dant cette expression dans le sens que lui ont donné Poincaré et
M. Hadamard. :

Peut-on, d’une maniére ou d’une autre, faire disparaitre cette
grosse difficulté ?



SUR UN PROBLEME DE DIFFRACTION. 227
J

' On peut d’abord remarquer que nous n’avons traité qu'un cas
limite, celui des corps infiniment résistants; peut-étre I'introduction
des conductibilités des milieux | et 2 feraient-elles disparaitre cette
circonstance génante. Nous pensons revenir ultérieurement sur le cas
des milieux conducteurs.

~ Au point de vue physique, on peut dire aussi qu'on a I'habitude
dans toutes ces questions de propagation lumineuse, de prendre
V1= o =135 cecl parait en effet fort légitime puisque, sauf pour les
corps ferro-magnétiques, auxquels ne s’applique plus la théorie de
Maxwell, la perméabilité magnétique ne difféere de I'unité que de
quelques millioniemes; de fait, pour cette valeur de p., et p.,, & est
nul et il n’y a plus de difficulté. On doit cependant objecter que ce
qui importe, c’est le signe de £; cette quantité est petite, mais elle a
un signe déterminé, d’ailleurs variable suivant les milieux 1 et 2,
comme le montre le tableau suivant (') :

1. 2. k.108.
Glycérine.................. Acétone +1,2
Id. o Chloroforme +0,4

0 Benzéne —1,6

Id, .. Ether —2,5

Nous pensons donc que la difficulté subsiste entiére et qu’on n’est,
en aucune facon, autorisé & considérer que la solution, pour & positif
et trés petit, est infiniment voisine de la solution pour £=o, cela
précisément parce que la nature profonde du probléme change pour
cette derniére valeur de £.

Les conclusions essentielles de ce travail ont été publiées aux
Comptes rendus de I Académie des Sciences les g et 23 mars 1936.

(1) Ces données numdriques nous ont élé communiquées par M. Félix Esclangon.
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CHAPITRE I.

" MISE EN EQUATION.

1. Le probléme que nous nous proposons d’étudier est le suivant :

Déterminer une fonction u(x; y; z;¢) par les conditions que voici :

a. Conditions indéfinies :

(1) Fu_ Qu Fu 1ou_, our x> oj;

0zt " Oy = wi de P ’
) Ru  Pu  QPu 1 0*u our z << o0;
( T oE e P ’

les variables , v, = prennent toutes les valeurs réelles, ¢ prend toutes
les valeurs réelles positives ou nulles,.la fonction « est continue ainsi
que toutes ses dérivées premiéres pour I’ensemble de ces valeurs.

b. Conditions aux limites :

' J
@) w(z;y;s50)=alw; y; 5); [;)—t-u(w; Yi 5 l)]

=B@; 5 a).
Nous prendrons une inconnue auxiliaire
T 5 H=ulo;y; 5; )

représentant les valeurs prises par la fonction u dans le plan x =o,
pour les valeurs positives du temps ¢; les concordances

0
(4) ao;y;5)=Y(¥; 55 0); [a—t-ﬂy;z; t)]L:OIC‘)(O;y;Z)

sont supposées remplies; enfin nous désignerons par 1 et 2 les régions
ou la coordonnée x est respectivement positive ou négative. La déter-
mination de u dans chacune de ces régions s’obtient, lorsqu’on
regarde y comme connue, par la résolution d’un probléme mixte clas-
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- sique. Dans la région { par exemple, on a (')
(5) w(z;y;5;50)

=Y<J’5 55 0— ﬁ) — ZN[y; 55 05 VaTE— 2]

@, W,

) )
+2.1:f)\; ?»Z—E-N[}';z;t— 1,)\\/1 ]dl

A -
+ f Mo[ i — 2,25 35 53 0, 2/ T— R2] b
—1

[SER

1
— f MJM)J——.Z;J';:;mdt\/I—X’]cﬂ

ho

o
“+ 1 f Ml[.c——lwit;y;z;m,t\/I—P]d?\

—1

Al
— ¢ / M1[7uuit——x;y;z;mlt\/1~7\2]d7\
ho
-+ w, tf \/1—-)‘(75 M [x—lmlt, ¥ s 001 — &2 ]d}

~o)tf \/1—7\' M[)\wt—‘/, ),ﬂ,wt\/[—l]d)

do’

~»w.£[ 7(7()- M[ — oyl ;55 0,01 — 12| dh
22 M
d

I
+w¢tf1 M, [ ho,t — ; ),»;mtﬁ]d}

ol 'on a posé ;

(6) N(y; 53 ,p)~—f Y(¥ +pcosg; s+ psing; t) dy;

(7) My (%3 55 55 p) = = 2ﬂ@t(wJ’+f3005<?;z"*-PSim?)a»ﬂ,v;

(8) M, (z;y;5;5 p)= g%rfugﬁﬁ(x;y+90059;G+Psin9°)d<.ﬂ;

(9) A= Z;%; R=p®

(*) Pour la démonstration de cette formule, nous renvoyons a 'ouvrage fondamental
de M. Hapamarp, Le probléme de Cauchy et les équations aux dérivées partielles
linéaires hyperboliques,1V, 1, 3, p. 156 et 157.
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On aurait une formule analogue dans la région 2, en remplacant w, |
par ®, et en changeant le signe du premier argument dans les fonc-
tions M, et M, : il n’y a pas lieu de changer les signes des termes ou
se trouve un -, car cette dérivation y est supposée faite par rapport
. dx

4 Uz qui figure dans le premier argument, et non par rapport au pre-
mier argument lui-méme.

Nous allons former maintenant une équation intégro-différentielle
a laquelle satisfait l'inconnue auxiliaire y(y; 55¢) en écrivant la

C ., du . ,
continuité de 2 la traversée du plan x = o.

, . du .
2. Placons-nous dans la région 1, calculons 53 Bous ferons ensuite |

tendre x vers zéro. La dérivation des termes dépendant de y donne

I X I ———
— =Y y;s3t—=)——N[y;z;0; /i — 2"
int (.yv bl w-[) 0)4t [.}/7 7 0,\/&)4l &z ]

22* 0 N AT y
+ma—ﬁ.N[.}/,.¢,0, co[t-——:z,’]
whe L Nyia i E 2R @
RS S AW A ‘

d ——rs
— 2m1td~R.N[y; z; 0\/mfﬂ——x~]

2 -_____I __d_i_ ooz f— d -‘1_’.‘ 2
mgxf%mm det.N[),ﬂ,z m,—l\/x——)\]dl.

Passons a la limite pour « = o; le premier et le second terme donnent
directement

, (2 oy O . z_ @5
+2w.["'F(I_)\)()_RE.N[}/’I"’t—m,jx/l__)\—_ld)\
1

1, 1
— g)—;m (y;55t) — oT)TtN(y; 5505 0, t).

Il n’y a pas de difficulté non plus pour le troisiéme et le cinquiéme
terme : nous avons supposé en effet, pour pouvoir écrire I’expression
précédente, que vy était dérivable en y et z jusqu’au quatriéme ordre;
N est alors une fonction réguliére de R jusqu’au second ordre : la
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limite des termes envisagés se réduit dans ces conditions &
J .
— 2(015'513\-3(,7'; 35505 wyi).

Passons au quatriéme terme; %, tend vers zéro avec x; par le chan-
gement de variable x = ¢, ce terme s’écrit

iy P
4 A —d—R.N[J';:;t—&T;\/pﬂ—ﬁ]dp,

1

dont la limite est

W, ¢

9 NIy e P.
afo m.N[}wu,t—-G—h,dep.

Le méme procédé s’applique aux sixiéme et septiéme termes; ils
tendent respectivement vers

L 02 o
afo T N[y;s;t~;;;ra]d9

et
2 @i g P ‘
—‘(;; \ PdetN[.)'§;;t—(E;P]dP'
La partie dépendant de y dans’expression de [g—lf] s’écrit main-
' X {x=0
tenant

Do e ) Y N 5t o _ 9 N(vez 0ot
(10) —(E([(J,~? t) ot N(y; 55 0; w,t) 2(.).1th N(y; 5505 w.t)

Wil 0

+4/0‘ d—ﬁl\[}';sw——@;@]d?
“f gt r o p

+4£ P-()_H—;N[_')’N’t_oz,P:ldp

_3 wll__?_z__N‘y-;-t_.P_'P dp
w;J, POR o1 ST o’ ’

Elle est susceptible de simplification ; introduisons la dérivée totale
Ann. Ec. Norm., (3), LIII. — Fasc. 3. _ . 3



232 J. DELSARTE.
AT :
e 5 par rapportap
_d_LOl s Pl L & [
doloR PTG P T T @, dRoe
g e. L]
-+ 2 dR" [7a~"t—ﬁ_)119]1
les deux derniers termes de (10) deviennent
mdyo e
2[ PJ{J-'dP\ [}7“75_J PJ;dpv

et la réunion des trois derniers donne

m‘l() 0
2]0‘ 0_RN|:.),“7L—;)—17P]dP

“v
2]
o~
€lo
O
[ S—

@it g p . 0
:zj mN[J';z;t—o—):;dep+0m1 (Tﬁt\[),h.,o o, L];
une réduction se produit et I'on obtient au lieu de (10)

T, I ‘
(x1) —(‘—y,()';z;t)—m Mo(o; 97555 o, L)
1

Ayl
ey P
e / o [[”“" m.l’P]dP’

compte tenu de la concordance
My(o; 75 5; 0,8) =N(y; 35 05 o L),

qui est conséquence de (4).

ad
des termes connus, c’est-a-dire dépendant de o« et §3; ils prov1ennent
de la dérivation des intégrales qui, dans (5), portent sur M, et M,.
Leur calcul ne présente pas la moindre difficulté, ¢’est pourquoi nous
T’omettons; aprés quelques réductions simples on trouve pour limite

3. En dehors de 'expression (11), on trouve encore dans [()u]
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de quand 2 tend vers zéro par valeurs positives

Wyl 0 5 L
’{[ m\[%~~i—;;P]flP—;‘x’:(b)';:;t)

L d
-+ o ‘M.l(o; 3555 ) + 75 My(o; 5 55 o, &)

(12) 6,(y;5;¢8)

J

1
Jd -
—l—f — M [).r,). ty s s otV 1 — 7.'-’]d7.
° ().L' 0 t L

1
J —_
+Lf Y Mj[lmlt; Vs s r,;.lt\'x—).‘l]d).
0 d"L‘ - .

—+ o, [ \/ 1—/-() )) \L,[/m by 9333 o).lt\/"[ ~7.‘-’] d?.

—+ w, ¢ Mo[/.o), t; s s o081 — 7.‘-’] dl..

() 2

Dans cette formule, les dérivées ()i et di sont calculées par rapport

au premier et au quatriéeme argument des fonctions Mo(x; vs 5:¢) et
M, (@;y; 55 0). Ici encore il y a lieu de faire un certain nombre de
simplifications : considérons la dérivée totale

I:)()d M, [7w1t, ¥y Erw t\1— 02 ]]
9 — s
=32 \10[7.0)1l;]'; z; m.lt\/r——l-_l
—|—7.o).‘t-0%%_, Mo[lwlt;)'; 5; mitv/r——).'l]
ot 0
M| Aw, €5 35 55 w2 1— 22
\/I——)\“ dpd [ 1 j \ ]

son introduction dans I'expression de ¢, permet d’écrire le cinquieme
et le huitiéme terme sous la forme

‘ e o
ap(wit; ¥; z)—i—w.ltf N 7 0z M,y[ 20,25 35 55 0,81 — 22 | d)s
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et en réduisant avec le septiéme terme, on trouve
myl () P
(1) alrisso=2 e N[rizie Lip|d— Friira o
1 . J
-+ — M,,(o;’y;:;w t) + Mo(0; 3555 0,0) 4+ o (w5 75 3)
o)y v o

1
—l—t/ d_()L M,[).wit;)'; 53 m.lt\/l—li]d).

Lt

-+ é(x)?t'-’./oﬂ %ﬁ Mo[ 20,85 35 55 @, 8/ 1— 22| .
Nous ﬁtiliserons encore les relations
N - — J
(14) zo);tz‘f Iz R Mo[l‘o)lt; NS 7.’3J dl). + Jp My(o; 555 m,2)

0 L
:2&).1()7{/ IR M, [o)l\/t — 0% 555 0, é]dr’)

et
(15) f d }(x)t }7050) t\/[—)]d)\"‘"‘:—‘ 1\11(0 '}‘,A;G),‘t)
1
A : |
— e— 7 2 — G2 1: 5+ o) gl
w, dl? ) J'M'1[0)1\/t 2305 1mle]d1$.

que le lecteur obtiendra facilement en faisant le changement de
variable

i
Elles permettent d’écrire
0yt o - L
(16) 8:(y; 55 t)Z{[ IR N[.)';:; bt i L i VSRR
-+ gzizm.,t"f 1;)?1—{ MO[(;).Lt\/[——-- I - 7.(;3.,1] dx
I
+ a;i“(wat;')’; %)
t — |
+ — }..Mq[w.lt\/x—}’;)’;:,;).wlt]d).s

0 J,

1
+~;—f MM, [0t /T— R y; 55 hov £ d
1y
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Enfin nous devons encore transformer le terme en N; -placons-nous
dans Pespace (y, z, ), soit C,., le cercle d’équations

T=t20; (n—))P+({—3)r=0%
on a

T () 4
i\(}:;;;t;p)—— f v (73 &5 ) ds; N(pisit;0)= . =1 gs,
, Grg JR iee g, dn

ou I’on a pris, dans la seconde formule, la dérivée normale vers l'inté-
rieur du cercle; I'application de la formule de Green i l'aire limitée
par Gz, dans le p]an © =1, permet enfin d’écrire le premier terme de -
I'expression de 2, sous la forme d’une intégrale triple

X ﬁ“ I 0%y i 0%y
PYRON I,yl:t(t-— T)?

()r %
étendue au volume du céne de révolution I')._, défini par les inégalités

}d{/ dt dr,

(17) o<Tt<<t;  (m—p)P+({—5)r—wi(r—1)<o.

Nous prendrons comme forme définitive de ¢, I’expression (16),
I'intégrale simple en N y étant remplacée par I'intégrale triple précé-
dente.

4. Un calcul tout & fait semblable conduit a la valeur de la limite
de - lmbque 2 tend vers zéro par valeurs négatives; on l'obtiendra

en changeant w, en o, dans 2,(y; 5; ) et en tenant compte du chan-
gement d’orientation de I’axe des 2; on trouve ainsi

e 0? 2
. (16/) (.} I t) — ! Mp-» —I—"; [dﬂ.{ d"? ldr dCdT—i— _Yt()v <3
yat

20 (t —_ ’L')‘
. 2 — /T— 2% y; 535 Aoy \
%wl[)dR’\I[ wat\/1— 225 ¥ ,?m_t{ld)
-+ w—zo:(—-cu._,l-; ¥ 5)
. : _
. —l—if )..Mi[—mﬂt\/l——}‘l;y;z;7.wgt]dl§
s J,

1 N .
_i_f 7"1\1‘[_""35\/['7\223';5;lm._.t]d)\,
2
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le volume du cone de révolution I'y, étant défini par les inégalités

(17 o<t<t; (n—p)+({l—s)P—wi(r—1)<o.

On est conduit & I’équation intégro-différentielle du probléme en
égalant ¢, et ¢,, ce qui donne

(8)  (F+ 2 )nwiso

L I oy
- mwiﬁ;x RUSER [T o7 ]d” dg de

9

L, _r [y, 7], — @y 2
Qﬂmz‘ﬂ:e (t—1) [d e :ld/)dCdT_(l(),ﬂ, t),
J'z:

Q.;

A@(y; =; t) est une fonction connue. Il est commode d’intégrer cette
équation de o & ¢ par rapport au temps; nous mettrons I’équation
résultant de cette opération sous la forme

(19) @[y +®[y]=A(y;5; 1),

ol l'on a posé

@@@szb@wﬂ

fﬁﬁl % [M oy :Idrd:dﬁ‘
X

(21) ®,[¥]= [T(J’; z;t)

@ : .
_ [ L[, oy
[, =l )]

12
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. . .
(22) A(y;s5;0)= —a(ut;y;3)+ —a(— wl;)y;3)
[ON W, T :
1 d —
—|—2m4lt:/“l Am MO[ ATNAVE S E N S5 7.w,t]d).
+ 20, 17\—0— M,[~ W t\ L= 225 5 53 byl |
= . ()l{ it 2 IS Ty 2 M
t _— '
+ — / ?..M.,[ Oy ly 1= A% ) 5 ).wlt] d)
1Ty

t [ _ ;
+<:f )..M,[——w:t\ x~~7.“;)';.:;7~.@._,t}[ﬁ.
2y

{ 1
I - —_—
—I—(:—)—f f LM ety T 2 0 5 dey T | db ds
1V 0
I L 1
+ f f 7-..1\'1,[— ©.TV 1 — 225 35 55 7.0)27] dl dr.
Prdy Jy

Pour t=o0, les deux membres de (19) ont pour commune valeur

I I
<(:1' -+ g;_))a(om)'r*’),

compte tenu de la premiére concordance (4).

CHAPITRE II.

‘ ETUDE D'UNE CLASSE D OPERATEURS LINEAIRES,
APPLICATION A LA RESOLUTION DE L’EQUATION INTEGRALE DU CHAPITRE PRECEDENT.

1. Considérons la classe linéaire des fonctions f(y, z, t) analy-
tiques par rapport aux variables y et 5, holomorphes au voisinage
de y=s3=o, intégrables en ¢, pour les valeurs positives suffisam-
ment petites de cette variable, ainsi que toutes leurs dérivées par rap-
port & y et 5. Soit L cette classe. Dans la suite, la notation A, / dési-
gnera le laplacien i

A =21 %

% s
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et A, f sera la suite des laplaciens successifs /, (i =1, 2, 3, ...), tous
pris par rapport aux variables y et z.
Nous envisagerons les opérateurs linéaires suivants :

™ VIA=f Y m~f T AL 55 o

ils sont évidemment définis dans la classe L. Explicitons I'opérateur
produit V;V;; on trouve successivement
Vil/1=28(y; 55 0),

® (r— )2t

Alglyssinl= | Gy gT Al (s =5 9] b,

et, par une transformation classique,

t Loy 2= (= f)\2i—1
v =[ [ [ e | a5 o

o Ly (2 —1)l(2j—1)!
I'intégrale entre crochets s’évalue aisément par le changement de
variable t=0—+4u(z— 0); elle a pour valeur

B(ai;2j) _ (t— Gy
(2f—1)!(2j—1)! (2i4+2/—1)!

(¢ — g)zi-}-z/‘—q

[1 vient donc finalement
(2) ViV 1=V Vi[ 1=V, f].

Considérons maintenant une suite dénombrable de coefficients

numériques
&y, Ay, ey Sy ey

définissant un élément de fonction analytique

@(Z):ia,Zf.

i=0

L’opérateur linéaire, défini par la série

(3) V1= Vi f]
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a un sens dans la classe L comme on le voit sans peine en se fondant
sur les inégalités de Cauchy auxquelles satisfont les «;; la série (3)
converge uniformément dans toute région d’holomorphie de f par
rapport & y et 2, pourvu que Z soit assez petit.

®(Z) sera appelée 'indicatrice de I"opérateur 7. Nous désignerons
par (¥) l'ensemble de tous ces opérateurs; certains dentre eux
peuvent éventuellement étre étendus a des classes fonctionnelles plus
vastes que la classe L. Ils sont deux & deux permutables; si 2 et %
ont pour indicatrices respectivement ®(Z) et W (Z), I'opérateur pro-
duit VW =12 a pour indicatrice la fonction ®¥ comme le prouve
la relation (2).

2. Soit CD[f]‘l’opérateur déja considéré dans le précédent cha-
pitre
&) @f1== [m; 35 0)

f;[ﬂ[ Al t ;9)]dnd:d5§df],

le volume d’intégration T',..; étant défini par les inégalités
(5) o< hH<T; (n—aP+E—32—=o(f—1)2<o.

Supposons que f(y, =, ¢) appartienne & la classe L et que ¢ soit
assez petit; évaluons l'intégrale triple étendue a I',..; prenons des
coordonnées semi-polaires autour de la droite n=y; { =z; soit

1 —y=pCcoso; {—s=opsing; ° dndf=pdpdo;
on a, par la formule de Taylor,

Al G0 =g; G 0) =g(y35:0) + —P—![g';-()';m@)cow+5":()‘;‘=;9)siﬂﬁ°],

+P—[ 2(y; &3 0)cos*o

2!
+280:(y;5; 0)cososing + gha(y; 55 0) sin*o] +.. .,

I'intégration en o, 4 p et 6 constants, donne par un calcul facile

ox[s(rs 530+ i hilelrs =300+ o () Adsti s+

Ann. Ec. Norm.. (3), LIII. — Fasc. 3. 32
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p do
multipliant par — et intégrant en ¢ de 0 & w(<—8), on trouve

&
g5 0) (7 — V+%Awwﬂﬂm“ﬂﬂhn

2(i+1) I w (T — 0) ]
- T A = 1| P [

J
2.

On passe ensuite a I'intégrale triple en divisant par o (7 — 0)* et en
intégrant en 0 de o & 7, ce qui donne

PYR) ﬂ[ 0)‘ /(fl,c,o)ldr)(]C(IO

—Z (1 1). =1 f (r—0y—4, L/\.) I 0)] df.

=1

Finalement nous obtenons

,,mf ﬂ/ AL (a3 ¢ 0)] dndg df ) de
O 0w o=y o
;‘ ,l). 02— 27 — 1 Al f(y; 55 7)) dr,
puis -
@[ 1=Vl /]
avec =
_r . i(zz’—z)!(a) -t 1 1.3.5 (21——3) o?
a“—f;)’ Adi— — —_—(I!)Z ;) —_—— ;; 7 4 )L—9) ‘)[

L’opérateur @[ /] fait donc partie de I’ensemble (?7) et il a pour
indicatrice

gy 1 S 1.3.5. (91~3) w* 7
(0 ®(Z)= [1“2 2.4.6...(2—2) 2i J] ——\/["(')

i=1

L'expression (4) de cet opérateur, ou l'on transforme a nouveau
Pintégrale quadruple en intégrale double parapplication de la formule
de Green, montre de plus qu’il est défini dans la classe £ des fonc-
tions f(y; 5;t) possédant des dérivées du premier ordre en y et 3,
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ces dérivées ainsi que la fonction elle-méme étant mteorrables en f,
pour toute valeur positive de cette variable.

3. Reprenons maintenant I’équation (19) du chapitre précédent
(7) @ [y]+ @ [v]=A(y5 55 1),

le second membre est connu, le premier membre est un opérateur de
’ensemble (?7) ayant pour indicatrice

—Vi—0ll+ —\1- wil.

o \ (J o, \ I W5

Si la fonction inconnue y(y; z; ¢) appartient & la classe L, les opé-
rateurs @, et @, sont permutables ~

(8) @@,y = @, @[],

de plus les opérateurs itérés @, @, et A, @, ont respectivement pour

indicatrices

1 I
Lz oz,
Cd‘ (x)‘

de sorte que
!
(9 @@= r0is0— [ =D ArEe)ld
4 0

(10) @, 0, v]= L

/ _
—=71(ris0) — [ (=) Ay(y; &5 )] de

I~ l&

Appliquons maintenant aux deux membres de (7) l'opérateur
@, — @, ; tenant compte de (8), (9), (10), on trouve

631 631['{] - (02@2[‘(]:_(0.1 0)->Y(.} FES t)——@ [A] ':[AL

d’ou résulte
(x1) Y(r5 53 )= sxois (@ [A] — @, [A]},
W5 — Wy
qui est une formule de résolution de I’équation intégrale (7).

Il nous reste a étendre ce procédé aux fonctions y n’appartenant
plus 4 la classe L; il suffira pour cela de prouver la légitimité des for-
mules (8), (9), (10) lorsque vy est seulement telle que ces relations

alent un sens.



242 J. DELSARTE.

4. Nous allons d’abord transformer I'intégrale quadruple qui se
trouve dans @, en effectuant en premier lieu I'intégration par rapport
a 7; fixons le point (v;{; 0) en P dans I}, _ ; soient Mle point (y, 3, 1),
M’ le point (y, 3, ©), M, le ‘point de la droite MM’ qui se trouve sur la
nappe du cone I'J.; ouverte vers les £>o0; M’ est compris entre M,

etM, on a
g Sy 1
I, (7012 " p t—19

o désignant la distance du point P a la droite M, M; moyennant cette
transformation, l'intégrale quadruple devient

)

v
JI'H

o, I i ,
[-D-l - :—OJAl[y(m £ )] dn dg g

¥

avec

P2: ('ﬂ —‘“)')2+ (§ — ;)'_-
Le coefficient différentiel devient infini tout le long de la droite
. n=y; (=5

mais il n’y a de ce chef aucune difficulté car dv;d{ =¢ do do; il n’y en
a pas-non plus au voisinage du sommet de I')_,.

On peut pousser plus loin cette transformation; partons de la rela-
tion

I R AP
”[HP‘ [P - [~@J06/(07C7J,)flnd§119
yat

T 0 ([w 1 .
= [, #il% -7l sofama
-yzt

I

+ -
— )2
My, @@=

S(n5 ¢ 0)dadgdd,

.effectuons 'intégration en 0 dans le premier terme en remarquant

(O X . . . . qe .
que 2 — ;3 est nul sur la portion de surface conique qui limite
partiellement le domaine I')_,, on trouve, en désignant par C,, l'aire

du cercle qui achéve de borner ce volume,
. 0)1 I. - . . ) I "7 . .
-5 f, s

Gy
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Posons maintenant

13
(12) S5 55 t>=f Y5 s T dsy
0

alors A\ [ f(¥;5;¢)] est nul pour z=o, sa dérivée par rapport a-z
étant A, [y(y; 55 ¢)]; laformule précédente donne en conséquence

oy s (T [ 2 A vin: 7 6 de dr df
"(“7’”"!)"‘[&;.“[9 t—e]Ai[r(m:,J>]dﬂd=dJ
=[] Al g0 dndzan.
© lj_‘;':l /

C’est cette derniére forme de l'intégrale quadruple que nous adop-
terons.

Calculons maintenant A, [ g(y; =; ¢)]; il est nécessaire de supposer
ici que y possede des dérivées quatridmes en y et =, ces dérivées étant
intégrables en ¢.

Si I'on revient & l'expression de g(y, 5, ¢) sous forme d’intégrale
quadruple, on voit que

L
Mlg(rs = )= [ M[G(rs = oldr,
f :
un raisonnement classique donne d’ailleurs

AGus s o= [ g halrins & ] dndza
U

puis, faisant de nouveau la transformation qui a permis de mettre g
sous forme d’intégrale triple

’ g A s €5 0)]

Afg(yss; 0)]=
118 1~ I‘J!,“U_B

car A,[ /(3 ;5 0)] est nul pour 6 =oet'ona

A[t(n5 € )= o Al f (03 T )
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Soit alors, en prenant o, et w, positifs,

filryssH=a,[y]l= ;)I—Y()'; 53 t)
1

1 W L A (S (n; €5 0)] dn dt db.

amo Ly, (L —6)*

Nous avons

A filyss; B]= ;f— Av(y; 55 0]

1

__1I 1 i [
ﬁpxt(t_g)ztﬁz‘,](fh g; 0] dadz dy,

2 TT0),
‘)'Z

puis

@,0,[1] =@, [ /] = =~ fu(3; 55 0)

I

2T AF, (0 22 0Y] da de P
M_’;%:,(t_ )2 AI[] (15 ¢ })} da dg di

2Ty

avec
4
F1<y;z;t>=ffl<y;:;f)dr
0
1 A
""(Tlf(.}’a s5 t)

t -
I L .
_ - Fin- e O] cdr df b
mafo %ﬁmu~0>‘-’A"U(”’ € 0)] o dz 13},

ou, en transformant encore I'intégrale quadruple en intégrale triple,

Fi(y;5;8)= b—j;fu'; 5i0) — — - AL (15 £ 0)] dndlg o,

276), P}_L(t — 0

en posant
, .
(13) F(y; ss't)zf Sy 557)dr.
De la méme maniére
A Fo(ys 55 t)]:c._:;Ai[f(y; 35 ¢8)]

I S/ A M e 5
s I, =y LF s s ) e,
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et finalement

I 1 " I
@D, & —_— a7 re g / S ape P s i
(1) ®uDu[y] ==y (05 550 = 5= ‘[[/F}”——u AL (G 9] dndg d9

1 I 1 . R -
—_ 271:0)_](,)2mw;_{:‘(t‘-[j‘):‘i.l[j(n’ :v 9)] dﬂ[lgdl

I 8 1
* A[H :
Lo, 60 I (L — 6)2

"X s ﬂ —K—E-—‘A._, [F(u; v; w)]dude dw ! dndz df.
[ Ly, (7 — )7 »

S

Démontrer la relation (8) revient maintenant a prouver que
Pexpression précédente est symétrique en w, et w,; c’estle cas pour
les trois premiers termes de cette quantité, il suffira donc de montrer
que I'intégrale sextuple qui en forme le quatriéme terme posséde elle
aussi cette propriété. C'est ce qui fera I'objet du paragraphe suivant.

5. Le coefficient différentiel qui figure dans cetteintégrale sextuple
dépend explicitement, et d’une maniére indépendante de vy, des
variables v, {, =; il est donc indiqué de commencer 'intégration par
celles-ci. Quand le point Q de coordonnées 7, {, = décrit le
domaine I'},, les points P, de coordonnées u, ¢, ¢ restent intérieurs a
une région de I'espace qui est I')_, pour w,<w,, et ', pour w, > w,.
Soit en tout cas I')Z cette région; fixons-y le point P; Q doit alors se
trouver dans un domaine R qui est la partie de I';,, intérieure & la
nappe conique prolongeant la surface latérale de I',,, du coté des
¢ positifs.

Il faut calculer

dn dg df
(15) ﬁ;(t——@)’(@—ﬂ'))"

Pour faciliter le langage nous conviendrons que le plan = o est
horizontal; soit M le point de coordonnées y, z, ¢; soient m et p les
projections horizontales de M et P; dans tous les cas on a £2w; on
posera t— v = h et 'on désignera par ¢ la distance des points m et p,
enfin o, et g, seront les coordonnées bipolaires d'un point du
plan t=o par rapport aux points p et m respectivement; si 6 est la
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cote d’'un point de I’espace, la surface latérale de T, a pour équa-
tion g, = w, (s — 0), tandis que la surface latérale de I'., a pour équa-
tion co=w,(¢z — 0). Dans tous les cas de figure, le domaine R se
projette horizontalement suivant 'intérieur d'une ove dont le contour,
projection horizontale de l'intersection de la nappe de I7., dirigée
vers les ¢ négatifs avec la nappe de I',,., dirigée vers les ¢ positifs, a
pour équation .

2= —=h.

Comme 11 est bien connu, ce contour est une portion d’ovale de
Descartes.
Nous poserons dans la suite

[’0

Pr P

% 6)g

=

b x_.

)1

Sur une paralléle a I'axe des ¢ rencontrant le domaine QR et dont les
distances aux axes de I‘;’M,, et ', sont respectivement o, et g.,la coor-
donnée 6 varie de w + ~~, (sur Fhw) a8 t— ~, > (sur I'7,); on a tou-

P—' Zw + P , ¢’est-a-dire ~2r. Un calcul é¢lémentaire donne,

jours £ —
pour_valeur de I’ mtégrale
df
C—0)p2 (0 —w)

entre ces limites, I’expression suivante :

(16) 3[2 h—r—s o h—r—+s
LT (r+s)(2h—1r—35) (r—s)(2h —r—+s)

(2h—r-—s)(eh —r—+s\)’
r?— s

I
+ 7 Log
‘D’autre part, I’élément d ‘aire dnd{ du plan 1= o0 a pour valeur en

coordonnées bipolaires

d_n dc 2P1P'wdp1 aP’ = y
VIpi+ p2)*— & [0* — (pi— pa)?]
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)
-~
A |

ou encore, en passant aux variables ret s,

'<I7) dn d — wiwi (r*— ) drds
J vl[(m +0)_)I._+_(,) — )S‘]s_/ Y 7 N2 . . :.
L s AN 28] 402802 — (90— 09) "+ (g —+ ®,) §]

L’intégrale (15) s’écrit donc maintenant sous forme d’intégrale
double

(18) / K(my; ma; rys)drds,
e U.{"

ou la fonction K(w,; w,;r;s) est le produit des quantités (16) et (17);
le point important est que

(19) K(wy; a3 r; —s)=K(n; 0,5 r;s).

Il faut maintenant préciser a quel domaine du plan (7, s) est étendue
I'intégrale (18); ceci ne peut se faire qu’en examinant les différents
cas de figure. lls sont au nombre de quatre, distingués par les inéga-
lités suivantes :

(@) ‘ 0>ty 0 <<myh;
€] 0> 0y} el <0< s
() . 0 < 0y 0 << oyl
(d) 0 << 0y o h<o<<wmyhy

et qui correspondent aux graphiques désignés par les memes lettres.
Pour ces graphiques on a pris comme plan de figure, et aussi comme
plan vertical de projection, le plan des axes des cones I'},,.et I';,,; dans
les cas a et c, le contour apparent du domaine R est un quadrilatére,
dans les b et d, c'est un triangle. Placons-nous par exemple dans
I’hypothése @ et examinons la configuration du domaine plan ®,.
Pour cela reprenons l'ove qui est la projection horizontale du
domaine R et tracons 2 lintérieur de celle-ci les courbes sur les-
quelles r reste constant; ces courbes peuvent étre regardées comme
les projections horizontales des intersections de la surface latérale
de T2, avec les nappes coniques déduites par translations verticales
de celle qui prolonge du coté des ¢ positifs la surlace latérale
de T, la translation étant elle-méme orientée vers les ¢ positifs. On
constate ainsi que les oves sur lesquelles r reste constant se répar-
Ann. Ec. Norm., (3), LIII. — Fasc. 3. - 33
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tissent en deux catégories suivant que cette valeur constante est

8

qomprise entrg hetr,= ;; ou bien entre r, et r, = i; le point p est
intérieur aux oves de la premiére catégorie et extérieur a celles de
la seconde; pour r=r, on a une ove qui est la boucle intérieure d’un
limagon de Pascal dont le point double est en p, pour r =r, on a une
“ove réduite au point double isolé d’un autre limagon de Pascal.

Remarquons maintenant que les courbes s = const. du plan t=o
peuvent étre regardées comme les projections horizontales des courbes
d’intersection de la surface latérale de I';,, avec les nappes coniques
déduites par translations verticales (de signe quelconque), de celle
qui limite latéralement I',,.; ceci permet de s’assurer que, sur une
ove, r=const. de premiére catégorie, les points se répartissent en
couples (symétriques par rapport au plan de figure), pour lesquels
s varie de facon monotone entre les valeurs définies par les deux
systémes

P, P P

6y, 0y @, Wy

pa — p1 =0, pi — ps =0
ou encore par les deux équations

(20) (wg— 03, )1 — (0 0,)s =23,
24.

(21) (60— 0g) 7 4 (0 0,) s =

De la méme maniére, pour les oves de seconde catégorie, les limites
de s sont définies par les deux systémes

Proy P2, Py P,
@, Wy [N ),
Py + Py =20, pr — p2 =20

ou encore par les équations (21) et
(22) (g w3)r 4+ (0, — 0,)s = 2 3.

Il résulte de 1a que le domaine R, a une forme trapézoidale, il est
limité par les quatre droites (20), (21), (22) etr="1; les coefficients
angulaires de (20) et (21)sont égaux, négatifs, supérieursa — 1; celui
de (22) estaussi négatif, mais inférieur & — 1. Les deux points d’inter-



sk Figa,

Fig.c Fig.c,
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section de (20) et (21) avec (22) sont respectivement sur les deux
bissectrices des axes. La figure a, représente ce domaine.

n a des conclusions analogues dans les autres cas ( fig. b., c., d.);
R, est encore trapézoidal et limité par les mémes droites dans le
cas c¢j il est triangulaire et limité par les droites r=~h; (21)
et (22) dans le cas &, triangulaire et limité par »="/; (20) et (22)
dans le cas d. Enfin les coefficients angulaires de (20), (21), (22) sont
négatifs dans les cas a et b, positifs dans les cas ¢ et 4.

Le point & noter est le suivant : Si I'on échange o, et w,, les cas «
et ¢ d'une part, b et d de I’autre se permutent et les domaines ®, cor-
respondants se déduisent I'un de I'autre par symétrie par rapport a
I'axe des r, c’est-a-dire par changement de s en —s.

Ceci étant bien vu, 'intégrale (18) est une fonction de w,; w .yoeth
dont ’expression varie suivant les cas de figure; on la notera

Aoy 0,305 L), B(o; wy; 05 L), C(oy; we; 03 ), D(oy; 0,505 h)

dans les cas a, b, ¢, d respectivement.

Les remarques précédentes combinées avec 'équation- (19) per-
mettent d’écrire immédiatement les relations que voici :

(23) a. Alwy; 0e;0; A)=C(0y; 0,3 0; k),
(24) . B (0,5 003 35 £) =D (05 0,3 85 A),
(25) e. C(ons 05 05 h) = A(wy; 005 05 ),
(26) d. D(w,; w,;0; k) :’B(o).,; 0,5 035 k).

Arrivons-en maintenant au calcul de I'intégrale sextuple; nous
désignerons parA,?, la différence des domaines I’ et I‘M; une fois
effectuée 'intégration en v, {, 0, I'intégrale sextuple s’écrira

! [ ﬁ A(oy; oy 05 A) A F (w05 0)] dude diw

A2y, 6 o
4T706)y 0)g Fj':t

-+ B(m; 055 05 £).A[F (11, o5 00)] dudly r/w]
« A;;
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pour w, > w,, et

[ i~ : 5

— // Clmswy: 05 1) A Fus e o] dedy div

40, 0, L, ToarTmEL S
F=

+ /]/ Do, s oy; 03 ). A [F(u; ;0] dudye (!w]

pour w; < w,.

Supposons enfin qu’au lieu de @, @,[y] on calcule @, @,[v]; rien
ne sera changé aux trois premiers termes du second membre de la
formule (14); dans le quatriéme terme on devra permuter , et w,. On
traitera cette nouvelle intégrale sextuple comme la précédente, on
effectuera d’abord I'intégration en v, {, 0; la seule modification qui
se produit est celle-ci : Lorsque les transformations que nous venons
de faire donnent les cas de figure a, b, ¢, d, on se trouve en présence,
dans le nouveau calcul, des cas de figure ¢, d, a, b, respectivement;
dans ces conditions ce quatrieme terme se met sous forme d’intégrale
triple de la maniére suivante :

LT, 0y

- [ W G( m.l;.ml; o5 YA F (s vy w)) dude div
o 1‘;'::1
-+ W D(wy; 0505 2). A [F(as vy )] dude (ln'}
NS : )

pour w, > ,, et

-.~I [ VMQ A(w,; o3 05 A) A [F(w; v W)] du dy div

LTt [¢ .
QT 0, m, 1‘_)1-:1

+‘ﬂ];~' B(my; my; 05 A) A [Fu; o5 0] du [l('dw]
pour w, < w,. Il suffit de se reporter aux relations (23), (24), (25),
(26) pour se convaincre que les deux intégrales sextuples figurant
dans @,®,[v] et @, @,[v] sont identiques. L’identité (8) est ainsi
établie, pourvu que y ait des dérivées quatriémes intégrables en z; on
pourrait sans doute s’affranchir de cette condition en conservant, dans
expression des opérateurs @, et 0, I'intégrale double portant sur la
fonction N, mais sous cette forme, le calcul et les transformations
ultérieures de @, @, deviennent assez complexes. :
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6. Il nous reste maintenant & démontrer les identités (9) et (10),
c’est-d-dire a expliciter les itérés @, M, et @.A,; il suftit pour
cela de terminer les calculs du précédent paragraphe en suppo-
sant 0, = w,=c. Achevons d’abord la transformation de 'intégrale
sextuple en intégrale triple; le volume A2 disparait, et il reste seule-

ment
I

— a(w; iy 8).A[F(uw; ¢; w)] dudy dw,
== | et 15 9).84[F (s w)] de
a(w; h; ¢) désignant I'expression commune des fonctions A et G qui
sont alors identiques; le calcul direct de cette expression, par la for-
mule (18) serait un peu compliqué, il est plus rapide de revenir a
I'expression initiale de a(w; A; ) sous forme d’intégrale triple,

RPN /A dn de df
a(ws f; 0)"ﬁm(t— 9)2 (86— w)2

Le domaine (R est maintenantle volume compris entre deux surfaces
coniques de révolution, égales et d’axes paralléles, & savoir I',., et le
prolongement vers les ¢ positifs de ', ; 1l se projette horizontalement
suivant I'intérieur d’une ellipse E d’équation

Pq -+ Pz-——: C\)/l.

Nous calculerons a(w; h; ) en intégrant d’abord & 6 constant; la
section du domaine R par le plan horizontal de cote 6 peut avoir trois
formes diftérentes :

a. w0 -f;(t—{-— W) — 5%; c’est un cercle dont le centre se pro-

jette en p et dont I'aire vaut mew*(0 — w)?;

I ) ,
| b. S (t1+ W) +on <9<t;‘ ¢’est un cercle dont le centre se pro-
jette en m et dont I'aire vaut nw?(z — 6)*;

I o 1 . -0 . .
c. a(tv—}— w) — — 0L @+ w) + —; la section est la partie
commune aux deux cercles

(Y — w)r (Z‘—— pI=a(0 —w)? (Y =2+ (Z—z) =n*(t—0)



O+ (4w — 26)
2wh d
0= w2l (¢ 4 v — 26)
20hd

w?(¢ —6G)*Arccos

“+ w*(f — w)? Arc cos

—“év’[wz.ﬁ— T [0— wi (LW —26)7].

Passons maintenant & ['intégration en 6; les intervalles a et &
donnent immédiatement les contributions égales

Tw? wh —0
h wh-+o

pour évaluer la contribution de 'intervalle ¢, il est commode de poser

b=t 4wy 102y  o=lin,
2 2 v

la quantité sous le signe somme devient alors

3 Lo, - P — 4w
RO e W Aroces SR
L w2k -+ )2 Arcco ~———k2+47\w2

+[:w 2 (1 -+ 1)* Ar Szm/cu-}-){)

— /_gv/([‘me_ ]{3) (/;2_ 4&)’3}_5)] d)

et A yvarie de — 535 une intégration par partie fait disparaitre les
20 20) : .

arc cos; finalement il reste

& 3
£f+m (hot— k) d)
& (=R - fetk

Ll T
20 -

13

1
—2w?

a(w; h; 6)=

-~

puis, par une intégration élémentaire,

a(ws hy )= -2—};7;(0.)“-]).‘-‘— 84,
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moyennant quoi 'intégrale sextuple s’écrit

I Th I 9 _ 2 Y\ A — e X .b .,
o [l RO G = = P AF (s G 6] e

Il n’y a d’ailleurs aucune difficulté au sujet de ’élément infini qui se
présente au sommet du cone.
La formule (14) donne ensuite

D []= Lﬂ*(}’; 55t)— —L; ’ ——%Ad[f(w; g5 0)] dndg df
0) l’yzz(t 9)

T~

1 ? 1
+ 5z [l v (L 0)°
2mw* Jp (¢-—08) [

—(n— ) — (L — 2] A [F(n; ¢; 0)] dndg db.

Nous allons transformer- cette expression afin d’aboutir aux iden-
tités (9) et (10). On désignera dans la suite par I}, le domaine T,
échancré par le plan b=1t—¢,(c>0),S;, serala surface latérale du
trone de cone ainsi obtenu, C}_, sera la surface de la petite base de ce
tronc. On a d’abord la relation suivante :

(27) : ﬂ;stﬁj—,m[ﬂm:;@)]dndtd@

Tl
ﬁffs e AT (15 €5 0]l
B sffc AJF(n; 5 ¢ — &Y dnde

2 1
‘__ - e e ON e A A6
ﬁﬁ)’ﬂ‘ =05 A [F(n;¢; 0)) dadg df
Fyut

qui résulte de I'intégration de J g(t A[F(n; T O)J dans I _,,

compte tenu de la nullité de F(n, g; 0) pour t=o.
Considérons maintenant le troisiéme terme de I’expression précé-
dente; en luiappliquant laformule de Green dans les plans 6 = const.,
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ot

on le met sous la forme

) L o . 2 2
(28) ZﬂwQﬁ/rt__l(t—-G)"[m (t—9)
— =)= & —3)]A[F(n; g5 6)]dndi di

1 * 1
~/s= . (—Z—._—Q)E.A'[F(T‘; g: 9) dadt
J’:t

Tw?

2

I
T.m*ﬁ;s (1 — 9):‘A1[F('ﬂ§ $30)] dndg db,
Sat

car A, 6*=14, et de plus w?A?— & est nul sur S,
Soustrayant enfin (27) de (28) on trouve

s Jl], T e = 0 =g = (G = P AP & )] dn s

I 1 -
TR - (—l”_j)—iAvxlf(fl;§§ 8)) da dg db
yt

.—-l ah - . . — .
__m)!s‘lf\/c‘s A [F(n;¢; t—e¢)]dndg.
y:z

Il ne reste plus qu’a faire tendre ¢ vers zéro pour obtenir 'identité

1
27Tw?

ﬂﬁ [t (t—6) - (11— ¥) — (L — 0)*] Au[F (3 &; 6)] dn d d
I"yu ([ . 6):

1
Tw?

Il a=mstsm s olaaar=—aro; = o)
T, (6= 0)

qui s’écrit encore

R[¥] = —y(r5 5 0 — A[F (5 55 0.

Cette relation équivaut a (9) et (10).

7. La résolution de I’équation intégrale (7) est chose faite; nous
avons donc complétement traité le probléme que nous posions au début
du précédent chapitre; la formule de résolution (r1) peut encore

Ann. E¢ Norm., (3), LIII, — Fasc, 3. 34
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en revenant 4 la forme initiale des opérateurs @, et M., et en introdui-
sant la moyenne
:n[v)';:;t;p]:.)—;—t Ay +pcoso; =+ psing; L] do
= 0

Cette nouvelle formule de résolution suppose seulement que la fonc-
tion A posséde des dérivées premiéres en y et s intégrables par rap-
port au temps. Ainsique nous le disions plus haut, il est yraisemblable
que la méthode que nous avons suivie peut s’étendre au cas ou la fonce-
tion inconnue y ne remplit que ces conditions, évidemment minimums,

pour que I’équation intégrale (7) ait un sens. -

CHAPITRE III.

LE CAS DE LA THEORIE DE MAXWELL.

1. Dans ce chapitre nous reprenons I’étude de la diffraction par un
plan indéfini, en substituant a I’équation des ondes sphériques le sys-
teme des équations de Maxwell.

Le plan diffractant sera toujours pris pour plan y Oz, il sépare
I'espace en deux régions : la région 1 pour x positif et la région 2
pour x négatif. ¢, et u, seront respectivement la constante diélec-
trique et la perméabilité magnétique du milieu 1, ¢, et p., seront les
mémes quantités pour la région 2; ces deux milieux sont supposés non
conducteurs; on a I’habitude en théorie électro-magnétique de la
lumiére de prendre alors-égale a I'unité la perméabilité magnétique,
Perreur ainsi commise étant de I’ordre de un millioniéme; cependant,
dans le cas présent, il y a intérét, comme nous le faisons, a distinguer
I'une de I'autre les valeurs de cette quantité pour les milieux 1 et 2.
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> >
Les vecteurs E de composantes X, Y, Z et H de composantes L, M, N
seront les champs électrique et magnétique respectivement exprimés
en U. E.S.C.G.S.etU. E.M. C. G. S; csera la vitesse de la lumiere
dans le vide. Les équations d’éther sont alors

. cal

(1) rotH - ; %Iti —o0
> Lol

(2) rotE—&—i—LW:o,
(3)  DivE =o,
4 Divil =o,

et les conditions de passage du milieu 1 au milieu 2 pour &= o sont :
continuité de Y, Z, M, N; continuité de X, L.

Les équations vectorielles (1) et (2) représentent chacune trois
équations scalaires relatives aux axes Ox, Oy, Oz qu’on représentera
respectivement par (1),, (1), (1), (2), (2)2, (2)s.

Nous nous donnerons 3 l'instant initial, dans tout I'espace
(5) f Y205 55 00=a(z; p55); M(z505 55 0) =7(2505 5);
| L(x;y;s;0)=0(x;y;5); N(z;»;5;0) =08(x; ); 3);
puis, au méme instant et dans le plan x = o, les limites & droite et a
gauche de X et L

@ | X (405555 00 =py(y;5);  L(+0; 555 0= q.(; 2);
UX(=0; 7 5500=pa(y5 ) L(—0; ;55 00 =¢a(y; %)

avec

(7) & p1(y5 2) — & pa(y; 5) =05 g (¥5 5) — Paga(ys5 5)=o.

Les équations (3) et (4) permettent ensuite de calculer a I'instant ini-
: ) oX JL e <
tial et dans tout I'espace les valeurs de 5=, 5= On en déduit, en inté-
grant en x A partir de 2 = o, et en tenant compte de (6), les valeurs
de X et L dans tout 'espace, pour ¢ = o. Les équations (1) et(2) déter-

>

: . E  oH
minent enfin au méme instant %? et % dans tout I’espace. Nous

sommes donc bien en possession des données de Cauchy complétes.
Nous prendrons comme inconnues auxiliaires

(8) Y(o; ;5 5; 1)=f(y; 5; ¢t); Z(ojy;5;0)=8();5;10)
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avec les concordances

(9)

SO 55 0)=a(0; 05 %)

g(y; 5;0)=p(0; )3 5).

L’équation (2), donne pour = o, et par passage a la limite & droite
et & gauche

(10)

(1)

Jd c
(2 verimo] =]
0 c
[ veir=n] =5

Une intégration en ¢, & partir de ¢ = o, permet d’en déduire

L{w+o05y;5;50)

c

=q¢,\y;8)+ -

/1(3 ) 7
L(—o;x;55;5¢t)

[

=¢.(y;5)+
i ) 2

()O‘" ()f ‘.
5= = 5- ;
:O‘ !f

_7 p— ;)_: |.

14 d () X
= e = gz S0 |
0

To Jd
\/o‘ [5)_ §lyissT) - Js S5 =3 r)] dr

de sorte que la continuité de p.L est assurée & tout instant.

De la méme maniére, les équations (1),, (1),, (3) donnent par pas-
sage a la limite & droite et & gauche, pour z = o,

(12)

(13)

(15)

(16)

-

.
M(o; »; 55 )

_dx 1

=% —f[ 0
A dy?

(%c M(o; y;5 55 ¢)

_ 9s +£f"[ i

oy 2 J, L 9y?

C 0
2z Nesrisin|

__()q4+ c_f‘ s
T 0z 7w J, Loyos

_0 J - qare .
_dTZ‘ N(Oy)aﬂat)]

_9% , c o
5 paJ, LOyos

9
3z X5y

0*

gy 537) — Jy 0= S(y;557)
():
8‘(y;=;r)—~mf(y;~,f)
02
oo(.y;‘77)" d:: f()’;:,‘&')
VLA
§(y;5;7) — P S(yis;T)
. of dg
7*’70"" 5/_5;'

o0’

9.
JaL’

af.
EE,
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On sait d’ailleurs que les relations (1), (2), (3), (4) ont pour consé-
quences les équations indéfinies

X X X pe 02X

(7) 0F TR T oE T g =
(19) %;+ 3}7+ (M— & %-ti:o
(s L, SLL L moL_
(21) (3)1‘;\.21_{_0%'\1_‘&()?‘.\‘[*& ()‘2;\[:0

_d:_N N 0*N pne 0*N
du? dy? 9> & o

Nous connaissons maintenant les valeurs de X, Y, Z, L, M, N dans
tout U'espace a I'instant initial, les valeurs de L, Y, Z a tout instant

dans le plan z = o, les limites par continuité a droite et & gauche de
0X oM oN

TE5’ 9%’ 9, 2 tout instant dans ce méme plan; la résolution d’un pro-
bleme hyperbolique mixte de type Dirichlet donnera donc L, Y, Z
dans tout 'espace et a tout instant, tandis que la résolution d’un pro-
bléme hyperbolique mixte de type Neumann donnera dans les mémes
conditions X, M, N.

Des raisonnements de type classique montrent facilement que toutes -
les conditions indéfinies sont remplies; en ce qui concerne les condi-
tions de passage, nous avons déja constaté la continuité de pL; de la
méme maniére ¢X est continue & 'instant initial d’aprés (7), I’équa-
tion (1), entrainera donc la continuité de <X pour toutes les valeurs du
temps, pourvu que M et N soient continues (cette continuité implique
en effet celle des dérivées de M et N en y et 5, a cause de I’existence
de toutes les dérivées secondes), d’autre part la continuité d’Y et Z est
assurée par le choix des inconnues auxiliaires, il suffit en définitive
que M et N soient continues quel que soit le temps au passage du plan
2 =o0. Or il en est bien ainsi 4 'instant initial, d’aprés (2), et (2);
cela aura lieu & tout instant si

(0L 0X\ L(QS_Q_I)
ﬁﬂ”E)e z\oy ~ oz
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sont continues a la traversée de ce plan; en écrivant cette continuité
par passage a la limite & droite et & gauche, on obtiendra deux équa-
tions mtetrrales permettant de déterminer les inconnues aux1llalres J

2. Nous allons maintenant entrer dans le détail. Nous poserons

(23) 6, =

’ 3 y ’
Ve, V£a2€s

Y ()Z
o, (x; y; 3) et p,(x; y; ) seront les valeurs de t —; pour t=o,

on a, d’aprés ce qui précéde ({ =1 ou 2)

l

o6 m@ria=t L= g v ol

N

—+ 33: [9(E; 05 )]}a’

7

PURORECY B S /B i B
(25) ﬁi($7)7*‘)—é‘i[ d +d)/ U[ z d)”“ [f(':n.}w")]
o2

"_W[ -,\7.)” ”)]5615]7

Y et Z sont données dans les régions 1 et 2 par des formules qui ne
sont que la répétition, dans le cas présent, de la formule (5) du cha-
pitre I. Nous emploierons toujours la notation (9) de ce chapitre,
N(y; =5 t; 0) et Q(ys 55 ¢; ¢) seront les moyennes de f(y; z;5¢) et
g(y; 5; t) sur un cercle du plan « = o, de centre ();5) et de rayon o.
My (@5 3 =25 0)s Mi(zs x5 55 0), Po(@s 5 =5 9), Pi(s ;5 =5 p) seront
de méme les moyennes de a(z; y; z), a(z; y; 3), B(x; s 3),
Bi(x; y; =) sur la circonférence

(26) E=wx; (0 —y)+ (L —5)=p

Les limites, quand @ tend vers zéro par valeurs positives par exemple,
oY . 0Z
de oz et oz
membre de la formule (16”) du Chapitre I. Il est inutile de récrire ici
ces expressions.
Passons maintenant & la composante X. Dans la région 1, elle satis-

sont données par deux expressions analogues au second
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fait-a I'équation indéfinie (17), les conditions initiales sont celles de
Cauchy, les condltlons aux limites sur le plan 2= o sontdu type Neu- -
mann, 0n a

(27)  X(xjy;s50)=w(z; ;) =p,(); 3)

a () o X \ () ”q\".‘,,_ _ ..
_.-f [d; (85075 3) + 5= p(;,u;,.q)]d;,

. “o
» J -l ov 08
(25) [?ﬁ Xz ”],:.,:“"l(l’u‘; :):s(j<“f§ - 5?—>,
i Jd . : )
(29) [(7; \(.l, LR t)]'l‘:‘):P ()‘ 3 l)=— <(j ()")

La méthode des images donne ici encore la valeur de X dans toute
la région 1, quel que soit le temps; on applique la formule de Kirch-
hoff & deux points symétriquement placés par rapport a la frontiére
plane et 'on additionne les résultats (au lieu de les soustraire I'un de
I'autre comme on le fait dans le cas du probléme mixte de type
Dirichlet); la valeur inconnue de X sur la frontiére s’é¢limine et il reste

(30)  X(z;y;550)

Ao o
{f Rol_:/c— Yoty vy s w1 — ?.1]017.
1
+f Rdlw,t— Zy Y555 ot 1— 7."]d7'.-
o

%o
~+ tf R.,[‘c = o b ;55 w21 — 7.’] d
—1

N =

1
+tf R.l[ho,lt—— Z3y; 55 w1 — P]dl

Lo
vho

-+ '””f Vi 12% Ro[z — haoyt; y; 55 @yt y1— R ] dh
—1

~+ 0y tf VI -—) R [7m t-—x; y; 5; mil\;/l—)\;]d?\

~+—o)‘tf A=
-1

0

dx

1 5 ()
+w15[ a—'

Y

Ro[w— rooit; ¥ 55 ot 1— P]a’}.

R [7o)ll~—.z 55 ol V1 — R ]d)\'
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ol les notations sont les suivantes : R, (x5 ¥; 55 ¢), R, (&3 ¥; =5 0) sont
les moyennes des fonctions w(z; y; z) et &, (x; ¥; 5) sur la circonfeé-
rence (26), on a repris les variables (9) du Chapitre I, enfin
S(y; 53 t; o) est lamoyenne de F(y; =; t) sur la circonférence du plan
x=o0 de centre (y; =) et de rayon ¢.

Il reste maintenant a dériver (30) en y et =, puis a faire tendre =
vers zéro; en ce qui concerne le premier terme, faisons le changement
de variable

_‘Z.'
= T’

apres la dérivation en y, il devient

@t 9 uw  —
—‘[L 55‘5 [:J’;.G;t-— a;\/n-—w-]du,

dont la limite pour = o est

Wyl () {)
— ~— S[y'z;t»« s ]d .
/0‘ dy v o),,’P P

La détermination des autres termes dans %} n’offre pas de difficulté,

on trouve en définitive

31 [% X(x;)’;z;t)]

2=-+0

[OTN4 d - P -
= /(: 7 5[3';s;t~ ;J,—x;dep
ld o
- f — R [0, t59;5; 0,001 — 22 |
o O ’
"9
- tf a R,[lo)lt;y;;;c.)lt\/r—-lz]d)..
[

1
— —
+o)1t[ \/1—-7\--[)3/—(){; 110[7\0)1t;y;5;0).1“/1-—-7\-]617\
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et

(32) [_‘l X(z:y:s; ‘)]..,:ﬂ.

Wiy

o)
— —- —-— S izt — o d
‘[ Js [)' ¢ w.,"o] °

1
—+ f 2 R(,U.w.‘ tyyisim by — ).’] dl.

0s
(
1 d .
-+ lf BE B.l[lmlt;}';:;mlt\/[—).'-‘](fl.
, 03

1
e f—— -
-+ t[ Vo— 7= 5 Hu[lwit;v}'; Irm iy L — /.-] db..

Il n’y a plus qu’'a transcrire les divers résultats précédents pour
T T 1 (0Z  0X t (OX ay>
obtenir les limites a4 droite et 2 gauche de s (dTn— 7)?) etde m <@,— P
dans le plan @ = o0; en égalant ces limites on trouve les équations
intégro-différentielles que doivent satisfaire les fonctions f et g,
a savoir
L [ 0 . 0 .

(33) I:L—u[ oy 5LJ';59[~Z;1§PJ‘Z9

W, ! - -
1 Y I I
+Ijz[ (7)— b[),g,t r—“ﬁ,pjf[‘o

- ( — *—l—'>f?(f; s5t)

1091 -2 @2
: T»-/l.lw.. -WMKT—[T) A f(n; g0 dads de
gm%ﬂ;“r‘ﬂ: AL (0385 0)] dn d:iif:A(J-;:;»
et
(34) [}1[“/(—)(): S[";:;ﬁ— o%”’] dp

. 0.l 0
+[:—f (—)—:S[“}';:;t-—(—)-;pildp
2V =~ ad-1
I I
— o [ A
<[J.1(:)1 - [J..z(:).:)cl(') P55

I & 1
- — A[g(n;g )] dndide
2Ty Oy \[/71.,1‘.“ L—z) [g(n;t ]

x ﬁ\ [,_ 2 A'l[vg.(ngﬁ; )] d‘{) dﬁd"—B(.)';F‘yt)
2Ty 0Dy F;” ([ —T)* T s
35

Ann. Ec. Norm., (3), LI1I. — Fuasc. 3.
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Dans les premiers membres on a repris des notations antérieures,
dans les seconds membres A(y; z; ¢) et B(y; 5; ¢) sont des fonctions
entiérement connues ne dépendant que des données de Cauchy dans
tout 1’espace. Voici, pour mémoire, leurs expressions, assez
compliquées :

- 2m, L l- J . - = -
(35) A(y;s5t)=- 1:1 [ T .\l,l[ /\.m.lt;._r;,:;m.,t\"l—fA-]dA

f.:..If: ’. ) - 7 = -
—:;:‘_,—V[ A-d—(E ,\I,,[—/vm._,t;._x';:;mztv1-—/.T-’]([A

_2eil / Iz IR T\’lo[ 2oy by yision by — 7.‘-’](17\

2&):‘:82 f)i - . Py
—rTI m lru[“/‘.(J)-yt7")’~‘7(1j~_\t\l'—l'-]d)\

!
L d .
R -- R 2o b s sy w b 1 — A2 | d
-+ ‘LL., .:[ ()‘), u[ O S-SR ATRAVE | J(
I oo e o
— [3__, [ D)—: H()l."'/;(.t)._;L',"l:; 33 r,)._)[v [ — /\'] (ll:

t o () i - — -
-+ - / E)}; H.Il_ VXATR A S E SN AVE /.2] d
O «“

ey
i : d - =37 -
— i f oy R, [-—- VTS AR NN ANAVE & A-J .
(J),It )2 g - _ —_— -
-+ —;LT \ T— A ; _—r IR, Loyl vy 35 oty 1 — /-.-]cl/\.
¥4
— Tf\l l{(,[—h)z,),x;ml\[—/\]dﬂ.
L o Lty = L+ y:xa
-~ o o (wyl;y;5)— o oy (— w,t;)153)

»

I , 1 .o
T an(mit; ) ;3) —+ P—_ﬂa.f,.-<,—w._»t;<_r; 3)

1 J 1 dJd ) .
-——-—Ml svssyont] — — = My[o; ;3 m,2].
g 0p LR Tl = g Malos iz o]

La valeur (36) de B(y;z;t) s’obtient en changeant dans (35),

Mi; M550, )) en Py Ps 35 5 ))— respectivement.
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Pour t=o0 on ales concordances
S50 =a(0;0:3), L();3:0)

Nous poserons

(37) CI(.V;:.;H:-—< Lo )J((),) -)——f A ) d=,
TV TN AN

(33)_ LB()'::;M:w(uml o m))ﬁ(o Vs s) 7‘—‘/0 Biry:iz:io)de.
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Intégrons les deux équations (33) et (34) par rapport au temps,
entre o et ¢; introduisons les opérateurs @, ét @, employés dans les

chapitres précédents, on trouve

. / Wyt p) . -
__f f . SI:;»; 31T — i—J~, J(/Q(/'
{J'l 0 0 ()“ ’ - &y :

! ", 7T
o0 0 I
+ / / — Slyesr— L (10(7"—« L@ f] - @, f]l=a0m
e J, A w,’ - e

1

O

l

(O] -
N ‘1—_ OF _)__ Slyrziz— 'nf__.o do = - _I__Ln I‘”,’l__— l_ @ ['(‘_]_Lg( =
. gz S|riEiT T meapds - Akl s Gl = 00

0 ]

n

{),

AR

Désignons par la notation 91,[y; 53 ¢; ¢] la moyenne d’une fonc-

\

tion f(y; 53 t) calculée & I'instant z sur le cercle de centre (y; =) et de

rayon ¢, introduisons les opérateurs

(39) ain=[ [ oulrie- Liel:
(40) Sy S] ——f f ‘7‘(,/[3';:;. ;;p]clptlr.

Dans ces conditions les equatlons précédentes s’écrivent

t . [oF° 1, [JF ) L N A yee =
G gl 2o 5| - pen - fari=aniso,

{ 2

I or -~ [ oF 1 I .
2 I =+ =T, = | = =0 [y] = — D[] =03y 550
(42) 7 l[()s, e -I:()::' ) 1[ 1 ™ [ —l (~

35.
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Calculons enfin

) o0& oM
/ .. (e ze — -
(-43) C(pisit) ()). -+ 0=’

en remarquant qu’on a

d i .| oF J _ de
J‘;JIIJ{]:'JI‘.()—),]: -—:cD.[.ﬂ:@,[(—?J

et les formules analogues, on trouve immédiatement

A ..[_‘ ° _[ / C___L‘) ? _I_-)‘:__. re me
(GA) = [Al ]+1¢~..Jf"t'm] o u.[l]+y.2u.l|l T=¢C(rs:0)

ol

ou encore

| S, I - I - 1 .-
(45) ,3.',3" (]~ E;‘MH + IIILD' [F]-+ [J:(D._,“‘ | =C(y;5;5¢),
en posant
(46) F[Fl=3,[AF], JFl=3.04F].

Cette équation ne contient plus que la seule fonction inconnue
F(y; s; ), le premier point est donc de I'intégrer.

3. Nous montrerons d’abord que les opérateurs. i, et I, appartien-
nent & 'ensemble (V7). Supposons que F fasse partie de la classe L; il

en est de méme de
J=AF.

On a successivement

L W, T - .
(47) S S]= f f :)‘L/[l_'y; 57— £, p:' do dr
0o Yo . “h
4 T
_:o)',f f Ny(y;a;7—0;0,0]dbdre
0 0
14 (==
:cmf {f 31./'[‘)’;5;6;0)11]6[9] dr
0
L L—7
= m,f [f Aylysz;T;00) rl@] dr.
0 0

Or, d’aprés une formule établie au second paragraphe du ChapitreII,
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J

on a

. it 1.9 2n X
m"'["';':;T;""G]:/(-”“"”HZ(nlzr:<m“~z“> Al f (2 339)]

n=1

Intégrons en 6 de 0 & ¢ — =, il vient

=7
INylryszi730,9]d
0
w.’n (/ — ,-:)3/1.4—1

*(t—'F)/()v:';‘)'k"E(”]) 020 an 41 An[j.()';S;T)

Enfin 'intégration en = de o & ¢t donne

. ! (2n —2)! ((l ooyt ‘
P — AJTE(y:s:a.
J EIQ’L“[)EJ: g [ (2n—1)! a[F(ys5a;0)]

ne=1

ce qui s’écrit encore

(48) FAIE AR
n=1
avec
_1.3.5...(2n=3)" |
(49) “"_‘2 4.6.. (zn—?{)J' ’

On voit bien que les opérateurs f, et &, font partie de 'ensemble (?7)
et qu'ils ont respectivement pour indicatrices

Z . W/
(50) qu(Z):—_ﬁi-———___’ 9 _-,—{’;—__)"_'
Vi— olZ ViI— wiZ

Nous connaissons d’autre part les indicatrices de @, et @,, a savoir

1)

1 ———r . L ——
= —\1— 0, Q,(2)= —\V1— 037
w, 6,

1l résulte de la que celles des opérateurs @, J, ®.(Z)= G—:~ Vi—owZ

et @, %, sont toutes deux égales a Z. En définitive, moyennant ["hypo-
thése que la fonction Fappartient i la classe L, nous pouvons considérer
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comme établies les relations suivantes :

(51) B Fi@y= (D, T =@, s
(52) @ F,[Fl=d.5.[Fl=3,@,[F|=%,®,[F —/ (=) A [F(y;3 0] dr.

Il nous reste maintenant & étendre ces résultats a des fonctions [
faisant partie de classe moins restreintes, possédant par exemple des
dérivées en y et s Jtlsqu ’a un certaln 01dre, ces dérivées étant inté-
grables par rapport au temps. C’est ce qu’on pourrait faire directement
en employant certaines transformations d’intégrales comme dans les
paragraphes 4, 5, 6 du Chapitre IT; mais une remarque simple permet

~d’aller beaucoup plus vite. Introduisons les opérateurs

(53) ' D=, ®,, D=, ®,,
dont les indicatrices sont

O (7)) =\1— 07, D,(5)=\1— il
On a

o0 L o, u
do, v do, *

Montrons que, par eXemple,
J N
(54) Doy @[ Fl=—g.[F],

quelle que soit la fonction F, indépendante de w, ; on a en effet

)/
UD,[E‘]——I‘(),JJ) ——-/ /ﬂ( (T»«@) [l‘(r/,\,f/)](/r,r/"rm dz,

d’ou on déduit sans peine

J —
(7(;)—1-(.7’ [l]__.'—-;'; {j][,l T—f [l(ﬂ,,,a)]dﬁ'{)de\df
Dans I'accolade qui figure au second membre, I'intégrale double est
étendue a la surface latérale de cone de révolution I'}..; ds; désigne
I’élément d’arc des sections planes de ce cone par les plans 6 = const.
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Ce second membre s’écrit encore

t <
“‘(ﬂlf :f :71;\11:[)';:;9;031(7—6)]([9;(2":
0

ou, par le changement de variable ¢ = w, (= — 0),

¢ W, T .
—f §f m«_\,F[)';Z;T* ;p]dpgdr.
0 . [ o s

On retrouve l'une des formes (47) de I'opérateur 3,[F]; I'iden-
tité (54) est donc établie. Il en résulte immédiatement que la dérivée
de @, @, | F] par rapport a », n’est autre que — ¥, 0, [F]; de méme la
dérivée parrapport a w, de @, 5_[F] est— @, F, [F], ce pointse dédui-
sant de (54) et du fait que, si F est une fonction continue d’un para-
meétre ainsi que ses dérivées jusqu’au second ordre, @, |F] est aussi
fonction continue du méme parametre. Or, d’aprés les résultats du
Chapitre II, @, et (@, sont permutables dés que F possede des dérivées
en y et s jusqu’au quatriéme ordre intégrables par rapport au temps.

o

o

Il en résul~t€~-évidenm1ent que-_ﬁ, et LTD._,‘SOl}t aussipermutables, sidone
on dérive par rapport & w, I'identité

@@, [F]l=n,d,[F],
on obtient, aprés division par w, la nouvelle identité

@, 9.[F] = 5.®,[F];
les formules (51) sont donc établies.

Pour démontrer les formules (52) on remarque que — @, [F]

est la demi-dérivée, par rapport i ©,, de @, @, [F]; or, d’aprés la for-
mule (g) du Chapitre 1,

{
@@, [F1=F(r; s; l)—-w‘f[ (l——r) AX{F(;)'; 3;7)]dr

Lt

en dérivant par rapport a o, chantreant les signes et multipliant

par ; —on obtient
ll
I3
@, Fi[F) :j,c@i[lﬂ‘]:f (t=7)A [F(»; 55 0)] dr;
0

qui est précisément I'identité & prouver.
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4. Les résultats précédents permettent de résoudre aisément I’équa-
tion (45);

I}gam + I}:@[F] + H{m.[FJ + L@ F]=¢(r; 5;0);
1 2 £

le premier membre a pour indicatrice

I )y 3 L Wy S |37 1 —
—_— —,—— + — _.;+ \'/['—G)T/J_‘_'—'-‘\I‘—G)EIJ
Pii—o?Z  Pryi-—wiZ o Pao 2@
ou encore
L 1

___I_ .
pioWi — w322  pen/1— 0z

Quand on multiplie cette expression par I'indicatrice de

1 I
5 D, D,0, — 5 (2, 0), (D,

Py} Py 03
qul est
I / ) D 7 L 5 I —5
Vii—oil) (1 —o3Z)| ——V1— 03l — ——\V1— i},
03y 0y 2 P07 0y 2 a3,

on trouve
f i L -
——3 | w5 (1l—0iZl) - 5 (1—niZ) |-
Y LJ.;G);([ ©3%) [J_.:I(,)j(l ”’/)J
Appliquons donc ce dernier opérateur aux deux membres de (45),
posons

- @D,@D,0,[C]— :

(%) Gl s 0= om0 oz PP (€],

le premier membre donne, en négligeant de noter F,

I [ I )
P—_r—)-_; R J R,0,+ m BRyR,®, Y+ [J-,—”—) @D, Ry R, D,
-1 ™3 4 P2 0] et
1 I N L ~
—s DR, DBy -~ —— DR, — 5 0, (D, @,
2 1 1 ) 1 1 2J2
g P @ ey s 03 pim;
t I
— m@1 0,0, @D, — p’—m’ @,y B, .
g P2 0% -5 @3

Or les identités (52) du présent chapitre, (9) et (10) du chapitre
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précédent, ont pour conséquences

(@9, + @@ [F] = — : F,

(@, F 4+ @,@,) [F]= —
) 43 )4

Il en résulte que]ques smlphcatlons dans le calcul de G, (y; 55 1), les
second, quatriéme, cinquiéme et septiéme termes se détruisent, les
(uatre autres donnent simplement

1
L IF] — Fl1— @ (1- =
o @, @, F] [-L:::’)';LD,LDl“l 1=¢ (s

ou encore

L 1 .
(—.,—‘.—, — — .,>1‘U';:~;/)
VoH pimd

(u, ) . o 9,9
) <p ol pd r,r>f (=) A [FOs s ) de=ninic (5 0).

Introduisons la nouvelle inconnue

l
(56) FA,(‘)';:;I):/ (t—7)F () 750 dr,
o
en notant qu’elle est nulle ainsi que sa dérivée premiére pour t=o,
et que sa dérivée seconde par rapport i ¢ se réduit & F; I'équation
précédente devient, compte tenu des valeurs des w en = et v,

L & &)\ [0F, 0'F, 1
o aRE-dFE =
1 /¢, 0*F ) —
_—<1-—L_,_[‘J.__)> I ! wlwie () 55 t)=o.

On doit en déterminer une solution F,(y;5;¢) connaissantles données
de Cauchy portées par le plant=o:

d . }
(58) Fi(y; 550)=0; ld—t-FiU’;s;t) = o.

=0

Supposons que cela soit faisable;les équations (41) et (42) donnent

Ann. Ec¢. Norm., (3), LIII. — Fasc. 3. 36
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alors, F étant maintenant connue,

I . i . 1 1 i
— — [ fl=& (v; 53 — el —, [ ol=a0,(y;3:
chf),[_ﬂﬁ-mc_[‘/] A (v s L), H]u,[blﬁ ‘uzc’_[ﬁl @ (s t)
avec

(:‘(1(')'::-1):»1-;1_1 QE —|-—I“, g}j — A 55 0)

- b Lo pa tLO

(59) : [ F [ JF

Lni(}';:7[):[';l':}l[;)‘;_} [‘_L:"’[E):J—(B()’“yl)

Il est bien facile d’en tirer f et g; il suffit d’appliquer aux deux
membres de chacune de .ces équations l'opérateur I—JLUD, - IZI_(D‘-’; il
gl 2

vient ainsi, grace aux propriétés déja tant de fois utilisées des opéra-
teurs @,

)/

- (- 1>f<1-) AL =im) e = Ay 55 1),
)
)

[ (L—=)A (s s50)de=0®,(); 53 1)
avec

'\ Ay e )= —@,[Q,] — — @,[&,],
o - ’ [
(60) <

,‘
)
§:
o
U

L 1 .
5; )= o @D, |63 — I'LD.’.[LQ,J.

Ici encore posons

!
\./)1 ()y=50)= [ (t—7)[(y;s;7)dr,

(61) , "04,
( &1 ()5 83 ”:j (t—7)g(vys;7)dr,
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ce qui permet d’écrire ces équations sous la forme
1 0? 1' DS 1 /¢ D f,
6o < . ) L JUV = ) L oiv: 3:0)=—
o) B o o | T e\ T e T =
. I Pg g 1 /e o\ Py
63 ( e l_l._'-’[. — =2 "'l_j_ “-‘._) ez t)Y—o.
(63) i 3 dy? 03 P\ M) 08 @2 pE)=o

Nous ren,gontronb 4 nouveau deux problémes de Cauchy, les fonc-
tions f, eto. étant nulles ainsi que leur dérivée premiére par rapport
au temps pour = o0; connaissant /, et g, on en déduit /et g par les

formules
NN ' Py
[=%F =

Réciproquement, on montrerait sans peine que les calculs précé-
dents donnent la solution unique du probléeme, quand celle-ci existe.

Tout ce raméne donc & la résolution du probléeme de Cauchy pour
les équations (57), (62), (63), lesquelles sont identiques aux équa-
tions (a), (b), (¢), de I'introduction; c’est 12 une question classique
lorsque ces équations sont hyperboliques; il faut donc examiner le
signe des quantités

D€y — P& MHafy — Poyls
PR R 3 3
ey — & Rl

‘Une discussion élémentaire montre qu’elles sont toutes deux positives
pour

(64). i k= (== ) (8 — &) << 0,

siau contraire £ est positif, 'une au moins des équations est elliptique,
(elles ne peuvent d’ailleurs pas I'étre toutes les trois), sie, = ¢, 'équa-
tion (57) donne immédiatement F, (62) et (63) sont hyperboliques,
si |, == U, (57) est hyperbolique, (62) et (63) donnent directement f
et g. En résumé, le probleme a une solution unique et bien déterminée
pour £<oj; sinon on est conduit & un probléme de €auchy pour une
équation elliptique, question qui, on le sait, ne posséde point de
solution.



