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ANNALES

SCIENTIFIQUES

L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE

EQUATIONS

INTEGRALES PRINCIPALES

D’ORDRE QUELCONQUE

Psr M. Grorces GIRAUD.

INTRODUCTION.

Un certain type d’intégrales principales d’ordre quelconque a été
étudié dans un travail antérieur ('), ou I'on établissait que les trois
théorémes fondamentaux de Fredholm sont valables pour certaines
équations ol figurent des intégrales principales simples ou doubles,
pourvu que le parameétre A qui figure devant I'intégrale ne prenne
pas de valeurs purement imaginaires dont la valeur absolue ne serait
pas inférieure au minimum d’une certaine fonction positive. On verra
ici (Chap. 1II) que ce résultat subsiste pour les équations analogues
ot figurent des intégrales d’ordre quelconque.

(1) Equations & intégrales principales, étude suivie d'une application (Ann. scient.

Ec. Norm. sup., t. 81, 1934, p. 251 & 372). Dans les citations, cet article sera désigné
par la lettre z.

Ann. Ec. Norm., (3), LIII. — Fasc. 1. 1



2 G. GIRAUD.

Dans le premier article, le résultat avait été appliqué 4 la solution
d’un probléme relatif aux équations aux dérivées partielles, du type
elliptique, 2 deux et & trois variables. Cette solution est étendue
ici (Chap. IV) aux probléemes analogues, relatifs 2 tout nombre de
variables. On indique aussi quelques généralisations, qui permettent
notamment de traiter certains probldmes mixtes, déj2 mentionnés
dans un autre article. Dans un autre travail sera développée une
généralisation plus étendue, qui concerne aussi d’autres sortes de
problemes (). *

Le Chapitre I compléte (§ 9 et § 10) un résultat antérieur, qui est
fondamental pour notre objet. La méthode suivie pour ce complément
m’a été inspirée par un Mémoire publié en 1927 par M. Francesco
Tricomi (*), et dont j’ai eu connaissance, grace a3 MM. Jacques Hada-
mard et Ernest Vessiot, pendant I'impression du travail qui a précédé
celui-ci. On pourra comparer le lemme dont se sert M. F. Tricomi (*),
avec celui qui est démontré plus loin (Chap. L, § 5), et qui permet des
raisonnements analogues.

Le Chapitre II résout, pour les fonetions harmoniques de m
variables (m23), un probléme que M. Georges Bouligand avait d’abord
traité dans le cas de trois variables (*). Cette solution m’avait été
annoncée par lettre, et les sagaces commentaires de son auteur m’ont
fait découvrir le moyen ici employé pour édifier la théorie des équa-
tions a intégrales principales d’ordre quelconque. Cette méthode est
plus bréve que celle qui m’avait d’abord conduit au but; en outre elle
permet d’exprimer a I'aide des fonctions élémentaires I'importante
fonction nommée ici w(p) (Chap, II, § 7), au lieu que ma premiére

(1) Sur une nouvelle généralisation des questions relatives wux équations du lype
elliptique (C, R. Acad. Sc., t. 198, 1934, p. 885 & 887).

(*) Francesco Tricomi, Lguasioni integrali contenenti il valor principale di un inte-
grale doppio ( Mathematische Zeitschrift, t. 27, 1927, p. 87 4 133).

(3) F. Tricomt, ap. cit., pavagraphe 2, formule (32) et explieations qui la suivent.
M. Tricomi n’avait pas énoncé le résultat correspondant au Chapitre 1, paragraphe 7 du
présent travail, mais ses raisonnements supposent ec résultat, qui pourrait s’obtenir &
laide de la formule citée, dans le cas de deux variables.

(%) Georges Bouriganp, GeoreEs GIRAUD et Paur DELENS, Le probléme de la dérivée
ablique en théorie du potentiel (1 vol. de 78 pages, Paris, 1935). Cet ouvrage expose,
dans sa premiére partie, le raisonnement et les idées de M. G. Bouligand,



fQUATIONS A INTEGRALES PRINCIPALES. 3

méthode donnait w(9) sous forme de série; c’est seulement pour les
intégrales doubles et quadruples que j'avais d’abord exprimé la
somme de ces séries 4 'aide des fonetions élémentaires (').

Les notations employées ici sont, pour la plupart, celles du premier
article, dont celui-ci suppose connus les Chapitres I, III et [V.

CHAPITRE L
INTEGRALES SUPERPOSEES.

1. Intégrale principale d'une fonction positivement homogéne. —
Soit G(x,, @,, ..., x,) ou, par abréviation, G(X) une fonction posi-
tevement homogéne et d’ordre — m, ¢’est-a-dire qu'on a

G(txy, trge ooy tep)=1"G (2, Loy o ooy Tm),

quand ¢ est posttif, le point (z,, @,, ..., 2,) ou X n'étant pas en O.

Supposons que cette fonction est sommable sur une hypersphére
(variété a2 m —1 dimensions) dont le centre est O et dont le rayon est
un. Elle est alors sommable sur toute hypersphére concentrique, ainsi
que dans toute région bornée fermée qui ne contient pas O.

Soient @ et & deux ensembles ouverts bornés, qui tous deux con-
tiennent Q. Soit &, le transformé de & par une homothétie de centre O
et de rapport v >o0; si v est assez petit, &, appartient & .
Soit @, = @ — &, (partie du premier ensemble, qui n’est pas dans le
second). Par définition, 'zntégrale principale de G dans 3 est

f(m) (m)

GdV=1im Gdv (dV = élément de champ),
@ 10/, .
pourvu que la limite existe. Cette limite dépend du choix de &, qui
doit toujours étre indiqué. Les ensembles &, se nomment les ensembles
d’exclusion. ’
St la limite existe pour un choix de &, elle exvste pour tout autre
choiz. En effet soit & un autre ensemble borné ouvert qui contient O,

(1) Equations & intégrales principales (Société math. France, Comptes rendus des
séances de 'année 1933, p. 45 & 51). Une premiére rédaction du présent article expo-
sait ma premiere méthode. ’
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et soient &; et @} les ensembles analogues & &, et & @,. Si ) est assez
petit pour que &, et &; appartiennent tous deux a @, il est visible que
les ensembles @, — @} se déduisent les uns des autres par des homo-
théties de centre O; on peut en dire autant pour les ensembles
@; — @,. On en déduit que '

(m) (m)

G dv _~f G av
@n m;l

ne dépend pas de v, dés que v est assez petit. L’existence d’une

limite pour un terme entraine donc que l'autre terme a aussi une

limite. C. Q. F.D.

2. Condition pour que l'intégrale principale existe.— En particulier
prenons pour & une hypersphére (domaine 4 m dimensions) de
centre O et de rayon un. Désignons par r la distance de X & O, et
prenons x,=rk, (a=1, 2, ..., m). Lintégrale étendue a la
région 1 <r< R, ol 7 et R sont deux constantes positives données,
est :

R (ne—1) R (m—1) .
f r’”—if Gty ., rhn) dS dr=log ><f G (L, ..., Em)dS,
n

dS étant I’élément de I’hypersphere de rayon un. La condition
nécessaire et suffisante pour que ce résultat ait une limite quand v
tend vers zéro est

(m—1)
(1) f GdS=o,

ol I'intégrale est étendue a une hypersphére quelconque de centre O.
D’aprés ce qu’on a vu au paragraphe 1, (1) est la condition nécessaire et
suffisante pour que l'intégrale principale existe, quel que soit ’ensemble
& choisi.

3. Théoréme. — Soit, pour un instant, F(z,, 2., ..., ®,), une
JSonction positivement homogéne et d’ordre 1 — m, continue et contini-
ment dérivable par rapport a x, quand X n’est pas en O. Alors l'intégrale

(m) a

principale f 5. @V, prise au sens du paragraphe 1, existe (quel que
) 1
soit &). ’
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Il est évident que 5— O st ‘positivement homogéne d’ordre — m. Si
1
nous intégrons dans la région 1 <r< R (méme notation qu’au para-
graphe 2), nous trouvons
(m—1) (1)
"I oy f FodS— [ Fods,
S S,

dxi R

8y et'S, étant les hypersphéres de rayons R et 7, etw, étant le cosinus
del’angle entre Ox, et la demi-droite issue de O. Orles deux intégrales
du second membre sont évidemment égales; il y a donc une limite
nulle quand v tend vers zéro, ce qui prouve I’énoncé.

4. Dérivation. — F désignant la méme fonction qu’au paragraphe
précédent, soit @ un ensemble borné ouvert qui contient X. Soit
d’autre part o(A) une fonction qui remplit dans @ une condition de
Holder ('), c’est-a-dire qu'on a, quels que soient X et A,

lo(X) —o(A) | < MLY(X, A) (M > o0, 0o <</2<1; L=distance).

Considérons la fonction
(m)
(2) u(X)= F(%—@u ey T — an) o (A) dVy,
@

qui est continue en tout point de @. Nous allons démontrer qu elle
admet par rapport a x, une dérivée continue.

Soit &, une hypersphére (m dimensions) de centre X et de rayon 7j;
‘soit @, = 0 — &,. Si 7 est assez petit pour que &, appartienne a @,
on a

P (m)
Flo, —ay, .., Zm— apn)o(A)dV,

alm)
— f ﬁ(wi_ai, cvey Zm— Q)@ (A)dV,
®

(m—1)
-——f - Flzy—ay, ..y 2 — an) o (A)w, (A) dS,,
S,

(t) R. Lipschitz a considéré ces conditions, méme pour A~ <1, dans l'article : De
explicatione per series trigonometricas instituenda functionum unius wariabilis arbitra-
rium... disquisitio (Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, t. 63, 1864,
p. 206 & 308), spécialement théoréme II, p. 3o1. Postérieur est le travail d’Otto Holder,
Beitrige zur Potentialtheorie (Inauguraldissertation, Tiibingen, 1882, y1 pages), spécia-
lement p. 10.



6 G. GIRAUD.

S, étant la frontiére de &,, et w,(A) étant le cosinus de 'angle entre
Oz, et la demi-droite XA. Quand v tend vers zéro, l'intégrale
d’ordre m tend vers une intégrale principale étendue a @, car la défi-
nition des intégrales principales peut s’appliquer 4 des fonctions non
positivement homogénes (7, I, § 7). Nous écritons l'autre intégrale

(m—1)
f F(ay —ay, ooy 2 —an)[0(A) —a(X)] @, (A) dSy
S

“x

' {m—1)
+°'(X)f Flz,—ay, ..., Zm— ap) @ (A) dS4;
Z?q

quand 7 tend vers zéro, le premier terme tend vers zéro, et I'autre ne
dépend pas de v. Comme les limites sont atteintes uniformément
quand X varie dans un ensemble fermé compris dans @, on a

(m) ~
(3) ﬁ:f L)'I'i (L= @y oovy Z— am)G(A)dVy
@

dx, dx,
(m—1)
—o () [ Pl =y ey i — ) m(A) S,
S
ou l'intégrale d’ordre m se prend en valeur principale, en excluant

des hypersphéres infiniment petites de centre X; $ est la frontiéere
d’une telle hypersphére, et dS est son élément.

5. Théoréme. — Si m est 2 2 et si G est continu, la condition (1) est
aussi la condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une fonc-
tion F positivement homogeéne et d'ordre 2 — m, telle que l'on ait

(4) AF =G (A =laplacien);

F est entiérement déterminé si l'on ajoute la condition

(tm—1)
(%) f FdS=o,
S

ou'S est une hypersphére de centie O.

Dans cet énoncé, le laplacien est pris au sens généralisé de
M. Zaremba ("). Si les dérivées secondes d’une fonction u(X) existent

(*) Sranistas Zamremsa, Contribution a létude d'une équation fonctionnelle de lu
Physique (Rendiconti del Circolo matematico di Pulermo, t. 19, 1905, p. 140 & 150).



BEQUATIONS A INTEGRALES PRINCIPALES. 7

et sont continues, on a

u m—=10du TFu
Ay — —

i —— 5T 5% (r = distance de X 4 O),

ol Fu est I'invariant différentiel du second ordre, de Beltrami, de u
regardé comme fonction d’un point de ’hypersphére » =1. Rempla-
cons u par F, et supposons seulement que le laplacien généralisé
existe; on a

AF = r— 5F

?

Vopération F étant prise aussi au sens généralisé ('), qui est forcé-
ment applicable a F. En faisant » = 1, nous voyons qu’on doit avoir
FF =G.

Or I'équation Fu=o est identique & son adjointe, et .sa solution
générale est une constante arbitraire. Donc la condition (1) est bien -
nécessaire et suffisante pour I’existence de F sur cette hypersphére
r=1 (*); 'homogénéité positive permet d’achever la formation de F.

Cette démonstration prouve que I’équation (4) détermine F 4 un
terme additif prés, du type ar*~"(a = const.). La condition (5) déter-
mine a, ce qui achéve la démonstration.

6. Remarque. — On peut remplacer le laplacien par n’importe

quelle opération X, sa, » pourvu qu’elle soit du type elliptique

) 2 d, dxg
et a coefficients constants, cette opération étant au besoin prise au
sens généralisé ; car on raméne ce cas i celui dulaplacien en changeant

de variables d’une fagon linéaire et homogeéne.

7. Théoréme. — Soit encore m 2 2. Sotent G et H deux fonctions

(1) Généralisation des problémes sur les opérations du type elliptique (Bull. Sciences
math., t. 36, 1932, p. 248 & 272, 281 4 312, 316 & 352, et errata p. 384), spbcialement
Chap. I, § 2 et § 13. Pour démontrer laffirmation du texte, on particularisera la décom-
position en carrés introduite au § 2.

(*) Ce passage s’appuie sur une théorie générale pour laquelle on peut consulter un
article cité au Chapitre IV, § 3 du présent travail. Mais le cas actuel a été traité d’abord
par M. Emile Picard qui I'a reproduit dans V'ouvrage : Lecons sur quelques problémes aur
limites de la théorie des équalions différentielles (viii—~2%1 pages, Paris, 1930), spécia-
lement Chap. X, § 2. '
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posttivement homogénes et d’ordre — m, remplissant toutes deux la con-
dition (1). Nous supposons que, sur I’ kypersphére de centre O et de rayon
un, ces fonctions remplissent des conditions de Holder. Alors U'intégrale
principale, étendue a tout l'espace, '

(m)
(6) K(X):f G(z,— @y eoey Zm — am) H(ay, ..., an) dVa,

ot l'on exclut des hypersphéres infiniment petites de centres O et X,
existe quand X n’est pas en O, et elle représente une fonction positive-
ment homogeéne et d’ordre — m, qui satisfait aux mémes hypotheses
que G.

L’homogénéité positive de K, avec 'ordre — m, résulte du travail
antérieur cité (z, I, § 11).

Pour établir la condition de Hélder, remarquons d’abord qu’on a,
quelles que soient les distances L(0, X) et L(O, Y),

G(X)— G(Y)=O[LX(X, Y)i-"*(X, Y, 0)]  (o<h<),

I(X,Y, O) désignant la distance de O au segment de droite XY. Sup-
posons qu’on ait L(O, X)=L(0, Y) =1 et 4L(X, Y) <1; évaluons
K(X) —K(Y). Nous évaluons d’abord la partie de cette différence qui
provient du domaine 2L(X, A) <1, partie que nous décomposons en
plusieurs termes. En premier lieu les intégrales

(m) '
f G (%1 — gy -, Ty — am) [H(A) — H(X)] dVa,
L(X,Aj<2L(X,Y)

(m)
[ G(rs = @y ooy ym— @) [H(Y) — H(A) ]V,
L(X,A)<2L(X.Y)

valent évidemment O[L*(X, Y)]. En second lieu les intégrales

f(m)[G(xi——ai, ooy T ) — G (s — Gay vy Y — )] [H(A) — H(X)] Vs,
(m)G(Ja — @y ey Ym— @) [H(Y) — H(X)] dVa,

étendues a la région 4L(X, Y) <2L(X, A)< 1, valent

0 [Lh(x, Y)logzi(T;,T)J’
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En troisiéme lieu on démontre, comme dans ’article antérieur
(¢, Chap.1,§8), quon a

(m) :
f [G‘(;Z‘1—a1, ceey T Q) — G(.)"i—' Ay ooy Y am)]dVA:O [L(X’ Yﬂ’
2L (X, A)<1

d’ou1 résulte la limitation

(rm)
f (G (2 — @y, - v, @ — am) H(X)
2L(X,A)<1
- G()’i — iy ey V= Q) H(Y)] adVy= O'[Lh(X’ Y)].
En ajoutant ces limitations, on voit bien que la partie de K(X)—K(Y)
qui provient de la région 2L(X, A) <1, vaut O[L*(X, Y)], en enten-
dant par £ un nombre positif donné, inférieur & A(o <A< 4). La
partie de K(X) — K(Y) qui provient du domaine L (0, A) <L(X, Y)
s’écrit évidemment

() .
f [G(.L‘l — Ay, ..., -Z'm._‘am)
—_— G(J1 — gy eiey Y am) - G(.X) -+ G(Y)]H(A‘)dvA’

et 'on voit ainsi qu’elle vaut O[L*(X, Y)]. La partie qui provient du
domaine 2L(X,‘ Y)<2L(0, A)<1vautO [L"(X, Y)logm)] .
Enfin la partie de K(X) — K(Y) qui provient du champ

2L(0, A)>1, 2L(X, A)>1 (inégalités simultanées),

peut s’écrire
) (m)

O[L (X, Y)] [ Lm0, A)dV,=O[Lr (X, Y)].

La condition de Holder est donc établie.

Pour établir que K satisfait a la condition (1), introduisons la fonc-
tion F définie par (4) et (5); puisque G remplit une condition de
Holder, F est deux fois contintiment dérivable, sauf en O. La fonction

™ oF
f T (T — Ay eevy Tm— am) H(ay, ..., ap)dVa
espace 1

est positivement homogéne et d’ordre 1 — m; sa dérivée par rapport
Ann. Ec. Norm., (3), LIII, — Fasa. 1. 2
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a z, est (§ 4, complété pour tenit compte du champ infini et de I'allure
de Hen O)

v g2p ‘
f d—x—;_;(%—- Ay vy Zn— am)H(ay, ...y am)dVa

espace 1 , () JOF
—H(zyy ---, mm)f —— (&) — @y ooy T — Am) @y (A) dSy,
5 ox,

ou 8 est une hypersphére du centre X; on doit remarquer que
Iintégrale étendue 2 S ne dépend pas de X. Faisons la méme chose
avec &,, ..., &,, et ajoutons les résultats; nous trouvons que K se
réduit & une somme de fonctions qui, d’aprés le paragraphe 3,
remplissent la condition (1), cette somme étant augmentée du produit
de H par une constante. Notre théoreme est ainsi démontré.

8. Corollaire. — Au lieu d’exclure des hypersphéres infiniment
petites, excluons du champ de I’intégrale, au second membre de (6),
deux ellipsoides infiniment petits, dont les centres sont les points X
et O; ces ellipsoides tendent vers zéro en restant homothétiques d’un
ellipsoide fixe, qui est le méme pour les deux ellipsoides variables.
La nouvelle fonction K(X) ainst obtenue, remplit aussi la condition (1),
car un changement linéaire et homogeéne de variables nous raméne au
cas du théoréme précédent.

9. Corollaire. — Soit % une variété close, conforme aux hypothéses
indiquées dans I'article déja publié (7, Chap. I, § 6), et soient G et H
deux noyaux d’intégrales principales, conformes aux hypothéses du
méme article (7, Chap. I, § 11); nous n’excluons pas le cas ot I'un
au moins de ces noyaux se réduirait & un noyau sommable. Alors le
noyau

(m)
f G(X, A)H(A, B)dV,  (dV = élément de %),
‘v

est ausst un noyau d’intégrale principale. Car, dans l'article ¢ité, on a
prouvé que la partie positivement homogéne et d’ordre — m est du
type de la fonction K du paragraphe précédent, et, aprés avoir intro-
duit comme une hypothése nouvelle la conclusion, alors non démontrée,
de ce paragraphe, on en a déduit ce que nous venons d’annoncer.
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On peut méme démontrer que la partie positivement homogéne st
d’ordre —m dépend de ¢, ..., ¢, comme il a été supposé pour G et
pour H (7, Chap.1,§ 7).

10. Intégrales superposées. — En conservant la méme notation, et
en introduisant une fonction ¢ (X) qui remplit sur % une condition de
Holder, il résulte de ce qui precede qu'on a, d’aprés larticle cité
(7, Chap. I, § 11 et 12),

(m) ()
f G(X, A)f H(A, 2)p(E)dVedV,

(m) (m)
__f @ [ G(X, A) H(A, E)dV, dVz — & (X)p(X),

® étant une fonction ‘indépendante de o, et dont on a vu des expres-
sions dans I’article cité. Sil'une des fonctions G(X, A) et H(X, A) est
sommable par rapport & A pour un point X donné, ®(X) est nul en ce
point.

CHAPITRE TII.

PROBLEME PREPARATOIRE.

1. Enoncé du probléme. — Dans Uespace euclidien & m dimensions
(m23), soit f(X) une fonction continue donnée; on suppose que la
Sfonction (] + x3 +. ..+ x;,) f(X) est bornée (hypothése qui pour-
rait étre élargie). On demande les fonctions u (X)), harmoniques dans
le domaine x, > o0, continues pour x,2o, nulles & l'infini, et qui
possédent, en tout point Y situé sur la frontiére x,, = o, une dérivée sui-
vant la direction fize donnée (sinf, o, ..., o, —cos0) <o§6 < 2>a
cette dérivée étant égale a f(Y)cos0.

2. Il'y a au plus une solution. — Si la fonction u existe, elle est
certainement unique. En effet soit ¢ une solution quelconque. La
fonction u — ¢ est nulle & U'infini; donc elle atteint un maximum ou
un minimum en un point situé a distance finie dans la région x,,2o0.
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Si le point ou l'extremum est atteint se trouve dans le domaine
x, > o, la fonction u — ¢ est constante, car elle est harmonique. Si ce
point est sur la frontiére x,, = o, la fonction u — ¢ est encore cons-
tante, d’aprés une propriété déja rencontrée (7, Chap. IV, § 5). Etant
nulle & U'infini, cette fonction est donc identiquement nulle, c’est-a-
dire que la solution est unique.

3. Formation d'une solution. — Considérons I’équation en ¢

dy dv ___’;l (m—1) -Tmf(A) »
( ) —_— m+tanb9()$1 I‘< > f m)ds\ (\Lm>0%

Am=0

ou I'intégrale existe, d’aprés la limitation de /. Nous allons d’abord
établir qu’elle admet, dans la région @, > o, une solution continue
qui s’annule a I'infini.

Posons, en effet

zy =k, c086 —Epsin b, X =k sinf 4+ £, cos0, xya=E, (1< o << m);
~soient b,, b,, ..., b, les nouvelles coordonnées que la méme transfor-

mation confére au point A. Nous trouvons, en désignant par = et B
les points X et A dans le nouveau systéme de coordonnées,

r < m> (m—1)
d —_— m-—1 ; . D . Y v - .
(2) d»—v = 2 / cosf (54— by sin 9_:(‘;'" b) 0089
Cm: I"TL Lm(‘:-'.' B)
2

S(A)dSg.

by 5 D+D,,c08 =0

Je dis que la fonction ¢ cherchée est

> cos? éf(m_l _JA) dS,

T EN)

m— 2

(3) »(X)= I‘(

'2‘

ot

M

)

a condition de revenir au premier systéme de coordonnées aprés les
opérations indiquées.
D’abord les intégrations indiquées au second membre donnent des

(m—1 oo v
smﬁcos@f f(A)f L”‘(';" B>dimdsm

=0

w|~<
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fonctions continues de X : c’est évident pour la premiére, eu égard a
la limitation de f; cela va étre démontré pour la seconde. Posons

L(X,A)=r, a—z=rsinycosy, an—an=-—rcosy (o02Y<m);

puisque a,, est nul et que x,, n’est pas négatif, ¢ est au plus égal & - -
Nous en tirons

Em—bm=r(cosfcosy+sinfsindcoso)=rcos® (050O<m).

On a évidemment cos ® 2 cos (6 + ¢); comme O et 6 + ¢ appartiennent
a I'intervalle (o, =), il en résulte qu’on a

(& @§6+1§9+7—:<T.—.

Considérons I'intégrale

-+ % _l'__t
(5 I,= (sin? @ - *) *dt (m22);
cos @

je dis qu’elle est une fonction continue de O tant qu’on a2 0<0 < =.

. . . . .. . T . T
Distinguons trois cas, suivant la position de ® par rapport & 3 et a —-

Si ®est<Z, cos @ est >; la fonction intégrée est donc continue
=3 5 g

relativementa @ et & ¢; d’autre part'intégrale étendue au champ infini '
estuniformément convergente; elle est donc bien unefonction continue

. s T - 3 . . X R
de ®. Sil'on a '3 SOS;-onasin®@2 7 la fonction intégrée est encore
continue, et, comme l’intégrale est uniformément convergente, elle
- . - T
est encore une fonction continue de ©. Si enfin I'on a . SOy <,

ol y estdonné, ou asin*® >sin?vy, et le raisonnement est toujours
le méme. Ainsi I, est bien une fonction continue de © tant qu’on
a0<0 < n. Or nous avons

+e ey
&1 1 s p—mn( &} U — 1 H
~[5:" T Z B) dim=r>"(sin 6 cos Y — cos 0 sin Y cos @) I,(0);
le second membre est le produitde 7~ par une fonction continue de 6,
de ¢ et de ¢, d’aprés (4). Sil’'on multiplie cela par /(A)dS,, on voit
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que l'intégrale étendue au champ a, =a est uniformément con-
vergente dans tout champ borné; elle représente donc une fonction
continue, comme nous I’avions annoncé.

Si 'on dérive le second membre de (3) par rapport a £, sous les

(m—1)

signes, » on obtient le second membre de (2), qui est le produit

du second membre de (1) par cos 0; cerésultat converge uniformément .
dans tout chémp borné ou z, reste supérieur & un nombre positif
donné; si ¢ est défini par (3), la formule (1) est donc établie
pour &, > o. Pour ,, = o, la formule (1) ne serait'plus vraie; mais
le second membre tend vers la limite f(Y) si X tend vers le
point Y de la frontiére, sans cesser d’appartenir au domaine z,, > o.
Si en particulier on pose x, =y, + tsinl, x, =y, — tcosb
et x, =y, pour 1< a< m, on voit que f(X) est une fonction de z,
dont la dérivée existe quand z est négatif, et cette dérivée tend
vers f(Y)cos0O quand ¢ tend vers zéro; d’apres le théoréme des
accroissements finis, la dérivée existe donc méme pour z=o, et elle
est égale & /(Y)cos 6.

Je dis maintenant que cette fonctlon ¢(X) tend vers zéro quand
L(0, X) augmente indéfiniment. En effet nous venons d’établir
quon a :

(m—1)
(6) f F(X, A)/(A) dSy,

ou a fonction F(X, A), dont ’expression résulte de la formule (3),
vaut O[L* (X, A)]. Dans le champ 2L(X, A)<<L(0, X),
fonction intégrée vaut O[ L—2(0, X)L*(X, A)], et par suite la partie
correspondante de l'intégrale vaut O[L-'(0, X)]. Dans le champ
2L(0, A) <10, X), la fonction intégrée vaut O[L-2(0, A) L*=*(0, X)];
si donc m est 24, la partie correspondante de l'intégrale vaut
encore O[L='(0, X); si m est égal & 3, nous remarquerons que f est
borné, et que par suite I’ mteorale correspondant au champ commun
a 2L(0, A)<<L(O, X) et & L(O A) <1 vaut O[L='(0, X)]; la
partie restante du champ 2L(0 A) <L(0, X) (si cette partie existe)
donne une intégrale qui vaut O[L~'(0, X)logL(0, X)]. Dans la
région ou I'on a sxmultanement

aL(0,A)>L(0,X) et aL(X, A)>L(0, X),
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la fonction intégrée vaut O[L—(0, A)]; I'intégrale correspondante
vaut donc O[L~'(0, X))]. Ainsi notre fonction ¢ vaut O[L~'(0, X)] si
m est 24, et O[L='(0, X) logL(O, X)] pour m = 3; elle tend donc
bien vers zéro quand X s’¢loigne indéfiniment.

La formule (3) définit donc la fonction dont nous avions affirmé
Pexistence au début du paragraphe. Nous allons prouver maintenant
que cette fonction est harmonique dans le champ x,, > 0. Les dérivées
premiéres et secondes de la fonction F par rapport aux coordonnées
de X valent évidemment O[L'—(X, A)] et O[L(X, A)]. Parsuite les

dérivées secondes de vsecalculent par double dérivation sousle signef,

pourvu que z, soit positif. Notre démonstration se raméne donc a
prouver que F(X, A) est harmonique par rapport 3 X. Or si nous

passons aux variables £,, on constate que est le produit de

s
L*=m(X, A) par une constante; ¢’est donc une fonction harmanique.
Donc le laplacien de F ne dépend pas de &,,. Mais ce laplacien, qui
vaut O[L(X, A)], tend vers zéro quand &, tend vers I'infini; donc
il est identiquement nul, ce qui achéve la preuve annoncée.

Cette fonction ¢ est donc une solution du probléeme posé au para-
graphe 1. D’aprés le paragraphe 2, ce probléme a donc toujours une et
une seule solution.

4. Expression de la fonction F. — Un calcul élémentaire prouve

qu’on a
' (m— 2)1,sin*@=(m —3)1,_,— cos® (m24),

ce qui permet de calculer I,, de proche en proche, sachant qu’on a

L— 2 L——r .
= 5n®’ 7T 1+ cos®
On trouve ainsi
: ' I 0 —sin®cos®
T T o sinr®
[— 2 -+ cos®
T 31+ cos0)’
I — 3(0 — sin@‘cos@) — 2050 sin?0,
i 3 sin® @ ’

et ainsi de suite. L'expression de la fonction F qui figure dans la
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formule (6) est alors -

r (m — 2>
(7) F(X, A)= 2L L=n(X, A)w(¥, 9);

22

avec
(8) w(Y, 0)=rcos* + (m — 2) sinf cosB (sinf cos P — cosf siny cosg)1.(0);

ces formules sont valables pour m23.

La fonction F étant continue tant que les points sont distincts, et
situés : le premier X dans le domaine x,, > o, le second A sur a,,=o0,
il est évident que w(o, 9) = w, ne peut dépendre de 9; nous le véri-
fions sur la formule (8), qui donne

w(0, 9) == w,= cos*0 + (m — 2) sin*@ cosf 1, (6) =T (0);
pour m > 3, cela s’écrit aussi
wo=(m — 3) cosf 1, ,(0) (> 3).

On trouve ainsi

J,(6)=cos9, J,,(Q):Ia—n—g—e,
2 cosf 6 cosf — sinf cos?8,
T:(9)= 1+ cosf’ Jo(6)=3 2 sin® 0 ’

et ainsi de suite. On voit que w, est toujours positif pour m=3;
Vexpression ou figure I,,_,, rapprochée de laformule (5), nous permet
d’affirmer que w, est toujours positif, quel que soit m23 [on verra
méme au Chapitre IV, paragraphe 4, que w (¢, ¢) est toujours positif et
non nul]. _
Si le point X sort de la région «,,2 0, la fonction I, reste continue,
4 moins que ® ne devienne égal & = : celarésulte du paragraphe 3. Si @

, T - P M
dépasse -é, il est évident que I, reste compris entre

m —1
2
m

o = w2 ()
f (sin?® 4 #2) * dt—=¥Y— =L 5in!—"m0O
0 2 r

(%)

et le double de cette quantité; I, augmente donc indéfiniment quand ®
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tend vers =. Or © n’est égal & = que si 'onago=net y=nn—0. La
fonction F(X, A) reste donc continue et harmonique par rapport & X,
sauf si ce point vient sur la demi-droite issue de A et paralléle & la
direction (sinf, o, ..., o, —cos8) (le point X est alors en A ou dans
la région B < 0).

5. Etude dela fonction ¢v. — Exprimons les coordonnées (v, ..., 1)
d’un pointvariable sur I'hypersphére 0} +v; —+. ..+, =1 enfone-
tions de m — 1 paramétres, dont deux peuvent étre des angles ¢ et o
tels qu’on ait

' Nm= cos, 7,=-- sind coso.

Si nous posons x,— a,=r7, (=1, 2, ..., m; r2o0), on peut
regarder r et les rn — 1 paramétres des v, comme un systéme de coor-
données polaires du point X. En désignant par A le laplacien, on trouve,
pour toute fonction ¢,
Ap

—dl) -+ m—1 d_v “+r g

T or? r or &

ol Fy¢ est I'invariant différentiel du second ordre, de Beltrami, calculé
" en regardantrcomme constant.

Appliquons cela a la fonction harmonique F(X, A); la formule (7)

nous donne
Fw=—o,

c’est-a-dire que w estune fonction harmonique du point (1, M, ..., Nm),
sauf au point (sin6, 0, ...,— cos0).
I ; . OF JF , .
D’aprés nos calculs, 'expression y Pl tang@(—j—m—1 est le produit
d'une constante par z,,L=™(X, A), ce qui fait zéro quand z,, s’annule.
Cela se traduit par une condition relative a w. En eftet, pour z,,= o,

T
on a ¢ = -. Pour cette valeur de ¢, nous trouvons

oF tanef oF
d-’»cm“ ° dzi
m— 2
I'< 2 > dw. ) . Ow
=— —————% | 57 +tang0Osing — + (m — 2) tanghcos 9. |;
m oy J9 '
om? pm—1t

Ann. Ec. Norm , (2), LIII, — Fasc. 1. 3



18 G. GIRAUD.

nous avons done

(9) %%—i—[sincpg%—-i—(m—z)coscp.wj’tahg@:o pour L!)‘:.TF

2

L’invariant de Beltrami donne lieu 4 la formule de réciprocité

{m—1) (m—2) d , d
f (v:}"u~z¢50)d8:f ((’zg——ug;i)dd‘,

ou I'intégrale du premier membre est étendue 2 une région donnée,
dont I’élément est @S; I'intégrale du second membre est étendue a la
frontiére de cette région dont I'élément est do, et n est la normale
(supposée existante et continiment variable), dirigée vers I'extérieur;
la formule a lieu dans le cas oll les dérivées secondes de u« et de ¢
existent et sont continues, et ce cas nous suffit. Appliquons la formule

aux fonctions w et un dans la région ¢ <¢‘§—7—;; nous trouvons, en
supprimant 'indice de ¢,
T
. ow o T
m—1 frnd 1 <_. .
(r0) i —dqj(up, @) sin™ ¢ do =0 <.p= 2)

v

Appliquons la méme formule aux fonctions o et ‘f sin*~"tdt dans

vl

.. ‘ Y ‘e
la région ¢, <y <y, en supposant 0 <y < S on verifie que
les deux fonctions sont harmoniques dans cette région; en faisant
tendre 4, vers zéro et en supprimant 'indice de ¢, noug obtenons

m—1

(m~—2) om 3 -
(II)- f W(kp, (?)([0': ——T:SIH,,I—iH)w,(I <kp§;>,

()
, 5 ‘
résultat qui s’écrit aussi

m— 2
i i "P< 2 > s
f (g, 9) sinn g dp =\r— L w, (% ;);
0 T<—->
2
autrement dit, la valeur moyenne de w sur la variété ¢ = constante,
est w,.
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6. Dérivées de u. — Supposons que '/ remplit une condition de
Hélder; nous pouvons alors affirmer que les dérivées de « existent et
remplissent des conditions de Holder dans la région x,20. Dans ce
paragraphe, nous démontrerons la continuité de la dérivée relative
a x,; pour le reste, il suffira de se reporter d’'une part a l’expression
qui sera obtenue pour « dans le paragraphe suivant, d’autre part a des
propositions connues, relatives au potentiel de simple couche.

Pour x,, > o, les formules (6) et (7) entrainent

m — 2

du e o {

dvvm _—— mTv_“. f [(I?Z —2)WcO'S L.L'+ WSlnu] J;m.——i bA’
Q=0

>

27"

carl’intégrale converge uniformément quand @, a une borne inférieure
positive. Soit X' la projection de X sur x,,— o, et soit R un nombre
positif donné. Nous écrivons

I'<m—_2 (m—1) ‘ ~ . 7
di:-— ~ 2/ > if [(m——z)wcosup—%d_wsinnPJf——-———-—(A)_f(X)dSA
L(

0Zm z X, A)<R 9 rt

27"
(rn—1)

+f(X’)f [(m —2)wcosy + = smupJ —
L(X', )R
(m—1) f
—|—f [(m—z)wcosq.r—i— q;] — dbA§
L(X, A)>R LP

Le premier et le troisieme terme de 'accolade sont continus dans la
région z,,20. En posant L(X’, A) =y, le'second terme, multiplié par
le facteur placé devant 'accolade, devient

X, 1=m
)/ Pt (pt )
xf [(m— 2)wcosy—i~ 70 sm&p—] 51n”‘—~‘<p dydp

21‘(;—) 1—m

= X’)f =2 (p* ) * cosddp

/‘:, nmn — 1
V'l(\__z )
21"(ﬁ>
2

=— m:—!)wommf(x )f P (P4 2d)

I

*dp;
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°

si nous introduisons la variable d’intégration ¢ = —" —,noustrouvons
m

p*+ &
que, si z,, tend vers zéro, ce terme a la méme limite que — w, f(X').

du . . .. . c
Donc 5— est continu dans la région Zn,2o0, ainsi qu’il avait été
m

annoncé.

Nous allons transformer I’expression de la valeur prise par cette
dérivée en un point X situé sur x,=o. Cette valeur est, d’aprés ce
qu’on vient de voir,

27?2

r (m — 2‘) o
r  a(m— 0 g o X
—wof (0 = =t | [ G HR s,

r<R

(m—1)
+ %2) fl(né;\) dSA] *
>R qj r

En faisant tendre R vers zéro, cela devient

»

m— 2
du r(- - )
\(12) m:— gof(X)_—-—T
v am?
(m—1)
dw (mNJ(A) o
X‘[E:,.=0 5@<;’ <P> yn—1 dSA (xm——O),

Uintégrale du second membre étant prise en wvaleur principale, en
excluant les domaines infiniment petits » < R.

7. Potentiel de simple couche. — (e résultat nous permet de
mettre z sous la forme d’un potentiel de simple couche

T < m — 2>
: "“0—' (m—1)
(13) w(X)y=——2>2_7 UiﬁgaﬁA.
o? am=0

En effet, si z, tend vers zéro par valeurs positives, on trouve

du

oz,

(14) =—0a(X) (Zm=0); .
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on a donc nécessairement

r(m—2>
_— (m—1) s /o \ A) .
(15) oM =wf(X)+ ot [ ‘9“( ,c,o)f( ) s, ]

m _ 00\ 2 it
om? m=0 7

Toutefois il n’est pas encore démontré que le potentiel ainsi trouvé
est identique & . Mais ce potentiel s’annule a I'infini [ méme démons-

tration que pour la fonction ¢ représentée par (6), car o(X) vaut

O[L=%(0,X)] (o<k<)

quand L(O, X) tend vers l'infini]; donc la différence entre u et ce
potentiel s’annule & l'infini, et sa dérivée par rapport a , s’annule
pour x,,= 0; comme cette différence est harmonique pour z,,>> o, et
qu’elle atteint nécessairement ses extrema en des points situés a
distance finie dans larégionx,, >0, nous voyons qu’elle est constante (');
étant nulle a4 'infini, elle est nulle partout, ce que nous voulions
établir.

Observons que la fonction o représentée par (15) remplit une con-
dition de Holder. En effet, si R est un nombre positif donné, et si l'on
étend lintégrale & I'extérieur d’une hypersphére S, de rayon 2R, la
fonction représentée par'intégrale dans hypersphére concentrique S,
de rayon R admet des dérivées continues; d’autre part I'intégrale prin-
cipale étendue a l'intérieur de S, remplit dans S, une condition de
Hélder (7, Chap.I,§8); nous sommes donc déja certains que ¢ remplit
une condition de Holder dans toute région bornée. On peut maintenant
démontrer, comme pour la fonction ¢ représentée par (6), que les
dérivées de 'intégrale étendue a I’extérieur de S, tendent uniformé-
ment vers zéro quand le centre Y de S, et de S, s’¢loigne indéfiniment.
Donc o remplit, dans tout domaine S,, une condition de Hélder dont
le coefficient est indépendant de Y. Comme en outre ¢ est borné, il en
résulte bien que o(X) remplit une condition de Holder dans toute la
variété x, = o.

(1) Problémes de waleurs & la frontiére, relalifs & certaines données discontinues
( Bull, Société math., t. 61, 1933, p. 1 & 54), spécialement Chap. IV, § 8.
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On peut en déduire queles dérivées de uremplissent des conditions
de Holder dans toute la région z,>o (').

Le fait que la fonction u, représentée par (13), ot c remplit une
condition de Hélder, remplit notre condition 4 la frontiére, se traduit
par l'identité

r(

—
P

(16) o(X)—

m

o (m—1)

»,?; tang@f x",—a"a(A)dSA:f(X))
Y =0

.

ol I'intégrale doit se prendre en valeur principale, en excluant des
hypersphéres infiniment petites dont le centre est X(Z, Chap. IV, § 1).
La formule (15) représente la seule fonction g, valant

O[L——4(0, X)] (o< k<)

quand X s’éloigne indéfiniment, qui satisfait & cette équation (16).
Nous posens, pour x,,= a,,= o,

(2) aee_ (2)
(17) G(X A)_ 2 1‘1.—611___ 2 Ccoso®
’ S _I‘)ﬁ L opm - "él =1 ?
'r(m~2> h
68 HG A=t T (E ) =R

am? rm-lepgtang d

on a vu (§ 4) que w, n’est pas nul. Les formules (16) et (15) s’écrivent
alors '

(m—1)
(19) G(X)-—tangé‘[ G(X, A)o(A)dS, = f(X),
r ’ (m—1)
(20) U(X):w(,l_f(X‘).—i—tangQ/ H(X, A)f(A)dSA].

G et H sont des noyaux d’intégrales principales; ces noyaux sont
positivement homogenes par rapport & toutes les différences 2,— a,.
En désignant par (X, 0) une certaine fonction indépendante de £, et
enremplacant odans (19) par son expression (20), nous yoyens qu’on
a, d’apres le Chapitre I, paragraphe 10 (le champ infini ne causant pas

(1) Sur certains problémes non linéaires de Neumann, et sur certains problémes non
linéaires mixtes (Ann, scient. Fcole norm. sup., t. 49, 1932, p. 1 & 104 gt 245 A 308),
spéeialement Chapitres VIIet XI. Le rapisonnement peut se simplifier pour 'ohjet actuel,
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de difficulté),
oy f(X) 1+ @ (X, 9) tang?§)

(rm—1)
+wotang6f [H(X, Y)—G(X, Y)

(nm—1)
— tangef G(X, A)H(A, Y)dSA]f(Y)dSY_—_f(X),

quelle que soit la fonction f(X), qui doit seulement remplir une
condition de Hélder. On peut raisonner comme en calcul des
variations, et conclure de 1a les identités

(21) 1+ @ (X, §) tang*i=w*,

tan—1)

(22) H(_X,Y)_G(X,Y)-_Langef G(X, A)H(A, Y)dS, =o.

Si maintenant nous remplacons / dans (20) par le premier membre
de (19), on doit obtenir une identité valable quelle que soit la fonc-
tion g, assujettie & une condition de Hplder; cela donne

(m—1)

(23)  H(X,Y)— G(X, Y) — tangh H(X, AYG(A, Y)dS,=o.

En définissant H, nous avons implicitement supposé que 6 n’est pas
nul. Si pourtant 6 tend vers zéro, H tend vers G, et ®(X, 0) tend

vers

——— Si o satisfait A I'équation (19), les formules (20) & (23)
subsistent quand on remplace toutes les grandeurs par leurs limites

pour 6 =o.

8. Domaine complexe. — Faisons varier 6 contintimentdansle champ
. . T
complexe, sans toutefois lui donner des valeurs telles que w(;, o) ne

soit pas holomorphe pour tout angle o réel. D’aprés la formule (8) et
d’aprés la relation de récurrence (§4) qui permet de calculer 1,
w(d, o) est holomorphe tant que sin® ne s’annule pas; si ® est un
multiple de 2=, la formule (5) montre que I, et par suite w, sont
encore holomorphes; done w (U, @) ne cesse d’étre holomorphe que

si 'on a1+ cos@=o0; pour = -, cela s’écrit

I+ sinf cosy = o.
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A

Cette équation en ¢ n’a de racine réelle que si sinf est réel et de
valeur absolue au moins égale & un, c’est-a-dire si R0, partie réelle

de 0, est égal a ;—T plus un multiple de =. Nous ferons donc varier 0

dans le champ
(24) - —Z<ri<l.

La fonction w({, ¢) dépend aussi de 6 et nous voyons méme
dw (T

que W(E;; (p> et 7T <—2, :p> sont des fonctions holomorphes de 6 et de ¢.

" Le premier membre de (10) est donc holomorphe par rapport 4 6 dans
le champ (24); comme cetté fonction est nulle aux points réels positifs
du champ, elle est nulle dans tout le chamyp (24). Donc la fonction H
définie par la formule (18) est un noyau d’intégrale principale, quel
que soit 6 dans le champ (24).

Montrons que w, ne peut s'annuler dans le champ (24). C’est évident
pour m=23, puisque alors w, est cosf. Pour m 24, il nous suffit de
prouver que I,,_,(8) ne peut s’annuler. Considérons I’expression (5),
établie pour 0 réel, et remplacons-y © par 6 et m par m—2. On -
peut regarder la fonction intégrée comme une fonction rationnelle

de ysin*0 -+ ¢*, qui varie de un 4 4. Prenons ce radical
z=\/sin?0 + £*

comme nouvelle variable d’intégration; si 8 appartienta la partie réelle
du champ (24), « est une fonction croissante de ¢ dans tout le champ
d’intégration, et nous trouvons

5 1 o ” “
(2 ) m—-z( )——[ 1 \/m:’

expression ol le radical est positif. Si maintenant 6 prend une valeur
imaginaire du champ (24), considérons encore I'intégrale du second
membre de (25), le chemin d’intégration étant réel, et le radical ayant
pour =1 la détermination cosf. Nous remarquons que, dans tout le
champ (24), cos*6 n’est ni nul ni négatif; donc le point x* — sin?6,
~qui décrit une demi-droite parallele au demi-axe réel positif, ayant
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pour origine le pointcos*f, ne vient jamais & I'origine. Imposons au
radical de varier contintment : la détermination cosf que nous lui
imposons pour x =1, suffit donc & le définir pour« réel et 21. L’inté-
grale ainsi définie représente évidemment une fonction holomorphe
dans le champ (24) : la formule (25) a donc lieu dans tout ee champ.
Or 'argument de x* — sin®0 varie toujours dans le méme sens, depuis
une valeur comprise entre — w et = jusqu’'a zéro; cet argument n’est
jamais égal 8 — wnia =. L’argument de yx* — sin*0 varie donc, toujours
dans le méme sens, depuis une valeur comprise entre — g et %, jusqu’a
zéro. La partie réelle de la fonction intégrée est donc toujours positive,
et par suite la partie réelle de I'intégrale est positive. Nous avons
donc bien prouvé que cette intégrale n’est pas nulle.

La fonction f(X) étant donnée, on va voir que la fonction ¢ qui en
résulte par la formule (20), est holomorphe par rapport 4 6 dans le
champ (24). En effet, si I'on étend 'intégrale au champ

7 >L(X, A) > (o < <),

le résultat est holomorphe. Si maintenant v tend vers zéro, la conver-
gence est uniforme pour tout ensemble fermé et borné situé dans(24).
Donc la limite est holomorphe dans (24), et il en est de méme de .

On verra facilement en outre que, pour une fonction f(X) donnée,
et pour un ensemble borné et fermé, donné dans (24), o(X) remplit
une condition de Holder indépendante de 6.

En substituant cette fonction ¢ dans le premier membre de (19), le
méme raisonnement que pour la formule (20) prouvera que le résultat
est holomorphe par rapport 4 0 dans le champ (24) : ce résultat est
donc toujours f(X).

Comme dans I’hypothése du paragraphe 7, on en déduit les for-
mules (21) et (22). La formule (23) se prouve d’une facon semblable.

Ainsi les résultats du paragraphe 7 sont valables quel que soit § dans
le champ (24).

Au lieu de 6, il nous sera avantageux d’introduire dans la suite la
variable p. = tang0. Alors les résultais sont valables pourcu que p. ne soit
pas a la fois purement imaginaire et au moins égal a un en valeur
absolue. On doit se souvenir que R cosf est toujours positif.

Ann. Ec. Norm., (3), LIII. — Fasc. 1. 4
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CHAPITRE IIIL.

EQUATIONS A INTEGRALES PRINCIPALES.

1. Formation d'un noyau auxiliaire. — Nous reprenons les équations
a intégrales principales d'ordre m étudiées dans le premier article
(i, Chap. IIT), dont nous conservons les notations. Nous supposons
cette fois qu'on am>2. Nous nous proposons de former un noyau
auxiliaire H(X, Z; 1) qui jouisse des propriétés déja indiquées
(7, Chap. III, § 3). Soit X un point donné sur la variété 9 3 laquelle
I’équation se rapporte. Nous changeons linéairement de parametres,
de facon que tous les paramétres de ce point X deviennent nuls, et de
facon que, pour ce point X, maintenant nommé O, la partie positive-
ment homogéne et d’ordre — 2 du noyau G devienne (Z, Chap. II, § 3)

— \/ng G Bcqcpa, L= (0, A);

les fonctions a, g et ¢, sont toutes prises au point donné. L’élément
B P P

de % devient, avec les paramétres actuels, QyDd(a,, ,.., a,). En
prenant Q et D au _point donné, nous posons encore

e .
: A YD, g g cacs,

‘r(/n -+ [)
2.
ou A est le parametre qui figure dans I’équation. Nous posons

r(m—l—t}

L a, L= (X, A),

(1) p=

(2) G"(X, Ay=—

Il
T2

de sorte que p.G*(O, A) est la partie positivement homogéne et
d’ordre — m de %.G(0, A)Qy/D. Soit de méme
(3) - H'(X, A p)=ol(X, A),

ou w désigne une fonction de la direction XA, telle que pH*(0, Aj )
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soit la partie positivement homogéne et d’ordre — m de
AH(O, A; 1)Qy/D.

La condition imposée & H (7, Chap. III, § 3) se traduit (z, Chap. I, § 11)
par .

(4) H(X, Y; ) —G*(X,Y)—-paf HY(X, A s p) G*(A, Y) d(ay, ..., am) =o.
- espace

Mais G* n’est autre que la fonction G du Chapitre II, § 7, formule (17),
sauf le remplacement de 7 par m 1. Donc ’équation (4) n’est autre
que I'équation (23)du ChapitreIl, § 7, oul’on a remplacé mpar m+1
et tangd par p. Nous pouvons done prendre H* égal & la fonction H
du Chapitre précédent, aprés ces remplacements.

La partie positivement homogéne et d’ordre — m de H étant ainsi
déterminée en chaque point X de %, on peut construire un noyau H
par le méme procédé que dans I'article cité (Z, Chap. III, § 4).

La fonction o dépend seulement de . et de I'angle o tel qu’on ait

a,— xz,=L(X, A) coso, ofogsm.

On peunt déduire cette fonction du Chapitre précédent, ainsi que la
fonction w, qui représente l'inverse du facteur 1+ A*®(X; )
(¢, Chap. III, § 3). '

Nos calculs s’appliquent pourvu qu’en aucun point X la fonction p
ne soit a la fois purement imaginaire et de valeur ahsolue au moins
égale a un. Nous excluons ainsi de nos considérations un systéme G
de deux coupures situées sur I’axe purement imaginaire, dans le plan
de la variable complexe %; ces coupures sont symétriques l'une de
I'autre par rapport a l'origine, et elles s’étendent jusqu’a I'infini. On
peut faire en sorte que, hors des coupures C, le noyau auxiliaire
H(X, A; %) soit holomorphe par rapport & A, pourvu que X et A soient
distincts (7, Chap. III, § 4).

2. Solution et discussion de l'équation & intégrale principale. —
Comme le facteur 1+ 22®, qui est égal & @', n’est jamais nul, tous
les raisonnements développés dans l'article qui a précédé celui-ci,
Chapitre III, paragraphes 6 4 8, s’appliquent aussi dans le cas général
actuel, c’est-a-dire quel que soit I'ordre m de 'intégrale. Nous savons
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donc résoudre et discuter I'équation intégrale donnée. La discussion
est résumée en trois propositions, semblables aux théorémes de
Fredholm, qui sont énoncées dans I'article cité (7, Chap. III, § 6 et 8).
Si & vient sur les coupures C, et dans ce cas seulement, ces proposi-
tions n’indiquent rien; cela n’arrive jamais quand toutes les données
sont réelles.

Pour certains noyaux d’intégrales simples (m =1), nous avons vu
que les coupures C ne s’étendent pas jusqu’a I'infini; nous avons vu
aussi (7, Chap. III, §9) que, pour les mémes noyaux, les équations
de premiere espéce se traitent comme des équations de Fredholm. Nos
raisonnements ne nous permettent de rien affirmer de tel quand m
est 22 : les coupures C que nous définissons alors s’étendent toujours
jusqu’a I'infini.

3. Exemple. — Quoique nous ayons considéré ici le cas des inté-
grales multiples, il n’est pas inutile d’indiquer un exemple d’équation
a intégrale principale szmple, sur lequel on peut vérifier facilementles
conclusions générales.

Prenons comme variété 2 une circonférence de rayon un, et comme
paramétre I'abscisse curviligne d’un pointde %. En désignant par f(x)
une fonction donnée d’un point de %, cette fonction remplissant une
condition de Holder (c’est aussi une fonction périodique de x, avec la
période 2), nous considérons I’équation

- 2%
. ) S x—y N g
(5) 9(«%)—2W[ cotg ——=p(y) dy = f (),

ol I'intégrale doit se prendre en valeur principale, au sens de Cauchy.
Ici G n’est plus une véritable coupure, mais se réduit au systéme des
deux points A = == 7. On vérifiera que, pour toute autre valeur de 2., il
y a une et une seule solution

, -\ 27 g
© o= £k (e ) i

L’équation de premiére espece

(7) [ e e dy =)
0

2 .
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n’est soluble que sil’on a

(8) [ @) dz=o;

si cette condition est satisfaite, on a

—L ) dy + &,

1 b &z
o) = +— cotg
(9) hy (s ) /;7:2\/0‘ o

ou £ est une constante arbitraire.
" Enfin si A recoit la valeur 7, I'équation homogeéne admet comme
solutions toutes les fonctions e, ou n est un entier positif quel-
conque. Cela fait une infinité de solutions linéairement indépendantes,
ce qui ne saurait arriver quand A n’est pas sur C.

4. Noyau symétrique gauche. — Si le noyau d’intégrale princi-
pale G(X, A), relatif 4 une variété d’ordre m 21, est symétrique gauche,
¢’est-a-dire si 'on a

G(A, X)=—G(X, A),

on démontre, comme pour les équations de Fredholm ('), que le
noyau résolvant ne peut avoir de poles que sur ’axe purement imagi-
naire; nous n’affirmons pas qu'il existe effectivement des poles, mais,
s’il y en a, ce sont des poles simples.

CHAPITRE IV.

APPLICATION A CERTAINS PROBLEMES DE VALEURS-FRONTIERE.

1. Equations du type elliptique & m variables. — Dans le travail quia
précédé celui-ci (Z, Chap. IV), un probléme relatif aux équations du
type elliptique a été posé d’une facon générale, pour un nombre
quelconque de variables, et résolu seulement dans les cas de deux et
trois variables. Ce qui précede nous permet d’affirmer que les résultats

() TrAIAN LaArEsco, Introduction & la théorie des équations intégrales (un  vol.
Vil 152 pages, Paris, 1912), III, no 11.
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obtenus sontvalables pour tout nombre 7 de variables. Il est d’ailleurs
inutile de reprendre les démonstrations, qui sont indépendantes de m.

Cependant il est intéressant de généraliser ces résultats. Nous géné-
raliserons d’abord I’équation du type elliptique, puis la condition a la
frontiére.

9. Généralisation de 1'équation du type elliptique. — Soit 1L une
variété close, i m — 1 dimensions, située dans I'espace amdimensions.
On peut, par hypothése, définir un nombre fini de régions telles que .
chaque point de 1L soit intérieur & I'une d’elles, et telles que, dans
chacune d’elles, les coordonnées &, d’un point de I soient fonctions
de m—1 paramétres ¢,, ¢, ..., ¢, ,, dont le champ de variation est
borné; on suppose que les dérivées des fonctions z, existent et rem-
plissent des conditions de Holder, et que les jacobiens d’ordre m — 1
ne s’annulent simultariément nulle part. On ne suppose pas que I
est d’un seul tenant.

On ne change rien aux hypothéses qui concernent la frontiere § du
domaine borné @ (7, Chap. IV, § 2). '

On suppose que les a, g remplissent des conditionsde Holder dans @,
et que les b,, ¢ et f sont continus en tout point de @ —+ 8 — I, Soit
r(X)ladistance d’un point X 2 913 on suppose que, dans @ -+ — N,
les fonctions b,, c et fvalent O(#") (0 < £< (). Nous continuons i
supposer que les fonctions données sur S remplissent des conditions
de Holder. : :

L’inconnue u dott étre dans @ une solution réguliere de I'équation
Fu=f, cest-a-dire qu’elle doit satisfaire a I’équation en tout poini
de 0 — N, et que ses dérivées doivent éire continues en tout point
de @ ('). De plus u dott satisfaire sur'S a la condition Ou = ¢, définie
comme précédemment (i, Chap. IV, § 2).

Ce probléeme se traite comme le cas précédemment considéré. 1l
suffit pour le faire voir, d’établir que la solution élémentaire prin-
cipale G d’'une opération & du type actuel (*) posséde les propriétés

(1) Bull. de ln Société math., t. 61, 1433, p. 1 & 54. Cet artiele sera désigné par la
lettre A. ‘ . ;
(?) A, I, p. 34 et suiv.
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utilisées dans le cas déja traité (¢, Chap. IV, § 3). La démonstration
de ce dernier point résulte aussitot des deux lemmes qui suivent.

Soit E un ensemble donné, borné et fermé, qui contient au moins un
potnt de la variété x,, = o. Soit I(X, Y, E) la distance d’un point E 4
un segment de droite XY . Sott G(X, ) une fonction continue quand X
et & appartiennent d B et sont distincts; on suppose qu’on a '

G(X, E)=0[LF"(X, E)] (o<h<m),
GX, E) =G, Y=L X, Y)O[ (X, Y, &)] (o <h<r1, h<2).
Soit enfin ¢ (X) une fonction mesurable dans B, et quz vaut
O(|am |+ (o<hii<<hk—+ 7.§;L+1).
On forme la fonction
2= [ a0 Apiaravi;
E

je dis qu’on a
( O[L+=1(X, Y)] (A+k<h+1),

O(X) — O(Y)= O] Li(X, Y)log# (A+lk=h<+1)i
‘ L(X,Y)

L, étant une constante supérieure au mazximum de L (X, Y).

En effet les parties de ®(X) et de ®(Y) qui proviennent de la
région L(X, A)S2L(X, Y) valent O[ L***~'(X, Y)] (*). La partie de
®(X) — ®(Y) qui provient de la région |a,|2L(X, A) > 2L(X, Y)

) . (in) ) L .
aune limitation O] L* (X, Y)jf Li+h=h—t—m (X A)dV,, ce qui entraine
les limitations de ’énoncé. Enfin la région

[an| <L(X; A), L(X, A)>2L(X,Y)

donne une contribution

(mj
O[LA(X, Y)] f "Lt (X, A am |1 dV,

(%) A, 11, § 5 et 6.
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ce qui revient encore aux limitations de I'énoncé (*). Notre énoncé
est établi.

E, G, p et L, ayant les mémes significations que ci-dessus, soit H(X, B
une fonction mesurable par rapport a X, valant

O[Le-—m(X, &)] (1—k<<p<<m).

On forme la .fonction
(m
F(X, E‘:):f G(X,A)p(A)YH(A, E)dV,.
E .

Je dis qu'on a
(O [LM+=1(X, Y)Ie-—(X, Y, E)] A+k<t4+h),

( 0 [L’I(X,Y)logL(;Z 7y Y,_)](1+A—I+lz)

Soit d’abord L(X, E)24L(X, Y). La région 2L(X, A) < L(X, E)
donne une limitation du type de 'énoncé, d’aprés ce qul vient d’étre
dit pour ®. La région 2L(E, A) < L(X, E) donne

O[L"(X Y)Lh—u—;—/;—lz——i-—m ] ( ),

F(X,B) =F(Y,E)=

ce qui entraine une limitation du type de I’énoncé. Enfin la région
restante nous conduit & une limitation

(m)
O[LA(X, Y)] f Lhuttm (X, A) [ am | 1 dVy,

d’un type déja rencontré, et qui entraine encore les limitations de
I’énoncé.

Soit maintenant L(X, :)<4L(X Y). Nous supposons aussi
L(Y, &) <4L(X, Y), sans quoi les raisonnements prccedents s’appli-
queraient mutatis mutandis. En outre nous supposons

A+p+hkzm—+r,

sans quoi I’on aurait F(X, 8) = O Li++i—'==(X, &) |, ce qui redonne-
rait le résultat annoncé. Montrons d’abord que les parties de F(X, E)
et de F(Y, E), qui proviennent de la région L(E, A) <<8L(X, Y),

(1) A, 1, § 2, intégrale T;.

(*) 41, §2.
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sont du type de I’énoncé; il suffit de le montrer pour F(X, E); il
il suffit méme de montrer qu'on a, pour cette partie de F(X, E), une
~ limitation O] Li+#+—t-=(X =)]. Or c’est ce que donnent d’abord la
région 2L (X, A) << L(X, E), puislarégion 2L(E, A) <L(X, Z). Dans
la région définie par les inégalités simultanées 2L(X, A) > L(X, E)
et L(X, E) < 2L(&, A)<16L(X, Y), on a & limiter

oLf

ce qui, si A + u. est >>m, nous donne encore la limitation annoncée;

sil’onaA + w=um, ce qui est le minimum compatible avec nos hypo-
1I6L(X,Y)

| Toosr |

ce qui est aussi O[L(X, Y)L»(X, )], et la limitation de ’énoncé

endécoule. Nous en avons donc fini avec larégion L(E,A)<<8L(X,Y).

La région L(E, A)>8L(X, Y) donne pour F(X, E) — F(Y, E) une

(rm)
part O[L"(X, Y)]f [ e—i—2n(E A)|a,| =" dV,, ce qui entraine

encore la limitation de I'énoncé, car les inégalités A+ A<h +1 et
g < m entrainent A + . + k£ < m—+ h—+ 1. Notre nouvelle proposition
est établie.

En se reportant aux travaux déja cités, on verra que ces lemmes
entrainent les propriétés dont il s’agit pour la solution élémentaire
principale. Notre théorie est donc étendue aux probléemes visés dans
le présent paragraphe.

()

L)\-f-p—?.m(i) Ay | @y, |F1 dVA} ,

théses, et 'on aalors £ =1 et A = A, nous-trouvons O[log

3. Généralisation de la condition a la frontiére. — Nous ne chan-
geons plus rien maintenant aux hypothéses relatives a 1’équation
Fu=f,nia celles qui regardent la frontiére $ du domaine ®. Mals
nous généralisons la a’efnmon de l'opération ©. Soient

To(v=1,2, ..., m—1)

les composantes contravariantes d’un tenseur donné sur S; ces com-

posantes sont relatives aux paramétres ¢,. Nous désignons par Y un

point donné sur S, et par Y, un point dont les 7 coordonnées sont de
Ann. Ec. Norm., (3), LIIL. — Fasc. 1, : 5
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la forme

Ya ——t(EBaagwp +‘~,Tv%};°‘)-_l—-0(t1+’“) (a=1,2, ...,m;0< k<<1);
les ©, sont les cosinus directeurs de la normale extérieure, et nous
supposons que le paramétre ¢ est positif et assez petit pour que Y,
appartienne certainement & @. Soit encore ¢ une fonction donnée
sur $. Nous posons

2 =) g (vyu(y),

(1) Ou(Y)=lim

(>0
la limite devant étre indépendante des termes O(2'*"). Dans le cas ou les
dérivées de u existent et sont continues en Y, cette définition coincide
avec la définition antérieure (Z, Chap. IV, § 2), sauf un changement
dans la notation du tenseur donné sur S.

Supposens que les T, remplissent des conditions de Hélder, et que
les fonctions données ¢ et o soient continues sur &. Nous voulons
trouver une fonction u, solution réguliére dans @ de Uéquation Fu = [
(au sens du parafrraphe précédent), continue dans D+ 8 et remplis-
sant sur S la condition Ou = .

Si ¢ est négatif ou nul en tout point de @ — I, et si ¢ est positif
ou nul en tout point de §, on voit, comme dans le cas déja traité ('),
que les conditions homogénes Fu =0 et ®u = o n’ont que des solu-
tions constantes. Si ¢ ou { ne sont pas presque partout nuls, il n’y a
donc que la solution zéro.

Placons-nous donc dans ce cas particulier, ¢ devant en outre remplir
une condition de Holder. D’aprés le paragraphe précédent, nous pou-
vons former une fonction de Green F(X, E), correspondant aux opé-
rations & et ® (*). Considérons la fonction

(m—~1)
(2) | wX)= " F(X B)o(B)dSs,
. S

(Y) Vour i, IV, § 8, qui renvoie 4 A, 1V, § 3.

(%) Dans Ie cas ot les problémes homogénes ont des solutions non identiquement nulles,
on peut, de différentes facons, introduire des fonctions de Green aw sens élargi. Voir
GEoRGES BouLiGAND, GEORGES GIRAUD et PauL DELENs, Le probléme de la dérivée oblique
en théorie du potentiel, spéeialement Deuxiéme Partie, IV, § 4.
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ou ¢ est une fonction continue donnée. Nous allons démonirer qu'on a
Ou=o. :

Soit y,=@.(@, ..., Z,) un changement de variables, biunivoque et
de jacobien non nul dans @+ $; on suppose que les F y, existent et
sont continus quand X n’appartient pas a 1, et que ces fonctions
valent O(r*="), ot r est la distance de X 4 S + J1t. Il est alors évident,
a cause des termes O(z'**) qui figurent dans les coordonnées de Y,
que notre probléme se change en un probléme du méme type, relatif
aux nouvelles variables, car les dérivées de y, remplissent des condi-
tions de Hoélder avec ’exposant £ (*). Nous en profitons pour nous
ramener au cas ot un point donné Y de S est intérieur 4 une région
commune 4 S et i la variété x,, = o, et ou, dans cette région de S, on
a identiquement a,, ,=—o (a=1,2, ..., m—1)(*); nous ne dimi-
nuons pas non plus la généralité en prenant Y pour origine, et en
admettant qu’'on a en ce point

Ty=...=Thny=o, T,2o0, Qg =0 pour a3, Ba,0=1

(e, B=1,2,...,m).
L’origine appartenant 4 8, on a [, Chap. IV, § 6, formule (21)]

2G(X, O)

(3). F(X,,O):_._____I+¢(U)

(m—1)
+2f G(X, B)N(B, O) dSs,
S

quel que soit le point X dans @ + &. Or nous avons

m

T <-—— — I)
G(X,0) =—2_ Z10m(X, 0)+ O[Le++-m(X, 0)] (h>o0, m23);
hm? ‘

pour éviter d’avoir a considérer séparément le cas de deux variables
(m = 2), nous remarquons qu’on peut le ramener au cas de trois
variables : il suffit de faire tourner le'domaine plan autour d’un axe
situé dans son plan, et qui ne rencontre pas la frontiére; du fait qu’il
est possible de traiter ainsi le probléme, on déduira que sa solution
est aussi donnée par la formule (2), ou F est la fonction de Green rela-
tive au domaine plan. Nous posons, en nous bornant donc au cas ot

(1) 4, Chap. II, § 10 et Chap. IIL
(2) Poir h, IV, § 1.
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" Yonam23,

— —1
2

| r(3 )
(4) G"X, &)= ————-lzl—--‘—L‘l'"‘(X, =) (m23).
b

Nous désignons d’autre part par F*(X, £) la fonction nommée F(X, =)
au Chapitre II, § 3, formule (6); comme dans ce passage, nous
supposons ici que la derniere coordonnée £, de E est nulle; le para-
métre tang 0 = p qui figure dans la définition de F~, est pris égal
aT,. En suppposant que X appartient a la région x,, >0, nous appli-
quons aux fonctions F* (A, &) et G*(X, A), toutes deux harmoniques
par rapport 4 A, la formule de Green dans la région définie par les
inégalités simultanées

an>> o, L(O, A) <R, L(X,A)>mn, L(E, A)>mn;
en faisant tendre R vers 'infini et v} vers zéro, nous trouvons
(3)  FX, By=w,G*(X, &)
_”[G*(x Ay (AE)

‘[1,:0

w, étant la grandeur définie au Chapitre II, § 4. Appliquons mainte-
nant la méme formule, dansle méme domaine, aux fonctions F*(A, &)
et G*(X', A), ou X/ est le symétrique de X par rapport & a,, = o; nous
trouvons

O F*(A-E)

2o = J G*(X, 'X)]dsm
tm

—F (A =) Ja

(m—1) . g
6)  o=mG (X, 5~ [ [G”<x', AN )
Apy==0 dan
— (A, a)—g—a——)]ds,,.
Mais, pour &,, = a,,=o0, on a évidemment
* X dG*(X/, A) 0G* (X, A)
G(X, By =0r(x, m), EUn Ao SRR,

En ajoutant membre & membre les formules (5) et (6), nous trouvons
donc

' (m—1) X =

* = * o~ X/ JOF A., -

(7) F (X, &) = 2w,G" (X, .:..)——2f G*(X, A)————(—-—)
A py=0

da,, dSy..
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Or, d’aprés ce que nous savons, on a w,[1 + ®(0)]=1. D’autre
dF*(A, O)
0an
1 —m de la fonction N(A, O) du point A. En comparant les formules
(3) et (7), nous voyons donc que F*(X, O) est la partie positivement

homogeéne et d’ordre 2 — m de F(X, O).

Définissons maintenant les fonctions T,(v=r1,2,...,m—1)etd,
au voisinage de O, en décidant que ces fonctions sont indépendantes
de x,. Alors la fonction

part — est la partie positivement homogéne et d’ordre

T . OF JoF .
- am,m(}*)m(xa 0) -+ Z,Ty(X) d—%(x, 0) +‘P(X5F(X:Q)

est égale au produit de «,, par une fonction positivement homogéhe
et d’ordre — m, ce produit étant augmenté d’une fonction

O[Li+—m(X, 0)] (j>o0);

le résultat est semblable quand on remplace O par un point voisin
quelconque, situé sur la frontiére. On en déduit, comme dans le cas
ou les T, sont tous nuls, que

JE(Y,) 4+ 2Ty (V) DL () 4+ (Y u(Yo),

- am, m ( Yt) d.Z’\,

ou u est défini par (2) et Y, est le point qui figure dans la définition
de O, tend vers la limite o(Y) quand z tend vers zéro; de la résulte
encore, a ’aide du théoréme des accroissements finis combiné avec
une étude sur I'influence des termes O(z'+*), que Ou = o, ce que nous
voultons démontrer.

Si nous revenons maintenant au probléme général posé dans ce
paragraphe, sans condition de signe pour ¢ ni pour ¢, et sans condi-
tion de Holder pour ¢, qui doit seulement étre continu, sa solution va
maintenant se ramener a celle d’une équation de Fredholm. Soit c—y
une fonction continue et négative en tout point de @ — I, et valant
O(="), et soit Y — w une fonction positive, qui remplit sur S une
condition de Holder. L’inconnue doit étre dans & une solution régu-
liere de I’équation

: Fu—yqu=1f—yu;
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w« doit étre continu dans @ —+ § et remplir la condition

Ou —wu=—y—ou sur S.

Soit F(X, E) la fonction de Green relative aux opérations Fu — yu
et Ou — wu; d’aprés ce qui précéde, on a

(m)

(8) ou(X) =~ F(X, A) [f(A) — x(A)u(A)]dVy
5] |
' (m—1)
+f F(X, B)[o(B) — o(B)u(B)] dS;.
s ,

Réciproquement toute solution de cette équation de Fredholm est une
solution de notre probléeme.

On peut ainsi construire des fonctions de Green( ) sans supposer
" que ¢ remplit une condition de Holder. :

4. Signe d'une certaine fonction. — Prenons pour origine un point

donné O, situé sur $. La par tie positivement homogéne etd’ordre 2— m

de F(X, O) est positive et non nulle, tant que X est situé dans le plan
tangent a'S en O, ou du méme coté de ce plan que la normale intérieure;
F signifie, dans cet énoncé, la fonction de Green d’'un probléeme de
notre type (*). En effet cette partie de F ne dépend que des valeurs
prises en O par les fonctions.a, s et T,; nous supposerons donc que ¢
est négatif en tout point de M — I et que ¢ est positif sur tout 8.
Dans ce cas, si & appartient & @, F(X, E) est positif quel que soit X,
car il en est ainsi quand X est assez voisin de Z, et la fonction ne peut
atteindre un minimum négatif ou nul ni dans @ ni sur 8. Si E vient
en O, qui appartient a4 8, la fonction F(X, 0) est donc positive ou
nulle, quel que soit.X. Donc la partie positivement homogene et
d’ordre 2 — m ne peut étre nulle part négative, dans les conditions
enoncées. Mals, moyennant un changement de variables, cette partie
est identique a la fonction F(X, O) du Chapitre 11, § 3, formule (6),
qui est harmonique dans la région @, > o; or cette derniére fonction,
qui n'est pas identiquement nulle,ne saurait atteindre nulle part un

(*) Et méme des fonctions de Green au sens élargi.
(2) Cela subsiste pour des fonctions de Green au sens élargi.
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<

minimum nul; elle est donc toujours positive, ce qui démontre notre
proposition.

5. Fonctions d'un point d'une variété. — Jusqu’a présent, nous
avons considéré des fonctions d’un point de I'espace ordinaire. Mais il
n’est pas plus difficile de considérer le cas ou le domaine borné @
auquel nous avons affaire, appartient 2 une variété %, sur laquelle nous
ferons les mémes hypothéses que dans un autre travail (*). L’équation
Fu = f du type elliptique devra satisfaire aux hypothéses du travail
cité, qui reviennent & celles du début de ce chapitre quand ?’ se réduit
4 I'espace euclidien. Les hypothéses sur S seront les mémes que jus-
qu'a présent; si Y est un point de 8, Y, aura pour coordonnées m

Z’%) + O(2'+5), ou les

T” sont les composantes contravariantes d’un tenseur; I'opération ©
se définit alors.comme plus haut, et nous supposons que les T" rem-
plissent des conditions de Holder, et que ¢ est continu, ainsi que le
second membre ¢ de la condition ®u=9. 1l est inutile de reprendre
les raisonnements.

On pourra aussi, grace a l'artifice de symétrie employé dans le
travail cité (*), traiter un probléme mixte. On suppose que la frontiére
du domaine borné @, situé sur une variété 3 m dimensions, se com-
pose de deux parties ouvertes 8 et , a m —1 dimensions, et de leur
frontiére commune CG; ces ensembles 8, et C doivent satisfaire aux
mémes hypothéses que dans le travail cité, et en particulier on doit
avoir, lelongde G, X, sa*"w, w5 =0 ol les o, et les & sont les cosinus
directeurs des normales & B+ C et & S+ C respectivement; de plus
P'angle formé par S et ® n’est pas rentrant. On donne sur § soit les
valeurs, continues et continament dérivables, de u, soit une condition
du type de Neumann, c’est-a-dire une condition du type actuel avec
T"=o(v=1,2,...,m—1); sur & on donne soit les valeurs, con-
tinues et contintument dérivables, de w«, soit une condition du type

quantités de la forme y, — Z(Ega“'ﬁﬁjg—l— x,T

(1) Problémes mixtes et problémes sur des vanétés closes, relativement aux équations
linéaires du type elliptique (Ann. Soc. polonaise Math., t. 12, 1934, p. 1 & 54); nous
empruntons & ce travail quelques notations.

(?) Chapitre II.
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actuel, pourvu qu’on ait sur €

0y , s
2wy TV 53;5 =o0 (ty, paramétres relatifs a @).
¥

~ Pour la solution, il suffit de renvoyer au travail cité. Il est en réalité
inutile de rien supposer sur le raccordement des deux sortes de
données le long de @, pourvu toutefois qu’on adopte les définitions
qui seront exposées dans un autre travail, ol seront considérés des
points de discontinuité, formant des variétés a m — 2 dimensions (*).

() Résultats annoncés dans la Note Sur une nouvelle généralisation des questions relu-
tives aux équations du lype elliptique (Comptes rendus Acad. sciences, t. 198, 1934,
p- 885 2 887).



