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ÉQUATIONS A INTÉGRALES PRINCIPALES
ÉTUDE SUIVIE WVm APPLICATION (1)

1 ! PAR M. GEORGES GIRAUD.

Introduction.

La notion d^ïitégrale principale a été introduite/ par Cauchy pôw
le;s intégrales simples. Cette notion se présenté d'une façon toute
naturelle dans la lliéôrie des fonctions harmoniques de deux variables :
si l'on considéré une telle fonction, représentée par un potentiel
logarithmique de siMple couche, et si Fofi veut calculer la dérivée de
cette fonction^ en ijft point de ta courbe-stîpport, suivant la tangente
à cette courbe, le résultât s'obtient,, rûôyeïîîïatït certaines hypothèses
dé régularité, en dérivant soas le signé d'intégratian etenrëgardâilt
l'expression obtenue comme une intégrale principale au sefts de
Catichy. Ce résultât détend aux solutions dêséquations du type ellip-
tique à deux variables.

Le prdblèffîe dès ïnâfées dans un bassin {innité par des falaises
verticales a aïïïênél^abbé Bertrand (â), suivant une voie ouverte par

(1 ) Ce travail était à Pimpressîon quand MM. Hadamard et Vessiol/ ont bien voTilii me
signaler des travaux de M. ïricomi, se rapportanf au même objet; mentionnons les sui-
vants : Suite equaziom Imean alla démâte parziall di 2° ordine di iipo misto (Memone
délia A ÀGfîademia dei Lincéi, 0e série, t. 14, î^3, p. ï33 à â47)y spéeiaîeîïienÊ Cliap. VÏ,
§ ̂  p. ̂  ^t '..suivarïtes; Eqwuioni intëgmR conteneiïti il vtilor principal di ufi inîegralô
doppio {Mathenzadsche Zeitschrift^ t. ^/igây/ p. 87 à i33). Une Note aux Comptes
rendus (t. 199, 1984, p. 473 à 470 ) cotïîplète le présent travail.

(â) GASTON BÉnfRAND, Là théorie des moirées et les équations intégrales, Tfièsé, parue
dans Ànn, se. JEc. Norrn. sup. t. 40, 1928, p. i5i à 2ô8, spéciateniefit p. 201 à 247.
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Pôincaré, à un remarquable problème relatif aux fonctions harmo-
niques de deux variables : sur la frontière d'un certain domaine, dans
lequel celte fonction doit être harmonique, on impose à l'inconnue de
posséder une dérivée donnée suivant une direction donnée, non tan-
gente et non forcément partout normale à cette frontière. En cher-
chant à représenter la fonction inconnue par un potentiel logarithmique
de simple couche, on parvient à une équation qui, au premier abord,
ressemble à une équation de Fredholm, mais l'inconnue y figure sous
une intégrale principale de Cauchy. Complétant et rectifiant les
recherches de Poincaré, l'abbé Bertrand établit que, par le procédé
classique de l 'itération, les équations de cette sorte se changent en de
véritables équations de Fredholm, remarque qui ouvre la voie pour
résoudre le problème donné. Cependant, outre que l'abbé Bertrand
se bornait au cas où toutes les données sont analytiques, il ^étudiait
pas les cas où l'équation de Fredholm obtenue devient impossible ou
indéterminée; ces cas sont, il est vrai, exceptionnels, mais il est
nécessaire de les considérer : c'est ainsi que la fonction de Green
recherchée par l'abbé Bertrand est toujours inexistante, comme on
peut le conclure du ChapitreIV du présent travail, en remarquant seu-
lement que le. problème homogène correspondant admet pour solution
une constante quelconque. Au reste Fabbé Bertrand a lui-même
remarqué cette inexistence dans un cas particulier ( ' ), et il a indiqué
un moyen de traiter le problème des marées dans ce cas parti-
culier.

D'autre part des questions analogies se posent aussi pour un plus
grand nombre de variables. En particulier les dérivées tangentielles,
dans le cas d'un potentiel de simple couche correspondant à une équa-
tion générale du type elliptique à un nombre quelconque de variables,
s'expriment à l'aide d^une certaine généralisation des intégrales prin-
cipales simples.

Dans le premier Chapitre de ce travail, après une définition très
générale des intégrales principales, on introduit des noyaux d'inté-
grales principales étendues à des variétés closes à un nombre quel-
conque de dimensions; on suppose que ces noyaux sont continus

(1) îbid^ p. 234 à 289.
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quand les deux points variables sont distincts : mais quand ces points
viennent à se confondre, le noyau devient non borné, et il y a lieu
d'introduire le passage à la limite qui caractérise les intégrales prin-
cipales. On pourrait aussi, comme l'a fait M. Picard pour les intégrales
simples ('), considérer des noyaux pourvus de singularités fixes de
ce type : mais les problèmes visés, relatifs aux équations du type
elliptique, introduisent des singularités mobiles, comme celles qui
sont étudiées ici. Cette étude ne suppose pas que les différentes données
sont analytiques; on suppose seulement qu'elles remplissent certaines
conditions de Hôlder; il serait intéressant de chercher à remplacer
celles-ci par des conditions plus générales (2). On voit notamment,
dans le cours de ce premier Chapitre, le caractère général d'un phéno-
mène analytique, relatif à la composition de deux noyaux d'intégrales
principales, et déjà signalé pour les intégrales simples par Poincaré et
par l'abbé Bertrand.

Dans le second Chapitre, on étudie spécialement l'itération d'un
noyau du type qui se présente à propos des équations du type ellip-
tique; c'est l'occasion de retrouver le principal résultât de l'abbé
Bertrand.

Dans le Chapitre III sont enfin abordées les équations à intégrales
principales, pour les mêmes types de noyaux. L'idée directrice est
d'appliquer à l'équation intégrale une opération analogue à l'itération,
mais dépendant d'un nouveau noyau qu'il faut choisir de façon que la
nouvelle équation soit du type de Fredholm; cette opération est iden-
tique à l'itération dans le cas des intégrales simples, mais non dans
les autres cas. L'étude n'est faite complètement ici que pour les inté-
grales simples et doubles ; on verra que, dans ces cas, les trois théorèmes
fondamentaux de Fredholm sont encore valables, pourvu qu'on exclue
deux coupures symétriques par rapport à l'origine et tracées sur l'axe
purement imaginaire du plan de la variable complexe A, qui est en
facteur devant l'intégrale de l'équation donnée (3). Ce résultat s'applique

( 1) EMILE PJCABD, Sur les équations intégrales de troisième espèce {Ànn. se. Ea.
Nonn. sup., t. 28, 1911, p. 409 à 472); dans ce mémoire, les intervalles d'exclusion sont
plus généraux que ceux qui donnent les intégrales principales de Caiichy.

(2) Comptes rendus, t. 196, i933,-p. 5g5 à 597.
(3) Dans un prochain travail, on montrera que, pour les équations à intégrales princi-
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aussi à certains systèmes d'équations intégrales, utiles pour les équa-
tions du type elliptique. Pour certaines équations de première espèce^
avec intégrales principales simples, les trois théorèmes fondamentaux
deFredholm continuent à s'appliquer; mais si l'on est dans le cas d'un
pôle du noyau re^olyant, ce pôle est toujours @implç. Un exemple
montre que les procédés ici employés peuvent ne pas réussir pour
d'autres types de noyaux d'intégrales principales doubles.

Enfin dans le Chapitre IV ces résultats sont appliqués à la solution
de certains problèmes relatifs aux équations du type elliptique à deux
et à trois variable^; ces problèmes comprennent comme cas particu-
lier celui dont il a été question plus haut. On pourrait d'ailleurs traiter
directement au^si des question^ analogues relatives à certaines équa-
tions intégro-différentielle^ à deux et à trois variables, la condition à
la frontière pouvant être au^si intègre-différentielle (^); c'est à propos
d'un problème de cette sorte que l'abbé Bertrand employait le détour
d'un probj-ème auxiliaire, relatif aux fonctions harmoniques; l'étude
détaillée de ces équations intégro-différçntielles est renvoyée à plus
t^rd. On démontre ici que, si (es cosinus directeurs de la normale à la
frontière remplissent, par rapport aux paramètres, des conditions de
lïolder» et @i toute/s les fonctions qui figurent, comme coefficients ou
comme seconds membres, chns l'équation au^: dérivées partielles ou
dans la condition à la frontière, remplissent des conditions de Hôlder,
la discussion du problème est semblable a celle d'une équation de
Fredholm; en part iculier si le problème homogène? correspondant n'a
que la solution zéro, le problème donné a toujours une solution et une
seule. Lès hypothèses de régularité faites dans le Chapitre IV sopt
même un peu plus larges, mais alors l'opération du type elliptique
doit être prise dans up ^ens généralisé, comme dans ïin travail anté-
rieur ( 2 )»

pales (tordre au moins égal à trois et du type considéré ici, un noyau résolvant, méro-
morphe par rapport à X dans un domaine qui contient Faxe réel, continue d'exister, de
sorte que les trois thépr^nies fondamentaux de Predholm subsistent clans ce dopaino. Les
résultats dp Chapitre IV du présent travai.l seront ain^i étendus aux équations du type
elliptique avec n'importe cornbien de variables,

( I ) Comptes rendus, 1.191, iQSo, p. 478-480.
' ^} B^I,SG, mqt/i,, t, R6, ï93a, p, 24^ a 27%, a§î t 3i2, 3i0 à 3§%, et Emfca p. 884.
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CHAPITRE I.
PRELIMIÎîAIEES.

1. Noyaux sommables et remplissant des conditions de HÔldçr. —
Soit G(X, S) une fonction de deux points dans l'espace à m dimen-
sions (^-^i). Nous aurons souvent à envisager le cas où cette fonction
possède les propriétés suivantes :

Elle est continue quand X et S sont distincts et appartiennent à un
certain ensemble borné et fermé; de plus il existe un nombre positif X,
au plus égal à m, tel qu^on ait ( {)

G(X, ^")=0[L^-m(X, S)] ( o<À^m; L== distance);

enfin il existe un nombre positif À, au plus égal à un et à À, tel quon
ait

G(X,a)—G(Y, S^OtL^X.Y)^-7^1] (o</^i, 7^^),

en désignant par ^ ou par Z(X, Y, S), la plus courte distance du
point 2 au segment de droite XY.

Si ces hypothèses sont remplies, elles demeurent remplies quand on
y remplace h par n'importe quel nombre positif inférieur k. En effet
soit g un nombre déterminé, positif et inférieur à un. Si

L(X,Y)^L(X, ;£) ,
il est évident que

G(X, S1)=0[L^(X, Y)^^-7^,^, E)]=0[L^(X, Y)/^-771],

car on a ^L(X, S)); la même limitation a lieu pour G(Y, S), et par
suite l'inégalité visée est vraie dans ce cas. Si L(X, Y) <^L(X? S),
o n a L ( X , a ) ^ ^ L ( X , f l ) - L ( X , Y ) > ( x - é - ) L ( X , a ) 1 ;

(i) On emploie le symbole de Landau : z ̂  0(j) signifie que ̂  est borné; z == o(y)

signifie que ZL tend vers zéro,
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donc, si o <^k <^hy
G(X, a)-G(Y,a)=Op(X,Y)L^-w(X,a)]=0[V•(X,Y)L^- /^

^C^L^X, Y)^-^],

et notre vérification est terminée (1).
Cette hypothèse est vérifiée si, par exemple, G est du type

[<F(X)~ (,.?(£)] G^X, S),

où G^ vaut C^L"^), pendant que les —(a =1,2, . . . . m) existent et
valent C^L"'1""^), et que w remplit une condition de Hôlder avec
l'exposant À (ici et dans la suite, les coordonnées ou les paramètres
qui correspondent à un point X sont désignés par les minuscules
correspondantes affectées d'un indice, x^).

2. Théorème. — Soit H(X, S) une fonction de deux points X et& de
V ensemble borné et fermé E, dans l'espace ù m dimensions ( réi); on
suppose que cette fonction est mesurable par rapport à X, quelque soitS^
et que

. H(X, £)=0[-L^(X, 2)] (û<p^ /n ) .

Soiî G(X, S) une autre fonction, qui remplit dans E les hypothèses du
paragraphe 1 ; on pose

F(X,a)= f G(X, A)H(A, S)^ [dV^=d{a^ ,. ., ^)]. •
JE

Je dû que^ si X + p- <^ m. + Ay 071 û

F(X, a ) — F ( Y , a)===0[LX•(X, Y)/5^-^-^] (},+^<^-4-^),

k étant n importe quel nombre positif au plus égal à hy inférieur à 'X et
supérieur à X + JJL — m; si À + [M ^> m, F(X, S) remplit par rapport à X
Î/TÎ(? condition de Hôlder indépendante de B, û(w n^importe quel expo-
sant au plus égal à h et inférieur à \+[j.—m.

(1) L^hypothèse reste remplie après tout changement de variables, du type du para-
graphe 6.
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Considérons d'abord le cas où l'on a
4 L ( X , Y ) ^ L ( X , 2 ) .

Les parties de F(X, S) et de F(Y, S) qui viennent du domaine

L ( X , A < 2 L ( X , Y )

valent O^X, Y^-^X, S)] et a fortiori 0[L^(X, Y)/^-^].

• Dans le domaine 2L(X, Y) < L(X, A) < î̂ î l, on écrit

G(X, A) - G-(Y, A) =-: OrL^X. Y)!^--^, A)], H (A, £1) == OJLP-^X, S)],

eti'on trouve ainsi que la partie correspondante deF(X,ï ï)—F(YyS)
a encore la limitation précédente (c'est ici qu'intervient l'inéga-
lité k < A). Dans le domaine L(S, A) < L(x; ̂  on écrit

G(X, A) - G(Y, AÎ^OI'L^X^^.L^-'^X,^) H(A, a)==0[L^-7/^(S,A)],

et l'on a encore la même limitation. Enfin dans le reste de E on a

L(2,A)>!^', LtX,.»^,

et par suite
' x ^ MX. A)3<î^^A~)<6^•

on a donc à intégrer 0[L/<(X,Y)L^-^^/72(X, A)]; si 1-+- ̂ <m ̂ h,
cela donne toujours la même limitation; si 1 -+- ;x> m, la fonction à
intégrer peut aussi être écrite sous la forme

0[Ï./'(X, Y)L'À-+-lx-/--2m(X, A)] (À-^. / / , A - < À - 4 - ^ . — w ) ,

et l'on voit ainsi que
F(X,a)-FY,a)=0[V-X,Y)] .

11 faut maintenant considérer le cas où l'on a
4 L ( X , Y ) > L ( X , a ) . 1 ! ! , • :

On peut supposer qu'on a en outre 4L(X, Y)>L(Y, S), sinon les
raisonnements précédents s'appliqueraient mutatis mutandis. De plus

Ann. Éc. Norm., (3), LI. - FASC. 3. ^
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il suffit de se borner au cas où l'on a A4- 'y^m, car autrement on
remarquerait que

F(X, E)=0[L^—(X,a)],

et l'on raisonnerait comme au paragraphe 1. Si X+ [^m, la partie
de F(X, S) qui provient de la région

^x.AxHÏ^)
2

vaut
OrLX+^x ^ )1 == J ̂ "(X- Y)/^-'"-^ si À + p. < m + /<-,

)0[I/(X,Y)] si^+^. Sw+Â- .

Dans la région L(S, A) < L(x- a), la même limitation est valable. La
«a

partie de F(X, S) qui correspond à la partie restante de la région

L(a, A ) < 8 L ( X , Y )

s'obtient en intégrant OIT^-2" ,̂ A) et elle vaut par suite

0[L^-»'(X, Y)]

si À+^>m, ou G^og^x^] si ̂ i^^; dans le premier
cas on retrouve les limitations précédentes; dans le second, on

remarque que, pour a;>i, on a loga;^. d'où le même résultat.

Ainsi ces limitations sont valables pour les parties de F(X, S) et
de F(Y, B) qui proviennent de la région L(H, A) < 8L(X, Y). Dans
la région

Lf£. A)>8L(X, Y),
on écrit

G(X, A) -G(Y, A)==0[I7'(X,Y)I^-A-'»(X.A)'j,
car

L(X, A ) ^ L ( a , A ) - J . ( X , a ) > 4 L ( X , , Y ) ;

on peut aussi, dans cette limitation, remplacer L(X, A) par L(X A),
car on a L(B, A) > 2L(X, S); ainsi l'on doit intégrer

L^X.Y^L^-i-^E, A)]

dans la région Lo>L(B, A)> 8L(X, Y), en désignant par L, une
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longueur supérieure au maximum de L(S, A) quand A et S varient
dans E : on achèye ainsi db vérifier la limitation annoncée.

Comme cas particulier, nous voyons que si X + ;j- est inférieur à m,
la fonction F satisfait auœ hypothèses du paragraphe 1, à condition de
diminuer h s'il est égal à X.

Si H est indépendan t de S, le théorème s'applique en prenant p=== m;
F remplit donc une condition de Hôlder avec l'exposant h si ^<X.
Dans certains cas, où h est égal a X, l'exposant de cette condition de
Hôlder peut encore être pris égal à h ( ').

3. Nouvelles hypothèses. — II arrivera que nous ayons besoin d'in-
tégrer tantôt par rapport au premier point, tantôt par rapport au
second. Pour ce motif, et pour un autre qu'on verra plus loin, nous
serons amenés à supposer que les hypothèses du paragraphe 1 sont
remplies dans les deux cas par la fonction G(X, 23).

4. lîitégpales principales, — Soit E un ensemble borné et fermé de
l'espace à m dimensions, contenant les ensembles mesurables E(7i)
(^==1,2 , . .., co ) dont chacun est compris dans le précédent et dont
les mesures tendent vers zéro. Considérons une fonction F(A), non
sommable surE, mais sommable sur chacun desE—E(^) ; s'il arrive

^<m)

que lim f FdV existe, cette limite peut être nommée l'intégrale
^>^J^^(n;

principale de E dans F et être désignée par la notation ordinaire
/»(w)

f F^V; mais la famille des ensembles d'exclusion E(?i) doit être
^'is
spécifiée, il n'est pas nécessaire d'avoir seulement un ensemble
dénombrable d'ensembles d'exclusion; ceux que nous allons intro-
duire pourront varier d'une façon continue.

Soit par exemple F(A) une fonction positivement homogène (2) et
d'ordre —m par rapport aux coordonnées de A, Porigine des coor"

(1) Voir Ânn. se. Éc. jNorni. sup., t. 49, 1932, p. i à io4, et '245 à 3o8^ spécialement
Chapitre ï, paragraphe 1 et paragraphes 7 à 9, p. 3 et 4 et 9 à i3. Voir aussi EBERHARD
HOPP, Math. Annalen, t. 34^ 1931, p. 194 à a33, spécialement p. 197 à '206.

(2) C'est-à-dire que si l'on multiplie les variables par un même facteur posit-if t, la
fonetien est %yltipli.é& pftr ^"^ 1 1
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données étant intérieure à E; on suppose que cette fonction est con-
tinue partout ailleurs qu'en 0, et qu'il existe une forme quadratique

/{m}
définie positive ^.pÂa.p^a^p telle que l'intégrale FrfV étendue à
la région
( î ) ^<2aJ5Aa,fJâœap<:Ç2 1 (o < f\ < Ç)

soit nulle quels que soient"/] et ^(condition remplie si la nullité ^ lieu
pour un système particulier de valeurs de Y] et de Q. Alors l'intégrale
principale dans E sera, par défini t ion, la limite de l'intégrale étendue
à ce qui reste de E quand on exclut les régions
(2) lL^K^ay.a^<rf~ (7î->-+-o);

cette définition, répétons-le, suppose que 0 est intérieur àE. La condi-
tion indiquée est évidemment nécessaire et suffisante pour que les
domaines d'exclusion (2) fassent tendre l'intégrale vers une limite.
Si w==i , on retrouve les intégrales principales de Cauchy.

5. Théorème- — Si F est une fonction positivement homogène et
d'ordre — m, continue partout sauf en 0, et si son intégrale étendue à
la région (ï) est nulle ̂  on peut prendre comme régions d''exclusion

(3) ^a.pAa^aa^^T^ ^-^/(A),

où/est une/onction de A valant O^'ÇO, A)] (A > o); la limite pour
ïj == o est indépendante du choix de j\

En effet, puisque / est bornée L(0, A) vaut O(Y]); d'autre part,

/ (///)
l'intégrale | F | rfV, étendue à la région

.̂  ̂ /^^//^ ̂ ^^a,p Oa ap < y/2-h À-r/^,

où k est une constante, et où Y] est assez petit pour que le premier
membre soit positif, vaut O^log/^ ^J ̂ J^); cela démontre notre
proposition.

6. Variétés closes.—Nous désignerons par V une variété close à
m dimensions.Voici ce que nous entendons par là. Une certaine région
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Vi de V se compose de points définis par m coordonnées ou para-
mètres x^ x^ .. ., x^j et le point qui a les mêmes coordonnées dans
l'espace euclidien à m dimensions peut lui-même varier dans une cer-
taine région fermée et bornée ûli. Une autre région ^3 de V se com-
pose de même de points définis par m coordonnées ^, ^, .. ., t^ le
point correspondant pouvant varier dans une autre région dîla, bornée
et fermée, de l'espace euclidien à m dimensions. Et ainsi de suite pour
un certain nombre de régions ^(n==i , 2, .. ., TI,), qui recouvrent
tout V. Mais on veut que chaque point de V, en particulier ceux qui
sont sur la frontière d'un des "V,i, c'est-à-dire ceux qui correspondent
à la frontière d'un des (Jin, soit intérieur à au moins un des Vn;
cela nécessite que certains points soient intérieurs à la fois a au moins
deux régions V,,. Supposons en particulier que Vi et Va aient une
région commune; cela se traduira en indiquant la région de cil, et la
région de cR-a qui correspondent à cette région commune, et en indi-
quant aussi les fonctions Xy, de t^ t^y . . ., trn ( a==î , 2, .. . , m ) qui
définissent la correspondance entre les deux systèmes de variables;
cette correspondance devra être biunivoque entre les régions consi-
dérées de (K^ et de (R^; nous supposerons de plus que les dérivées de
ces fonctions x^ des variables ̂  existent et remplissent des conditions
de Hôlder avec un exposant A qui devra être le même pour toutes les
fonctions analogues servant à établir la correspondance entre deux
régions Vn q^i o"t une partie commune; les jacobiens ne devront
s'annuler nulle part. Quand on aura indiqué tout cela, on aura défini
la variété close V; le mot clos signifie ici qu'il n'y a pas de frontière :
l'ensemble V est à la fois fermé et ouvert, puisque tous ses points lui
sont intérieurs. Cette variété V n'est pas nécessairement d'un seul
tenant ; nous devrons toutefois supposer qu'aucune de ses parties
n'est unilatère ( '). En conséquence nous supposerons que tous les
jacobiens des transformations par lesquelles on passe d'une région^,
à une autre, sont positifs.

Nous nous donnons en outre sur V un certain tenseur d'ordre m,
covariant et symétrique gauche, dont la composante est positive quand

(•') Voil* Arm. se. Éc, Norm. sup., t. 43, 19267 p. i à 128, spécialement; Chap. I, para-
graphe i, p, 6; plus loin/pour la définition du sens suivant lequel une intégrale est prise,
se reporter au paragraphe 2, p. 7.
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les indices sont pris cEan§ l'ordre naturel ; 0 sera cette composante posi-
tive; on suppose qu-ê û remplit dans chaque (R^ une condition de
HÔlder avec l'exposant h. Dans là région eoiïiïnune à (K^ et à ^la on a,
par définition de ce teaseur,

0 (̂>i, ̂  ... ,^m) r.
"T^-TT——-————————Y^X,

a ̂ ^ (.2, . . . , c'/%^

ûx otîlr étant les expressions qui correspondent respectivement aux
variables x^ et aux variables t^ Alors
(4) iW(^^, ....^)-==^V

sera, par défînitiOB, la mesure d'un élément de 'V dâîïê ̂  ; défiîiition
semblable dans les autres ̂ .

7. Fonctionâ définies pat des intégrales principale^ étendues à iine
variété close. — Sôît d'abord p(A) une fonction d'un point A de la
variété close V. Nôtïs supposons que celte fonction est hôlderîenne,
c'est" à-dire que tes fonctions de rn variables qui la représentent dans
chacune des région^ (R^ sofit tôtttês hôideriênnes. Diaprés leô hypo-
thèses du paragraphe précédent, l'exposant hôidefierï est le même
pôui* les diffèrenles représentationsde p qui corÈtôspondent à une
région comraune à défix ou à plus de deux Vn.

Soit maintenant G-a (X, S) une fonction de deux points X étâde ̂ ,
t^mplissant les hypothèses du paragraphe f , donc en partiôuflier con~
fifiiïê quand X et S soiït distincts, et valant ÔIL'^-^^X, Ê)î(o <A^m)
siX etS sont assez Voisins pour appartenir à un mérne Vn, Cas où la
distance sera évaluée dans la région euclidienne côïTespôndante ûtn :
si X et S font à la fois partie d'au moiw (ÏetïX ̂  distincts, il eât dâîr
qae l'hypothèse remplie avec t^s parânîéÉrês de l'un entraîne qu'elle
e&f tênïptié âu^si ww Ici parsfcfïïètrê^ des autres. Là conEditiorï

G,(X, A) —G,(Y^ A) -^O^U^X, Y)^-^^], (o<A^x, , .À$} . )

d^vra avoir lieu m X, Y et A.appârtiertné-nt à Hïï même ̂ , le sêg-
ffiéfît XY étaïït rectiHgne dans ̂ ; si X et A n'apparfiennenf pas à un
même ̂ , on suppose que Ga est^ relativement à X, hôîderien avec
l'exposant A. Cette fonction Ga pourra être définie el remplir cm eon"-
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dirions sur V entier ou seulement sur une région de 'V. Dans certains
casy nous supposerons que 62 remplit les hypothèses du paragraphe 8y
soit sur V entier, soit sur région de V, c'est-à-dire que les hypothèses
précédentes restent remplies après échange des rôles des deux points-
Quoi qu'il en soit, la fonction

(m)

(5) ^W=f G,(X,A)p(A)^,

où rfV est défini comme k la fin du paragraphe précédent, est bien
définie pourvu qu'on précise le sens de V suivant lequel Fiïîtégrale e&t
pme : ce sens sera défini par n'importé lequel de^ systèmes <tê
variables tels que x^ x^ .. ., x^ qui sont attachés aux différentes
régions Vn (car on suppose que lêsjacôbienâ softt tous positifs). Cette
fonction Fa est hôlderienne sur la région de V où les hypothèses sont
satisfaites et à laquelle l'intégrale est étendue (elle le serait même si p
était supposé borné et mesurable sans plus); Cette région peut ecrm-
prendre la totalité de 'y,

Mais nous nous proposons de définir une fonction par une intégrale
principale étendue à 'V. Pour cela nous devons nous donner sur V un
tenseur double, covariant et symétrique, Aa,^; ce n'est pas nécessaire-
ment celui par lequel nous définirons, s'il y a lieu, une métrique
sur V. Pour tout point X de V, nous supposons que la forme quadra"
trique1 .Sa,^Aa,p(X)^a<3 ^st définie positirê (nous ïï^emplôyôns pas iûi
les notations tensorietlê^; notamMefïi nous ff 'employons pas leâ
indices sapétieur&). Si les A^p sont tes composantes relatives aux
paramètres a;a de la région V^ et si les A^p sont les composantes rela-
tives aux paramètres ^ de la région V^y on a dans là région communey
par définition des tenseurs,
/ r \ \' v A À ^T ^XQ
(6) , - A^^ôA^o^^.

Nous supposons de plus que les A^ sont, chacun dans la région cor-
respondante, des fonctions hôlderienties des paramétres correspon-
dant à la région;l'exposant holderien est À.

Soit maintenant G(X,Ë) une fonction de deux points X et M de/y.
On suppose que cette fonction ou noyau est continue dès que X et 2
sont distincts, et qu'elle est hôlderienne avec l'exposant h relative"
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ment à X si X et 3 n'appartiennent pas à un même 'V/,. Supposons
maintenant que X soit intérieur à 'Vi; alors si Y] est. assez petit, la
région
(7) ^a,pAa.p(X)(^—Ea)(^8-~^))<^'2 ( ï î>o)

appartient à ^,. En vertu de nos hypothèses, on prouve aisément
l'existence d'une constante positive r^ indépendante de X variable
sur Vy et telle que, pour l'une au moins des régions Vn qui con-

tiennent X, la région analogue à (7) soit intérieure à cette région V,,
dès quer j<y]^ . On suppose qu^en tout point X de V, après avoir
choisi une région ̂  à laquelle X soit intérieur, la rég-ion ̂  pour
fixer les idées, on peut, dès que Ë appartient aussi à V,^ écrire

• - G(X, S)=G,(X,a)-4-G,(X, S),

où G 3 remplit les hypothèses du paragraphe 1, comme il a été dit un
peu plus haut; quant à G,, il peut s^écrire

G,(X,a)=GÎ[>,,-^, ...,^-^); ^(X), ..., ^(X)J;

les fonctions ^(y =1,2, . . . , ^remplissent par hypothèse des condi-
tions de Hôlder avec l'exposant A; on suppose que les fonctions

rîf^ *
GÎC^ ..., ûj^; p,, ..., P//) et ——1 •

existent et sont positivement homogènes d^o rd re—m par rapport
à c o , y coy, . . . , co,,,; ces fonctions sont d'ailleurs continues sauf quand
tous les coa sont nuls; on suppose encore que les 4-11 existent et sont

U(t)(^

continus, sauf quand tous les co^ sont nuls; ces mêmes dérivées sont
par suite positivement homogènes d'ordre — m—i par rapport aux
c0a- Enfin on suppose que Pintégrale

/-*(/")
j Gi(X, A)^(a,,. .., a,,,),

étendue à la région
^2<^a,pAa^(X)(^a~^a)(^p--^)<Ç2 . (0<77<Ç), :

est n allé. Alors l'intégrale
(8) y(X)=f G(X,A,)P(A)^VA1 1 1 1 1 1 1 ' ' '1 ! ! ! 1 : 1 1 1 . 1 1 1 1 - , , 1 1 1 1 1 ! ! *Ac : • ! , . ! ! . i l . ! !
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peut être définie comme intégrale principale, les régions d'exclusion
étant

^a,pAa,p(X)(^—. ffa)(^--^)<r/2 , ( ' /î>o);

on le voit en remplaçant successivement p(A) par p (X) et par
p ( A ) — p ( X ) , puis en ajoutant les résultats. On peut prendre aussi
comme régions d'exclusion les régions plus générales qui se déduisent
immédiatement des précédentes (§5), et, grâce à cette généralisation,
il y a accord entre les différentes façons de définir les régions d'exclu-
sion correspondant à un point X qui appartient a la fois à plusieurs V/,.

Dans une région commune à ̂  et à V^y la fonction analogue à G^
pour le système des variables ^ est G^ | S^(^—^p)-^5 ^ ( X ) ^ °ù
les u^ sont les variables qui correspondent au po in tA; bien entendu
les c,<(X) sont exprimés à l'aide des variables ^3. En effet si l'on regarde
cette expression comme une fonction de X et des différences ^—^3,
elle est évidemment positivement homogène et d'ordre —m par rap-
port à ces différences. Nous allons établir maintenant que

G;[.xa-^.aî ^X)]-GÎ[^(^-^)^; p,(X)]=0[L^(X,A)],

résultat qui achèvera notre démonstration. Il suffit même d'établir ce
résultat quand L(X, A) est inférieur à une longueur positive donnée Y];
or on a

! ! ! ' ' r ) r : ! ! !

^-aa-2p(/p-^)^==0[L^(X,A)]; J

si donc on définit lesya par les relations
^ , , àxy.

Ja—^a=^(^—^)^ î

on a
L(X/Y)=0[L^(X,A)] ;

si L(X, A) est inférieur à un nombre r\ assez petit, on en déduit
2 L ( X , Y ) < L ( X , A ) ,

et par suite la plus courte distance Zde A au segment XY, tracé recti-
lignement dans ^l,, est supérieure à L^—); la différence à évaluer

Ann. Éc. Norm.,(3\, Lî. — FASC. 3. ^0
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vaut alors
0[L(X,Y)^—]=0[V- W (X,A)^ ,

ce qu'il fallait démontrer,
Remarquons en outre que la fonction

K(X,A)=Gî[^a-^aî^CX,); l -Gî[^a--aa;^(A.) ]

remplit les hypothèses du .paragraphe 3, à condition de prendre égaux
à -1 les nombres désignés par A et par h dans l'énoncé de ces hypo-
thèses, En effet on a d'abord

K(X,A)^=:0[L/l-^^(X,A)],

D'autre part, si l'on suppose 2 L(X, Y)<L(Xy A), on trouve en
appliquant le théorème des accroissements finis séparément aux deux
parties de K

K(X,A)-K(y ,A)==0[ (L^X,Y)L^^(X,A. ) ] ;

la limitation de K donne aussi, toujours pour aL(X, Y^<;L(X, A),

K,(X,A) -K(Y,A)=0[L^ W (X ,A) ] ;

de ces deux limitations d'une même quantité, Von conclut
h

• K ( X , A) — K ( Y , A)= 0['lf(X, Y)L-^( X,A)].

Ceci nous montre bien que la fonction K(X, A) remplit, par rapport
au point X, les hypothèses du paragraphe 1 ; on vérifie de même ces
hypothèses relativement au po in tA , de sorte qu^on est bien dans les
hypothèses du paragraphe 3.

Si donc Os remplit aussi les hypothèses du paragraphe 3y la fonc-
tion G(X, A) satisfait aux hypothèses actuelles aussi bien par rap-
port au point A que par rapport au pointX (avec changement éventuel
de À et de À).

8. Condition de Hôlder remplie par la fonction représentée. —
Nous allons prouver d^abord que, si X varie dans une région V1 inté-
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rieure à V^ la fonction

(9) Ç Gi(X,A)rf(^ ...,a,,)
tAy

remplit une condition de Hôlder d^exposant A. Soit en effet ï]o un
nombre positif tel que, si X varie dans V1, la région
(10) 2a , t3Aa ,p(X)(^a—^a) (^P— ^?) < '̂

ne cesse pas d'appartenir à Vi ; soit d'autre part Co un nombre positif
tel que la région L(X, A)<^o appartienne a la précédente, quel que
soit X dans V'- Donnons-nous deux points X et Y de V, et suppo-

V
sons L(X, Y ) < ^ - L'intégrale prise au point X ne change pas si, du
champ d'intégration, nous retranchons la région (10). D'autre part
l'intégrale étendue à/V, dont on a retranché (10), est une fonction
hôlderienne de Y avec l'exposant h, t an t que Y reste dans la région

• HX^YX^

II reste donc seulement à évaluer l'intégrale
^(/»)

/ G,(Y,A,)<-/(a,, ...,a,,)

étendue à la région (ïo); or si l'on étend l'intégration à la région

(il) 2a,^Aa,p(Y)(ra--^a)(,rp~ûîp)<^^

le résultat est zéro; il suffit donc d'intégrer dans la partie de (ïo) qui
n'appartient pas à (iï)/puis dans celle de (u) qui n'appartient pas
à (10), et de faire la différence. Au lieu d'exécuter directement cette
opération, nous comparerons rintégrale étendue à

2a,?Aa.p(X) ( ja—^a) (j^— ̂ ) < ̂ ^

d'abord à l'intégrale étendue à (n), puis à l'intégrale étendue à ( io>
La différence avec l'intégrale étendue à ( î i) revient à une différence
de deux intégrales, étendues chacune à une région intérieure à
^[i -„ HA(X, Y)] < 2a,pAa,p(X)(ja- ̂ )(jP - ̂ ) < ̂ [i + À-L^X,Y)]

(À'==COïÏSt.),
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et le résultat est OfL^X, Y ) ) ; la différence avec l'intégrale étendue
à (10) donne 0[L(X, Y)], ce qui achève notre démonstration.

Or la fonction F(X) définie par (8) peut s'écrire, si X appartient
à ̂

£(/«)
. F(X)==p(X)^(X) G,(X,A)</(ai,...,^,)

V'

+ f G,(X, A)[p(A)i2(A)-p(X)^(X)]rf(a,, ...,a,,,)
«A'i

+f G,(X,A)p(A)r fVA+ f G(X ,A)p (A) r fVA.
»yy i/̂  _ ̂

Si V exposant hôlderien k de p esl inférieur ou égal à h et inférieur
à X, on voit que F(X) est hôlderien avec Vexposant k. Cela subsiste
parfois pour k == A(§ 2) ( ' )-

9. Premier cas de composition des noyaux d'intégrales princi-
pales. — Soit G(X, A) la fonction du paragraphe 7; il suffit que la
fonction Ga remplisse les hypothèses du paragraphe 1. Soit d'autre part
H(X, A) une fonction qui remplit les hypothèses du paragraphe 3 sur
"V entier. En nommant p une fonction holderienne d'un point de V,
nous formons les fonctions

( 1 2 ) cp(x.)==r G ( X , A ) P ( A ) ^ V A ,
tAy

(13 ) 4 - ( X ) = ^ r ' M ( X , A ) y ( A ) ^ V A ,
v ^

où l'intégrale qui définit ç est une intégrale principale- Nous voyons
que 4'(X) est une fonction holderienne avec le même exposant k que p
si l^on a à la fou k^h et k<^\, et aussi dans certains cas où ^====1.

Nous allons démontrer qu'on a

( 1 4 ) ^(X)=f p (a )^ m H(X,A)G(A,£ )^VA^V3,
»/<^ i^^

(1) Pou^ia démonstration relative au second terme de cette expression de F(X), voir
Ann. sc,Éc. Norm. sup^ t. 49, 1932, article cité, Chapitre ï, paragraphes 7 et 8, p. g
à 12 cette démonstration est ici très simple.
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formule qui exprime l'ordre dans lequel les intégrations doivent être
effectuées. Nous verrons de plus que la fonction quimultiplie p(S)f/Vs
sous le signe d^ intégration^ c'est-à-dire

. F (X ,a )=^ ^ ï - [ (X ,A)G(A,S)^VA,
J^

satisfait aux hypothèses du paragraphe 1. L'intégration relative à A
doit être regardée comme une intégrale principale où les domaines
d^exclusion sont
( 1 5 ) ^a.pAa^(a)(^-a.a)(E^-ffp)<y22-^0[r/2L /<(£,A)] (T Î>O) ;

les distances sont évaluées dans l'une des régions euclidiennes dl,/
qui contient à la fois les images des deux points dès qu'ils sont assez
voisins l'un de l'autre.

En désignant par 'V{r\) la variété V dont on a retranché les pointsB
satisfaisant à (i 5) (en prenant nul le second terme du second membre;
peu importe, si A appartient à plusieurs Vn, le système choisi pour
les paramètres), on a tout d'abord

/,(/«) ^(m)
4 / ( X ) = ^ H ( X , A ) l i m | G(A.S)p(S)6AWVA,

J'y '00 *•'• ^ffr)

ou/puisque l'intégrale étendue à V(r^) tend uniformément vers sa
limite,

^(m) ^{m}
( J ; ( X ) = = l i m / 1 H ( X , A ) y G(A,S)P(S)^VS^VA. - '

ri-^oj^f ^VC/i)

Maintenant on a en réalité sous le signe de limite une intégrale
d'ordre 2m portant sur unefonction sommable, ce qui permet d'inté-
grer d'abord par rapport à A. Nous nommerons donc ^(^) la
variété V dont on a retranché les points A satisfaisantà(i5); onaalors

^(X)=lim f^pCS) ' ( m H(X,A)G(A,a)^V^ZVs. • •
r^oj-.y •A\('/i)

Nous devons prouver que

(16) ! f^p^) f^ H(X,A)G(A/a)^YArfVE : : . - • •
J^ ^—.^\(Ti)
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existe et tend vers zéro avec Y]; nous ferons la démonstration dans le
cas où A est égal à h, ce qui suffît évidemment. Tout d'abord l'exis-
tence de cette intégrale revient à l'existence du second membre
de (i4). II est évident que la fonction F existe et est continue quand X
est différent de a. Pour étudier le cas où X tend vers S, posons
(17) ^=^^^(^)(^-^)(^-^) ( Ç > o ) .

Nous intégrons d'abord dans la région ^(40; nous supposons, sans
pour cela restreindre vraiment la généralité, que S est intérieur à une
région ^ intérieure à V,, et que V ~ ^ ( 4 C ) est intérieur à ^.
I/intégrale étendue à V - V^ est alors bornée; l'intégrale étendue
à ^ , ,—[^—y,(4C)j peut s'évaluer dans la région euclidienne <^,,
où l'on doit intégrer dans la région tfl, d iminuée de

^ L ( E , A ) = O a ) ,

une fonction valant O^-^Ë, A)]; le résultat est O^-^). Passons
maintenant à la région V, ÇQ - ̂ ,(40; on a dans cette région

G-(A,£)==0(ç-/);

d'autre part l'intégrale de la valeur absolue de H, étendue à la même
région, vaut O^) ('); on a donc encore O^"^) pour cette région.
Reste entîn ^—V.(Ç); on a évidemment

d'où

F' G(A.S)rfV^Or^),
.(/»)

^-^(Ç)

^(w)

A?—^rÇ)

•^—^(Ç)

^(w)
H(X,£) t , . G(A,Ë)^VA==O(Î^W).

^—^rÇ)

Mais, dans cette même région, on a

donc
.H,(,X, A) - H(X, S) == 0[L^(A, S) L^(X, S)];

^(w)
f [H(X,A)-H(X,S)1G:(A.a)^VA==:OrL^^(X,a)1*AV_,̂ (!;) • L v / / ' "

^ Ann. SC.ÉC.. Nmn. sup^ t. 46, 1929, p.ï3x à %45, spécialemeat note de la pa^e i38.
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Donc la fonction F vaut 0[L/'~"'(X, S)], et par suite elle est sommable.
Il nous reste maintenant à montrer que l'expression (16) tend vers

zéro avec Y]. Soit 'Va(^) ce qui reste de I7 quand on en retranche les
points S de la région

^,pAa,f3(S) (Ea— -t-a) (£(3- a-?) < -^ (-/i > o).

Si S appartient à ^(aYj), on peut écrire encore pour les points A
de^-^(-n)

H (X, A) - H ( X , S) =0[L / '(A, 2) L-'^X, £)];
d'où

,(m) /.('•")
r p(S) ^ [H(X,A)-H(X,S]G(A,E)rfVA^Vï

•^V^vri) ^V—VM
/<('") / R \

== / 0 |y'L-'"(X, S)] rfVa= 0 [ï/' log - 1 ,
>-'OT tl-r.\ ^ '
-V^)

où B. est une constante; ceci tend vers zéro avec ri. De même

f""' H(X,E)p(Ë) f"'" GC^a^V^Vs^r1"" 0[^V-'»(X,S)]rfVs,
,̂(2'P,) ^V-V^-I) ^V^î-n)

qui tend vers zéro.
Si a appartient à V— Vy (a-/]), nous introduisons le nombre ̂ défini

par (17); on a alors ^<-q. Le domaine d'intégration de A sera alors
décompose en trois parties : i° le domaine V—^,(0; 2° la partie
commune-à ^,(0-^(-/]) et à V - ̂ (0; 3° la partie commune
à V. (0 et à V, (0 - V, (vi). Si l'on remplace H(X, A) par H(X, S),
le résultat pour ^-^i(0 tend évidemment vers zéro. Dans
y-^(Ç), on limite maintenant H(X, A) - H(X, S) comme il a
déjà été fait plus haut; on trouve ainsi, après la première intégra-
tion O '̂-"1), et par suite C^r/') après l'intégration relative à S.
Dans V - -Vo(0, on a G(A, S)= O^-"1); on a donc encore O^-"')
après Pintégration relative à A dans le domaine commun avec
^ (-Q_y,(yi), et par suite OW comme résultat final. Dans la
partie commune à ,̂(0 et à ^(C) - V.W, la fonction intégrée

vaut 0[L/'-2ftl(X, A)], car ̂ |̂  reste compris entre deux nombres
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positifs fixes; l'intégration relative à A donne donc encore O^"^),
d'où 0(r/') comme résultat final.

Donc l'intégrale (16) tend vers zéro-avec T], La formule (ï4) est
établie, et nous savons en outre que

( 1 8 ) F(X, S) = f '" H(X. A.) G(A, S) dV^ 0 [L^(X, S)]. •
•A7

Achevons maintenant de prouver que cette fonction remplit les
conditions duparagraphe L

II est tout d'abord évident que, si X etïï n 'appartiennent pas à un
même Vn, la fonction remplit par rapport à X une condition de Hôlder
avec n^ impor t e quel exposant inférieur à A.

Si X et S appart iennent à un même V,/, soit Y un point tel qu'on ait

4 L ( X / Y ) ^ L ( X , £ ) ;

L(X, Y) doit aussi être inférieur à la moitié de la plus courte distance
de S à la frontière de V,/, laquelle peut être, sans inconvénient,
supposée supérieure à une borne positive fixe. Dans la région
L(X, A) <ûL(X, Y), les intégrales

. , ( H ( X , A . ) G ( A . 2 ) ^ V A et f H ( Y , A ) G ( A , 3) dV^

valent Oj^L^X, Y^-^X, 3)]. Dans la région L(S, A)OL(X, Y),
qui n'empiète pas sur la précédente, les intégrales

^[H^ A) - H (X, S)] a(A, S) d'V^.

et
^ J l ( w ) [H(Y,A)-H(Y,a)]0(A,a)JVA ' , • ^

ont cette même limitation, ainsi que ladifférence

1 1 ̂  ^ •̂  1 1 ; . 1 : 1 1 ..[^^^^^{Y,^)]^^ l l l i l - .

car rintégrale qui figure dans cette dernière expression, est bornée.
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Dans la partie restante de L(S, A) <; '"7 ' ? on a

/(ni.) r- T / V ÏT \
[H(X,A)-H(Y,A)]G(A,a)^VA=0[L^(X,Y)Iog^^ •

de même cette limitation est valable dans la partie restante de
L(X, AX^^ Enfin si L(X, A):^^ et L(3, A)> L(x^, le

rapport ' " ' " r reste compris entre deux nombres positifs fixes, de
sorte qu'on trouve (^[L^X, Y) L^\X, &)]. Comme la fonction
^logf-)? où £ est positif, a dans l'intervalle (o, L) un maximum

v"6 /
égal à -^î on voit que dans ce cas les hypothèses du paragraphe i se
vérifient, à condition de remplacer h par n'impprte quel nombre
positif moindre-

Si maintenant on a
1 / i L ( X / Y ) > L ( X , £ ) ,

le raisonnement du paragraphe 1 achève la démonstration.

10. Deuxième cas de composition des noyaux d'intégrales princi-
pales. — Reprenons les fonctions G et H du paragraphe précédent; il
suffit pourtant ici d'admettre que H rempli t les hypothèses du para-
graphe 1. Nous nous donnons en outre une fonction ç mesurable et
bornée sur V. Nous posons cette fois

(19) y ( X ) = = ^ m ï î ( X , A ) p ( A ) ^ V A /
«-/y

(ao) ' ^(X)==r G(X,A)cp(A)r fVA; •
1 , ! , '«/^ ! 1 1 , ! 1 1 1 ;

la/onction ̂  remplit une condition de ïîôlder avec n importe quel eocpo-
sant k tel qu'on ait simultanément k ̂  h et k < À, et aussi dans certains
cas avec l'exposant A-==X (ceci suppose que les nombres X et h sont
les mêmes pour H et pour Ga)-

36Aitit. Éc. Norm., (3), LL — FASC. 3.
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En outre nous allons démontrer que

( 2 1 ) ^(X^t^S) f 'G(X,A)H(A,a)^V^Vs,
Jc^-i *Ay

formule dans laquelle l'intégrale relative à A est une intégrale princi-
pale. Il est d'ailleurs démontré par le paragraphe précédent que le
résultat

F(X, £) == Ç' G(X, A )H(A , E) dV^
J ̂

de cette intégration relative à A vaut (^[V'-^ÇX^ S)] et est continu
quand X est différent de B; nous établirons que F satisfait aux hypo-
thèses dû paragraphe 1.

En supposant Y] assez petit pour que la région des points A tels
qu'on ait
( 22 ) 2a,p A a,p ( X ) ( /Z-a — Oy. ) ( X^ — Op ) < Y)2 ( -/Ï > 0 )

n'atteigne pas la frontière d'une des régions Vn qui contient X^ nous
nommons ^(ï]) ce qui reste de V quand on en retranche cette région.
On a

Z(w) ^111}
4(X)=l im G ( X , A ) / H ( A , a ) p ( a ) ^ V E ^ V A

rl>Q - ('n) "/^

==lim f p(2) r " G(X,A)H(A,S1)^VA^V3,
r^oj^ Jy^

Nous allons prouver que
^m) /,(w)

. l im/ p(2) / • I G(X,A)H(A,a )^VA^Va=:o ,
'/i-^oj^ J^_^^)

ce qui entraînera la formule (21),
Pour cela on montre, comme au paragraphe précédent, que si S

appartient à V^i\), l'intégration relative à A donne O^L'^X, S)];
en multipliant par p(B)rfVg et en intégrant dans ^(ar]), on a

(! ! ! ' ! ! ! R \ ! 1 1 ! 1 1 1 ' 1

donc 0 r j ^ I o g - ) ? qui tend vers zéro avec T). Si S appartient à
V—^(2Ti),^rintégration relative à A donne OtL^^X, S)] (même
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démonstration qu'au paragraphe 9); le résultat de l'intégration rela-
tive à S est donc 0(r^1), qui tend vers zéro avec T], La formule (21)
est donc établie. '

Montrons maintenant que la fonction F remplit les hypothèses du
paragraphe 1, résultat en vue duepel il nous reste à établir seule-
ment que

F(X,;S)-F(Y,£)=0[I^(X,Y)Z^-^] ' ( o < Â - < A ) .

Comme au paragraphe 9, il suffît de se borner au cas où X, Y et S
appartiennent à une certaine région intérieure à V,i, et où L(X, S)
est inférieur à la plus courte distance de cette région à la frontière
de "Vi. Nous remarquons ensuite que la partie de F qui provient
de V—Vi remplit dans notre région une condition de Hôlder avec
l'exposant A. Nous sommes ramenés à considérer la partie de F qui
provient de ^ ; pour cette partie, nous remplaçons G(X, A) par
Gi(X, A), car la différence Ga(X, A) de ces fonctions remplit les
hypothèses du paragraphe 1, et il suffit pour elle de s'appuyer sur le
paragraphe 2. Nous avons donc à considérer

F, (X,3)== f G,(X,À)H(A,S:)^\
«A?7
• ^1

^n)
== f G,(X, À) H,(À,A) d(a,, , . . , a,n\

•A^
en posant

Posons
H,(x,a) .==as(X)H(x,a) . •

2a,?Aa,s(X)(^-Sa)(^-^)=8^ (^>û),

2a,8Aa,p(X)(.^a~--ra)(^---Jp)=L /â (L^o),

et plaçons-nous dans le cas où l'on a
0<I/^ , ' 1 ^ ,

Dans la région
-Soc,pA,a,p(X)(^-aa)(Ep- ap)<3^, , • .

on a
G,(X,A.)~G,(Y,À)==0[L^(X,Y)L-^ / "(X,a) ] , , ;, • , •

de sorte que la partie correspondante de F i ( X , a ) — F ^ ( Y , S )



2^6 GEORGES GIBAUD.

vaut 0[L/l(X, Y)!.-" ,̂ S)]. Dans la région où l'on a simultanément

^a^A^X)^ —fla)(£l3 — Op ) > 2pl2,

•2a,.8Aa,p(X) (a-a— d'à) (.»p— ap) > api2,
on a

G^X^-GiCY^^O^X.Y^'-'^A)],
IL(A, S) = 0 [^-'"(X, A)],

ce qui donne encore OfL^X, Y)L-'"(X, S)]. Reste la région

2a^Aa.p(X) (a-a—ffa)(- î 'p— «(î) < a^2,

que nous nommerons V. Dans la partie

2x,pAa,;j(X.)(.Za— «œ) (.-îîp—ffp) < aL'2

de cette région, chacun des termes de la différence

f G, (X, A) [ H,(A, 2} - H,(X, S)) ,/(,<,, .... «,„)

-y G,(Y, A) [H,(A.;S) - H,(Y, S}] <-/(û,. .... a,,,)

vaut encore 0[L'1(X,Y)L-"'('X, &)], car le second, par exemple,
s'obtient en intégrant 0 [ L ' ' ~ " ' ( ~ V , A)L-"'(X, 3)]. Dans le reste de V,
cette différence s'écrit

[H, (Y,2) -U, (X,2) ] r G , ( X , A ) r f ( ^ , .....a,,,)

+y [G,(X,A)-G,(Y,A)]rH,(A.S)-II,(Y,a)1rf(a,,. ..,(-/,„);

le premier terme est nul; le second est l'intégrale de

0 [L/-(X, Y ) L-»-(X, A) L-"'(X,a)],

et il vaut donc 0[I/(X, Y)L/-A-"'(X, S)] (o<^</î) . Il reste à
évaluer

II, ( X, £ ) f " G, (X, A ) d{ a,, ..., a,,,)
' 1 1 . . , ! , „ «/<^'»/ ! . . ! ! - ! , . : ! ! - - ! , 1

-H,(Y,£) F' G,(Y,A)rf (a , , . . . . a ,») ,
l l : : l i l ^ 1 1 1 1 . 1 1 1 1 1 ' ' 1 l i l ' ; ; : 1 1 : 1 . 1 1 1 ' 1 1 1 1 ' 1 ! 1 1 ! * /<y /• 1 . ! ! 1 1
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expression dont le premier terme est nul. Dans le second terme, on
peut retrancher du champ le plus grand domaine

2a,^Aa^(Y) ( ra—^a) (j^-—^)< ̂

qui y soit contenu; on doit donc intégrer OÏL'^ÇY, A)] dans un
domaine où I^A^(Y)(y^—^aXjiî—a?) varie entre deux bornes
valant chacune ap-2 i -+- 0(^-4- — ) ; en tenant compte du facteur
H^Y, S) on retrouve la l imitat ion Oj^X, Y) L-^X, S)].

Si maintenant L/ est supérieur à p-, le raisonnement du paragraphe 1
achève la démonstration.

11. Troisième cas de composition des noyaux d'intégrales princi-
pales. — Reprenons la fonction G = G, 4- G^ mais supposons mainte-
nant que Ga est du type du paragraphe 3; quant à la fonction G,, elle
est du type expliqué au paragraphe 7. Soit

l l ( X , S ) = . l t , + I L

une autre fonction analogue ; H, appartient au même type que G ^ , sans
être nécessairement identique à cette fonction, c'est-à-dire que

,Hi(X, £) == HÎ |>i — Si, .... Xm— Ïm\ Ï ' i (X), . . ., (>(X)],

où la fonction H^(coa; ̂ ,) est posit ivement homogène d'ordre —m par
rapport aux co^; la fonction et ses dérivées sont continues sauf quand
tous les co^ sont nuls; quant à la fonction H.,, elle remplit les hypo-
thèses du paragraphe 1.

On suppose essentiellement que, pour ces deux noyaux d'intégrales
principales, les domaines d'exclusion sont définis par (7) : ce sont les
mêmes domaines pour les deux noyaux. On peut ainsi définir la fonc-
tion
(23) F(X,S)=f ( / n )G I(X,A).H(A,a)^VA. - 1 ,

»./̂

où l'on doit exclure les deux points X et S par des domaines du
type (7) dont les paramètres tendent indépendamment vers zéro ; cette
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fonction est continue tant que •X et S ne coïncident pas* Nous pouvons
montrer quelle vaut OfLr'^X, S)].

Pour cela nous remplaçons G et H par les fonctions G-i et
H*(x,a)=nn-^-^, ...,^-^,; ^(S). . . . ,^(£)],

ce qui est légitime, car la différence des intégrales obtenues vaut
Ol^l/^X, S)]. Nous posons

2a,pAa,p(X)(^--^)(^P-~Ep)=9^3 (^>0),

et nous supposons [̂  assez petit pour que les deux domaines
(2^) l 'a,pA.a,p(X)(^a—^a)(^p—^)<2pL2,

(25) ^a,pA^(a) (^ »- aa) (^ - Op) < ̂ ,

soient extérieurs l'un à l'autre (on suppose que X et S appartiennent
à une région intérieure à 'V,, ce qui ne diminue pas vraiment la géné-
ralité). Alors, dans (24), on a

H'(A, 2) - IP(X, 3) == 0[L(X, A) L——-(X, S)].;

l'intégrale de G,(X, A)[ir(A, S)—ïr(X, S)] dans ce domaine vaut
donc OfL-^X, S)]; quant à l'intégrale de G,(X, A) H^X, S), elle
vaut O^I/^X^)]. Même raisonnement pour le domaine (aS).
Ensuite, hors des domaines (24) et (2,5), la fonction intégrée vaut
OfL-^^ÇX, A)] : le résultat est donc encore OfL-^X, S)].

Posons maintenant
K(X,A,a)==H;[^-^ , ...^-^; ^(X) , . . . , ^ (X) ] ,

et considérons l'intégrale principale, étendue à tout l'espace euclidien,

F,(X,E)=^(X)^ G, (X,A)K(X,A,S)r / (^ , . . , , ^ ) ,

où les domaines d'exclusion relatifs à X sont définis par (7) (sauf le
remplacement de B par A), pendant que ceux qui se rapportent àB
sont définis par

2a,pAa,p(X)(^a~aa)(^—ap)<732 (Y2>û).

Montrons que F, (X, S), considéré comme fonction de X et des diffé^
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renées Xy^—- S« (a === i, 2 y . . . y w) est positivement homogène et "d ' } ordre
— m par rapport à ces différences.

En effet, en désignant par î un nombre positif, nous posons

'^=Xff,-{-t{riy,—-a!y^ (a=i , s, .. . ,w);

changeons en même temps de variables d'intégration en posant

aa==^a-+- ^a—^a);

nous constatons aussitôt que

F^X.a^r-^X) r G;[^~^, ...,^-^; p.i(X), ...,^(X)]

X H; [b, — 'H,, .... bra— ri,n ; Pi (X), ..., ̂ (X)] ^(ÀI, .... ̂ ,);

ce qui vérifie notre affirmation.
Supposons maintenant que X et S appartiennent tous deux à ̂  et

que leurs distances à la frontière de 'Vi restent supérieures à un cer-
tain min imum positif; nous voulons montrer que F(X, S) — F, (X, S)
vaut OI^IA'^X, S)] et satisfait aux hypothèses du paragraphe 1.

Évaluons d'abord la partie de F — F, qui provient du domaine (24)5
en supposant p. assez petit; nous écrivons

K(X, A, S) - H,(A, £) ==0[L^(X, A.)L—(A, S)J,

et il en résulte immédiatement que cette partie de F — F , vaut
otv—cx^a)].

Évaluons maintenant ce qui provient du domaine (25). Nous pre-
nons d'abord l'intégrale de

G,(X, A) [^(A) -~^(X)] li ,(A, a)^(^, .. .,a^);

elle vaut évidemment OfL/'-^X, S)] (§9). Passons à l'intégrale de

û ( X ) [ G , ( X , A ) - G , ( X , E ) ] [ H , ( A , a ) - K ( X , A , S ) ] ^ ( ^ , . ̂  a//.),

étendue au domaine (25), où la fonction intégrée vaut

0 [V-^ (S, A ) L-^ ( X, £)] :
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cela fait encore O^^^X, S)J. Il reste à évaluer l'expression
r /^(w) ^(w) ~|

a(X)G,(X,S) < H,,(A,S)^(^,. . . ,^,)~J K(X,A,a)^(a , , . . . , a^) ,

où les intégrales sont encore étendues à la région (a5); or nous savons
déjà que la première de ces intégrales vaut 0[I/(X, S)j; il en est de
même de la seconde, car la partie du domaine (^5) qui n'est pas com-
prise dans

2a,?A^(X)(aa-~^)(^~E,6)<3^2,

et la partie de ce dernier domaine qui n'est pas comprise dans (2.5),
valent toutes deux O^/'"^), pendant que la fonction K vaut
OfL^'^X, S)]. La partie de F — F i en provenance de (â5) a donc la
limitation annoncée.

Dans la région comprise dans lîl^ et extérieure à (2^) et à (a5), on
limite K(X, A, S ) — I ï i ( A , S) comme il y a un instant, et l'on
remarque que le rapport '^? / reste compris enîre deux nombres
positifs fixes; on trouve aussitôt que cette partie de F — Fi a encore
la limitation annoncée.

Enfin la partie de ¥ qui provient de V '— Vi, et la partie de F| qui
provient de la région extérieure à (K^ dans l'espace euclidien, sont
toutes deux bornées.

On a donc bien
, F(X,S)-F,(X,a)==0[L^(X,S)].

Nous voulons maintenant vérifier que
F(X,S) -F , (X,E)~F(y ,E)+F, (Y,a)=0[L^X,Y)^^^^^

( o < Â ' < A ) ,

où l a toujours la même signification. Comme aux paragraphes 9
et 10, il suffit de faire la démonstration dans le cas où L(X, Y) est
moindre que le produit de L(X, S) par une constante déterminée;
donc on peut supposer que Y appartient au domaine

2a,pAa^(X)(.2?oc—Ya)(^P—Jp)<^

•Les parties'de F(X,S) - F^X, 3) et de F(Y, S) - F^Y, a)1 qui
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proviennent de la région
-Sa,pAa,8(X) (^— Oa) (^p— ^3 ) < âI^Aa,3(X) (,^~-^) (,^--jp)

valent évidemment C^L^X, l^L-^^X, 3)].
Dans le domaine

^a,8A.o^(X) (^- Oa) (^ - ̂ ) < a^Aa,3(X) (^a-J'a) (•^-J?)-

on a
G , ( X , A ) - G , ( X , S ) = = 0 [ L ( A , a ) L - ^ ( X , S ) ] , ^

de sorte que

f [G, (X, À) - G,(X,, £)] [K(X, A, S) - H,(A, S)] ̂ (^, .. ,, ̂ )

== 0 [ L ( X, Y ) U1-^1-1 ( X, S )] = 0 [ V1 ( X, Y ) L-7» ( X, S )],

et l'on a le même résultat en mettant Y au lieu de X au premier
membre. Dans ce même domaine, il faut évaluer maintenant

f } [ G , ( X , a ) K ( X , A , a ) - G , , ( Y , 2 ) K ( Y , A , a ) ] ^ ( a , , . . . , a / . )

et
[G,(X,a)-G,(Y,E)]j^ H,(A,S)^(a,, . . . ,a/,);

or la dernière expression est évidemment Oj^L^X, Y^^^X, 2)];
l'intégrale de K(X, A, S) est nulle; celle de K(Y, A, S) vaut
(^[I/^X, Y)],comme le montrent des raisonnements déjà employés.
Au total, ce nouveau domaine donne la même limitation que le
précédent.

La partie de 'F(X, S) ~ F(Y, a)—F^X, S) + F, (Y, S) qui pro-
vient de la région non encore prise dans (24)? vaut

0[L^(X,Y)L / ^-^w(X,a)] ( o < Â - < A ) ,
car on a

G, ( X, A ) — G, ( Y, A ) = 0 [ V1 ( X, Y ) L-7^,( 'X, A )],
K(X,A,a)—H,(A,a)=0[LA(X,A)L--•m(X,2)] , , , • .

. ^_.,,....,..,...,,_,K{,X,A,.a}.-X(Y,A,^

de sorte qu'on doit intégrer Û^L^X, Y)L-m(X,A)L~ /n(X,a)].
Ann. Éc. Norm^ (3), Lï. — FASC. 3. ^7
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La partie de la même expression qui provient de la région

21/a,? A^3 ( X ) ( X^ — ja ) ( ̂  — }^ ) < .2a,8 A.a,p ( X ) ( £a — ^a ) ( ES — ^(â) < 2 ̂ .2

est de même l'intégrale de C^L^X, Y)!.-^^ A^-^X, S)], et par
suite elle a la même limitation que la précédente.

La partie de notre différence qui provient de la partie non encore
prise de V, est l'intégrale de OfL^X, Y^-^X, A)], ce qui donne
la limitation O^X, Y) L—(X, S)].

Il reste à évaluer la partie de F(X, S) — F(Y, S) qui provient
de V — V,, et celle de F,(X, S)—F, (Y, 3) qui provient de la région
extérieure à <3l, dans l'espace euclidien : elles valent 0[L^(X, Y)].

Notre vérification est terminée.
Nous introduisons maintenant une nouvelle hypothèse : nous suppo-

sons que F est un noyau à''intégrale principale^ admettant lui aussi les
domaines d'exclusion (7) (cela ne signifie pourtant pas que F remplit
les hypothèses du paragraphe 7) ( ' ).

Cela posé, nous formons à l'aide d'une fonction p donnée, qui rem-
plit sur V une condition de Hôlder d'exposant k^h, les fonctions

(26) (p(X)==f H(X,A),p(A)rfV^
t/<y

C^) >HX)=r G(X,A)9(A)r fV^.
«--/^

Ici encore, la fonction ^ remplit une condition de Hôlder a^ec l'expo-
sant k si Von a simultanément k^h et /r<;À, et parfois aussi
si k ==A==='L

Nous nous proposons d'établir qu'il existe une fonction <Ï>(X),
indépendante de la fonction p, telle qu'on ait

(28) ^(x)=--$(x)p(x)^--r F(X,A)P(A)^VA,
• 1 ! 1 , 1 *^v .

( l ) Hypothèse toujours vérifiée ( Comptes rendus, t, 199, 1984, p. 473 à 475).
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Nous avons tout d'abord

^(X)== Ç G(X ,A) Ç 'M(A,31)[-p(S)-p(-,Y)^/Vs^\
J^ J.^

^ i / / /) /»(//M
-^ G ( X, A ) [ o ( A ) — p ( X )] 1 II ( V, ̂  ) dVz 6/V y

J^ J^
^('^ /^(^'

-^o(X) G(X,^) H(A.,Z.'}dVzd\\.
«y^-> ^/^

Or la fonction H(A, S)[p(Ë) — ?(A)] remplit les conditions du
paragraphe I , en y remplaçant toutefois h par / c ; la fonction
G(X, A)[p(A) — p(X)] remplit les conditions du paragraphe 3, avec
le même changement; nous pouvons donc appliquer aux deux pre-
mières intégrales les paragraphes 9 et 10., ce qui nous donne

'j. ( X ) = f [ p ( S} - p ( X )] Ç G ( X, A. ) 1 1 ( A.. £ ) f/\\ ,/\z
^v ^v

/»( / / / ) /,(///!

-I- p ( X } j G ( X, A. ) 1 1 ( A., Z. •) f/V^ a\\ :
J^r J^f

si nous posons

(D(X)=:f 'F (X, ,V). /VA-I(X),
<-/^•>

^ (/;/.) ^(wj
"Ï(X)= . G ( X , A . ) •H(A,SI)^V^^VA,

J^ J^

cela donne aussitôt la formule (28).

.12. Antres expressions de €>. — Nous allons transformer cette
expression de <Ï>. Soit ^(r^ X) ce qui reste de V quand on en a enlevé
le domaine (7); on a

; ï(X)=l.im Ç ' G(X,A,lim Ç ' t i(A,2)^V^^V\.
r.>()J^^xj ^>^V{^;A.)

Or des raisonnements déjà employés montrent qu'on a
^(/")

/ H(A,£)rfV^=:0(Ç / t),
^—^(^A)

^rara. A'c. Norm., (3), LI. — FASC. 3. ^7-
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d'où
iim f ) G ( X , A ) Ç ! H(A,S)^VS^VA=O.
Ç> 0 «A;̂  )Q J^7^^(^ A)

Donc
/,(///) /* (m)

ï ( X ) = l i m l i m f G(X, A.) / H(A, S) ^VE ^VA.
r^oÇ>oJ^;x) (^;A)

Soit maintenant V, (Ç; Ë ) ce qui reste de V quand on en retranche
les points A du domaine

^a,pAa^(A.)'(^-2a)(^-Ep)<Ç2 (Ç>o) .

Nous avons
ï(X)=l.imlim Ç^ f "l , G-( X, A ) H:(A, £) ^VA^VS.

r,».o ̂ ftJ^ J^(^;X)—[^—^i(Ç;^)]

Nous allons prouver qu'on a aussi

(-29) î ( X ) = = l i m f Ç ' G ( X , A ) , H ( . A , S ) ^ V A ^ V S ;
v.^oj^ ^(•nsX)

il suffit pour cela de prouver qu'en effectuant le passage à la limite
relativement à î dans l'expression déjà obtenue, on trouve précisé-
ment celle-ci. Puisque Y] est à considérer comme fixe dans cette pre-
mière opération, nous supposerons 4Ç<^i; nous avons à prouver que
l'expression

>•» (w.) /»(/«)
J , ^ G( X, A) H ( A, S) ^/VA ^V's,

*/^7 <-/

où l'intégration relative à A est étendue à la région commune
à V(r^ ; X) et à V — V, (î; S), tend vers zéro avec *(. Or si cette région
commune n'existe pas, la partie correspondante de notre expression
est nulle; s'il n'en est pas ainsi , et si Y] est inférieur à une constante
assez petite, c'est qu'on a

1 1 \ , , ! , ! ; ! ! ! ! l aÇ>YÏ •— l î 7 , . 1

or désignant le nombre défini par

. . ' ' , , „ 2a/-}Aa3(X>(.^—^)(^-<tp)=Cr^ (0->0); ,
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donc a est supérieur à -^- Nous pouvons alors écrire, quand A varie
dans la région commune considérée,

G(X, A) — G( X. Z) =. 0 [.[/(A, S) L-^-^X, ^}];
par suite

f rG(X, A) - G(X, S)] H(A,S) ̂ = O^L^-^X, S)];

en intégrant ceci par rapport à 3 dans la région complémentaire de
2 or <; ïj, le résultat tend vers zéro avec ^. II reste à prouver que, avec
les mêmes champs d'intégration,

/-*(^) /•*(/")
l.in-i ^ G ( X, S ) / II ( A, S ) d\ A ^V's == o.
^'>w J

Or si la région commune à ^(ïj; X) et à V — ViCC; 2) comprend la
totalité de V — 'Vi(^; S), l 'intégration relative à A donne OfC71). et
le résultat final tend vers zéro avec Ç. Il nous reste à considérer les
points S tels que la région commune existe et ne comprenne pas la
totalité de ^ — ^ ( C ; S); si Y] est inférieur à une constante assez
petite, on a alors

2Ç >'|<3r— Yî I.

et l'on a pour tout point A
4Sa^A^(S) (^— ^a) (^- Op) > ̂ a,?A^(X) (^—.^a) (^ —^).

Si l'on a 2^ > a — TJ > o, la partie de ^ — V, (î; S) où l'on n'intègre
pas fait partie de la région

(cr — Y) )2 < Sa,.8A.a.p( X.) (ça — ^a) (cp — 0(3 ) < 4Ç"2 ;

l'intégrale correspondante est donc Q(log 2^ h et par suite l'inté-

grale étendue à la partie utile de V — V, (^; S) vaut 0 llog^-^ -+- n).
Si l'on a aÇ > T] — cr ^> o, le champ relatif à A est intérieur à la région
ci-dessus écrite/et l'on trouye ainsi O^logç-^-^J- Comme H(X, S)
est borné quand Y) est constant, on est donc ramené à prouver la
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relation
/,r,-r--2^ ..̂

1 i in | W ——^—,- cl a- = o ;
^oj^_^ L i 7 — Y ; |

elle se vérifie, car l'intégrale vaut 4C- La formule (29) est donc éta-
blie. On a par suite

/ » ! / / / 1 /,!///!

C 3 o ) ^ ( X ) ==: [nu \ G ( X. .V} 11 ( A., El} d\\ f/\z.
r^oj^ J^__^;X)

Réciproquement, si ce t te limite existe, F est un noyau d ' in tégrale
principale avec les domaines d'exclusion exigés.

Dans la formule (3o), au lieu d^intégrer par rapport à B sur la
îiariété V entière y on peut intégrer dans une région fixe quelconque V\
contenant X à son intérieur^ maù indépendante de rj. En effet, si £
appartient à V — V^ on a pour les points A de V—^(ïj; X),, dès
que r; est assez petit,

1,1 ( A, 3 ) ~ H ( X, £-) == 0 [ V' ( X, À ) \^"-^ ( X, 3 ):),

d'où, puisque L(X, S) a une borne inférieure positive,

F ' f G(X,À) l[iI(A,.£^-j,:l.(X,£)^,/V^Vs==0(ï/ / /),
J'-y-.^^J^^^Çr^ X) , • .

on a aussi

Ç .H(X,H) I ! GrX,A)</V^/Vs:=0(^),
J^—^ u ̂ ^^^; x)

ce qui démontre notre aff i rmation.
En particulier/si X est intérieur à V,, on peut prendre V, comme

domaine d'intégration pour S; A appar t ient aussi à 'V, dès que •^ est
assez petit. Alors on peut remplacer G et H respectivement par G , et
p^H,(§7), •

^{'u•\ /^ [ . l l l }
(3i) , <î>< X ) == 1 i m \ ^ ' , 1 1 1 ! G-i. (1 X, A. ) H, ( A., 3 ) dV^ ^Va ; !

'f^J^^ J^_^(.^;x)

en effet nos considérations s'appliquent en particulier si G( ou Hi est
identiquement nul, mais alors les paragraphes 9 et 10 montrent que<Ï>
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est ident iquement nul ; l'expression (3i)est donc bien identique à(3o)
dans nos hypothèses générales.

Le même raisonnement prouve qu'on peut, dans la formule (3i),
remplacer â^parû(X)rf(^ , , . . ., ^,), pendant que d'V^ est remplacé
par û(X)rf(i;,, . . ., E//,,); faisons-le. Alors, au lieu d'intégrer par rap-
port à S dans V^, on peut aussi intégrer dans la région V — V(rf ; X)
si l'on a o <^k<^ i; en effet, dans la partie de ̂  ainsi supprimée on
a, dès que T] est assez petit,

. 1 1 , ( A, £ ) - H, ( X, ̂  ) = 01 V'( X, A ) L—^ ( X, ̂  )],
cl^où

r " G, (X, A) [II, (A , .=1} - II,(X, ̂ )]d(a,, .... ̂ ) = O^L——^ X, E):];
J^—^(^;X)

de plus
.,/«i

Il,(X,.Sl) 1 Gi(X, .V) d ( € t ^ . .., a//,)==o;
^—^(•r.;X)

en intégrant par rapport à E dans la région commune à V{r^\ X) et
à Vi , on trouve O^r^-'^11^ qui tend vers zéro. Ainsi

^ { " t )
(3^ ) < l ) ( X ) = = l i m ^ ( X ) 1

r.^fl ^—^(•r.^X)

x Ç G, (X, A) H.i (A, S) ^(a,, . .., ̂ m) ^(Si, • . . , U-
J^_^(^;:X) ,

Nous allons encore transformer cette expression. Soit

K(A. , 1."}= H : ; [ ^ i—^ . • . . ,^—^; ^ i C ^ ) ' • • - ^ ( x ) ]

( i l est i nu t i l e de faire figurer X dans cette notation); nous allons
prouver que

,»(//o
(33) ^(X^nmÛ^X) / ' , ! , ! ! • !

n^o J^_^(^^X)
^?mj

1 x / Gi (X ,A)K(A- ,^ )J (^n . . . , a^ )^CÏ ,^ . . . ,^ ) ,
J^—^(T,;X)

moyennant la convention que, dans l'intégration relative à A, les
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domaines V — ^\('a; 3) destinés à exclure S sont

^a.p Aa,p(X)(^-~ ^a) (1:^— ^^ ) < •O-2 '(o^û);

on voit en effet que, dans ces conditions, K(A, S) est an noyau d'inté-
grale principale. Nous posons

^a,p A.a,p(X) {Xy,— ça) (^~~- ̂ )==4^ fo<'^<7^').

On a toujours

Il,rA, ̂ ) - K.(A, 3) = OCL^ X, A ) L-^(A, ̂ :|.

Si d^ahord A est situé dans V—'V(^; X), ce domaine donne une
partie de la différence des seconds membres de (32) et de (33.), à
savoir l'intégrale de 0[LA"-m(X, A);^'], ce qui donne OC;^-"1) après
l'intégration relative à A, et C^r/'7') après l'intégration relative à S.
Passons au domaine V — ^(p-; £) — V^i 5 ^)î on a alors

G,(.X, A) - G,(X, 51)=0[L(S1, A.)^-—^);

en multipliant par [H, (A, S) — K(A, 3)]^ et en intégrant, on a
donc encore O^-"^), d'où encore (^y/17') comme résultat final. Il
s'agit maintenant d'évaluer la différence

^(^) /-.(///.)
j HifA, 2)^(^1, ..., a,n) — ^ K(A,2)^(</^ . . ., a,,,),

où les deux intégrales sont étendues à V — ^xd^; S-)— V(^j ; X), mais
les domaines d'exclusion ne sont pas les mêmes pour les deux inté-
grales. Soit d'abord 2[j-<^r|; alors la région V—V^ •— 2p-; S)fait
partie de V — yÇr^ ; X); si donc TJ ^> 3 [i, notre champ est identique à
^ — 'Vx(;j-; 2); dans ce champ, la seconde intégrale de notre diffé-
rence est nulle, et la première est égale à l'intégrale d'une fonction
(^[L'^A, 2)] dans une région

^(<-^)<•2a^A^p(3)(aa l-^)(^3—^)<^(^+

où g~ est une constante; cela fait donc Od^); en multipliant par
G, (X, S) rfV^ et en intégrant dans le champ 3 y. <^ r^ on obtient OW1).
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Soit maintenant 1' < ;j.<^ ^; alors l'intégrale étendue à

^--^x(^-2^;S)

vaut zéro pour la fonction K et O^71) encore pour la fonction H,; après
multiplication par &i(X, S)rfVs et nouvelle intégration, cela donne
encore CX^). Dans "V(ï] — 2 ;j-; a) — V(T, ; X) — V^; 2), on limite
H| — K comme il a déjà été écrit : le point S ne faisant plus partie du
champ ni de sa frontière, il est légitime de traiter nos intégrales
comme des intégrales ordinaires; l 'intégrale de cette différence est
donc 0( ' j / ' lo f f—^—); en mul t ip l i an t par G^'X, ^}dV^ et en inté-\^i D-^ — 9.^./ r i * . / -

grant, cela fait

/ rt \ / Tl ^
o(J^V/--llo8•.^^)=-./--'o(^^og•^rf^^

mais
/ , p. , , ri — 2 a
j IQO' ——i——— c/ij. == U. [O^ÏJ. -\- —————L 10^( TI — 9. [J. ) ;

J ^•Q—^y. * • ' - l i --•î

le résultat final est donc 0(r^logr^. Si maintenant !^>^ la région
^7 _- ^ ( '20—TJ; S) n'a aucun point commun avec le champ de nos
intégrales; dans la région o s 7 x(2^—Tl; a )—yx(^; a )—^( r i? x )» (^w

n/existe que si [^Oi, on a o f ^ l o g ^ ^ ^ ^ et le résultat final,après

multiplication par G,(X, a)^Vs et intégration dans le champ ̂  < ;^<TI,
est encore OÇr^1 togr)).

Il nous reste à faire varier A dans le champ commun à ^(^î a) et

à ^(^X)-^(T^ X); la fonction G,(X, A)[H,(A, -S)-K(A, £)]
vaut alors OfL^^CX, A)], car ^4-j reste compris entre deux
nombres positifs fixes; on obtient donc CXY^") après la première
intégration, et (.^r^) après la seconde, car ce champ n'existe que
pour ;J-<T^

L'identité des seconds membres de (3â) et de (33) est ainsi démon-
trée. Cette expression (33) peut encore être modifiée : l'intégration
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relative à S. peut être étendue à réimporte quelle région bornée^ prise
dans l'espace euclidien^ indépendante de Y], contenant X à son inté-
rieur; on le voit en reprenant en sens inverse le ra isonnement qui
avait donné la formule (Sa).

13. Autres compositions des mêmes noyaux. — Si, laissant t fixe,
on fait tendre Y] vers zéro, l'expression

/»(/ / / ) ^ { î i i \
\ G(X,A.) \ I I )A ,a)^Va</V^

•A>(T.;X) ^(^A)

tend vers une limite, uni formément par rapport à ^; en effet

wh:)Ç f .iMA,a)./fH,,...^)
^-~^(S;;A)

est identiquement nul, et par suite, en é tendant l ' intégrale de la
même fonction à la région commune à V(C, A) et à l ' un des Vn don t
V—VÇC; A) fait partie, on a un résultât qui satisfait a u n e c o n d i t i o n
de HÔIder indépendante de Ç (§ 8); mais la différence

H(A,S)^.(S)-i l ,(A,^)î2(A;)

satisfait aux hypothèses du paragraphe 1; on en conclut (Fabord que
son intégrale dans V—V^; A) vaut O(^); ensui te cette même inté-
grale remplit une condition de Holder, indépendante de ^, avec un
exposant k<^h : pour le vérifier, il suffît de considérer deux points A

(? \et B tels que B appartienne à V — V ^-, A); on s'appuie sur le para-
graphe 2 pour évaluer l'intégrale de ladifférence des fonctions dans
V—VÇC; A); puis on remarque que la partie d'un des domaines qui
est extérieure à l'autre a une mesure O^L^A, B)^-^""1 L(A, B)|,
pendant que l'une des fonctions intégrées vaut OÇC'^") : notre vérifi-
cation s'achève ainsi. Ainsi l'intégrale

/'•(^)
• / H(A,:S)^

• . , , ' ^(fcA)

est uniformément bornée quand C varie, et elle rempli t une condition
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de Hôlder indépendante de C- L'uniformité de la convergence de
rexpression où nous faisons tendre T] vers zéro, en résulte.

Il en résulte qu'on aie droit d'écrire en intervertissant deux passages
à la limite :

I (X)= l imI im f G(X, A) f H(A, 2) r/V'a ^VA
^07i>.oJ^^x) ^(^A)

/» {m) /, (/».)
=:limlim| ^ G(X, A) rï(A, S) dV^d\^.

ç^o •/i^oj^ J^^ç;a)_[^»_^(^;x)]

A partir de là, on pourra reproduire les raisonnements faits sur
l'expression (29), en échangeant seulement les rôles de X et de £ dans
la première intégration; on arrive ainsi à l'expression

^m) ^{/n}
I ( X ) = = l i m ( ^ G ( X , A ) H ( A ' , S ) ^ V A ^ V a ,s>o^, <A^(ç;a)

qui entraîne
(34) e ) ( X ) = = l i m r ( G(X,A)H(A,£)^V\^Va ,ç-^oj^ ^_^^î;;a)

et ceci se transforme enfin en

(35) ^(Xî^lim^X) f r G,(X,A).K(A,S)
^o J ^^—vx^'fS)

X ^(ai, ...,a,n)^(Si, ... ;£/«),

où l'intégrale relative à £ est étendue soit à V — V^; X) (o < /*: < i),
soit à une région bornée prise dans l'espace euclidien, indépendante
de ^, contenant X à son intérieur. Avant d'effectuer l'intégration rela-
tive à A, changeons de variables d'intégration en posant

^a==Ça—ya-+-,^a (a == I, 2, . . . , 771 ),

les variables Va remplaçant maintenant les a^ on a alors
G,(X,A)=G;[y,-^;^(X)], K(A,a)=HÏ[^~y,;^(X)];

on voit ainsi qu'en posant

9(X)== f ' 1 1 G(X,A)p(A)^ ^W=f H(X,A)9(A)^
•A? ^^
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les hypothèses du paragraphe 11 sont satisfaites pourvu que Ha remplisse
les hypothèses du paragraphe 3, et la nouvelle/onction <P est égale à
l'ancienne. En posant dans (33)

aa==2^a—.Va» Ça='ï^a—'/lay

on voit qu^on a lanterne conclusion pour

9(X)==/ " / H(A,X)p(A)^VA, ^(K)=r G(A,X.)9(A)^V^
»-/*y «-''•y

(A suivre,)
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CHAPITRE II .

ITÉRATION DE CERTAINS NOYAUX D'INTÉGEALES PRINCIPALES.

I . Noyaux considérés dans ce Chapitre. — Nous considérons la
variété close V, à m dimensions, qui remplit les hypothèses déjà indi-
quées ('I, 6); sur cette variété on donne le tenseur û, d'ordre m, cova-
riant et symétrique gauche, et le tenseur A^covariant et symétrique,
ind iqués ' au même endroit. Nous nous donnons enfin un tenseur
simple et covariant c^; nous supposons que les composantes c^sont,
dans chaque ^,,, des fonctions hôlderiennes des paramètres attachés à
ce V,,, et nous supposons que l'exposant hôlderienest ,h.

Les noyaux considérés ici sont les noyaux G du paragraphe 7
(Chap. I), pour lesquels on a, dans chaque V,,,
( l ) G, (X, A j = ̂ , ̂ 1 Vjl.^- '-'a) [^,T A^CX) f.^- »?) (•./•-;- «Y»'! î ;

quant à G., on suppose qu'il est du type du paragraphe 3 (Chap. I).
Toutes les hypothèses du paragraphe 7 (Chap. I) sont ainsi satisfaites :
si deux points A et B sont symétriques par rapport, a X; on a
^ /X, B')=—Gi(X, A), ce qui suffit à entraîner que nous avons là
un novau d'intégrale principale, comportant les domaines d'exclusion
considérés. A vrai dire, n'importe quelle famille de domaines, ayant X
pour centre de symétrie, pourrait être prise comme famille d'exclusion
pour ce type particulier de noyaux, et l'intégrale aurait, la même
valeur; mais en vue de la suite, nous continuerons à définir les

/Init. F,c. l\'iirni., (3), 1,1. — FASI;. 4. v
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domaines d'exclusion pour chaque point X de V à l'aide du ten-
seur A^y, et cela pour tous les noyaux d'intégrales principales qui se
présenteroni et où i l y aura lieu d'exclure X.

Grâce à ce que Cy. est un tenseur covariant, on voit que, si X appar-
tient à deux Vn, différents, les deux fonctions G^ correspondantes ne
différent que par une fonct ion du type du paragraphe 3 (Chap. I.).

Nous allons reprendre, pour ces noyaux, la question du para-
graphe H du Chapitre I, les fonctions nommées respectivement G
et H dans ce paragraphe, é t a n t toutes deux identiques à la fonction G
actuelle. On verra que l'hypothèse supplémentaire in t rodu i t e dans ce
paragraphe est remplie d'elle-même, et l'on calculera la fonction <î>.

2S. Cas des intégrales simples. — Le cas des intégrales simples doit
être traité d'abord ( '). Dans ce cas

G^^a)=^l:
:/.• — a

et c(x) est un tenseur cont ravar iant ; c(,r) est hôlder ien d'exposant //.
On a alors (I, 12) 1{ r'(D{.z-)===^^^)^f.z')lim ( (

A>(V..I{ J,.^i

da
^^n^-A ( ^ ~ a ) { a ~ - ^ ) " - '

où R est choisi supérieur à [.z". On en déduit
.K .,.-,-/

^ { x } = ^ ( ^ ) c l ( x ) \ m ^ ———r, \ [ —
' ' ' \^J^X~-^J.r-^ ^•

+ I da d^

lim 1
A.>.oJ_

-. Î^C.r) ( ^ {x ' ) lim : 1 0 Î Ï
Â^o<7_,{^ ~ c

En posant E== .^+ À t, cela devient

„ A
^(^^Q2^^^)!!"! f lo^'! ! ! ! ).-;>(v_.n^,/. "

i -i1- / ! eu
i -,- i s =^(^)c^(^) f ^s

; -h // dt
—/ T'

car, pour t i n f i n i m e n t grand, la fonct ion intégrée vaut 0(r~2). Nous

( ) ) Dans ce cas nous désignons le point par une minuscule; (.Pailleurs V se compose
(Pun nonibre fi î i i de courbes fermées, sur chacune -desquollos on peut adopter un para-
mètre unique;, défini à une période près.



ÉQUATIONS A INTÉGRALES PRINCIPALES. 2()5

savons donc déjà que Fhypothèse complémentaire du paragraphe 11
^Chap. I) est ici satisfaite, et même, puisque la fonction intégrée n^i
en réalité pas de pôle pour î === o, nous voyons que

L 1-4- / dt
~T

est un^ fonction holomorphe de x : donc ici le noyau itérée c'est-à-dire
la fonction nommée F (Chap. I, 11) 5 vaut (){\x—E / /"1), ^est-â-d^e
r/u'elle est sommable (cette particularité ne se produira pas pour m ̂ > î).
Quant à la fonction <t>, il suffit de calculer la constante

•'f. log-

la dernière expression s 'oblenantpar le changenientde variable t•== ^•
Or le développement du logarithme en'série entière montre que ceci
vaut

8'N (•->.//., — \')-ï= TT2.

Par conséquent,

(3) ^(x'}='nîQ.L(x) c^i^

Poincaré ( < ) avait établi que l'itération du noyau considéré conduit à
un noyau sommable, et l'abbé Gaston Bertrand (tj), reprenant cette
étude; est ensuite arrivé à 'une formule équivalente à (3). Mais les
considérat ions employées supposaient qu'on avait affaire à un noyau
méromorphe.

3. Cas des intégrales multiples- — Nous opérons d'abord sur les
paramètres attachés à la région V,,qui contient à son intérieur le
point X où l'on veut calculer <I>, un changement l inéaire mettant ce point
à l 'origine et ramenant la fonction I;a,?Aa^(X)<.ra --^a)(^-~^-î) a

( • ) HENIU POINCARÉ, Mwaluquc cél^ic, t. 111 {Théorie des marées), spécialement
pa^os "253 ù'256.

( 2 ) GASTON BEKTHANt), loc. c / t ^ spécialement pa^s wj à ^5.
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être seulementE^/^ quand X est en 0(pour ne pas compliquer la nota-
tion, nous donnons aux nouvelles variables les mêmes noms qu'avaient
les anciennes); lejacobien des anciennes variables par rapport aux nou-
velles est \/î), où D ' est le déterminant des Àa,^ (nous faisons en
sorte que ce jacobien soit positif). Si nous désignons par a^^ le
produit par D du mineur de Ay.,^ dans ce déterminant, et si nous
désignons par Cy les nouvelles composantes du tenseur qui figure
dans G, , la valeur de Sa^a2 en 0 est égale à Sa^/aj^a^ Oi1 peut
encore faire subir aux a^ une transformation orthogonale, de façon
que tous les c^ soient nu ls en 0, sauf c\ qui sera positif ou n u l ;
alors G(X, A) devient, quand X est en 0,

~-V^a,^,^a<^i L'-^fO, A.) -+- 0\V'-"t((), A)],

pendant que rfV devient 0 \/.1W(a^ . . ., <7^). Par suite au po in t 0 on
a ( I ,12) '
, f 4 ) , , ^-^^'Dl^a^^^K,

où K désigne la constante
,»i//î.i , . î ( / / / i , '^ .

(5) K=-lmJ' j ^ ^^^^;^^^

l'intégration relative aux a^ étant prise dans la région L(O,A)<;À;
l^intégration relative aux Ea ^st é tendue, 'par exemple, à la région
L(0,S)<^R, où R est une constante.

Nous avons d^abord à étudier la fonction

(6) l^)——/' IJ^.,^^;I;^A^)^<71<•••;"/»)'

et spécialement à voir comment elle' se comporte à l 'origine. Soient
, , 1 ! , O==:LÇO,S.'), , ^^pcos^ foS^^T: ) . 1 •

Appliquons à a^ ..., a^ une certaine transformation orthogonale,
et la même transformat ion a E a , . . .,£//,, de façon que le nouveau H.j
soit p s i n û , ce qui entraîne que tous les ta sont nuls pour a^3; cela
ne change pas F(S), et l'on voit a ins i que cettefonction ne dépend
que de p etde 0, ainsi que du domaine d' intégration, qui est dé te rminé
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par A; nous la désignerons donc pai\/\p, 0). Remplaçons maintenante
par <^i cos9—a^ s inôet a^ pa ra i s inO+r^cosô, ce qui fait encore une
transformation orthogonale; il vient

; • i " t ! ( a, cos Ô — a., sin ̂  ) ( a, cos ̂  — a.» sin ̂  — o cos d )
/(p, 0)=:- ————————————:—————————————————^———————'m^-i ^^ • • - ̂ 'L

L^11 ( 0, A ) [a, — p :)2 4" aj -+...+ ̂  ] 2

OU
f ( o ^ Q ) z = cos^ofpM- s in^^^?^ ^

avec
^) „.,=- f""'————^^———^^,...,^

• • J I./^^O^À,)!^^!-- p)2-^ ^:j +...+^^J^

(s) ^(p^-r"———^———/^^"^.. - • -^ ) -
L^4-1 ( 0, A ) [( ^/i -— p J^ -+- a:; -i-... ̂  rt^ ] 2

car le coefficient de s in&cosO sous le signe d'intégration est fonction
impaire de a^ ce qui suffit à entraîner que son intégrale est nulle.

4. Calcul dé la fonction o. — Nous posons
/ • • = L ( 0 , A } , a^=rcost ( o ^ / ^ ) .

de sorte que
r^ c o s ^ / ' c o s Z — p ) / / .

^(0)=— ^ ———————————-—————^^n •••. a ' " ) '

^ / • ^ ( ' / • • 2 — 9 . p / - C O S ^ 4-p^) ï

C'est une intégrale principale à prendre dans le domaine / • < À ; il y
a deux points\inguliers à exclure par des hypersphères inf iniment
petites ayant pour centres ces points, savoir l'origine r=o et le
p^t ,^ ̂  t= o, qui peut ne pas être dans le domaine. Nous inté-
grons donc dans la région

a- < /• < A, /• '— ^ P r cos i 4- f > s2 (o-,> ô, o > o ),

et nous faisons ensuite tendre a et o vers zéro, indépendamment l'un
de rau t r e .Or s i l ' onpose

1 , ' ! ! . ! ay.=by. -irsin7 (^^ ) 1 ' 1 1 ^ .:. 1 1 1 . •''

de sorte que
•"• m — i

2^=1 '
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et .si l 'on veut évaluer le jacobien de a^ . . ., n,^ par rapport à /', à t et
à ///.— 2 autres paramètres qui servent à fixer les by^ on trouve

—^
d(a,,. ...a,n) _ ^_, . ^ , / vi \d(f}^, . . ., ^q_i)T

^•r,/,^...,^)-7 Mn -l/ ^[ ./(^,...,^J J '
y a=i

où la notation se comprend d'elle-même; on voit apparaître la mesure
d'un élément pris sur la frontière d 'une hypersphère de rayon ( i n ,
dans l'espace à m — i dimensions ; donc, si p < ^ A , on a

///. — i
9.7T ï

'̂ -Ï^ET)
Y a /

X lim f ' cos / sin—— / ( F ̂  f / ] ^^^-P ± di ;
' îo>(wo . x^ ^ /(^-.p^cos/.-l-p^"" />

/*i et ^correspondent à l'hypersphère d'exclusion du point /•==:?,
^===0, hypersphère qu'on peut remplacer (1, 5) par

: ^r—oY~{-^t^<o\

puisque ceci s'écrit aussi
r1— 9.rp cos/: + p^ o2-!- a'^.X^//''2— ^/'pcos/ -+• p^).

Nous allons prouver que

lim f 'œs/sm-^f" ^ œ^ - fi ^/^o
î^0./« J ,̂,.4" '; /•• ' î

' 0 "^ ( r 3—-^rœs/+p 2 ) :i • .
avec

____ ...,___ • _._..___ , ' "\ \
/• l=^~ ly'^•—•p2^, /^==-p + ^o'2—-p^'^ ^ si />^ ,onprend7- i= :y^==:p) .

Il suffit de prouver que
1 , 1 , ! ! . 0 ! ! ! ! , ^ ! ! ! ! , , . " .

, ! ,' ! .! .. l i m ^ f^^— ( , ————C—f———^rlrclt=o,. 1 • 1

""'•'• •'" u,-,y^...f-y
car la différence des deux fonctions intégrées est d'ordre — i par rap-
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port à \/(r— p)'^+ ?^2, ce qui n'offre aucune difficulté; or l'intégra-
t ion relative à / ' donne zéro, ce qui démontre notre affirmation. Donc

/ / / — i
, - '^~~ ,. r^ . r ^ / • c o r i / — o ( l r ,

Q'(p)-=——;————-hin 1 cos/sm7"-'2/ l ——————————'—————i//,
m—i\ ^^J j ^Li r

j i — — ^ — — i ^..-i—3/-p cOS/^-p^) ï

ou encore
/// — i.

(9 ) . o(p)^:— -_-——^ / cos/sin^-^
r/ n:__ l ^ ^(i-^—r-;
/'>A r / ' c e s / — o "ir/r .

X / —————————————^ + P""" ^- dL .
* ' < 1 L ( />2~~' l• ÎJ/ 'pcos/•4 '-p'2) '2 J

En changeant / en TZ — t etr en —/• pour les valeurs de ^supérieures
à -? on trouve encore'.î

m-~\ TC

' - Î7T 2 r 2 • /"^ / • C O S / — 0 <//• ,
(1 .0 ) cpCp}^-^ / ^ , . / cos/sin——^ ——————————————^-T-7^

r ( ——— J Jo •—^ (,.^ - •,,. p ces / - p-2 )~

l ' intégrale relative à /"é tant une intégrale principale au sens de Cauchy.
Soit maintenant •r=cu; il vient

• m-\ n

( l t ) cp(o)z=:— .^^..^^^^^
J ' v l ,. m~-i\ J,

F p f( cos t — i du ,
^j.————————«El-T^-

^ ( {l1 -— 2 // COS ^-4-1) <2

On voit que le remplacement des limites d'intégration pour // par — oc
et 4-00 procure une fonction qui diffère de ç(p) par une quantité
bornée quand p -^ o; nous obtenons ainsi la partie positivement homo-
gène et d 'ordre—m.

Nous avons donc à calculer
_ Y1*'4"'"0 u cos / — i_____ du

J^zr= l — — — / , f ^ . \ —^-- . ,

l•/-" (uï•—•ÎUCOSt^-î) '1
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ff COS/

( / ( ( ( 1 — :< // ces / •+. i ) 2 // ( ̂  ,.„.„.- ^ // ces t -i- i ) "2

i ^/
( ^-t — '.i { { cos / 4" i ) ï

/// — i r//'^
d'où

<fu•"•=<
ff ( ( ( Ï ——.„ '̂  ,̂ (.QC; / ..̂ .. ^ j 2

Mais, en comparant avec la prernière expression, cela donne

-^
.̂ .i,̂ =: !,//-— cos/ jJ .̂î =: !,//-— cos/ du

tU -h 1

C ^ 2 — ' > . ^cos/ 4- 1 ^ ^

En posant ^ == cos/ 4- ^siru, on obtient

r ( l u

(ff2 -"- ^ /:/ COS / -T- 1 ) a

:sin / / / / ^
, v ....... ^^ ('(•'••î-,4.,,. ij ^

en prenant comme variable —•-r-—i ce qui in t rodu i t une intégrale- ^ U'1 ~l-

eulérienne, on arrive à

\,^,,^~=z: 1,// -— '̂' 77;.
,., / //Z d-

-sirr 7 / / / cos/,

et par suite

I^^cos/ ̂  :/^,y^i-^/ (^ pair),
f^.\ r( —-—

Ii,— VT: cos/ ^.—'F ^ "sin1-^/ . ('y// inipair).Ï(p)

Mais

l̂ 1^""
^ V7^^— ^u cos/ -"t- i b '-iï
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comme on le voit en posant // = cos^-f- s in^shr . Ensuite

a cos/ — i , r"^ / // — c o s /^r du = Ç
' «y_ 3

•r __
ft^^—'ÎUCO^f.-^l) " J_^ ^f.^—'îftCOSt^-l U ,

II faut maintenant multiplier par cos^sin^"2^// et intégrer de zéro

;>. I cos/ sin^""'2^ io^^ tan^' - (II9. f cos/ si .n'"—'1
w (i

-4-0(.I)

~1
/.V/-J //( — 37^'

(t;^
. 0 (1 }jL——o- y

^m -i\ [ \^ _ / / M — a 7^-h- 3'-, r^):^——,-—,r^
( m împair).

Nous allons maintenant simplifier ces expressions. La fonction

' /^vZUl±-!-L^ • ' ::'VTT ̂
"T Zi

/.==() x •>

^//^. /?c. 2Vor^., .(3), LI. — FASC. 4.

^ ^-'.n/' ^\
^oF / .+-)

4o
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est la solut ion holomorphe et égale à un à l 'origine, de l 'équation
hypergéom étriqué

.z'd —,./•') r^-(-(iî — 3 . Z - ) Y'— r==o. '
\ ^ / '

••r.

Or cette équat ion a aussi une solution 7 = Y c//^-""/avec c, == i; en la
// = i ! !

cherchant par la méthode des coefficients indéterminés , on trouve
que ' • . , est so lu t ion . Pour trouver u n e autre solut ion, on forme

V x \l — x )

d'abord le wronskien, qui est [^(i—^)'?^ à un facteur constant
près; il y a donc aussi la solution

———_ /' ^'
• ^(J —- X) J ^ . / ' { t . — ^ ] 9 •

en posant i+ ^=== ^, /> o, on trouve la solution cherchée

,-^^^^ ̂ _ (,̂ ,̂ ,,
// == o i < p + - i

Soit maintenant ^==7^1"^"^; on a

.r(i - ̂ ).^+^ - ...̂ -̂  ̂ o,

équation dont la solution holomorphe à l'origine est

• _ p^+^
z == ,— arc tan2- f / ——— == , „ V ____\ '" / ...,// / , _ • ,V,r b V , - ̂  ^ ̂ .2, —^———3T ̂  ( o < x < ij.

" v " //,=o .1 ( /z -+• i} r ///+ - )\ 'v
Nous connaissons d'autre par t ie développement de ̂ ï"1^; en iden-
tifiant les termes en x11 dans les deux membres de ^=j\/T^^, on
trouve

.^^'•'^•^("-^-O^ . •l-̂ L.
''',•", r^+l)r(«-/ ,+,) ! >^ / t^ („+,^r ( , .+?)
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OU

_r(^+.)r(«-^-4) , r3^^) ^ rc^o
^r^+^h^.-^+i) VT C^(n- l)r(r t+^ ^( / ^ +^)

y^ —— 0 • ,1 s

En remplaçant maintenant n par —— etp parp — ï, on parvient a
la formule, valable pour m pair,

rf^
f ^ ) ^)^^-__—————^ l 7—————^p-m^0(0.

rf^^)r ^^.V\ a y \ 2 y
Si m est impair, on transforme de même la formule (i3)en se servant

des développements de / i—^ et- de -==/ dont le produit esUm, et
l'on parvien t à la même formule (i4), qui /applique donc quel que sou m
au moins égal à deux.

5. Calcul de la fonction ^. — I/intégrale qui donne ^ porte sur une
fonction de r, de a, et de a^ à intégrer dans le domaine r<X. En
posant

ai=rcos6/ , a^= /•sù-ï6/ coso, , a^== sin6' smcp^a— ( a > 2 ) ,

^'< ̂  oî 0 ^ ̂  ̂  7T; ° ̂  9 ̂  ^7 '

on trouve, si m est au moins égal à trois,
^^ l i t . )

^ /(/•, a^ a^d(a^ .-., am)

——^— y»'n: ^•K ,

^ '2Tr " ' / sin^—o / sin^-^ ' 1

^ / / n — a \ J, V,
\ a y

/»/.

X / /(/', / -cosÇ, r sinô cos^)^-1 ^r ̂  ̂ o.
^o

Donc
^•-•^ 1 , „ 1 • ^ ! .

> / ^ _ , 27r —— F sin^—fcos^ f sin^r.,
F / ^ - ^Wo ^

\ ^ /1 1 1 • • ! ! 1 . ^r'___^_-——^1^'1111'1''1.1
^s. 1 /» -f" 1 ' • • - ,

^ (r :2—2prcos6'-4-p : i)~T"
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car l'intégrale porte sur une fonction somrnable. Cela revient à
///..„.„- i y,

i— 2 /-k ^k y» Ç> i

^ (?}==:---———————-p-•••//' i g^///^ ^ —————————^_________^

r^^-t^V Jo • ^ . , , m-^. '
' - l -3 y ( ^ : - — ^ / / c o s y - 4 - I ) t • i

ou enfin à
/// • ' ! 7r ^

'!> ( p ) = - —————— o— f " si n- ^/ f ' ______^______! ̂
r f ^ ^ 'V J.. -/ > . . r ^1 ^—^— y ~-^ ( ( { î — 2 u cos 0 -i- i ) 2

Ceci entraine, quand o tend vers zéro,

^-"rf")
n:5) . ^p)^_-.^^^p..,...^,^

.1^__^

Le calcul suppose///> 2; mais si m =2, le calcul direct montre que
la formule (i5) subsiste.

Les formules ( i / i ) et (i5) nous permettent de voir que /'(p, 0) esi
un noyau (V intégrale principale. En effet , en intégrant dans le
domaine ;x< p < A,l'intégrale de/(p, 6 ) r fV se réduit a

1 • '>.T:~~ î r^ • /-1À

, / m — î \ j 6ïnw~îô^:iQ^ p^"-1 9 (?;</?P( —^—.. ) L " ^u.
V ^ )

r^ ^ "î
+ ^ sin'^^ ^ û^-' ^('p)^p
'^o J^ 1 1 )

///

: • ' ,^^T ^ , , • ,
=-———^——-^ PW-"l:ffp)+(^~I.^(p)j^;

^^+^

or la fonct ion intégrée ici vaut (^(^ - ' ) ; il y a donc bien convergence.
Les hypothèses du Chapitre 1 ( § 11 ) sont bien satisfaites, et la

Jonction^ existe.

( > . Transformation de l'expression de K. — Le calcul de <|) revient
àce lu ide lacons tanteKde la formule^^

1 , 1 . • i • ! ! /^'w , 1 - '! ! ! ! , / ! • ! , : . , ! , ! ! , 1 - 1 1

1 , 1 1 1 - . 1 1 : 1 1 1 1 1 1 ' ' 1 ; - 1 1 : 1 - ' ^=-^m 1 1 1 J(p.^^//(E:,, ...,.^), - . 1 1 1 1 : " 1 1 1 1 : 1 1 1 1 1 1

. 1 , 1 ' . 1 1 1 1 1 , - ! . 1 1 ^ ! 1 . 1 1 1 . ! ^>^J 1 1 1 ' ! '1 1 ' ' . • !
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cette dernière intégrale étant étendue à la région ? < ^ R . Nous avons
vu comment une telle intégrale se calcule; en remplaçant ç +(w — i)^
par sa valeur exacte et en ut i l i sant la formule de Legendre relative-
men t à la fonct ion Ï\ cela donne

7T /.

K= -3'"7""' li,n f " 1 f\in»-6 f"--————^———^-,^^^.
//'^("-l}'-J" rj" ^-./co^-.F^

ti '' ,

i, . , 7.d ou, en posant c ===:-?

_^/^--i Y14-^ r r 2 /"" ? — c o s ^ ^ / ^ ,
f ,6) K == -————— / - / sin—-^ / ———————————^-r, - ̂  ̂ ,/ / z r ( / ^ . ~ i : ) j . , ^J, J „ . , ^_i /

' ( ( r2— 2 / C O S 9 + T ) -

et nous sommes déjà assurés que cette expression existe. Mais il faut
maintenant la transformer.

Le résultat des deux premières intégrations peut s'écrire

i^ . , fT t-cos9 ~\df ,
Ci ; . ) „ / Ain/"--2^ ————————^-r-î"0-05^ Y î

'" '0 [(^-^/cos^+i:)"" J

ou encore (§ 5)

r^ , f"'"' t —cos6/ dt /
(1,8) - sîn^-^l ——————————"I^T^ •

"0 "' f ^ — 2^cos6'+ l lx} '' • - .

En nous servant tantôt de l 'une, tantôt de l'autre de ces expressions,
et en remarquant que l'ordre des intégrations peut être changé
dans (17) si i /<i, dans (18) s i / / > i , nous écrivons

K -^ - ̂  7T'-~i i rv: i r y ^ r (/~"cos^sin^^- ̂  ̂  r / u ,;;TT^^^ ^^^/cos^.^'' '.1

^ r \ r - f f^œ^)si^//^^^
t7" ^ < - 0 t (t ('^-^co^-4-l) 2

-. fi rsin-^ r| ————^2ii-^^cos^^^1

-')-'- """ . , t " L^ '-afcos^ 4-1 ) :> J

^ étant positif et inférieur à un. Le premier ternie de l'accolade s'écrit
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aussi
r 1 ï / ' ' ï r^ ( ^ — œs^sin^—-^ - , ,

- lim / ^ L -——————-———^d^dtdu,
^-A^^ ^0 ^__^ç^_^————

car, si u -> + oc,

C^''' t /"rt ( /—cos^sîn^-^ - , . . . . .
/ ^ f -——————-————^7 dh dt = 0 (^—J;

J l t J { } ( /——2^COS^-: I )~^ '

donc en mul t ip l ian t par ̂  et en intégrant de / à + oc, on a 0(^"7//),
c'est-à-dire un inf in iment petit ; en le retranchant, il reste

r 1 ï f'^i r (/-co^^sin^-3^ ,„ ,
, T, ~i ————————^drj ( / l du ;

J}-^UJft /JO ( / — — ^ C O S ^ + I ) — — —

mais

r 1 ï f4'" ï r7' ^—cos^sin^--^ ,/ . , , „ / , . / \
^•^ ^ ̂ ^TTP"""^"^"0^-)-

ce qui achève la vérification. Le second terme s'écrit de même

.. r'~S /""t r ' (t—co^Qjsm^Q . , ,^J ^ j ^ j ———L——^dtd^
(r-2— 9./cos'3 + ï ) ••i

comme on le voit en ajoutant sin^-^ÔcosO à la fonction qu'on intègre
par rapport à 9 : cela ne change pas le résultat.

Mais si x et^, sont positifs, et si/est cont inu , on a

•' . /;^/(P)^^^/'^^)^!^ , • ^ , •

car les deux membres sont nuls pour x=x^ et ils ont même dérivée
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par rapport à a ' . Donc

K — l-ll7 !̂! r T I ï l F " ^--cos^sin^-^ - ,
î / 1

.̂  — —.—————— » — li m l -loe——— / ————————•-—————— ̂  ///
m l ( m — i ) i /^ J t ^-i-/,/ lli_1

' "'' l ° ( / ' 2 — --î/cos'9 -r- i) '2

Ihn /""Ilo,——— r ^-e^e)^-^
1 ' "/i î. , ^ / " ( / — cosQ ) sin^-'2 ^

//.->.+oJ/ / l — /•• / ^-4-1//^+oJ^ / ' l — /.
f / ' - 2 — - 2 ^ C Û S Ô + I ) '2

f1-^' 1 /Ï7:
f " î f .

- | - f SID^"'2
J^k ?/^)

frx; ——J(l Le/--.

"̂  ( - • / sin^"^

r r / - c o s Ô .-1 dï ,, , }X 1 1 ———————————^~, ^- cos ç. -^ <-/6' du (.
( / 2 — '..UCOSO -r- l)"7" 1

D'après ce qu'on a va dans le courant du Chapitre 1 (§ 1'2), la
fonction /'(o, 0) vaut 0(log À — p [ ) quand p tend vers X. En sui-
vant les calculs, on reconnaît ainsi que, dans le premier terme de
l'accolade, la quant i té qui est multipliée par log(i + ^') vautû(log^),
et par suite son produit par log(ï 4-A-) tend vers zéro avec l\ II en est
de même pour la partie où figure le facteur log(i — Z-) dans le second
terme de l'accolade. Enfin le troisième terme tend vers zéro avec k.
Nous avons donc

r _ ^7^-1 F' ' k^/ F 7: (^—œs60sin^-^ ^ ̂
''""" ^rrUn~7~) J ~TJ, / / , / û .̂l ' < ' " ( î 1 — 2 ^ cos y-4- i ) 1

Mais nous avons év idemment , par changement de 6 en r.— 0 et de î
en — t,

r^ r (t~•cose^mffi-29 dQdt 1 , ,r-io^ r\
J. f i ,/// / ^ (f:'1— a /œs'9 4-1) '1'

C~'11 loo, l / j [ t ï (t — cosQ) s'm"1-'^
T

^ç \^_ ç - (t-^6)^"-^^ ^^^

" '1 ) (f1— 3 / C O S ' 9 +l) 2

Par conséquent ,
^n, ̂ m-1 r + y- \ o^ | / j /-2 (- /, — ces 0 ) sm^-2 Q

, (r9) K=^^-^.^y -^—j ————————^- cl^ dt,ni~r-\ î

, (/'• i— 2^ COS y -4~ 1 } 2

l ' intégrale relative à t étant maintenant une intégrale principale,



où / = = o est à exclure par un intervalle ( — A , h) (ce n'est pas une
intégrale principale de Cauchy).

Nous voulons maintenant remplacer dans (19) la variable d ' inté-
gration t par la vamhie u telle que

1 •-= cos^ --i- //• sin ^ ;

nous aboutirons à l'expression

9 / " r ^ ' ~ 1 r^^ u Ç î lo^ | cos^ -4- ( ( sin 0 ! ^
( 20 J K "̂  w r c / n — i ) J ^ J, sin^cosC/ 4- ^sin^

-^ (•^2^.^) •I ()

Le changement de variables est biuoivoque pour 0 ^> p^>o, et le
jacobien sin 6 n'est alors pas nu l . Montrons que

,. r4"1 " ,io^ | / ' .r • J f ^ — ces ^ ) sin^'-^ s ,
\^ / _^ / ,———l——^^

^^O J-^ ty» . - / • ' «/ , - .^, ,^ 1 —-

/ .lUi., », \ M \ < ou;i J l oi iji v ,/•, ylim ( —^ / ——————-———^F dh dt == o.
?;"()J-X (> f / : ^ - . , 5 l / C O S / 5 - ^ - l } :i

Si, de la fonction intégrée par rapport à 0, nous retranchons
— [ l" ï } j t n "—? la différence vaut 0 — quand le radical
K/--,)^^ ^ Lv'c-^^^,
est inf in iment petit. Donc

'1+/' l o f f / r9 ( « — cos6/) siu^Ô ( / — i)^^-2r1^1]^/ ^^ ^—cos^sin^Q
1 -y - J • ^~"

<y l —yt- , ^(i f / ,.) „ * - .. . , /, , ,,\ •»/ ' -^ 1 / -/" f f / 2 _ a/ cos^ + r) :i [ï/ — DM- ̂ ] 2

existe, et par suite sa l imite est nulle quand k tend vers zéro. Nous
allons voir qu'il en est de même pour

''"'^lo^/ (^ (t—i)^1-1r—^i r
1 / ~1 . d^ dl \
] f lii±

"•-^ ^ ^t-if^^} --
on a

^/l>'> / / _ i \ ( ' i i i i — ' i ^i—\ ///_ 3 /
/ - ( ^ ^^=r/-.)-f ——_^^OK/-I)-],
• " |Y/-I)2-|-^] •2 •/" («i-l-l) 2

ce qui entraîne notre affirmation, puisque Iog< == 0( ï—i) ; on voit
que la convergence est uniforme par rapport à p. Etant donné un
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nombre £>o, nous choisissons À"(o<Z:<i) assez petit pour avoir

f^ ̂  f ^-cos^n^ ̂  dt < a, .
{ />: ' () (F 2 — 2l îCOS^4- l ) 2

quel que soit p : c'est possible d'après ce qu'on vient de voir. Puis
nous nous donnons un nombre positif À, inférieur à i — k , et nous
prenons ? assez petit pour avoir

r logm r
J-k t Jo

^ (f — cos6») sin7"-^
<:̂  <^/ < £

( ^'2 — '2 t. COS 0 -4- 1 )——~

ce qui est encore possible car; sans changer le premier membrèy on
peut ajouter s in^-^Ocosô à la fonction intégrée par rapport à 6, et
alors on a en réalité une intégrale double de fonction sommable.
Enfin nous diminuons au besoin ?, de façon à avoir

. /, ^ ^-^\^.^ ^ (^—cos^sin^-^

; ^ ~^ f ~i—; —————————^~•dQdt < s;
,^—.c ^h ^\-^k / v *Ai / .., . r, . ..—r-^i+k ( r • ^ —2^cos9-+-1) 2

c^est possible, car on peut changer l'ordre des intégrations/et alorsie
résultat de l'intégration relative à t est borné quand 6 varie. On voit
qu'en définitive ce procédé donne un nombre Y] > o tel que l'inéga-
lité ? <^ï] entraîne

-.3r' log-M r
1. ~~J.

(t—cosQ)sïnm-î9
dQcît\<ÏE,

0 ( ^—2^COS0-+- l ) î

ce que nous voulions démontrer. On a donc bien

K==
^n^n

lim lim liœ
mT{m — i) p-^o /f-^o /^o \J_i

(t—- cos 9) sin^—^></'^y
(̂9 ̂ ,

(r-1— 2^cos^+ i)"^"

( /+ / )\ «/- / ^A /

l o g l ^ l

et le changement de variables peut être fait dans le nouveau champ.
Relativement aux variables 6 et u, le champ est défini par

h<. \ cosO-^usmQ J </,p<@<.^
Ann. Éc. A'orm..^ (3), Lï. — FASC. 4.
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ce qui comprend le champ

/T^HY. | cos Q 4- u sin 0 \ > A.p<@<^
Mais l'intégrale

/ 1.0û:| cosô -{- ^ sinQ |
r f l^Lj [siw'^ ; sin@(cos04~ u sin0)

(^+1) 2 ^ 1 ^

<^@ da^

étendue au champ
| u 1 > \/^—i, (3 < @ < -î | cos0 -}" z^ sin0 | > A.

se limite aisément; on a

| log| cos0 + u s'mô
sin0(cos0 -|- u sin (9)

log- i u 1 —- log sin 0 -(-
<

COS0

A sin (3
et l'on a

a >> log sin0
cosô

>--^

où ^ est un nombre quelconque supérieur à —log sin [3; l'inégalité
est valable pour cassez grand; il est donc évident que notre intégrale
tend vers zéro quand /croît indéfiniment. Ainsi

^n^m-l r ^ - y,^n^m-i r-^^ y, ç log-|cos6' ̂  u sin6 \ ^
K= InT^T) h^ ̂ J ————^j sm0(c.os^^inô)^^5K^:——^————- hm hm 9 ———————

mT(m—ï) p^o h^J^^ , -^.
{U'^r î.)

le champ d'intégration pour 6 étant défini par
71:( 3 < @ < - ï |cos0+^s in0 j>/ î .
îï

Montrons que
/^-' loû- \cos6-+• us,m0\ ^ ,I —^J——-————:—1 clQ clu.

jn , smQ(cosQ •+- asin6)
^m.^m-\

(21) K= wr(w~ i) p>.oj_
r

li in |
^>^J-^ (^+^)—— t /P

En effet, si 9 appartient au champ

(22)

on a

p^^^^., | c o s @ + a s m @ l < A ; < i ,

] M cosô — sm0 | > \/i 4~ <^—- A2;



mais

ÉQUATIONS A. INTÉGRALES PBINCIPALES. 3 I I

——. 4- ucosÔ — sin0===cotg@(cos0-{- usinQ);'

donc

r^' u fïlog\cose-^usm9\f i . \1 —————^^ 1 —J—^—————S, ——^ .4. u cos6 — sinô o^ du
J_^ ^ ^-^-J cosy+^smy \sm0 )

(M " + I )

< — cotgp ^ ——1 M l ^^^ /log [ cosô -+- u sm0 1 ̂  ̂ ,
—— (^i)——-7

le champ d'intégration étant défini par (22), de sorte que le loga-
rithme est négatif. Mais

— / log ] cosQ -4- u sinQ [ dO < ' . \ log | cos'0 4- u sm@ ] ( u cosQ — sin Q) d9,
J \/i -— Ï € - J

car i / cosâ—sinô est négatif dans notre champ; le dernier membre
est évidemment O(AlogÀ) (cela se voit en prenant c o s Q + ^ s i n Ô
comme variable d'intégration). Le premier membre de Favant-dernière
inégalité tend donc vers zéro avec h. Ensuite, en intégrant dans (22),
on trouve

. /^log \cosQ + usinô \ , /, .- r\\ je,I —2-—-——————- ( u cose? — sine?) d0=-o^
J cosQ -t- usïîiQ

sauf si u est tel que (cos9+^s in6[ soit moindre que A en l'un des
points 9 == ? ou 9 = ^ : dans l'intervalle

h 4- cosp h — cosp
'""""ihTp" ^"^"iïïp"' .-

, , , loû^À — lo^21 cos6 -^r-u sîn(3 |on a, pour la même intégrale, la valeur — — — — \ — — — — ,

et, dans l'intervalle — À < ^ < A , elle vaut lor ^l^-10^. n en
résulte évidemment que
! • ,iî  r " u r^\^Q-rU^Q\ ^ Q ̂ ^ô)d9 du=o.

^L. ^^-W cos^+^smô v

La formule (21 ) est donc établie.
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7. Nnllité d'une certaine limite. — Pour parvenir à la formule (20),
il reste à établir que

,. f"1" u f? lo^ lcosô+^s inô ]hni 1 —,—————. ( —2-i———-—————^dQclu-^o.
P>oJ_, , i)^^0 6mQ^ose^uslnrj)

Tout d'abord prouvons que

,. r4"" ^ f ^ l o^ (cos04 -^s in0 ) ,. ,lim 1 ——————- l —————-—————cl0du=o.
f^oj, ^^Jo sin0(cos9+ usine)

(u^-î) 2 t

En effet on à
log-cosô Io^cos6'

-̂ > ,-.;^ û / - - - Û ^ . — ' - • - - ' / J ^ -'> '~~sin 6' ( cos Ô 4- // sin 0 ) si n 9 cos $

^ ^ log(L4-^ tang^} ^ / z/
sin0(cos& 4-« sin(9) y sin^cos^

la dernière inégalité résultant des deux suivantes :

log(i 4- ^ tang61) u. Jog(i -4- ^ tan^-^) i . 1

s in@(cos0-4-^ sin^) .cos'2^^ si n 9 ( cos Ô 4- M sin 6' ) sin 0 cos 0 ' ! '

Comme log(cos9-+~ ^sin6)=logcos6 4-log(i + ^tangO), on peut
décomposer l'intégrale en deux, et les inégalités précédentes montrent
immédiatement que chaque partie tend vers zéro.

Prouvons maintenant que

, * F0 u F^ lôg j cos^ 4- u sin6 ,, ,
^"a / —————^-rr / —"?-——7.——————r€^clu=:o.
. r u ^ lo^
^L—~^i ^^oj „ .^—iJo sin0(cos^-h ^sin@)

(^--h 1}

Nous supposons qu'on a t a n g p < — Alors, d'après la formule des
accroissements finis, o^>log(i + u tango) ^> iu tang6; nous avons

0 /

aussi cos9 >—= ? cos 6 +u sin 0> —=; par suite
v0^ \^

îogcos6 ^v /65 lQgcos9 1 log-(i -4- ^ t ang^ ) 65'1

sin0(cos@-+-ï^sin6/) 4 sinô ? 0 s in@(cos@+ î^sinÔ) > 16 u'

notre démonstration est faite,
Restent les valeurs de u inférieures à —4* Nous supposons 6 assez
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petit pour que la plus petite racine positive ^ de l'équation en x
1 ^'sin{3 — j?cosp +ï:==o

soit intérieure à deux : c'est possible, car lima'^i; l'autre racine
P^o

positive x1' équivaut à ^ 2. Supposons u assez grand en valeur absolue
pour que nous ayons

cos p "-+-?/. si n (3 -<—===;
, . y--"

il faut et il suffit pour cela qu'on ait — u < ' x ' ^ ou — u > ̂ 2, mais le
premier cas est impossible puisque —u }> 4; donc cela revient à sup-

p o s e r — u ^ x ' ^ ^ 1 — — v v l /. Si l'on a en même temps

cosp 4- u sin{3 ^ > — • <>

c'est qu'on a — u -<^ .r^2 === r "r" "^ / • ? où ^ est la racine positive
de l'équation

ûr'sinp—x cos {3—i==o ;

il est évident qu'on a x'"= ̂ + x'^ x\ Supposons donc
• • • x"^ — u<x"tï,

et intégrons par rapport à 9 dans l'intervalle où l'on a

[ cos 9 -4- u sin 6 l <;—===:;
y,— u

une extrémité de cet intervalle est le point ?, et à l'autre extrémité
on a

• " cos Q -4- u sin 9 ==—=====•; • • - •
V— ^ , ! , , ! , • , .

dans cet intervalle on a

— 4 / I - + - ^2+ -l- > ^ cos9 — s in@ >— \/ î. 4- ^'2 1 • •
^/ IL .

et
^^-^-(-«F, . d-où ^^Q(«.), ,
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d^autre part
i n . n cos@(^ sin0-h-cos0)——5+^cos0—sm0:==———^——. . — — — / ,sinô sin0 5

d^où

^^(^^^^^^[^i^cos^^sm^+cosg)]^^"^6^11^^0 '05^^—^(^cos^sm^r^i^cos^^sm^cos^l-h0052^^51.1104"005^2.
• S1Z1 C'

en intégrant dans notre intervalle, il vient

/ loff | cos0 -)- M s i n @ | ,
—^J—7--———r— ( u cosO — sinO) dQcos 6 -{-• u sm 0 • '

== -log^cosp + î ^ s i n p l — ^log-^— u),
2 y '

o< f cos0îog| COS04- Ms inô | (ucosÔ— sin0)J0 :

^ ^ log[cos^4- usinQ | (ucosQ — sinô)^

=: (cosp 4~ ^ sinp)log'| cosp + z/ sinp

—cosp—^sm(3,- i-- —-===:log^(— //) -+- —=:
2^ "- w / l ..^^

enfin
cos^Q __
^^(cos@+^sin0) log |cos0+^sm0|=0[V~-i / / log(—M)] ,

de sorte que l'intégrale de ce dernier terme est aussi 0 y^i log( - u)] ;
. —(m-hl)

en multipliant toutes ces quantités par u^+î) 2 du, et en inté-
grant de - x^ à —x^\ on trouve des infiniment petits, notamment

^log2! cos(3 4- u sin(3
==0[PM log2|cos64-Ksinp ]//z -+~ l

(y2_n)———

et Fintégrale dans un intervalle d'amplitude o f—V contenant le
Wiv

point u=—cotgp , est évidemment infiniment petite. Supposons
maintenant -—«> a?'"2; alors les valeurs de 6 pour lesquelles

[ cos@ + u sinQ \ < —==.
\/— u

forment un intervalle intérieur à l'intervalle (o, p), et, en intégrant



ÉQUATIONS A INTÉGRALES PRINCIPALES. 3 ï5

dans cet intervalle, on a

/ lo^| cos9 -+- usmQ \ - . ,
———T.—————-—(ucosQ--sinQ)dQ=o,cosy -+- u sinô • '

o< 1 cos@log|cos04- îzsinê ( ( ^ c o s ^ — s'ïïïQ)d9

< f log [ cos@ + u sin0 | (a Cûs9 — sin Q ) d6

==— —==, log(~ ?/.)—•—=^==-î . ,
V/— ^- 1 V^^'

et enfin la fonction qui reste à intégrer, et son intégrale elle-même,
.- ,____ . • -(m^-J)

valent 0[v~~" ^log(-- ^)J; en multipliant par ^(ir+i) 3t du, et
en intégrant de — oo à — x " ' ^ < ^ — Ap~1 (A constant), on trouve des
infiniment petits.

Il reste la partie de Pintervalle (o, (î) où l'on a

| cosQ ~(- u sinQ \ > ——

nous écrivons alors

i i u
sin0(cos0 + usmQ) sin0 cosQ ces 0 (cos9 -+- u siuô)

Nous limiterons d'abord

r^'1 u^ r iog-|cos^-+^sm^ ,.,.
J_^ ^ ^ J cosô^cosô+z/.smô)^ ^'

Nous remarquons que, pour u <—4? Je r a p p o r t — ^ ^ ^ est

positif et borné, ainsi que le facteur——• Nous avons donc à limiter

/""'" u F r\ riofî' ] cos9 -+- u sin (9 [ , .. - osl j n j1 ——————— /O— t 2J—^—————1 (ucosy— sinQ) idQdu.
J_^ , ^tlj L cos@+;/.sin0 v /J

( r^ 2 ^-1) 2 - ' ' • ! 1

Si — ^ <^\ l'intégration relative à 6 donne

0[log^(cosp-4- î^sin(3)],
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car, dans tout (o, p) ,cos6+^sin9 est supérieur à ; nousremplace-
V — u

rons cela parO(fJ) si — / / < — : > et par Ol^log^— ?^)] si — < - / / < ̂ 2;
si^a ̂  _ u^x"^^ limitation est encore Ol^og^-- u}]-, si — u >.a?///^
il faut faire attention au changement de signe pour cos6 -h^sinô, et
l'on trouve ainsi O^og^—^+log2 cos^+u s i n^ ] , ] , qu'on peut
remplacer simplement par (^log^— u)]: Dans tous les cas, l'intégra-
tion relative à u donne un inf in iment petit.

Il reste à l imiter l'intégrale

/ log;-| COS^-h U SlÏïQ 1 ,/,

sin6' cos6'

étendue à la partie de (o, f3) où l'on a

| cos Q + u sin 9 | > __ •
, y'— u

II y a d'abord l'intervalle où l'on a cos6+/ /s in6 ^> , : cet inter-
" ' \/— u

valle commence 10 == o, et comprend tout l'intervalle (o, ?) si
— I K ^ ^ ^ ; on a alors, d'après le théorème des accroissements finis

o > lo^(cos'9 4- u shïQ) > — a \/— u sin -- ( sin -^ — u cos - ) ;

/ û û \ , . __.
on adonc à intégrer une fonction r s i n - — ^ c o s - ) 0 ( v — / / ) ; l^inté-

\ ti 2 /
ffrale indéfinie du premier facteur est — 2 (cos- 4- ^sin- )? et sonD - - ! • 1 1 1 '" ! ' 1, , \ ' ! 2" • ! tl / ' 1 1 '
intégrale définie vaut donc 0(p3 — ^u);on a donc à calculer

/--^Qa-^p^)^^! . ̂  | 0(P) (W>2),

, • tL--"2 ^ /(^+ï)^ t l /"^ < 0(\/P) ^ \m=^.

ce qui tend toujours vers zéro. Si —u ̂ a^2, nous écrivons l'intégrale
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* j / p • COS0 -4- usmO î ,, , , , . , i j ' r » -indéfinie — ————j—— — —^ d ou 1 intégrale définie
cos — cos —

•2 , 2

-—^z:^0^
cos — v — //

-2 \

après l'intégration relative à u, de — oo à—^ / / 2 , on obtient encore
un inf iniment petit. Il nous reste seulement rintervalle où l'on a

cosQ 4- if sin61 <, —==—?
,., . . . . . - • 1 . . . ^—u

mtervalle qui existe seulement si — u ̂ > rr'^2; alors on a
. . COSÔ , ^ COS0sinç> —— + (— //)•'> ——-;— (.t. ' — u

donc __
{o° ' (—cos 0 — i f & ï ï i Q ) ^r /— / / ï / \ 1—^—————,———} =0 i/-^-Io^(—î/. ;

si.n0 cos 0 L V 7 J

l'intégrale relative à 0 vaut donc o[ \ /—p^log(—^)] , et l'intégrale
relative à u, de —oo à —•^ lw2, est infiniment petite.

La formule (20) est donc établie.

8. Fin du calcul de K et de <î>. — Supposons que u soit positif, et
posons

..U=COt^ç', 0-< P < — • . ....

Nous voulons calculer l'intégrale

^'logCcos^ -4- u sinQ) clQ • . . , •
J siTi6(cosO •+• u s'mO )

r^ / î u \ dQ
=J [logcos@ -+- log(i. + M lang9)] (^^^ - î + y tang^cos^'

Mais
/"î r/ r ^ \ ^^ log-cos^^^- i^^iang^cos^

=logcos^.log— tang^——+f tangeiog——^—a^;
- " & î 4- « tangc J^ î + M tango

Âan. Éc. Sorm., (3), LI. — FASC. 4. 42
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en posant n tango === ^ cela donne

r " log(cos0-j- usinQ) - 1/^-4- i
j[ singCcose+.sine)^^1^^")1^————

^p<^+^_p^-^
•A t Jn I+<1

^ JÎ^-Jlog^--^(ï—>- t ) ^•+- ^2

, , \/u^i Tr2 i , „==Io£2sloff-———— •4- — — —lo^a
M 12 2 --r10^ < ^^

^ ^-4- ^2

Passons maintenant à

•7T

/i2 log(cos0-h^sin0)^g
J^ sin0(cosi9 4- u sin0)

- 7Ï

r2 r/i / • fi\ i /cot^0 M ^ ^@= ; ( log(usm0)-4- log —2- +i ——s——— ———7:;J^ L \ ^ / Jcotg@+^ ^sm2^

on trouve

'ÎT:

f2 , . ^ u dQI los;[u sinQ)——-——— ———-
J^ b v ' cot^Q-^ u usinée

71

^logÇ^sinpilogf^^+iUr'Iogf^'^+i^cotge^,
\ u ) Jt, \ U J

cToù en posant encore u tango=== t,

Ti; , , .

/^ Iog(cosg+ usmQ)d9
J y sin 0 ( cos 0 -4- usin 0)

' , ' , .'==10^210^——^=.+1^b 0^/^2_^,I à 6 ^ Sx+^(^+^)
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Ajoutons les résultats obtenus; nous trouvons,, pour u positif,

Ç log(cos0 4- u sin6)dQ __ ̂ î f4"00! t t ̂ t Ç^" \ ^ t dl

J^ sin0(cos@4~ usiîiQ) ~~ Ta ~ J ^ og T^ ^4- ̂  "~J^ 0^ i-h ^ 7

^- f'io^i-^) , r^"", f ^^
-T^i ————^^ l0^^

•ic'1 r ^ ° ° , t tdt , .
--6+J, ^mï̂ -. ("x1)-

Passons au cas où u est négatif; posons alors

w==—cotg^ o < ^ < — 1

Nous écrivons
7t ^ '

/'sî loë\co!36—^usiTi6\ ja _ r2 tog cos0 + logj i -m tang^ | ̂
^ sm0(cos0 4- itsi^O) ~^j^ $in0(cos0-hz/sin0)

En posant, dans le courant du calcul, t=—î^tangQ, nous trouvons
^ î

f' log cos^ dQ __ r^ log cos0_ ^_
j ^ sin6i(cûs@-h i ^ s i n 0 ) J ^ cotg0-^^ sin^Q ; :

'ÎT: ^ 1 1 '

^-f'tangeiog î0188-!-! ^
f -- • — if

•'{î ,
if.

î Ï^
"»• == r^iog-— f "ï3 | i — < ^s+ ^2

. i / o i l

En intégrant de zéro à un arc y compris entre ^ et ^ nous avons
ensuite

Jo

/lï logi 1-4- uiân^9\€Ï9 • ^ • • " ^ !

J . ain9(cos0-+-usin^)

^T / x M \ ^
^J log 1 i + ̂  tang-0 | ̂ ^g ~ ^ ̂  ^ ̂ ^^ -^Q

Q v w

i, , , r^^\^ut^e[ dô
-^lo^\i-^u tangy | + / ———^^——— ̂

o

i , / ' ^ ^ log l i+^ t s
=,^^^|r+^tangy|+J ———^

i, , , f llog(I-•^).. . /•^ogii-mtangej rfg ^
^ log'-11 4- « tangy 1 +J -^—— dt +J^ ———^^——— ^ ,̂
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dans la dernière intégrale, nous posons cotgO ==—ut, d'où

r I O^(— I—^ t a ^^) €le __ r1 , i — f' dt
J, tang-Ç cos^'~~J ^ ./^""T" T

^

=^(-.tangy)-f1 l^1——^
2 -/ /.«»..../ £<-otffT

ainsi

'r T ^^i i + z ^ t a n ^ - ^ l ^
J^ sinÇ(cos94- ^^sin^J

<'//•

=^Iog--(-^tangy)-^og.(- ï -^tangy)-^r // l°itlr̂ ;̂
*•'(>

si y tend vers ï» on parvient à
Tî

/"2 Iog| ï 4~ u tan^g. | f /g _ -Tr2 , . , '
^ sm@(cos^ + ^ sinÇ} =:::"~' J .(^^o).

La formule (20) entraîne donc, en effectuant l'intégrale d'une fonc-
tion de u,

(23) K~ ^"7r ^- , r^^-i ^ ^'^ ^
mr(m- - i ) 2 ( / n — î ) ' Jm .1 ( /il •— i ) j a f m — n / ^-t-i

( ^ 2 +I) ^
r , i — < ^^ , i

>4 ^TTïïi^i^ "

Dans le plan de la variable complexe z==œ-+iy^ considérons la
partie du demi-plan y >o qui est intérieure à un cercle infiniment
grand de centre 0, et extérieure à deux cercles infiniment petits dont
les centres sont ï e t— i. Dans cette région, la fonction

., s 4- l ,slop-——— ————
^ — 1 Z^U-1

est nnî{orme et "^ comme singularité que le pôle s .=== iu. Nous don-
nons au logarithme la valeur —iu pour z == o, de sorte que, sur la
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demi-circonférence infiniment grande, ce logarithme est infiniment
petit. On constate alors que l'intégrale

• fi z-+•ï :-4- l .s cf^
.̂ "h U'^

I los,——— —
1' 0 _ y -•2

J .̂  —-" 1 M

étendue à Fune quelconque des trois demi-circonférences, est infini-
ment petite. Étendue au contour total, dans le sens direct, elle vaut

., iu -+- i , ., i -+- iu .
71:1 ios -.——— •==- 71-+ 7T:i los ——— = T;'2— 277 arc tangî/.

i u — i i — l a

Par conséquent,

r4 'x, i -4- l idt i f4' ' i -4- / ^ ̂  Tî2

T lo^- ——— -———r,=- I log- ——; ———7 = — —T:arc tangM.
J ° I — ^ t 1 -^r- U1 3 J'_ ^ Ï — t t 1 -4- VL- 2

2\insi, d'après la formule (23),

a^TC^ /"+^//, arc fcang^ <^(^
^-r^-rr,^ ^^ •

Une intégration par parties donne
rf^

/"'h00 Marctang-M^ _ i 1 r4"" ^^ _ V^ \ a /
7 ^±1 ~ m — i J. /^±l~ 3 ( / n — i ) - P / 7 7 Z + I \ * .JQ (^-n) >2 0 (^-^-i) a ^"r".)

On a donc finalement

(24) ^

(25) <Ï>(X)= ———^-^D^^aa.p^^.
^pf77^-1)-

\ 2 /

p., / m +wF2 ———
1)

Ce résultat nous montre en particulier que <1> <?^ partout positif ou
nul, fait important pour la suite.

Bien que le calcul actuel suppose/n^ 2, la comparaison avec le para-
graphe 2 montre que la formule (26) est encore valable pour m ==î.
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CHAPITRE III.
ÉQUATIONS A INTÉOKALEg PBIÎTCIPALES.

1. Équations qui vont être étudiées. — Reprenons la variété close V
à m dimensions (Chap. I, 6), et sur cette variété le tenseur û, qui sert
à définir la mesure dV d'un élément de V, et le tenseur Aa,p qui sert à
définir les domaines d'exclusion relativement aux intégrales formées
à l'aide du noyau G(X, S) (Chap.I, 7); celui-ci est du type étudié au
Chapitre précédent (II, 1); on suppose que la fonction Ga(X,S)
satisfait aux hypothèses du Chapitre 1 (§ 3); toutefois les nombres
désignés dans le Chapitre 1 par À et par h, seront pris égaux, et leur
valeur commune sera nommée A. On se donne une fonction /(X),hôl-
derienne sur V. On se propose de trouver, pour chaque valeur du
paramètre A/une fonction p(X) telle que l'on ait

W p(X)^ r"G(X,A)p(A)rfVA=/(X).
J c^

Puisque l'intégrale est une intégrale principale, la fonction p doit
remplir d'autres conditions que la continuité : effectivement les solu-
tions qu'on trouvera rempliront des conditions de Hôlder. C'est seu-
lement dans les cas de m=i et de m =2 qu'on résoudra ici l'équa-
tion.

2. Cas d'une intégrale simple. — Si m ••= i, nous considérons donc
l'équation

(2) p(x)—^fG(x,a)p(a)^(a)da=f^).
n/cy

Nous appliquons le procédé bien connu de l'itération, qui donne la
conséquence suivante de l'équation proposée (Chap. II, 2) :

(3) [I-4-^$(^)]p(^)^xâ fp^)^) fG(^a)G(a/QQ(a)dad^
^'v ^^

=/(d?)+5i fG(x,a)f{a)£i(a)da.
' €/ïyl . '1 1 '1 ' 1 1
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Puisque $(.r) == ̂ ^(^(^(.r), on voit que le coefficient de p(.r)ne
s'annule nulle part si X est réel (on voit l'importance du fait que $ est
positif ou nul). D'autre part (Cliap. Il, 2),

fG(^,a)G(a,^)^(^)^a=0(|^—ÇlA- l) ( /&>o).
Jc,->^v

L'équation (3) est donc une équation ordinaire de Fredholm, et l'on
sait la résoudre. Remarquons toutefois qu'il n'est pas démontré que
toute solution de (3) [même dans le cas où (3) a une et une seule
solution] soit solution de (2). Nous verrons plus loin (§6 à 8) comment
on peut parvenir à résoudre et à discuter complètement Inéquation (^2).

3. Cas des intégrales multiples. — Si Pon essaye d'appliquer le
même procédé pour m^i^ on échoue, parce que le noyau itéré est
encore un noyau à intégrale principale (II, 5), contenant effectivement
une partie positivement homogène et d'ordre — m. On déduira même
facilement du paragraphe suivant que, si m== 2, Fitération poursuivie
aussi loin qu^on veut ne permet jamais de faire disparaître la partie
positivement homogène et d'ordre — 2.

Mais soit H(X, 2; X) un nouveau noyau d'intégrale principale, du
type décrit au Chapitre 1 (§ 7), et dépendant de X; on suppose en
outre que, dans sa composition avec G(X,S), l'hypothèse supplé-
mentaire du paragraphe 11 (Chap. I) est satisfaite, de sorte qu'il existe
une fonction <Ï>; nous noterons celle-ci <&(X; X), car elle dépend de "X-
Nous avons alors
(4) [x+^(X;?o]p(X)

,(m) f ^(w)^(w) ^W \
.+À I H(x,a;^)—G(x,a)~x/ H(X,À;À)G(A,£I)^VA

J.-Q J^ )

^[m]
xp(a)^Vs=/(X)+^ / H(X,A;À)/(A)^V^

«••"y

S.)0—G(X,a)-X / H(X,À;À)G(A,£l)^VAi

Laissant d'abord de côté le coefficient de p(X), nous allons chercher
le noyau H(X, S; X) de façon que, k étant un certain nombre positif,
on ait ^(N
(5) H(X,S; À ) ~ - G ( X , Ë ) - ~ X / H ( X , A ; l)G(A.,&)d\\

v v
^^^-^..S)] (k>o);
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de cette façon la théorie classique deFredholm permettra, pour chaque
valeur de X, de trouver la ou les solutions de l'équation (4)? si celle-ci
est soluble, en supposant toutefois que le coefficient de p ne s'annule
nulle part sur V.

Diaprés ce qu'on a vu (I, 11), si la condition (5) est remplie, elle
l'est encore pour toute fonction H qui diffère de la première seulement
de 0[L/t"~m(X, Ë)](/t^>o). Nous avons donc à nous occuper seulement
de la partie positivement homogène et d'ordre —w. C'est ce qui sera
fait bientôt pour m = 2.

Observons dès maintenant que la condition (5) suffit pour vérifier
l'hypothèse formulée au paragraphe 11 du Chapitre I; par suite cette
condition entraîne Inexistence de la fonction <ï>.

En posant dans (5)
Xy, === 2 Ça — r a .• a^= tl E.a — ^a (a= l , ':>., . . . , f)l ) j

on voit que cette condition entraîne

(5 bis) H(X, a; À) - G(X, S) - 5. f G(X, A) H(A, S; ?0 dV^

=:o[v-w(x,a)]. ' :

4.^Cas des intégrales doubles : recherche de EL — Nous nous don-
nons un point X; dans le domaine Vn auquel il appartient, nous chan-
geons linéairement de paramètres (II, 3), de façon que le point donné
soit à l'origine et que la fonction G(X, A) se réduise pour lui à

—W^X)a,L—(0,A)^-0[Lh-^0,A)],
avec ______

_ , ^ , , , y(X)==V^a,p^.^a^ (a,(3=I,,2-).<,

Soient L(0, A)^==r, ^==rcos9 , a2===rs in0 ; nous dirons que
—y(X)7''~2 cosQ est ïsi partie principale de G(X3 A) pour le point X
qui coïncide avec 0. Pour le même point, nous chercherons la partie
principale de la fonction H(X, A; A); soit co(ô)r"2 cette partie princi-
pale : la fonction co est l 'inconnue de cette recherche, et elle doit être
continûment dérivable et satisfaire à la condition

, .' ! ' • 1 1 l l i - 1 1 ^ ' ! , : ^ 1 1 ' ! • • ̂  ' . ! !- ^ 1 ^ 1-. , .
(6) / u(0)de==o,

, 1 1 . i . , ! : Jn • ... ! :
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pour que H soit un noyau d'intégrale principale du type désiré. Nous
allons donc considérer X comme fixé en 0 ; nous posons A^FÛ \/D = p-;
la fonction (D dépendra de ^.

D'après ce que nous savons (I, 12), la condition (5 ) s'écrit ( ' ' ) :

, a» ( 9 ) ^ W cos 9 F w {h ) (' a.i — "c\ )/ <>> ( ô ) ( a, — Ï/) , / - ,. /. .,pL , ———————.————•--———-——————^ cl{ /•. c) ) == <-) ( y ~ 1 ) .
r [( c^ — .̂ .i Y -4- (' a^ — ̂ }î~\:î0-

et l'intégrale est étendoe à la région r<< i ; on pose

^ + Ïj== p^p >• o), ;:(==pcoscp, ^== psi 110 ;

cela donne
/ , „. ,. , C w ( ô ) ( r cos h — p cos û ) ,. /

^) (9)4-^0089 — .̂ lim p2 ^ ———————————i———-——:, d{ î\ h} = o.
°-^1 ^ r[7'2— 2 r p c o s ( Ô — 9 ) -l-p2]^

Dans l'intégrale qui figure ici, remplaçons 6 parc 4- u; on démontre
alors comme plus haut (II, 4, 5) qu'on peut intégrer d'abord par rap-
port à r de zéro à un, à condition d'ajouter rj { ^—^ à la fonction inté-
grée, puis par rapport à ?z; en posant r=p^, et en revenant à la
variable 9 au lieu de u, on obtient ainsi l 'équation

r^ / r1 i tcos6—coscp }dt .,,
(7) w ( ^ ) — p . w ( , ô ) }———————————I———^--+-cosof—^

^ ' ^o ^^„^(cos(0_„(p)4,Ip )

f 2^ , „ , r ^ ^ t cosQ—cos^ dt ,/. „.^ ( @ ) r ———————————————^ c/Q=—^coso.
• ̂  f ^

' " ^ [î2— ^tCOS(6—ÇQ) -+-I]2 '

Nous avons à calculer la fonction

/ll tcos6—coso i^
/(Ô, 9)== i : ——————————~-——^ + œso ï -^

"o [ ^ 2 — 2 / C O S ( Ô — © ) - + - l ] 2 )
î

]
4-110 < î cos^—0059 dt ^— — — — — — — — — — — ^ -^ 5

[ /'2 — a< cos ( Q -~ 9 ) + î]2f-4-
^i

( r) Les deux accents à la suite du signe / signifient que l 'intégrale est. double.
43Ann. Éc. Norm., (3), Lï. — FASC. 4.



3 20 OEOKOES ôIKAUD.

il est inutile de donner les détails de ce calcul, dont le résultat est
, Q — 0 . 0 — 0
/(^: ?) = œso logsin2 ——- — sincp cotg —— + coso.

12 '•̂

En tenant compte de la condition (6), nous parvenons à l'équation

(8) r x > ( ( p ) — - p. f û o ( 0 ) (cos<p logsin2———--—smçcotg———-) d9 ==— '^GOSC?.
' ' * / o \ 2 ^ /

C'est une équation à intégrale principale. Nous allons en obtenir expli-
citement la solution, qui existe et est unique pour toute valeur réelle
de ;j-

D'abord toute solution de cette équation remplit la condition (6). En
effet

f f G) ( Q ) f cosy logsin 2——— L—sincpcot^——'jd^c/y
JQ Jo \ à 2 /

= I ^(Q) j ( cosy log sin2 ——ï — sincp cotg——' ) cl^ dOy
J^ Jo \ '2 '2 /

car la légitimité de ce changement dans l'ordre des intégrations a été
démontrée (I, 9). Mais la fonction intégrée par rapport à y, au second
membre, est la dérivée de sinç logsin2 —^ï; le résultat est donc nul.
Alors il suffit de multiplier les deux membres de (8) par rfy et d'inté-
grer de o à 2ïi, pour obtenir la relation (6).

Considérons maintenant la fonction
ï r^

u(p,^)-==:—— - log^—apcos^—^+i'Jco^)^
27r^

qui est harmonique par rapport à ̂  == p cosç et a Ça= p sin y dans le
cercle de centre 0 et de rayon un. Sur la circonférence, en tenant
compte de la relation (6), on a

/»2'JT A __

^(1,9)==-—T logsin2-——2o,(0)rfâ;
•^Jo '•••i •

d'ailleurs u est nul pour p = o. De plus

• .! .' '1 ^(i, ç)^^^)-^^ co(Ô)J0=o)(<p)., .'; 1 '
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Inéquation (8) équivaut donc (voirie chapitre suivant, § 3) à
, , au , . à .. . , -. IT .
(û) — (i, o)4- 27: /J-— fsin ou(î ,,))==—^ coso." ' </o Ê/O - * . i

Nous allons chercher la fonction u, qui peut s'écrire
-+- 30

u ( p. 9 ) == V p" [ an ces (/i 9 ) -h ^/< sin ( /i o )],
' /< == i .

où les a,, et les bn sont des constanteSy car cette fonction est harmo-
nique et nulle à l'origine. Supposons que cette série puisse être dérivée
terme à terme même pour p ==i. On a

%sinîp[^cos(^9)4-^siû(/i9)]==: a.,,,sin[(^-i- 1 )9 " ) — ^sm[(/z — i)o\
— hn cos [( H 4- T ) o 1 4- b,, cos [{n — i. ) <p j.

L'équation (9) se traduit donc par
a.^~~~T:y.a^—W, /}^—n^.b^=o,

a,t 4- T:[ï. ( an-1 -— €tn^ ) == 0 ( ^ ^ ,̂

/̂ ,, -h 7 -̂ ( ̂ /,.-i — ^,/-n )=0 \'

Or la relation de récurrence
P/, + TIfJ. ( ̂ /^i — ^4-1 ) = 0

a comme solution générale
: ' p,,=a^-4-^^, ,

où a et & sont des constantes arbitraires, et où

l — v^'i-4-^2^2 ,_ i •+• ̂ Z^I^^
( r o ) . ^-———^———., l-———^———,•

Ici la constante b est nulle pour les u,, comme pour les è/,, à cause de
la convergence de la série S^(^.;+6/2). On en déduit que tous les &,
sont nuls. Nous avons nécessairement ensuite 02=^1, d'où

^—T.[J.g')=^-^^ , \ , , : ^ :^ ;

en tenant compte de l'équation g(i - r^g)-=— ̂  o.n voit que

. ^^^^TÏlt^' ., ̂ ^i}^' '
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Donc
-t- •3Î

71 1 ̂  t D I I ( 0. © } == 'V ( ̂ •p V COS ( ̂  0 ) ==: — I -t- -I ( ————1———- -l- ————l———- 1v • l • / ^J'^ 1 / - • / ^ a \ i: — ^oe1^ i — ^pe-^/

_ ^ î. — ^p eos o
"̂  1, — 3 ̂ - p COS Q -4- ̂  O 1

La dérivée relative à p^ pour p == î , nous donne enfin la solution cher-
chée
(u) , - • ^.)- ^ (i+^)cos9-^-

^^"'Tr},^^ (a^-cos^- i- .^)2 5

la grandeur g étant donnée par (10); quand [M est réel, \g\ est toujours
inférieur à un, sans égalité possible. Relativement à u^ on voit que co
est une fonction holomorphe pour toute valeur réelle de pi; il en est
donc de même par rapport à X. Si X tend vers zéro, co tend vers
— "y. ces y.

Si le paramètre À prend des valeurs complexes, la fonction co est
holomorphe par rapport à À tant que g est holomorphe et qu'en outre
i+5'2—2^cosîp ne s'annule pour aucun angle réel y. L'équation (8.)
continue d'être vérifiée tant qu'on peut ainsi poursuivre le prolonge-
ment analytique, et par suite la condition (5) est remplie. Or g est
holomorphe sauf pour X = — ^ t . .-_. Si I + ^ — ^ ^ C O S C D s'annule

'ï TC v ùu \f'[\ 1

pour une valeur réelle de y, on a g-=e^; il suffît de prendre la
valeur e1'^ pour laquelle on a l == ^7t-^, d'où^+ /==2 î s iny , d'où enfin
A = — ^ .—• Soit M le minimum de ——l——; traçons sur

aTT^y^^Dsincp ^TïW^^D
l'axe purement imaginaire deux coupures allant des points ± ?M
jusqu'à l'infini : la/onction co est holomorphe dans la région plane qui
reste quand on exclut ces coupures.

En revenant aux paramètres qui étaient attachés à la région Vn
dans la définition de V, p^co^) devient un noyau d'intégrale prin-
cipale du type défini au Chapitre I (§ 7); c'est en même temps une
fonction holomorphe de X quand "X est dans la région ci-dessus indi-
quée, pourvu que les deux points variables ne coïncident pas. Mais,
dans les régions communes à au moins deux régions Vn, les fonctions
trouvées ne coïncident qu'à une fonction OI^-^X, S) près; il s'agit
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maintenant de définir la fonction H(X, S; X) quand X et S varient
sur V, A restant réel ou situé dans la région indiquée.

On y arrive facilement de la façon suivante. Ayant attaché à chaque
région V^ une et une seule représentation paramétrique qui convient
pour tous les points de cette région, nous remarquons que tout
ensemble fermé intérieur à l'image (Kn de Vn (Chap. I, 6) peut être
recouvert par un nombre fini de cercles; par suite, en modifiant les
régions Vr^ nous ferons en sorte que l'image ̂ de chacune d'elles soit
un cercle. Soit 8 une longueur telle que le cercle de rayon 20, qui a
pour centre l'une au moins des images detoutpointX, soit entièrement
intérieur à la région (Kn correspondante. A chaque point de Vn nous
attribuons un poids : par définition ce poids est un quand la distance /
de l ' image de X à la frontière est supérieure ou égale à 2 3; si l'on a
o ̂  < 2 5, le poids est 1 - i ; enfin, pour l < S, le poids est nul (on
pourrait aussi s'arranger pour que les dérivées du poids, jusqu'à un
certain ordre, existent et soient continues). Revenons à la partie prin-
cipale de H(X, S; X), donnée dans Vn par le calcul précédent; nous la
multiplions d'abord par i—o^L^X, 2) tant que L(X, S) est infé-
rieur à o, et nous la remplaçons par zéro dès que L(X, S)^o ou que S
sort de Vn; nous avons ainsi défini dans Vn une fonction qui satisfait
aux hypothèses du Chapitre ï (§ 7), et qui a la partie principale
déjà formée. Pour les points X d'une région commune à au moins
deux Vn. nous remplaçons les diverses fonctions qui correspondent à
un même point X, par une combinaison linéaire dont les coefficients,
fonctions de X seul, sont proportionnels aux poids qu'a ce point dans
les différents Vn. et la somme de ces coefficients est égale à un : notre
fonction H(X, S ; A) est ainsi dé finie pour tous les systèmes de points X
et S distincts sur V; elle possède toutes les propriétés désirées et, relative-
ment à \, c'est une fonction holomorphe tant que A est réel ou situé dans
la région complexe indiquée.

5. Intégrales doiAles : calcul de la fonction (&(X; À). — Le point X
étant fixé, nous changeons de paramètres de façon que la partie prin-
cipale de G(X, S) soit -^Fo^cosy, et que celle de H(X, S; X) soi
o-c^y), où co est donné par (n\ Alors (I, 12) la fonction $(X; A )
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a pour valeur
H ^ .27:

<Î>(X; /O^V^Dlim / p / ^ ^(6)+9)
(7->OJ^ J(, J,,

r^r^COSt^-h C O ) — - P COSO COS © "] <://• ,.
x \ ———^———-——s———j_ -+- —— — dh d(? dp.

^o [ ( r 1 ~ a /• p cos e -4- p2 ) ' p". J

Nous allons transformer l'expression
.27: /,2ïz ^cr r^.^g^ .̂, ç) _, ? ̂ ^5^ COSO"] dr ,, .\ y . ̂  + 9) / ———-——^ + — 7- ̂  ̂

^(i ^ * / ( » ^o \^(r1—':?/"• p cos^ -h p42)2 > J

On remarquera que l'intégrale

• r^0 . f01" ^
^ ( r - p ) ———————————^r,

^F-^ l/-o'/•) [ ( /• — p)^+ p^^]2

dans laquelle pÛ('/•) ==== \/o2 — (/• — p )2 tend vers zéro avec o : en effet
le résultat de la première intégration est une fonction paire de r— p.
De même Pintégrale

• r^-° r0^ Ode •
• \ \ .———————— dr
J^^ ^0(,^(,,__py2^.p302]2

tend vers zéro avec o, car cette fois le résultat de la première intégra-
tion est nul. D'après un raisonnement déjà employé (II, 4), on peut
donc permuter les intégrations relatives à /• et à 6, ce qui transforme
notre expression en

/t27ï ( ( J i /'^ - , , / •cos(6' 4- en — p coso ,, , .
ï - ^ ( r } 4- ç ) ———•———L-——'———^ d^ dr <</o,

t /" t;'» /"'y" f r 2 " -arpcos^-4-p t 2 )T F

car le terme p"'12 cosç donne un résultat nul après la première intégra-
tion. Montrons qu'on peut maintenant permuter les Intégrations rela-
tives à r e t à y : il suffît de raisonner comme ci-dessus, en isolant la
partie principale ,7^ "'de la fonction de r qui résulte de la première
intégration; il n'est pas nécessaire de connaître /(ç) pour voir que,
en intégrant de o à 2 ri relativement a ç», et dans un intervalle de
centre p relativement à 7*, ce terme donne zéro quel que soit l'ordre
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des intégrations. Donc notre expression est

r ' [ r^ r ~ " ,n . r c o s ( ^ - 4 - o ) — o c o s ^ ^ , ,1 - I 1 r,)(ô-4-o)——————-——s———\dQd^cir\
'cl Jû Jo (^2--2rpcosÇ-4-p2) t

Enfin nous pouvons permuter les intégrations relatives a 6 et à ®, car
la fonction intégrée est continue (sauf pour r== p, mais cette discon-
tinuité est évidemment sans influence ici). Mais

F2" . r , \rcos(Q-}-^>) — OCOSQ ,j w ( Q -+- 9 ) ——^——-LZ——[——^ ̂
J() (r2— -ârp cos,9 4-p2)2

se calcule tout de suite; en effet,

J o.)(0 -i- cp) cos((9 -4~ 9) d^ ==.—^—=:y ^ (j) ( 6? + 9 ) cos G? cio = ^-^—==-
ÀS2v/D Jo ' Â^V/D

Donc
...y ^ ^TÛ^/D,. ^lt f^ i r2^ r -pcosô ,- , ,
^(,X^1)=='——Y-—lim 1 p ^ - f ——————-i-——————-^clQdrdp.

^ ^>oJ, ^ rj, (^_3^pcçs0^p2)1?

Mais les mêmes raisonnements qu'il y a un instant permettent
d'écrire
—— ,. ^¥û v/D .. f11 r^ ^ \ r - p cosFJ cosn dr \. ,<! ï ( .X; }0=^—v-hra p < 1 ————————————^+ -,/^p.

À f7>OJO ^ ^ [(^__^,p^^^p2^ P - J '

En comparant à la première expression de la constante K(Chap. 11,6)
qui, pour m == 2, vaut 2 r.2, on voit que

(„) <D(X; A)=- ̂ ^^\/5^ VJ^^--^ .

fonction toujours positive pour À réel. On a donc

(l3) • ! 1 -+• À2 ̂  ( X ; À ) = \/' I 4- 4 îî'2 A2 ̂ 2 D Sa,? aa.p «^a <?|3,

et cette fonction est holomorphe et différente de zéro dans la région com-
plexe déjà indiquée^ qui comprend tout Vaxe réel. La théorie classique
de Fredholm supplique donc à l'équation (4)-

6. Intégrales simples et doublés : noyau résolvant, — Cette équa-



tion (4) concerne aussi le cas où m, == i : dans ce cas la fonction H
peut être prise identique à G, indépendante de \ par conséquent, et la
fonction <& est pareillement indépendante de A. Le noyau

G ( X ; a ) ' - H ( X , S ; / . ) ^ À F H(X, A; À)G(A,2^Y.,
—————————————^^^————————————— (^=i ou a)

de cette équation (4) satisfait aux hypothèses du Chapitre 1 (§ 3 ),
et comme le second membre de l'équation remplit une condition
de Hôlder, il en est de même de p [puisque l'intégrale en rem-
plit une aussi (I, 2)]; donc cette fonction p, si elle existe, peut
être substituée dans Féquation (i). Mais, si cette équation ne peut
avoir de solution autre que la ou les fonctions p données par (4), nous
ne pouvons affirmer qu'elle admet toutes ces solutions. L'étude qui
suit nous montrera que les trois théorèmes classiques de Fredholm
s'appliquent cependant à Inéquation (i) dans les cas ou m est égal
à un ou à deux.

Appliquer la méthode de Fredholm à l 'équation (4), cela consiste
d'abord à Pitérer un nombre de fois suffisant pour que son noyau
devienne continu, puis à former deux séries, absolument et uniformé-
ment convergentes tant que X reste réel et borné, et dont l'une, la
fonction déterminante de Fredholm, ne dépend que de A ; l'autre dépend
en outre de X et de S. La convergence uniforme et absolue a lieu aussi
dans tout ensemble complexe fermé et borné de valeurs de X où les
termes sont fonctions holomorphes de A : ceci a lieu dans le domaine
obtenu en retranchant du plan complexe deux coupures symétriques
par rapport à 0 et tracées sur Faxe purement imaginaire; si m = = i , et
si c ne s 'annule nulle part sur V, ces coupures sont bornées : en dési-
gnant par M et par W le min imum et le maximum de —— ? l'une

7T uu C \

d^elles va du point iM au point iW; si, m étant égal à un, c s'annule
en au moins un point de V, l'une des coupures va de iM à -+- oo i\
si m ==2, les coupures fournies par nos raisonnements (§ 4:) vont
toujours jusqu'à l'infini. Par conséquent, quoique nos séries de Fred-
holm ne soient pas immédiatement ordonnées suivant les puissances
croissantes de A, elles représentent des/onctions holomorphes dans ce
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domaine complexe, holomorphes en particulier pour toute valeur réelle
de À {voir une note du paragraphe 8 ci-après).

Puisque, dans l'équation (4), l'intégrale, dont le noyau est une
fonction holomorphe de À, est précédée du facteur A, il est évident
que ̂ fonction déterminante de Fredholm (relative à un noyau itéré)
est aussi voisine qu'on veut de un pourvu que la valeur absolue de A
soit assez petite. Donc^ dans toute la région où cette fonction est holo-
morphe, et en particulier sur l'axe réel, elle ne s'annule qu'en des
points isolés.

Pour toute valeur de A n 'annulant pas cette fonction déterminante,
on peut faire de celle-ci le dénominateur d'une fraction dont le numé-
rateur est l'autre série dont il a été parlé, et l'on résout alors, confor-
mément à la découverte de Fredholm, l'équation (4). Cette solution
se présente visiblement sous la forme

( l 4 ) P(K)= T^^X;T) ̂ (T^^ À; ̂ ^A)dvx-

en désignant par N.i(X, S; À) un certain noyau d'intégrale principale,
qui jouit des propriétés suivantes :

i° Toutes les fois que X est distinct de S, c'est une fonction méro-
morphe de A dans le domaine déjà indiqué, qui contient Paxe réel, et
ses pôles sont indépendants de X et de Ë.

2° On a

(^ N,(X, 2; ,, = 71^t^l-^-0[L-(X, £)],

et le terme 0[L/t~'n(X, S)] qui termine cette expression satisfait aux
hypothèses du Chapitre 1 (§3).

Quand A que, sans toujours le répéter, nous supposerons réel ou
intérieur au domaine où Ni est méromorphe, n'annule pas la fonction
déterminante, il est certain que l'équation donnée (i) n'a pas d'autre
solution que la fonction exprimée par la formule (i4)? mais nous ne
savons pas encore si cette fonction est solution. Nous démontrerons
qu'il en est bien ainsi, et que p(X) est encore l'unique solution toutes
les fois que X n'est pas un pôle de N| (il se peut que certains zéros de
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la fonction déterminante ne soient pas des pôles de Ni ) ; ce sera
l'extension du premier théorème de Fredholm.

D'après la façon dont N^ a été formé, si nous remplaçons f par le
premier membre de (i) dans le second membre de (i4)? en laissant p
indéterminé, nous trouvons p comme résultat, c^est-à-dire que

(16) N,(X,£; ̂ -^^^^-À^^N^X, A; À)G(A, 2)^V^o,

et ce résultat, qui a lieu toutes les fois que \ n'annule pas notre fonc-
tion déterminante, a lieu par suite aussi toutes les fois que À n'est pas
un pôle de N, : cela nous prouve que, quand X n^est pas un pôle de
N ( , (i) n'a pas d'autre solution que (i4).

Il s'agit de voir maintenant que (i4) est une solution. Changeons
d'inconnue dans (ï) en posant

(17 ) p ( X ) = c r ( X ) + A Ç H(X ,A ; ÀMA)^;
«A;?

nous parvenons à l'équation intégrale (Chap. I, 13) &

(18) [r+5.^(X;?.)]^(X)+À Ç' <7(2)[H(X,LE1; A )~G(X ,S )
J^

, , ~À F 'G(X, A) I1(A, S; Â)JVA:| ^YE^/(X),
iA;-»

dont le noyau est encore OI^-^X, &)] d'après le raisonnement qui
donne la relation (5 bu). La méthode de Fredholm peut être appliquée
à l'équation (18) et, en portant dans (17) la valeur de <J(X), on trouve

(.19) P(x)^.^^x;;0+ÀJ N,(X,A;7.)/(A)^

formule valable toutes les fois que A n'annule pas une certaine fonc-
tion déterminante qui est fonction holomorphe de A dans le domaine
déjà indiqué. La fonction N2 est du type

N.(X,3;^^^^^^0[^(X,a)].

ce qui revient à dire qu'elle est aussi de la forme indiquée pour N|,
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formule (iS), car

1 | / •\" -S . } •, _____r_____ _____^_____ [ _ r\ r r h—m f y ? V)1 ( 1 ^ Â } Li+A^(xrT] ~~ TT^^r^j- UIL ( x ? -^j?

et l'hypothèse du Chapitre 1 (§ 3) se vérifie pour cette différence;
le terme complémentaire 0[L//~m(X, S)] de la formule (i5) satisfait
à cette même hypothèse aussi bien pour N2 que pour Ni . D'autre
part N3 est, comme N^ une fonction méromorphe de X dans le
domaine déjà indiqué, et ses pôles ne dépendent ni de X ni de S.
D'après la façon dont N3 a été formé, la fonction c donnée par (19) est
certainement solution de (i) quand X n'annule pas la nouvelle fonc-
tion déterminante/c'est-à-dire qu'on a

(20) N,(X, S; À ) - ̂ 1̂— -\Ç1 G(X, A)N,(A, S; /.)^=:o,

et cette identité subsiste toutes les fois que \ n^est pas un pôle de N2.
Sauf pour des valeurs isolées de X, l'équation (i) a donc la solu-

tion (19); mais, sauf pour des valeurs isolées de X, elle a au plus une
solution, donnée par la formule (i4) si elle existe effectivement :
donc, sauf pour des valeurs isolées de A, l'équation (i) a une et une
seule solution, donnée à la fois par les formules (i4) et (19), qui sont
donc identiques. Comme la fonction hôlderienne/est arbitraire, on a
identiquement, par rapport à X et à S,
(ai) N,(X, 2; A)==N,(X, 31; À) , • ^ , ,

sauf peut-être pour des valeurs isolées de A; comme les deux membres
sont des fonctions méromorphes de X, celles-ci ont les mêmes pôles
et l'identité a lieu toutes les fois que X n'est pas un de ces pôles.

Ainsi nous avons appris à former un noyau résolvant N(X, S; X),
identique à Ni et à N2; toutes les fais que À n est pas un pôle de ce noyau
résolvante Inéquation (ï} a une solution et une seule, et celle-ci est donnée
par la formule (i4); c'est l'extension du premier théorème de' Fredholm.

D'après les identités (16) et (20), le noyau résolvant relatif au
noyau 0(3, X), c'est-à-dire à l'équation associée à réquation (i),
est N(B, X; ?Q; les pôles 'sont donc les mêmes que pour l'équation (i),
comme pour les équations de Fredholm.
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On remarquera que le noyau résolvant n'est pas modifié si l'on
ajoute à H un noyau quelconque, soumis aux hypothèses du Cha-
pitre I (§ 3).

7. Équation fonctionnelle du noyau résolvant. — Les identités (16)
et (20), satisfaites par N, vont être remplacées par une identité unique.

Dans l'identité (16), remplaçons 3 par un point B, puis multiplions
les deux membres par ;J-N(B, S; [J^cTV^ et intégrons sur V :

( 2 2 ) ^ Ç N ( X , A ; À ) N ( A , a ; ^ ) ^
»A^

- x-^xTT)^""10^' A)N (A' E' ̂  ̂
/»('") ^)/>i!

- Àfx ( N ( B, a ; p.) \ N ( \, A, ; À) G( A, B ) d\\ dV^ == o.
^'y ^^•)

Dans l'identité (20), remplaçons X par un point A et X par p-, puis
• multiplions les deux membres p a r X N ( X , A ; ^)dV^ et intégrons sur V :

(23) À F "N(X,.À.;/.)N(A,S; ^ )^VA
^v

- r^^aTT)^""^^ ^^^ ^G(A.2)^
/••(^) / ^ (Wi

-^^ N ( X , A ; A ) 1 G(A, B ) N ( B , S ; ^)dN^dM\=o.
^^ . J^

Évaluons maintenant la différence
^.("-O ^{m}

• ' / N(X, A; À ) / G(A,, B)N(B, 2; ^)dN^d\^
J-v J.y

^(w) ^(m)
~ / N(B, S; ^) / N(X, A; 7.) GfA, B)^VA^V^

«-'y «/^

ce qui est une question de changement dans l'ordre des intégrations.
Bien entendu Fon suppose X. différent de S; pour des positions
données de ces points, soit V^ une région de V telle que X soit inté-
rieur à ^x et S intérieur à V — ̂  = ̂ 3. Si l'on intègre dans ^3 rela-
tivement à A, et dans V^ relativement à B, la partie correspondante
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de notre différence est nulle, car N(X, A; X) et N(B, S; p<) sont con-
tinus. Si Fon intègre dans.Vx relativement à A, et dans V.s relative-
ment à B, la différence est encore nulle, car G(A, B) est continu (sauf
si les deux points viennent coïncider à la frontière commune de V^ et
de Vs, mais celle-ci ne contient ni X ni S, et il est visible que la
partie de la différence qui s'obtient en faisant varier A et B dans une
même région contenant cette frontière, et ne contenant, à son intérieur
ou sur sa frontière, ni X ni S, est nulle). Si A et B varient tous deux
dans V-^ N(B, S; p.) est une fonction continue, et l'on trouve (I, 11)

^ ( X ; À ) N ( X , S ; ̂ ;
i4- /.^(X; /.) '

de même, si A et B varient dans "Vs- on trouve

^(S^) ^•v .-.^
i+^<t)(S;^) • 1 1 U A - — ^'

Retranchons alors membre à membre les identités ( 2 2 ) et (23) , en
tenant compte de (16 ) et de (20); il vient

(^) (A - ̂ {"N(X, A; X) N(A. S; ^/V-,4- L±4^^N(X. S: ̂

• -^^g^mx^ ;/.)^o.i.-4-^^(a; ^) - • ' • 1

C'est l'identité annoncée; en y faisant ^==0, on retrouve l'iden-
tité (16), et (20) s'obtient, à la notation près, en annulant A :
d'après ( 16), G(X, S) est en effet identique à N(X, 3; o ).

8. Pôles du noyau résolvant. — Soit Ao un pôle de N(X, S; A); on
suppose que ce pôle n'est pas situé sur une des coupures déjà définies.
Pour ^ assez voisin de À(), nous posons

( ^ ) ^(X,S;7)=:^Ba(X,Sl)(}.-Ào)-a+^Ap(X,2)(À-/,OP;-»a\
a-i 3=0

p est essentiellement supposé positif, et Bp n'est pas identiquement
nul. Tout comme dans le cas classique oùGvautO^-^lesBa sont
des fonctions continues de X et de S : en effet, dans l'équation à
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noyau continu qu'on déduit de (4) par un nombre suffisant d'itérations,
la fonction y figure au second membre sous une intégrale principale
dont le noyau est fonction holomorphe de À pour toute valeur qui
n'appartient pas à nos coupures, et la résolution de cette équation
conduit à faire entrer ce second membre sous une intégrale dont le
noyau est fonction méromorphe de À dans le même domaine, mais ce
noyau est continu par rapport à X et à S quand À n'est pas un pôle.

En portant le développement (a5) dans les identités (jô) et (20 ),
et en ident if iant les coefficients de ( A — Ào )"^ dans les deux membres,
on trouve ( ' )

/^(/") ^(w)
^6) B//(X, £.)==/,. \ B^(X, A.:)G(A, S^/VA==:ÂO \ G(X, À)B^A, ^)^V^

^v J^

Donc l'équation homogène qui correspond à (i), et l'équation homo-
gène associée ont chacune au moins une solution non nulle
pour X=}^. Mais ces solutions appartiennent en même temps à des
équations homogènes ordinaires de Fredholm [par exemple l'équa-
tion (4) avec/==o, s'il s'agit de l'équation correspondant à ( i)]; donc
ces équations homogènes n'ont qu'un nombre f ini de solutions linéai-
rement indépendantes, et par suite Bp est la somme d'un nombre f ini
de termes dont chacun est le produit d'une fonction de X par une
fonction de S.

L'identité (24} peut s'écrire

(•27) f^NfX, A; A ) N f A . £; u:)dV,== N(XJIa; ̂ ^••^^ ̂  ^)
J^ ' ' ' ' À — [j.

, ^>(a^) ^ „ . .
' i+^(S; ̂ ) iM•A7-'3 À}

, ^(X;"A) ,.._ ^ ,
'^^^(X.À)^^--^^

Posons À — Xo = //, p- — Xo = v et

y(X, £; À)==^Ba(X, a)(}.-Ao)-a.

(1} On peut intégrer termeà terme. En efî'et, si X est intérieur à ^i (Chap.I , G}, on '
peut intégrer terme à terme dans la région r,<< S^pAa,p(X) (.z'a— «a) (*yp— ^p) < C2

(0 < ^ < S); on voit ainsi que le coefficient de chaque puissance 4e \ — \o engendre une
intégrale principale, car l'intégrale de sa partie positivement homogène d'ordre — m esl
nulle dans cette région ; cette nullité rend facile le passage à la lîmite.
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II suffit d'examiner un instant notre identité ('2.7 ) pour reconnaître
que, dans les deux membres, les termes où les exposants de u et de v
sont tous deux négatifs, sont les mêmes que si tous les A^ étaient
nuls» L'identification de ces termes se résume en écrivant

^.l|i}
(28) (A-^) / Y (X ,A ;A)y (A ,S ;^ ) ^ \ ^==Y(X ,^ ;À ) - -Y (X ,S l ; ^ j ;

J^

c'est exactement la même identité que dans le cas où G== O^L1'^1), et
l'on en tire les mêmes conséquences, puisque y est fonction continue
de X et de 2 (r).

Posons maintenant
H, (X , .S ;À )=N(X ,£ ;À ) - y (X ,H ;À ) .

Si l'on remplace N, dans l'identité (27), par le développement (23 ),
les termes des deux membres où les exposants de // et de r sont tous
deux positifs ou nuls fournissent l'identité

(„,) ^'""11,(X, A; -„) H,,A, ̂ . ̂ -..= ".^^^•£.^

. ^s; ̂ ) i r / v • = • • - / 1-T^^sTT)11^^-'70

A<&(X; 7.) ,, ,,- ^
-'- ^^X;.)111^^'

cela prouve que Hi (X, S; V) est le noyau résolvant de Hi(X, S; o),
fonction qui diffère de G seulement par une fonction continue de X et
de S. , ; .

Les termes des deux membres de (27) où l'exposant de // est positif
ou nul, et celui de <5, négatif, conduisent à l'identité

^"l} / A ( X • / }
/ .H,(X..A.; Â ) T ( A . S; ^)dV,= . ^ ^ ^ v ( X , S; ̂ .

»^^1 ' 5 /

et enfin les termes restants donnent

jr^X, À; À)H,(A, S; ̂ V.= ̂ ^Y^Y(X^; A). "

(;i) ^bf/' EDOUARD GOURSAT, Cour s d'Analyse, t. liï, 2e édition, Chap. XXXI, section II,
p. 891 a 435; s^y reporter aussi pour la suite de l'étude entreprise ici.
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Faisons y. = o dans cette dernière identité et ̂  == o dans.la précédente ;
il vient

(3o) f H\(X, A.; O ) Y ( A , £; ÀWV.v=== ? Y(X ,A ; / , )H , (A , .El; o:)^V\=o;
J^ J^

le. noyau ^(X, S; A ) est donc orthogonal à H i ( X , S; o ).
Nous avons ainsi tous les éléments qui permettent de démontrer le.

second et le troisième théorème de Fredholm dans le cas des
noyaux O^I/'"^ '); les mêmes raisonnements réussissent encore ici et
nous permettent d'énoncer les mêmes théorèmes relat ivement à
l 'équation (i ), si m est égal à un ou à deux :

Si A est un pôle ^.o du noyau résolvante Inéquation homogène corres-
pondant à (i) a un nombre fini positif de solutions linéairement indé-
pendantes; Inéquation homogène associée a le même nombre de solutions
linéairement indépendantes que la précédente.

Pour que l'équation (i) soit soluble quand A est un pôle du noyau
résolvante il faut et il suffît que f soit orthogonal à toutes les solutions
de Inéquation homogène associée.

La solution s'obtient dans ce dernier cas en résolvant l 'équation a
intégrale principale

/,(//<)

p,(X)-},, y H,fX, A;,O)P,(AJ^VA=/ÏX},
^v

dont le noyau résolvant H, (X, A ; X ) est holomorphe pour A == A(,, puis
l'équation intégrale ordinaire

/,(w)

^(X) -ÀO \ YfX, 4; o)p^Aj^Yv=:/(X),
cAy • i - • 1 1 , ,

dont le noyau est continu, et dont les conditions énoncées dans le
théorème assurent la solubilité; on a alors p ^ p i + p ^ — / ? et il f^
remarquer que pa est défini à une solution près de l'équation homo-
gène.

9. Équations de première espèce avec intégrale simple principale. —
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Reprenons le noyau G(a?, Ê ) du paragraphe 2,

G-(^)=^4+0(i^-^h
iX./ ——— ^

et supposons que le tenseur contravariantc(.r) ne s'annule nulle part.
Alors l'équation de première espèce

(3 i ) /G-O-, a)p(a)^(a)da==:f(^),
»A '̂>

où / est une fonction hôlderienne donnée, et où p est l'inconnue,
entraîne l'équation

(3a) ^(^)p(^)+ f^^(t)CG{x,a)G{a^}^a)dad^
<./̂ ? «.Ay

=CG(^,a)/(a)^{a)da',
»/^7

c'est une équation de Fredholm, car la fonction
^(^^TT^^C2^)

ne s'annule nulle part, et son m i n i m u m est par suite positif. Une autre
équation de Fredholm peut s'obtenir en posant

p(,z-j== f G(^ a)Œ{a)^(a)da,
i^'y

ce qui conduit à

(33) -(Ï>(^)cr(^)-^- fo-(Ç)i2(0 ÇG{x,a)G{a^)^{a)dac^=fW.
»y*^î «y^? ,

Nous allons voir que trois théorèmes analogues à ceux de Fredholm
résument la discussion de l'équation (3i).

Le noyau

T^-^X0^"^^^'2^^ .

de l'équation (3) est, dans le cas considéré ici, une fonction holo-
morphe de A-' même pour À infini, et le même fait a lieu pour les
équations déduites de (3) par itération. Itérons suffisamment pour
avoir un novau continu : alors nous trouvons que la fonction détermi-
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nante de Fredholm est holomorphe par rapport à X""1 même pour
À inf in i . Il en est de même pour la série qui, conformément à la
découverte de Fredholm, forme le numérateur du noyau résolvant de
cette équation (3). Finalement le noyau résolvant de l'équation (3) est
une fonction méromorphe de \ même pour \ infini.

Après division par le coefficient de p(^), le second membre de
l'équation (3) devient

/(^)4"À^G(^ a)f{a}^{a)da
____ J^

^ ^ ^ ^ ^ j

si donc on pose, quand À est assez grand en valeur absolue,
// -+- y.

. N(.:̂  -^ }.)=2;Ba(^ Ej^-+^,A.p(^ ^À-^,
a=i fj=:(.)

on constate, en examinant aussi les équations déduites de (3) par
itération, que les Ba sont continus, et que

^(^)A,(.r,£)~G(.^0==0(|^-^^).

Si la fonction déterminante, relative à une équation itérée dont le
noyau est continu, n'est pas nulle, tous les Ba sont nuls, ou plutôt,
comme nous supposons toujours que B ,̂ n'est pas identiquement nul,
c'est p qui est nul dans ce cas.

Plaçons-nous d'abord dans le cas oùp==o , c'est-à-dire le cas où N
n'a pas de pôle à Finfini . Les termes en À-', dans les identités (16)
et (20), donnent alors

(34) f A()(^ a)G(a, ̂ )^{a)da= ( G{x, a)A.,(ct, ̂ )^(a)€/a=o,
cAy J.y

Nous déduisons alors de (3i) qu'on a

(^5) p(^)=-- f A.,(x,a)f(a)^(a)da,
«-/t;?

et réciproquement cette fonction est solution de l'équation (3i). Donc :

AÏA ==oo n'est pas unpôle du noyau résolvante l'équation Çîi) a une
solution et une seule.
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Ajoutons que V équation associée

( ̂  ) f Cx ( a, ,.r) p ( a ) da == fonction donnée
J^

a également alors une solution et une seule (on suppose, bien entendu,
que le second membre remplit une condition de Hôlder).

Le premier, théorème de Fredholm est donc étendu à l'équation (3ï).
Supposons main tenant que À ==oo soit un pôle, c'est-à-dire quep

soh positif. Dans les développements des deux membres de (27), pre-
nons les termes où les exposants de À et de p- sont tous deux supé-
rieurs à — 2 ; en posant

//

y( . r ,£ ;A;=^Ba(^£)À^, .
a.-=i

nous trouvons

^,(^.;)^(.^;^)Q(.)^^^•g'c;^^^^4-.Bl(^.
J, y A p, f.[J.

En particulier, les termes en ;j-"~' donnent

fy(.^, a; À)B^, ̂ (a)^=r B1(^ 0,
t/^i "•

d'où encore

(37) rB,(^^)B,(^a^(^)^=B,(^0;
^

par conséquent, '

f[y(^ ^A )^ Bl(^ "^^(a, 0^(a)^a^o.

Mais revenons à (27), et prenons les ternies où l'exposant de À est
supérieur à — 2, et celui de y. au plus égal à ,—2; en posant

„ H , ( ^ ^ ^ ) = = N ( ^ £ ; À ) - y ( ^ ^ À ) , , ! • . •

nous obtenons ainsi , après simplification,

fy(^ a ; À ) H , ( a , ^ ^)^(a)^=[^î^ -^] y(^; X),
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et par suite

y[y(^ a; ï) - ̂ ^yî^ïï^a, ^;p.)î2(a) da

-LjiîiiL- ' i fw^n îM îiii
- LïTf^Riy - i;J L^'Ç1À) - ——-J'

d'où enfin

/•^^,.^)-BlI^1rH.(a,^^+B^
^^L A J L F- J

-f f^) q [-.(,, ..^ ^(^,g)-i-|r+^(^) ^Jly^ç^)-——]-

Or le premier membre est une fonction méromorphe de (-'. dans le
domaine dont il a été question, et il se réduit pour u. = o à

f\y(x, a;/.)- Bl(^ ̂ [G^, '^-B.,(a, ̂ )]&ï(a)da;
^^ L A J

donc le second membre ne devient pas infini pour ^==0, c'est-à-dire
qu'on a l'identité

.̂ . .7^_B1(^).y ( x , ^, / ) — ——.——;

le pôle ne peut donc être que du premier ordre : p = î.
Les identités (16) et (20) donnent alors

(38) ÏB^, a)G(a, ^)^(a) da= ( Q{x, a)ïï,(a, ̂ )Q(a)da^o,
<A? J^

et puisque, d'après le début de ce paragraphe, l'équation homogène
ne peut avoir qu'un nombre firii de solutions linéairement indépen-
dantes, on a

! ! ! ' ^ ! ! !

1 B,(^^)^^9,(^)^(0,
, , ' ! a==i

les Ça étant linéairement indépendants, ainsi que les ^a?et Fon a

(39) f ^a(^)G(a, ç)Û(a)c/a== ̂ (^ a)^(a)Q(a) ̂ a=o.
^v ^
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D'autre part les identités (ï6) et (20) donnent encore

<4o) f ̂ (x,a)G(a,l)^(a)da= fG(^,ff)Ao(^,Ç)^(a)^=B,(^ï),
^v J^

L'équation (3i) entraîne alors

f Ao(^, a)f(a)^(a}cla=: (\o(^ a)Q(a) f G{a, S)p(Ç)^(0^^a
«-"y «-''•y t/ty

==-- p{»-4- f Bi(^, ^/)p(a)£2(a)^a;
^^

cette équation n'a donc pas d'autre solution que
„ 'f

(41) p(^)==~J Ao(.^ a)/(a)^(a)Ja-l-^Ca9a(^),
s a=i

où les Ça sont des constantes. Pour discerner les solutions effectives,
nous portons cette valeur de p dans l'équation (3i), qui se réduit
alors à

Çlï,{x, €i)f(a)^(a)cla^=.o.
J^

Ceci est donc la condition nécessaire et suffisante de solubilité; elle
s'écrit aussi

(4.2) r^a)f(a)^(a)da==o (a= 1,2 , . .., y),
*/*y

et alors toutes les fonctions (4i) sont solutions. En résumé :

Si }i = oo est un pôle du noyau résolvant, ce pôle est du premier ordrêy
et alors les équations homogènes qui correspondent à (3i)\et à Inéquation
associée ont un même nombre positif de solutions linéairement indépen-
dantes.

Pour que l'équation (3r) soit solublequand '\ == oo est un pôle du
noyau résolvant, il faut et il su f fit que f soit orthogonal à toutes les
solutions de Inéquation homogène associée,
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Ce sont les analogues du second et du troisième théorème de
Fredholm.

10. Systèmes d'équations. — Dans l'espace eucl idien à m dimen-
sions (m^2), soit ff3 un domaine borné. On suppose que sa frontières?
remplit toutes les hypothèses faites jusqu'ici sur les variétés closes V
à m—i dimensions; on suppose que les coordonnées cartésiennes
des points de '§ s 'expriment à Faide des paramètres qui servent à
repérer les points de chaque région de 2î, par des fonctions dont les
dérivées existent et remplissent des conditions de Hôlder; de plus on
suppose qu'aucun point de S n'est singulier. Soit dS la mesure eucli-
dienne de l'élément de S\

Soient maintenant G,(X, A), G,(X, B), G, (Y, A), G, (Y, B) des
fonctions de deux points : X et A sont des points variables de (S + S,
Y etB sont des points variables de S. On suppose que G, , Gs, G 3 sont
continus par rapport à l 'ensemble des deux points, et en outre que la
fonction G;i(Y,A) rempli t par rapport à Y une condition de Hôlder
indépendante de A, et que Ga(X, B) remplit par rapport à B une con-
dition de Hôlder indépendante de X. Quant à la fonction G/., on sup-
pose qu'elle est du type qui nou^, a occupés depuis le début de ce
chapitre. Soient en outre /(X) et ©(Y) des fonctions données, la
première continue dans û)+^, la seconde hôlderienne sur S. Consi-
dérons le système d'équations

(43) F(X)-~À F G,(X,A.)P(A)^VA-À Ç ^(X.B^B^S^/m
^dO ^'S

(44) a(Y)-Af G3(Y ,A)p (A)^VA~X [ G^Y, B)^(B) dSn=^(T),
^(D ^^

où les inconnues sont p et a; la fonction p doit être continue
dans û3+2î, et la fonction a doit remplir une condition de Hôlder
sur ' § ; l'intégrale portant sur G,, est une intégrale principale. Ici
encorey 7i désigne un paramètre.

Je dis que si m est égal à deux ou à trois et n X appartient au
domaine complexe déjà indiqué (§ 6) qui est déterminé parte noyau G/.,
les trou théorèmes de Fredholm s^ appliquent au système [(43), (44)]-

En effet soit H(Y, S; À) un noyau d'intégrale principale étendue
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à S, ce noyau' étant tel qu'on ait ^ { / i i — i ' i
1 i (Y, S ; 7. ) — G, (Y. £) — 1 H (Y, B ; À ) G, ( B, S ) cIS^

•L/y

=0[L^(Y,S)] ( A > o )

(la distance qui figure au second membre peut/être la distance eucli-
d ienne dans l'espace à 772 dimensions); nous avons appris à former ce
noyau H. I/équation (44) entraîne, en introduisant comme plus haut
la fonction <I>,
(45) [ I+À^(Y;}.) ]Œ(Y)-A^ / / [G^Y-.A.)

^û)

+X f . 'n(Y,'B^)G,(B,Â:)dS^p(K)€^^
J^

^ i f ' " " [ H ( Y , B ; Â ) - G , ( Y , B )
«Ai?̂

(W——1)

— À ^ H(Y, G; ).)G,(G, B) r/Sc]cr(B) dS^
J ' ^

==9(Y)+A Ç 'R(J,B^.)o(B)dS^
^yî

il est en effet à peu près immédiat que, dans la superposition des
noyaux H et G;(, les intégrations peuvent s'effectuer dans un ordre
indifférent {voir Chap. I, 10). Mais le système des équations (43)
et (45) peut être résolu par la méthode de Fredholm( 1 ) ; on trouve
ainsi des fonctions N, (X, A; X), N,(X,B; À), NaCY, A; A), N,(Y, B;X),
méromorphes par rapport à X dans la région indiquée par notre
énoncé, avec des pôles indépendants de X, de Y, de A et de B, et
telles qu'on ait, sauf pour des valeurs isolées de ?.,

(46) P(X)=/(X)+}. r N,(X,A;À) / (A)^VA
! ^CQ4-À.r N , ( X , B ; À ) C P ( B ) ^ S B , . • , '

! , ! ! . ' ^'.s , ^ ! ! . ! , 1

07). . ^^-^^^.^^'"''^•^^^^^ ,.

+À f"" l )N,(Y,B;À)9(B)û?SB;
t/S

(i) Journal de Mathématiques, t. 11, iQSa, p. 889 à ^16, spéeialenient le Chapitre I.
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l'intégrale qui porte sur N4 est une intégrale principale, les autres
intégrales portent sur des fonctions continues. Sauf pour des valeurs
isolées de X (dans notre région), le système [(43)? (44)J n'a pas
d'autre solution que celle qui est donnée par ces formules, mais il
n'est pas encore certain que les fonctions p et a ainsi trouvées consti-
tuent effectivement une solution.

Mais le changement d'inconnue
/,(W—1)

< T ( Y ) = T ( Y ) - P À / H ( Y , B ; X ) T ( B ) ^ S n
J^

ramène aussi le système [(43), (44)] à un autre auquel la méthode
de Fredholm s'applique immédiatement. On arrive ainsi à des formules
analogues à (46) et à (47)? et les fonctions p et c ainsi trouvées sont
certainement des solutions, sauf pour des valeurs isolées de À.

Comme aux paragraphes 6 à 8, on en conclut que les deux systèmes
de formules sont identiques, et que les trois théorèmes de Fredholm
s'appliquent.

11. Deux circonstances où la méthode de ce Chapitre échoue. —
Examinons si nous pouvons traiter, les équations de première espèce
avec intégrales principales doubles,

f G(X,A)p(A)^=/(X t),
^v

par la méthode qui a réussi pour les questions précédentes de ce
chapitre. Nous voulons trouver un noyau H(X, Ë) d'intégrale princi-
pale et une fonction J(X), tels qu'on ait

J ( X ) G ( x , a ) + f i i (x ,A)G(A.,a)^VA=o.[L^(x,a) i ( Â - > O ) .
J-v

D'après le paragraphe 4, cela revient à trouver une fonction 00(9)
continue, continûment dérivable, admettant la période 2-n;, ayant une
valeur moyenne nulle et satisfaisant à l'équation

/•» s 7ï / /\ ' • n \
• , - , — f w(6) i cosy îogs in ' 2 ——'—sinyco tg '——^i^(?==^co$©,

^o \ 2 ^ /
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où g' est une constante. Si nous posons
^

(/.(p. 9)=:—, j lo^[p2—<îpcos(Q—Q)-}-î]^{Q)€ÎQ (p^i),
Jo

notre équation devient, en tenant compte de ce que la valeur moyenne
de œ est nulle,

^[smc?M(r, ç)]=^cos<?,

d'où, en introduisant une constante l,

sin 9 u ( i, 9 ) == ̂ ' siû cp -4- ^.

Mais ^ doit être continu, puisque co doit l'être; donc l est nul. Par
suite,

U(î., 0)==:^.

La fonction ^ (p , ç) est donc constante; comme elle est nulle pour
p =o, elle est partout nulle, ainsi que g. La fonction œ qui lui corres-
pond est donc constante; sa valeur moyenne étant nulle, œ est identi-
quement nul. Les fonctions H et J sont donc identiquement nulles; il
est clair que la méthode échoue.

Considérons maintenant une équation de deuxième espèce

p ( X ) - À f G /(X,À)p(A)^VA=/(X),
Jv ! ! , ' . , ! 1 , ! ' ! , ! !

dans laquelle Q' est un noyau d'intégrale principale, faisant partie de
ceux qui ont été introduits au Chapitre 1 (§ 7). Mais on suppose
qu'en changeant de variables de manière à donner aux compo-
santes Aa,s, en un point X arbitrairement choisi, les valeurs

^ . A^== A.2,â==I, -A^r^Ô, . ,

la partie positivement homogène et d'ordre —2 de la fonction G^X.S)
peut être rendue égale à

, . ' , ! 1 ! 1 1 1 . - ^(X)^2^,1^)^^^-^1), , ^ 1 1 . . !, ! ;' 1 - 1 1 1 ; . - 1 ! 1 1 1 , - •1 ,

l'angle ç étant défini comme au paragraphe 4 et la fonction ^n'étant
pas identiquement nulle. Je dis alors qm7 n existe pas de fonction

Ann. Éa.Norm., (3), LL ——FASC. 4. /i6
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H(X, B; X) qui remplisse la condition (5)y où G serait remplacé par G ' .
En effet, s'il en existait, comme l'équation de première espèce, consi-
dérée il y a un instant, entraîne

f G(X,A)f G(A,a)p(Sl)^Va^VA= f G(X, A)/(A) dN^
Jv Jv^ •A1

équation qui, si V ne s'annule pas, est du type considéré ici (II, 5),
nous aurions une contradiction.

CHAPITRE IV.

APPLICATION A OEBTAINS PEOBLÊMES DE VALEURS A LA TOONTIÈRE.

1. Lemme. — Dans l'espace à m dimensions (^^2)y soit cr(A) une
fonction d'un point de la variété û/, ,===o; on suppose que cette fonction
remplit une condition de Hôlder dans une région bornée cK de cette
variété. Soient d'autre part

Aa,p(A) (a, (3==i, 2, .. ., rn)

des fonctions qui remplissent une condition de Hôlder dans une région
à m dimensions, contenant à son intérieur tous les points de cTi; on
suppose que la forme quadratique

2a,pAa,p(A.)^aSp,

relative aux variables z^ est définie positive quel que soit A. On pose
H(X/A)=[2a.pAa,p(A)(^-aa)(^-ap)]^^^^^^^ (m>2),
,i f (X, A) == — log-Sa,? Aa,p (A.) (.^a — ^-a) (^ — ̂ ) (^ == ^),

et l'on considère l'intégrale

F(X)=:f , H(X,A)a(A)rfSA [d^=d{a^ ...,a^)l
JG{.

Je dis que les dérivées partielles y relatives à x^ ..., ^m-^ de la fonc-
tion F(X),existent et sont continues dans tout ensemble fermé sans
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point commun wec la frontière de cîl; en tout point intérieur à Jl, ces
dérivée s s'expriment par des intégrales principales.

Tant que x^ n'est pas nul, on a
^ ^/.-,, ̂
^^i ^^^^

^^)p7j| ^1I(A,X) ^1 ,. - ^-''^(A^) .
-i te (x - A) '̂  + ——^——'^^ ^•v ~ ̂ U, -U- ̂ A-

Or la première intégrale porte sur une fonction qui vaut
0[L^--(X,A)],

h étant l'exposant des conditions de Hôlder remplies par les Aa,ç et
par a; la première intégrale, dans la dernière expression de notre
dérivée, représente donc une fonction partout continue.

Il reste à étudier
-^ f^'^^A^X) _ r^ . I,A^(X)(.^~q,)

Ja ô^ ~~ ' J ^ L^a^A,^(X)(^-aa)(^-ap)]^ a'A?

la constante Crn étant égale à 2 — m pour m > 2, et à — 2 pour m== 2.
Changeons de variables d'intégration en posant

Oa == 2 ^a — aw1a ^ .̂ m — Oa ( 0; < m ) ;
L ^m^m.^) J

les fonctions a^^ sont définies par les identités
! , • ( o pour ^^oi, ,

Z^A^.,a^^== \ •
' 1 l" • ( i pour (3==: a;

dans notre intégrale, dm est nul et l'on prend de même ^==0. On
constate alors que
____2aA-t^(X.)C^—aq)_____ ̂ _ ____^A^a(X)(.ga—aq)____
[^,pA^p(X) (,^— ^.a) (^p - ̂ p)]^2 ~" [la,pAa,p(X) (^-- ûîa) (^p-4)]^2 '

Donc on ne change pas lavaleorde notre intégrale quand on retranche
du champ d'intégration un domaine quelconque, intérieur à <%, et qui
a un centre de symétrie au point ̂ / dont les coordonnées sont les
^__ a^.;^. Si X tend vers un point Y intérieur à <X, X! fend aussi

^'m,)n o ,
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vers Y et f ini t donc par être intérieur à (H. Le domaine
^a,p Aa,p (X) (xy, — <%a) (.rp — a^) < -n\ a///== o (TÎ > o),

qui admet X' comme centre de symétrie, finit aussi par appartenir
entièrement à cK si ^ est constant mais assez petit, le point limite Y
appartenant à un ensemble donné, fermé et intérieur à cK, Si ton
retranche ce domaine du champ d'intégration, il est donc évident que
notre intégrale représente une fonction continue, et l'on voit du même
coup que sa limite, pour ^=o, s'obtient en faisant x,n=o sous le
signe d'intégration et en considérant le résultat comme une intégrale
principale avec les domaines d'exclusion

m—i m—\

Zd ^ Aaî? ^ x ^ ̂ a "̂  a^ ̂ ? ~~ a?) < ̂ 2*
a-=.i î

Cela revient à écrire, pour ̂ ,= o,
1 à¥ r^^ on '
^^ ^(^A)^(A)^,

l'intégrale étant une intégrale principale avec les domaines d'exclu-
sion ci-dessus écrits.Remarquons que le noyau de cette intégrale est
du type qui nous a occupés aux Chapitres II et III.

Le raisonnement fait pour x, peut être répété pour tous les x^ dont
l'indice a est plus petit que m.

Remarque. —Comme il a déjà été démontré ( ') que
v /v, à¥^,,(X)^

a une limite quand x^ tend vers zéro en gardant un signe constante il
en résulte que -r— a une limite dans les mêmes conditions.

UU,,ff

II a été démontré dans le travail cité que toutes ces dérivées (pourvu
que ̂  ne change pas de signe) remplissent des conditions de Hôlder
avec Pexposant h si h est inférieur à un.

0) Aim. de VEc. Norm., sup., t. 49, 1932, p. i à 104 et ^Ô à 3o8, spécialement
Chapitre VII, p. 79 à 89.
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2. Énoncé d'mi problème. — Dans l'espace euclidien à m, dimen-
sions (m^2), soit d3 un domaine borné donné. SoitS sa frontière; on
suppose que tout point de S est intérieur à une région où les coor-
données des points de "S sont fonctions de m — i paramètres, ces fonc-
tions étant pourvues de dérivées qui remplissent des conditions de
Hôlder; un nombre fini de telles régions doit suffire pour avoir la
totalité de ^, qui en outre n'a aucune singularité. S est donc une
variété close; nous prenons comme forme quadratique fondamentale
le carré de l'élément de longueur euclidienne d'arc. SïdS est la mesure
d'un élément de ' § , nous posons, pour chaque système de paramètres
t.\ y t^y . . . , ^__, ^

â?S=^^(/i, . .., t,n-i),

.et nous définissons ainsi le tenseur û (Chap. I, 6).
Nous introduisons en outre un autre tenseur, simple et contra-

variant, défini sur ' § , et dont les composantes sont désignées par^?
de sorte que, si m^>2, (—ly^d^ est une composante d'un certain
tenseur d^ordre m—2, symétrique gauche si m^>3, toujours cova-
riant, à savoir la composante où, en ajoutant à la un desw— 2 indices
de la notation classique le nombre a, on obtient une permutation cir-
culaire des m — î premiers nombres entiers positifs- Si m = 2, ̂  est
une fonction scalaire. Nous supposons que les 4'a remplissent des
conditions de Hôlder.

Soit maintenant
, ., _ <., à'^fi «-, , Ou
(î) ^^Ï^a^^^^.^-^+au , ^ ,

(a, j3=I,, 2,. . ., W; aa,a>0, a.a,fj==^a)

une opération aux dérivées partielles du type elliptique. On suppose
que les Oa,^ remplissent dans CO+'ê une condition de Hôlder; les by,
et c sont supposés continus. On désignera aussi par SPu l'opération
généralisée, applicable à certaines fonctions u dépourvues de dérivées
secondes, et indiquée dans un autre travail (!).

En nous donnant encore une fonction ô, qui est définie pour un
point variable de 3^ et qui remplit une condit ion de Hôlder, et en

( î ) Buli. Se. ftuUh.. t. 56, 1932, article cité, spécialement Chapitre ï (§ 1, à et 9).
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désignant par ©a(^==i? 2? . . ., w) les cosinus directeurs de la nor-
male extérieure à S, nous poserons encore, pour les points de S,
„ , ^ v ^u Ï ^ . OU
W ^^=^^^^+^-^^^+d.a.

L'ensemble des termes où figurent les dérivées de u par rapport aux
paramètres, est évidemment un invariant : cela résulte de nos défi-
nitions.

Quand les opérations ^ et© sont appliquées à une fonction de deux
points, F(X, S), nous convenons qu'elles portent sur le premier point.

Le problème que nous voulons traiter est le suivant :

Etant données une fonction f continue dans CQ + S? et une fonction cp,
définie sur S et remplissant une condition de Ilôlder, trouver une fonc-
tion u^ continue dam CD + S\ et qui satisfasse dans a) à Inéquation

(3) ^==/,

et sur 'S à la condition

(4) ©a=y .

3. Introduction cT-an système d'équations intégrales. — Faisons
choix d'une fonction c—^ continue, bornée, négative ou nulle dans
tout l'espace, et inférieure à une constante négative hors d^un certain
domaine borné (par exemple, cette fonction peut être une constante
négative). On prendra ^==0 hors de ^D+eS; c et y sont ainsi définis
partout, puisque c est égal dans C04-S à la fonction qui figure
dans (i). L'opération ^u—^u possède alors une solution élémentaire
principale G(X, A) (1) . Nous chercherons alors la fonct ion/^solut ion
de notre problème, parmi les fonctions du type

(5) a(X)==- Ç G(X, A.)p(A)^+a Ç l G(X, B)a(B)dSu,
^(S ^^

où la fonction p est à définir dans ^0, pendant que o" est à définir sur S\
En supposant que la fonction p soit continue en tout point de d), et

( ' ) Loc. cit., Chapitre II. Les a^ efc les î)y. doivent/ aussi être définis hors de ^-h <^; •
ce prolongement, soumis à des conditions très larges, est toujours possible.
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que la fonction a remplisse une condition deHôlder, les conditions (3)
et (4) se traduisent par les équations

(6) „ p(X)-^(X)f G(X,À)p(AQ^+2%(X) f 'G(X, B)Œ(B)^==/(X),
J s> J\§

(7) ^ (Y )~ f CG(Y, A)p(A.)^+2 F ' OG(Y, B) O-(B)^SB=O(Y),
ty^ '̂ •<Ï?

où l'intégrale d'ordre m— i qui figure dans l'équation (^) est une
intégrale principale; les autres intégrales sont des intégrales ordi-
naires. En effet un changement de variables permet de mettre un
domaine de S, contenant un point donné quelconque, sous la forme
^==0, et alors G est égal au produit d'un facteur constant par une
fonction du type de la fonction H du lemme (§ i), augmenté d'une
fonction pour laquelle on peut dériver sans difficulté sous le signe
intégral d'ordre m — i. On voit que, dans notre intégrale principale,
les domaines d^exclusion relatifs à Y sont

^a,|:S A^,p(Y) (ja— Oa) ( r^— Cf.^ } < Y}2,

où les ûa sont à remplacer par leurs expressions paramétriques.
Nous voulons prouver que les trois théorèmes fondamentaux de

Fredholm s f appliquent au système des équations (6) et (7) pourvu que m
soit égal à deux ou à trois.

Pour cela nous multiplions chacune des intégrales par an même
paramètre X, qui à la fiji devra être pris égal à un. Nous posons

/»(w)
G'1^ G, G^^X, <S) .= j G^(X, A)^(A) G(À, E) ^VA, .

J(Q

P

G„(X,^):=^X"-*G'"1(X,S).
n-==.'\ • 1 , 1 , , 1 ! , . ,

Introduisons âne nouvelle inconnue p^X)) destinée à remplacer p, en
posant

(8) lp(X)=p /( IX).• l-2^(X) l l^ l l l l: l •.G^.^B)^^)1^; 1 1 ' 1 1 , 1 1 •'
y^ 1 . 1 1 , . , ! ! , - ! ! ! !
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les équations (6) et (7) deviennent
/.(m)

(9) - p ^ ( X ) - ^ ( X ) l G(X,A)^(A)dV^
«AQ

-haA^X) f G^(X,B)<7(B)^==/(X),
•A^

(10) a ( Y ) - A f^ôG^Aîp^A)^
^ûD
/.(w—l)

+o/Â ^ eG,,(Y,B)(7(B)^SB=:cp(Y).
-/^

Comme on peut tirer de (8) la fonction ç ' en fonction de p et de <j, le
système [(9), (io)j est entièrement équivalent à [(6), (7)]. On n'altère
pas cette équivalence en remplaçant (10) par

(ti) ^(Y) - X f11 ©G^(Y, A^p^A) ̂ V^^ a7. r eG,^iCY, B)Œ(B) ^Sn
J^ '̂

^<p(Y)+^^ ("©G^(Y,A)/(A)<:/VA.
v ao

Enfin ron peut de deux façons remplacer ce système par d'autres où
toutes les intégrales, sauf une, portent sur des fonctions continues.
D'abord en remplaçant Téquation (9) par celle dont le second membre
est

/ (X)+Àx(X)f ( w )G,(X,A)J(A)^V^
J (Q

on obtient, si p est assez grand, un tel système, lequel admet toutes les
solutions du système [(9), ,(n)]- Ensuite, si l'on fait dans le système
[(9), (i i)] le changement d'inconnue

^(Xy^p^X)^}^) ( G^X^p^A.)^,
<- /a)

on a un nouveau système jouissant de cette propriété, et dont chaque
solution donne une solution du système [(9), (i i)].

Or je dis que, s Ï p est assez grand, les deux'derniers systèmes intro-
duits sont d'un type déjà étudié (III, 10), à ceci près que chaque sous-
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noyau des nouveaux systèmes est fonction holomorphe de A. Pour le
voir, on vérifiera d'abord que G remplit les conditions énoncées au
Chapitre,! (§ 3). Posons

.11 ( X, A ) == ———— F [v'X^A^.afA) (^a- ^a) (^3—^)1
V D ( A ) - \ . -

en désignant par D le déterminant des a^ et par F(r) la solution élé-
mentaire principale de

V ( ) ï l ( > . - . ..Z. T~ — A*" { { :==- ° ( ̂ = conslanle posilive; 7*== dislance}:
-——" ̂  (JûCy^

soient encore
K ( X . .\)=Ki•ïl(X, A.)=:5 :• j ; I(X,A) — % ( X ) 1 1 ( X , A),

r» (w)

K'^1-1 » ( X, S ) === J K1^ ( X. A ) K. ( A. £ ) ̂ V.,,
^('S().-H.<>

R,(X,^)=G(X,S)-.1I(X,S)-^ F / I I (X ,A )K^ (A ,S )^VA,
__ ^csii.-icc

de sorte que
5rH,-%R,=:K,^.

R/, et K// sont continus si n est supérieur à — et l'on a ( ' )

R,(X,S)==—^ G(X,A)K^(A,£)^VA. ^
*̂  e.sp;tce

d'où
ii-{ ^n}

( i -,) , ! G ( X, S ) = li ( X, S ) ̂ - ̂  J H ( X, A. ) E(V f A, S ) ^VA
'yzrr

^(^)

—— ' GCX.A^K/^A.S)^^.

Pour éviter, si l'on veut, de reprendre les raisonnements du Cha-
pitre 1 (§2), de façon à tenir compte du champ infini d^intég-ration, il
suffit d'ajouter à nos hypothèses que, hors d'un domaine borné qui
contient (D -h S, les coefficients ay,^b^et c (a, ? = 1,2, .. ., w) sont

( 1 ) Luc. cit.. Chapitre II ('§ •i).
Ânn. Éc. Norm^ (3 ) , LL - FASC. 4. 4j
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constants, la valeur constante des a^^ é tan t un^ celle de c étant égale
à — g ^ y et les autres étant nulles; alors K(X, S) est nul quand X et S
sont hors de ce domaine, et des changements de variables nous
ramènent au cas des domaines bornés (r); on voit ainsi (I, 2) que les
hypothèses du Chapitre 1 (§ 1) sont satisfaiets par G(X, S) rela-
tivement à S, les nombres nommés alors X et h ayant respective-
ment ici les valeurs 2 et 7z(si m ==2, X est quelconque <^ 2). Relati-
vement à X, les mêmes hypothèses sont immédiatement vérifiées,
puisque les dérivées partielles de G(X, Ë) existent et valent
(^[^""^(X, S)]. Cette fonction G remplit donc les hypothèses du
Chapitre 1 (§ 3).

La même expression (12) permet de vérifier sans peine que, si Y
et B appart iennent à S, la fonction @[G(Y, B) - H(Y, B)j satisfait
aussi sur "§ aux hypothèses du Chapitre 1 (§ 3 '). Cela permet de voir
ensuite que le noyau d'intégrale principale @G(Y, B) satisfait sur
la variété close S aux hypothèses du Chapitre 1 (§ 7).

11 est alors immédiat (I, 2) que^ pourjo assez grand, les deux sys-
tèmes déduits plus haut du système [(9), (i i) | sont bien du type
étudié au Chapitre III (§ 10), pourvu que m soit égal à deux ou à
trois. Les trois théorèmes fondamentaux de Fredholm s'appliquent
donc à chacun de ces deux derniers systèmes.

Mais on peut alors reprendre les raisonnements du Chapitre III
(§ 6 à 8), et Fon démontre ainsi que les trois théorèmes fondamen-
taux de Fredholm s'appliquent au système [(6), (7)], pourvu que -rn
soit égal à deux ou à trois, comme il avait été annoncé.

4. Cas où le problème homogène n'a qne la solution zéro. ~ Le
problème homogène correspondant au problème donné est, par défi-
nition, celui qu'on obtient en remplaçant y'et 9 par zéro, sans changer
les autres données,

Supposons que ce problème nait que la solution zéro. Je dis queilora le
problème donné a une et une seule solution.

Pour le prouver, il suffît évidemment de montrer que le système

(' ) y//m. ^->. Éc. Nonii. slip., t.. 49, article ciLé, Chapitre V (§ .4).
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déduit de [(6), (7)] en remplaçant par zéro les seconds membres/et y,
n'a que la solution zéro. Or, quels que soient p et a, la fonction u
représentée par (5) s'annule à Tinf îni , et elle satisfait hors de o)+^
à l'équation Sr u == o. Si en outre p et a satisfont au système homogène
correspondant à [(6), (7)!-, u est nul dans a) d'après notre hypothèse.
Vu la continuité de u même sur S>, vu aussi l'impossibilité d'un
maximum positif ou d'un m i n i m u m négatif atteint en un point qui
n'appartient pas à CD -+- â\ u est nul aussi hors de cP -+ S, donc dans
tout l'espace. Sur chaque côté de 2>, Qu est donc nul , ce qui entraîne
la nul l i té de a. U comparaison des équations (,5)et (6) montre ensuite
que p =—yu= o. Notre proposition est donc établie.

Ce raisonnement ressemble beaucoup à celui qui a servi précédem-
ment dans le passage analogue de la théorie du problème de Neumann.
Cette analogie va se poursuivre.

5. Cas particulier. — La proposition précédente s'applique en par-
ticulier si l'on a c^o partout dans d) et 4^0 partout sur S\ pourvu
que c e t ^ n e soient pas à la fois ident iquement nuls. En effet une solu-
tion du problème homogène ne peut alors atteindre un maximum
positif ni dans d?( 1 ) ni surS^^le minimum négatif est aussi impos-
sible, et par suite cette solution ne peut être que zéro. Donc, dans ce
cas, le problème donné a toujours une et une seule solution.

0. Fonction de Green.—Nous nommons fonction de Green, relati-
vement au problème donné, une fonction F(X, 2) qui jouit des pro-
priétés suivantes :

i" Si S et X appart iennent à û3, c'est une solution élémentaire de
l'équation

! ' , 1 ! ! , , ^P(X/£)==o, ,, ,1 . , .1 ! / 1 1 ,

où l'opération porte sur le premier point, c'eât-à-dire sur X, confor-
mément à nos conventions ordinaires.

( i ) lîull, Se. math., t. !)6, 1922, article cité, Chapitre l < § 7).
m Ibid., Chapitre IV (§ 4) et Chapitre Y (§^ ) ; •voir aussi Problèmes de valeurs à

la frontière relatifs à certaines données discontinuer Chapitre IV (§ 3) (/?////. de la
Soc. mallt^ t. 61, ï933, p. i à 54).
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2° Si S appartient à û3, et si en outre X est en un point Y de S\
on a

, . , , , eF(Y,S.)=o.

ropération continuaixt à porter sur le premier point.

Cette fonction de Green existe dans les hypothèses du paragraphe 4.
Reprenons en effet la fonction G/,, du paragraphe 3, en y faisant À== i,
et considérons la fonction

^ ( X , S ) = F ( X , 3 ) ~ G ^ X , S ) ,

en supposant 2jo^>w, de sorte que G'^X, S) est partout continu;
alors quand X varie dans d3, ^ doit être une solution régulière ( !) de
l'équation

^^(X,£1)=:-^(X)G^(X,S);

de plus on doit avoir sur S la condition
©a(Y,S)==~9G^(Y,S},

et nous avons vu au paragraphe 4 qu'il y a une fonction // et une seule
remplissant ces conditions, quel que soit Ë dans (J3.

Développons le calcul en nous plaçant dans le cas ou les hypothèses
du paragraphe 5 sont satisfaites. On peut s'arranger alors pour que la
fonction 7^ soit identiquement nulle, et nous faisons ainsi. Nous devons
alors poser, quand 3 appartient a cO,

( ï 3 ) F (X,2) '= :G(X,S) -4-2 1 ^ . G(X,A.)O-(A,S.)^SA,
^•«s*

car l'équation S^F == o montre aussitôt qu'il n'y a pas d^intégrale
d'ordre m. La condition à la frontière devient alors, si S est dans cO,

/ , ( / / ? — i )
(i4) o--(Y/2)-h2 l ©G(Y,A)a(A.,S)^SA=~©G(Y,£),

J^

l'intégrale étant une intégrale principale, prise de la façon déjà expli-
quée.

Moyennant l'hypothèse que m est égal à deux ou à trois, il existe,

(1) BulL Se. malh., t. SG, 1982, article cité, CImpiLro 1 ("§ 15).
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d'après le chapitre précédent, une fonction <&(Y) positive ou nulle et
remplissant une condition de Hôlder sur S, et un noyau N(Y, A)
d'intégrale principale sur la variété close 'Sy qui jouissent des pro-
priétés suivantes : quelle que soit la fonction 'T(Y), qui remplit sur cS
une condition de IIolder, on a les identités

(15) 9. f 1 N(Y,A) Ç ÔG(A, B)r(B)dS^dS^
v^ t/^

di / \" \ ( A'" \ r ( /" ~1 ) /^1 nl ~! 't

= d i \ •4'3 / 7 (À) / N(Y,B)@G(B,.\)rfSB^SA,1 -i- A ( .1 ) Ji^ J^g

(1.6) ^ Ç ©G(Y,A. ) f N(A,Bj7(B)âfSB^S^
^^ ^

/ ^ / y \ ^ / v \ /-»(^~1) ^(m-D
^<î>n-M^) ̂  r ^^Y) / eG(Y,B)N(B,A,^S^SA;

i -h u'^ ï ) ^/^. .̂

en outre, en nommant Y un deuxième point de 2î, distinct de Y, on a
identiquement

07) N(Y,T)+ ̂ ^v? -r-. ^ ( /^ l )N(Y.À)QG•(A,.T)^S^o.
I -+- '•A ^ . 1 ^ ^/^

(18) N(Y,r)+^G-Y-^ )+3 f"" "®G(Y,A)N(A, r )o?S .Y=o .
l -4- <y ( 1 ) ,/^

La solution de l'équation (i4) est alors

09) .(y,S)=-@^^-^f'''"')N(Y,A)©G(A,E)^,.

et l'on a par suite
/ '^ '^(X^QGCA^a)^(,o) F(x,a)=:G(x,a)—2^ ^^(A.)——^A

/,(///.-1) /»(/«-1)
- • — 2 ^ eG(A,-£) / G ( X , B ) I N ( B , A ) ^ S B ^ S A ^

^ ''s

pourvu que S appartienne à û3, car, G(X, B) valant 0[L2-W(X, B)], le
changement dans l'ordre des intégrations du dernier terme est légitime
(I, 9, 10), quel que soit X dans (Q -4- S-

Nous allons voir maintenant que si,X restant fixe ou tendant vers



n'importe quel point de <l0+ S, S tend vers un point Y situé sur S? et
distinct de la l imite de X, notre fonction de Green tend vers une
certaine limite F(X, Y). La formule (20) donne en effet

, ,4.(D(r) . /-("-)G(x,A..)eG(A..,r)
I^ï)= ̂ ^r)^'^"2^ —i+4>(A)—rfsA

/,(///•-15 ^
-i-f G ( X , A ) N ( A . , r } ^ S At/^

--9. r @G(A,T) f G(X,B)N(B,A)û?SBrfSA. •
tÂÇ J^

A l'aide de la formule (i5), cette expression se transforme en {voir
Chap.1,13)

p / Y •\* i /ï(//2 — t )

^-'Y^-^T^-^-./, G(X...V)N(A,,IK/S.V
/»(/".— •I) ? rip / ,4 y'\

-^ °'^^[?^
^ ( / / < - l ) ~)

+ ^ N(A,B)0G(B,r)^Siî ^SA.
J^ ' J

d'où enfin, d'après la formule (17),

(.n) F(X, D = ̂ ^TJ +^ f 'G(X, A.) N(A, ,r},/SA • (F sur ^).

De même, si 3 tend vers un point Y de S, et si Y tend vers une
limite quelconque dans S—Y, a(Y, 3) tend vers N(Y, Y), car cette
limite est, diaprés la formule (19),

r ' RPrr'Y Y ) ^(^~i)
^AVï>)^^N(Y/l l>)^^(^^^ • N(y,,.\)QG(A,r)^, •

c'est-à-dire, d'après (17),
,(^) . . 1 .cr(Y, r)==N(Y,T) , (rsur^). . 1

Nous allons voir maintenant que, quand S varie dans cî) et Y sur S,
on a
... • , ! ^(Y, ; .S)=0[L—(y,2):], l ; / ; ,, , ^ . . ' •

limitation qui restera forcément valable si S vient en un point Y deS\
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En effet, dans la formule (19), la partie d'intégrale qui provient du
champ

•îL(£, .V)<L(Y, S.)

a évidemment cette l imitation, car
N ( Y , A) = N ( Y , SI) 4- 1^(3, A}0[L]-/-"'(Ï', A)] (/.•> o),

d'où le résultat annoncé, car l'intégrale de ©G(A, S) dans ce domaine
reste bornée quand Y et 3 varient. Un raisonnement semblable donne
le même résultat dans le domaine

a L ( Y , À)<L(Y,3 ; ) .

A l'extérieur de cesdomaines, lafonction intégrée vaut O^-2"'(Y, A) 1,
d'où encore OÏL'-'^Y, 3)] comme limitation de l'intégrale corres-
pondante. La l imitation annoncée est établie pour a.

Quand X et, Y varient sur ' § , 3 variant en même temps dans cO + S>,
nous avons

T(X, 3) -^(Y, 2.) =0[L*(\ , Y)/'-*-'"] 0-> o) ;

il suffît, pour rétablir, de reprendre sur la formule (19) 'les raison-
nements du Chapitre 1 (§ 10 et 11). De même, si 3 et Y varient
dans o)+S, pendant que Y varie sur S, de façon que 2L(3, Y) reste
inférieur à L (Y, 3), on a

T(Y,3)- (7(Y, Ï•)==0[L^2:,r)L l-<-"'(Y„3)].

Ces résultats permettent d'établir que, quand X et S varient dans cO,

o n a F(.X,3)=0[L2-'"(X-,£)],

^(X,£)=0[L'- '"(X,S)].
UiK! y,

Ce sont toujours les mêmes genres de raisonnement. Pour la seconde
limitation, on a à établir le fait que Vintégrale

• " r * ( n i — \ . } . . . :

j a(A,S.}dS^

étendue au champ 2L(A, S) < L(Y, 3), reste bornée quand Y et S
varient; or, en nommant Y le point de S qui est le plus proche de 3,
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et en tenant compte de (22), on peut écrire

^(A, S ) = = N ( A , Y)4-0[I/(S, T)L'^—(A, Y)],

expression de laquelle ce fait découle ( ' ) .

7. Équation intégrale contenant mie fonction de Green. — Suppo-
sons d'abord que les hypothèses du paragraphe 5 soient satisfaites,
et soit F(X, S) la fonction de Green du problème donné. Je dis que la
solution de ce problème est

(23) u(X)=- / 'F(X, A)/(A)^V,-r- Ç'" ' F(X, B)^(B)</Sn.
^(D J^

En effet il est tout d'abord évident qu'on a dans ^l'identité ^/==y.
Il est non moins évident qu'on a sur S

© F F(Y,A)/(A)^^o,
J i^

car, d'après le paragraphe précédent, le premier membre est iden-
tique à

f ©F(Y,A,) / (A.)^J^

où la fonction intégrée est identiquement nulle.
On a ensuite, d'après la formule (21),
^u>l-l} ^ ( / / / , - i 5p . , , p, . ,-

f. ^^w"^ 0^^^
^(/^—J) p\.ltt— 1 (

-^ j . ?(B)/ G(X,A)N(A, , B)dS^dS^
^'<s ^^;

_, /•'"'-"GCX,^)^^) . .
-a^. -i+<î(A) ^A

^illl.-- 1 ) ^ ( / / / .—l )

- h 2 ; f G(X,A.) . N(A.,,B)9(.B)^S^SA,t/^ ^^

( i ) ^o^ particie cité du Bulletin de la Société inalhetnatique, Cliapitre 1 ('§ 1).
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d'ou nous tirons

0^ 'W '-^(KJ ̂ S,,= ̂ ^ +J"'"~"N^-, A)^ (A) rfS^

/'""-"©G (Y . .V)cpCA.) ,-
-^-V, -———^Tt——^

4-aJ ' • ® G ( Y , A ) f N(A, B)ç(B}rfSn</S^

^^(.v,^,^^^
/ , ( / /<-1) 1

-i- 2 1 6 G ( Y, B ) N ( B, A ) dS^ dS^,
«-7^ -1

et ce deniier résultat, obtenu à l'aide de la formule (16), se réduit
à y(Y) d'après la foriBule (18). Ainsi la fonction u donnée par la for-
mule (â3) est bien identique à l'unique solution de notre problème.

Plaçons-nous maintenant dans le cas général du paragraphe 2.
Choisissons comme au paragraphe 3 la fonction /; soit en outre œ(Y)
une fonction remplissant sur S une condition deHôlder , et telle qu'on
ait partout

<Y)^m, •
en supposant pourtant que < o — f ^ e t c — y ne sont pas identiquement
nuls ensemble. Les équations du problème s'écrivent

: ! ! ! . , 3ru—XU=f—%u. , , \ , . . „ .
0 u. — r») u == co — <«') u.

Nous bornons d'abord notre recherche aux fonctions uqm, sur S, se
réduisent à des fonctions remplissant des conditions de Hôlder. Si
alors F.(X, S) est la fonction de Green relative aux opérations 3 7^—y< 7

et ©^—co^, les conditions ci-dessus entraînent, diaprés ce qui précède,

(24) , ./,(X)=-f 'F(X,A) [ / (A)»%(À)^(A) ]^VV , ."
! , ^î) ! 1 1 . 1 1 1 ! ' ! , ! ' !

X' { l i t — 1 ) 1 ! ! , - , ! ! , ! 1 1 , , - ! !

-+- ; F ( I X , I B ) { 9 ( B ) — ^ ( B ) M ( B ) ] ^ S ï t . • , • ' '
- ! ! ' ! ' ! ' ' "' " ! . 1 1

Cette équation intégrale, à laquelle la théorie ordinaire de Fredholm
Ann. Éc. Norm., (3), U. — FASC. 4. • 48
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est applicables équivaut entièrement à notre problème; en effet toute
solution u de cette équation (qu'il y en ait une ou plusieurs) est
continue; d'après les propriétés établies précédemment au sujet de F,
les termes qui figurent au second membre de (^4) remplissent alors
une condition de Hôlder avec n'importe quel exposant inférieur à un,
et il en est par suite de même pour u; donc les conditions imposées
dans (Q et sur '§ sont remplies, et par suite // est une solution de notre
problème (il résulte alors aussi des paragraphes 4 et 5 que les dérivées
de u remplissent dans <î)+S des conditions de Hôlder).

La restriction que les valeurs prises par u sur '§ doivent remplir
une condition de Hôlder peut elle-même être abandonnée; i l suffît
que ces valeurs soient continues sans plus. Ce sera certain si Pon
montre que, au cas où la fonction ç serait seulement continue et où
le problème du paragraphe 5 aurait néanmoins une solution^ celle-ci
serait encore donnée par la formule (^S). Or si l'on remplace ® par
une suite uniformément convergente de fonctions o,, remplissant des
conditions de Hôlder, il est évident que les fonctions u,, obtenues
tendent un i fo rmément vers une limite iiy qui satisfait à l'équation (ûS)
si l'on suppose que la l i m i t e des y/, est la fonction y donnée. Mais,
puisque le problème donné admet une solution, que nous nommerons
pour un instant ^ il est bien certain que p==l im^; en effet, d 'une
part l'équation ^(c—u,,")==:o en t ra îne que le maximum de ç— //„,
s'il est positif, est at teint sur S, et qu^il en est de même pour le
minimum si celui-ci est négatif; si d'autre part M est le maximum de
la fonction ^nécessairement partout positive ('), qui remplit dans ri?
la condition ^w=o et sur S là condition @^==:i, on voit qu'on a
partout

| ̂  — Un \ ̂  M maximum j cp — ç/^ |',

ce qui achève notre démonstration. Donc v est bien identique à la
fonc t ion / /donnée parla formule (23).

L'équation (24) donne .donc toutes les solutions continues de notre
problème, et l'on peut affirmer queles dérivées de toutes ces solutions
remplissent des conditions de Hôlder.

Même si 9 est continu sans plus, ainsi que/, on peut vérifier, à

( l) Passages cités dans la dernière note du paragraphe 5,
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l'aide de la formule démontrée au paragraphe suivant , que toute
solution de l'équation (a'i) satisfait à toutes les équations analogues ,
obtenues en modifiant le choix des fonctions ^ et co, qui déterminent
la fonction de Green F.

<S. Relations entre fonctions de Green. — Supposons que le pro-
blème homogène correspondant aux opérations ^u—y*u et©^ —co*f/
n'ait que la solution zéro. D'après ce qui précède^ si l'on considère la
relation

F(X, 2)-F*(X, 31} =— F ' F ( X , A . ) [ % ( À ) - f ( A ) ] F * ( A , 3) d\\
'- <©

/>( / / /—i»
-\- F ( X, B ) [ r,) ( B ) — o>' (: R )] F* ( B, 31 ) cISu

<As'

comme une équation contenant l ' inconnue I^, cette équation de Fred-
holm a une et une seule solution, et l'on vérifie immédiatement que F*
est la fonction de Green relative aux opérations ^ u — y^u et @ii — co*//.
Fn particulier on a

F(X, 31}-FZX, 3l)=0[L : ;- / / /rX, Z)].

9. Problème adjoint. — On nomme problème adjoint au problème
donné ce lu i de trouver une fonction ('(X) qui satisfasse l'équation
de Fredholm
(25) ', ^•X)=-r ' 'F<A/X}[ / , (A)-%(A)^(A)]^^^^^^^^^^ , ,

^co , ! ! ! ! ! ! ! ! ^ ! ! ! ' ! , ' , , ! ,

+ ^"^(B, X ) [ 4 ) , ( B ) - ^ ( B ) P ( B ) ] ^ S B ,
1 1 ^^ , ! , 1 1

où 1\ est une fonction donnée et continue d'un point de û3 -4- cS\ pen-
dant que y, est une fonction donnée et continue d'un point de §\
D'après le paragraphe précédent, l'ensemble des solutions de ce pro-
blème ne dépend pas du choix des fonctions / e t co, qui déter-
minent F.

Considérons en particulier le problème adjoint homogène, c'est-à- *
dire celui où les fonctions données /, et ç, sont nulles; soit v une
solution quelconque de ce problème. On constate aussitôt que les
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fonctions p \X)==^(X)^(X) et ^(Y) ==— CL>(Y)F(Y) satisfont à un
système de deux équations intégrales homogènes, et ce système n'est
autre que le système associé Oà l'équation (24) : l'ensemble des solu-
tions de ce système se réduit donc au même nombre de solutions
linéairement indépendantes quePensemble des solutions du problème
homogène correspondant au problème donné. D'ailleurs à toute solu-
tion ^, ̂  correspond la fonction

^{x)= F F(A, X)^(A)dV^ F F(B, X)^(B)^,
JCQ ^

qui satisfait à notre problème homogène adjoint, et q u i n'est identi-
quement nulle que si ^ et ̂  le sont aussi, car on lit sur nos équations
intégrales les identités ̂ = ' / y , w' == — co v. Donc le problème homogène
adjoint et le problème homogène qui correspond au problème donnée ont
le même nombre de solutions linéairement indépendantes.

D'après ce qu'on vient de voir, si le problème homogène correspon-
dant au problème donné a des solutions non nulles, les conditions
nécessaires et suffisantes pour la solubilité du problème donné sont que,
pour toute solution ç du problème adjoint homogène, on ait l ' identité

- f X ( X M X ) [ T F(X, ^/(A^dV^r" %(X,B)9(B)JsJ^Vx
J^ i-'CD ^^ t J

F [ f i i — \ } r /»(///.)

^ ^ (Y)^Y) / F(Y, A)f(K)dV\J^ \y^

-f F(Y, B)9(B)^SB"|^Sv=o.
^ J

Mais on peut ici changer l'ordre des intégrations; en tenant compte
de l'équation intégrale de p, cela donne

^ { ' " } / -»( / / / " - i )
(^>y , ! • , ^ , p/wv1--1 ! po^s==o. ! '

'-'(D v'^

Plus généralement on a, entre des solutions quelconques des équa-

( i ) Journ. de Malh., t. 11, 19.3^ p. 389 à 4i6, spécialement Chapitre I (§ 8).
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f ions (^4) et (20), l ' identité
/•»('/'/) ^'\ i i i — ï }

(27) 1 (rj- «/j ̂ V == | ' ' ( c o - «9,)r/S,
^(0 ^y

que nous pouvons nommer une formule de Green. Pour démontrer
cette formule, nous multiplions d'abord les deux membres de (24)
par [x(X)<X) -/, (X)] rfV^ ceux de (25) par [/(:X) - /.(X)^(X)] cH^
nous ajoutons membre à membre et nous intégrons dans €0 : cela
nous fourni t une expression du premier membre de (27). On trouve
ensuite pour le second membre de (27) une expression identique à la
précédente, en mult ipl iant les deux membres de (24) par

[co(X)P(X)-9 i (X) ]^Sx,

ceux de (26) par [y(X) — co(X)î^(X)]rfSx, puis en ajoutant membre
à membre et en intégrant sur 2>.

10. Retow au. premier système ^équations intégrales. — Pour
montrer que les équations (5) à (7) nous donnent toujours toutes les
solutions du problème donné, et une seule fois chaque solution, nous
pouvons procéder comme au paragraphe 7. Autrement dit, nous
écrivons les équations données sous la forme

g; n, — yu==:f — '/, u, 0 u — c»j it -==. 9 — G.) u ;

puisque nous savons (§7) q u e l a fonction u remplit nécessairement
une condit ion de Hôlder dans Û3+S, cette fonction // se trouve (§ 5)
en jo ignan t à l 'équation (5) les deux équations

p==/~^/,

î7(Y) - F [©G(Y, A) — œ ( Y ) G(Y, A) ]p(A. ) ^V\
^ (JD

' + a Ç ["OG(Y, B) — Û J ( Y ) G ( Y , B)](7(B)^SB=ç(Y)- ^ ( Y ) ^ ( Y ) ,
1 1 1 1 \ 1 1 1 J^s ,

et notre raisonnement montre même qu'à cette solution u correspond
ainsi un seul système de fonctions p et a; or ces équations forment
avec l'équation (5) un système exactement équivalent au système |(5)
à (7)], comme il est évident. Réciproquement nous savons déjà que
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toute fonction n qui fait partie d 'une solution des équations (5) à (7),
est une solution du problème. Notre démonstration est donc faite.

Nous pouvons exprimer p(X) et cr(Y) à l'aide des fonct ions cr(Y, S)
et N(Y, Y) du paragraphe 6. Pour cela nous remplaçons dans l'équa-
tion (^23) la fonction F par ses expressions (i3) et (21), ce qui donne

/»(/«) r" /.(///~i -• "j
u(X)==— G (X ,S}4 -^7 'G(X,B)<7(B,£),/S.v{D L "^ J

><[f(S.)~'^S.:)u^)]clV3
/,'-m-iir ^ / Y Y />(,///~-n -i

+a/ ^r)-"/ GfX.B,N(lU>/S,.
^2? L l 1 - V -A ' ^2? [

x [pC11) —zO") ^ f r j l ^ s - r
^-/""^(X, A,)[J(A)-^(A,)«(A.)]^V,

'̂•-•0<X,.,^B^^^,B,

^ ( . ^ — 1 1

-1-^ ^(B,r j [^(r)-^fr)^(r) ]6/Sr
-^
-f ^(B.A)[/(A)-^fA)^rA.)-|./v4^,

^d) )

car toutes les intégrations superposées sont permutables, d'après
l'étude de cr(A, 2) faite au paragraphe 7. On voit que notre fonction
u est mise ainsi sous la forme (5), et on l i t sur cette formule les
valeurs des fonctions p(X') et cr(Y) ( } ).

1 1 . Opérations ̂  et Z. — Si les dérivées des a^^ et des

z^V ôa^
A--/P dx^ ,

existent et sont continues, on peut introduire l'opération adjointe à
l'opération 9% savoir l'opération

Y à ( àv \ V () \ f j ^ <^a8\ 1^^-l^^^?^^^
( I ) La marche ici employée doit être substituée à ce qui est dit d;ms l'article cité du

BidL des Se. math., t. g(î, T^Sa, Chapitre Ï V ( § 10):
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cette opération peut aussi être prise dans un sens généralisé, comme
l'opération 2?.

Si en outre les fonctions ^a ont, par rapport aux paramètres, des
dérivées qui remplissent une condition de Hôlder, nous définissons
sur S l'opération Z (dzêta) par la relation

zp=2^CTa^(^^^s2^(^^j+

nos hypothèses sur cS sont insuffisantes pour introduire les dérivées
covariantes, mais l'expression ci-dessus est invariante, ainsi qu'on le
voit en considérant le cas général comme limite de cas dans lesquels
la dérivée covariante existe.

Quand les opérations ̂  et Z sont appliquées à une fonction de deux
points, nous convenons qu'elles portent sur le second point.

Si des fonctions u et v et leurs dérivées jusqu'au second ordre sont
continues dans <^0+ §\ on vérifie immédiatement la formule

^ i / f t ) ^(/«--i)
( • -18) | ( i- S7 if— u§ ^ ) d^ = ( F © u. — if Z r} ^/S,

^tO 'AÏ

que nous nommerons encore formule de Green\ en effet on constate
que les termes où figurent les fonctions ^a disparaissent au second
membre. Cette formule subsiste même dans des cas plus généraux; il
sufÏi l en particulier de supposer ( 1 ) que ^u et ̂  existent au sens
généralisé dans le domaine û3 et coïncident,ainsi que les dérivées de u
et de F, avec des fonctions continues dans û3 + S.

1 2 . THÉORÈME. — Supposons que la fonction de Green F(X, S), rela-
tive aux opérations ^ et ©, existe. Alors si les hypothèses dans lesquelles
nous venons de définir les opérations ̂  et Z sont satisfaites^ et si m, est
égal à deux ou à trois ̂  il suffit d^ échanger les rôles des deux points,
dans la fonction V y pour obtenir la fonction de Green relative aux opé-
rations ̂  et Z.

Supposons d'abord que les hypothèses du paragraphe 5 soientsatis-
faites pour les opérations G?' et © d'une part, et pour les opérations ^

1 1 , ! _________<&__ __ _ _ _ _ _ _ , ̂ _____ ! ___

. ( i ) ^fî.;^,,.'Chapitre IV (g11<)1). ; 1 1 , '1 1 . ; 1 1 1 /''1 1 ' :
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et Z d'autre part. Soit alors T^'X, S) la fonction de Green relative aux
opérations ^ et Z, considérées comme portant sur le second point.

Nous savons alors ( § 7) que les dérivées de F par rapport aux x^
sont continues en tout point de û)+2?—S, et que les dérivées de Fi
par rapport aux ̂  sont continues en tout point de d3 + S — X. Isolons
alors les points X et S par des circonférences si m== 2, ou par des
sphères si m == 3, C et F de rayons infiniment petits ; sur C et T nous
définirons encore des opérations © et Z en convenant seulement que
les fonct ions d^ et ^a sont nulles. On a (§ 11)

F [ F,(X, A)0F(A, S) - F(A, S)ZFJX, \)]^:
<A;+P

: 0,

et cette relation, d'après un calcul classique, donne à la l imite
• _ F (X,S)=F , (X,S) . . , ^ ,

Abandonnons maintenant les hypothèses du paragraphe 5. En choi-
sissant convenablement les fonctions y et co, ces hypothèses seront
satisfaites à la fois par les opérations êpii—y^u et @u — c o i z d ^ u n e
part, et d'autre part par les opérations qui correspondent à celles-ci
par le procédé du paragraphe 11 et qui sont §^— y F et Z^— coi1. La
formule du paragraphes permet d'achever alors la démonstration du
théorème énoncé.

13. Remarque. — Ce théorème nous montre que, si la fonction o, (Y)
remplit sur 2) une condition de Hôlder, le problème adjoint introduit
au paragraphe 9 est identique à celui de trouver une fonction lycon-
tinue dans û3 + S et telle qu'on ait

: • \ (j,v^=.j\ dans <S\ Z^^ ro , sur ' § .


