GEORGES GIRAUD
Equations a intégrales principales ; étude suivie d’une application

Annales scientifiques de I’E.N.S. 3¢ série, tome 51 (1934), p. 251-372
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1934_3 51_ 251_0>

© Gauthier-Villars (Editions scientifiques et médicales Elsevier), 1934, tous droits réservés.

L'acces aux archives de la revue « Annales scientifiques de I'E.N.S. » (http:/www.
elsevier.com/locate/ansens) implique I’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1934_3_51__251_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

EQUATIONS A INTEGRALES PRINCIPALES

ETUDE SUIVIE D'UNE APPLICATION ()

Par M. Georces GIRAUD.

Introduction.

La notion d'intégrale principale a été introduite par Cauchy pour
les intégrales simples. Cette notion se présente d’une fagon toute
naturelle dans la théorie des fonctions harmoniques de deux variables :
si Pon considére une telle fonction, représentée par un potentiel
logarithmique de simple couche, et si Pon veut calculer la dérivée de
cette fonction, en un point de la courbe-support, suivant la tangente
4 cette courbe, le résultat s'obtient, moyennant certaines hypothéses
de régularité, en dérivant sous le signe d’intégration et en regardant
'expression obtenue comme une intégrale principale au sens de
Cauchy. Ce résultat s’étend aux-solutions des équations du type ellip-
tique 4 deux variables.

Le probléme des marées dans un bassin limité par des falaises
verticales a amené 'abbé Bertrand (*), suivant une voie ouverte par

(1) Ce travail était & Pimpression quand MM. Hadamard et Vessiot ont bien voulu me
signaler des travaux de M. Tricomt, se rapportanf au méme objet; mentionnons les sui-
vanls : Sulle equazioni lineari alle derivate parsiali di 20 ordine di tipo misto ( Memorie
della R. Accademia dei Lincei, 5° strie, t. 14, 1923, p. 133 & 247); spécialement Chap. VI,
§ 6, p. 220 et suivantes; Equazioni integrali conteneniti il yalor principale di uni integrale
doppio ( Mathematische Zeitschrift, t. 21, 1927, p. 87 & 133). Une Note aux Comptes
rendus (t. 199, 1934, p. 473 & 475) compléte le présent travail.

(%) GASToN BERTRAND, La théorie des marées et les équations intégrales, Thése, parue
dans Ann. sc. Ec. Norm. sup. t. 40, 1923, p. 151 4 258, spécialetent p. 201 A 247.
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Poincaré, 2 un remarquable probléeme relatif aux fonctions harmo-
niques de deux variables : sur la frontiére d’un certain domaine, dans
lequel cette fonction doit étre harmonique, onimpose a I'inconnue de
posséder une dérivée donnée suivant une direction donnée, non tan-
gente et non forcément partout normale a cette frontiere. En cher-
chant areprésenter lafonction inconnue par un potentiel logarithmique
de simple couche, on parvient 4 une équation qui, au premier abord,
ressemble & une équation de Fredholm, mais 'inconnue y figure sous
une intégrale principale de Cauchy. Complétant et rectifiant les
recherches de Poincaré, I’abbé Bertrand établit que, par le procédé
classique de I’itération, les équations de cette sorte se changenten de
véritables équations de Fredholm, remarque qui ouvre la voie pour
résoudre le probléeme donné. Cependant, outre que ’abbé Bertrand
se bornait au cas ou toutes les données sont analytiques, il n’étudiait
pas les cas ou 'équation de Fredholm obtenue devient impossible ou
indéterminée; ces cas sont, il est vrai, exceptionnels, mais il est
nécessaire de les considérer : c’est ainsi que la fonction de Green
recherchée par I’abbé Bertrand est toujours inexistante, comme on
peut le conclure du Chapitre IV du présent travail, en remarquant seu-
lement que le. probléeme homogéne correspondant admet pour solution
une constante quelconque. Au reste 1’abbé Bertrand a lui-méme
remarqué cetle inexistence dans un cas particulier ('), et il a indiqué
un moyen de traiter le probléme des marées dans ce cas parti-
culier.

~D’autre part des questions analogues se posent aussi pour un plus
grand nombre de variables. En particulier les dérivées tangentielles,
dans le cas d’un potentiel de simple couche correspondant & une équa-
tion générale du type elliptique & un nombre quelconque de variables,
s’expriment a I’aide d'une certaine généralisation des intégrales prin-
cipales simples.

Dans le premier Chapitre de ce travail, aprés une définition trés
générale des intégrales principales, on introduit des noyaux d’inté-
grales principales étendues 2 des variétés closes & un nombre quel-
conque de dimensions; on suppose que ces noyaux sont continus

(1) Ibid., p. 234 a 239.
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quand les deux points variables sont distincts : mais quand ces points
viennent a se confondre, le noyau devient non borné, et il y a lieu
d’introduire le passage 4 la limite qui caractérise les mtegrales prin-
cipales. On pourrait aussi, comme 1’a fait M. Picard pour les intégrales
simples ('), considérer des noyaux pourvus de singularités fizes de
ce type : mais les problémes visés, relatifs aux équations du type
elliptique, introduisent des singularités mobiles, comme celles qui
sont étudiées ici. Cette étude ne suppose pas que les différentes données
sont analytiques; on suppose seulement qu’elles remplissent cerlaines
conditions de Hélder; il serait intéressant de chercher i remplacer
celles-ci par des conditions plus générales (). On voit notamment,
dans le cours de ce premier Chapitre, le caractére général d'un phéno-
meéne analytique, relatif 4 la composition de deux noyaux d’intégrales
principales, et déja signalé pour les intégrales simples par Poincaré et
par I'abbé Bertrand.

Dans le second Chapitre, on étudie spécialement I’itération d'un
noyau du type qui se présente a propos des équations du type ellip-
tique; c’est 'occasion de retrouver le principal résultat de 1’abbé
Bertrand.

Dans le Chapitre III sont enfin abordées les équations & intégrales
principales, pour les mémes types de noyaux. L'idée directrice est
d’appliquer a I’équation intégrale une opération analogue a I'itération,
mais dépendant d’un nouveau noyau qu’il faut choisir de facon que la
nouvelle équation soit du type de Fredholm; cette opération estiden-
tique 4 I'itération dans le cas des intégrales simples, mais non dans
les autres cas. L’étude n’est faite complétement ici que pour les inté-
gralessimples et doubles; on verraque, dans ces cas, les trois théorémes
fondamentaux de Fredholm sont encore valables, pourvu qu’on exclue
deux coupures symétriques par rapport i origine et tracées sur ’axe
purement imaginaire du plan de la variable complexe %, qui est en
facteur devantl’intégrale deI’équation donnée (*). Cerésultats’applique

(1) EMILE PicArp, Sur les équations intégrales de troisiéme espéce (Ann. sc. Ec.
Norm. sup., t. 28, 1911, p. 459 A 472); dans ce mémoire, les intervalles d’exclusion sont
plus généraux que ceux qui donnent les intégrales principales de Cauchy.

(2) Comptes rendus, t. 196, 1933, P: 595 & 597.

(3) Dans un prochain travail, on montrera que, pour les équations a mtécrrales princi-
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aussi 4 certains systémes d’équations intégrales, utiles pour les équa-
tions du type elliptique. Pour certaines équations de premiére espece,
avec intégrales principales simples, les trois théorémes fondamentaux
de Fredholm continuent d s’appliquer; mais si I'on estdansle casd’un
pole du noyau résolvant, ce pole est toujours simple. Un exemple
montre que les procédés ici employés peuvent ne pas réussir pour
d’autres types de noyaux d’intégrales principales doubles.

Enfin dans le Chapitre IV ces résultats sont appliqués a la solution
de certains problémes relatifs aux équations du type elliptique a deux
et & trois variables; ces problémes comprennent comme cas particu-
lier celui dont il a été question plus haut. On pourrait d’ailleurs traiter
“directement aussi des questions analogues relatives 4 certaines équa-
tions intégro-différentielles 2 deux et & trois variables, la condition a
la frontiére pouvant étre aussi intégro-différentielle (*); c’esta propos
d’un probléme de cette sorte que 1’abbé Bertrand employait le détour
d’un probléme auxiliaire, relatif aux fonctions harmoniques; I’étude
détaillée de ces équations intégro-différentielles est renvoyée a plus
tard. On démontre ici que, si les cosinus directeurs de la normale & la
frontiére remplissent, par rapport aux parameétres, des conditions de
Holder, et si toutes les fonctions qui figurent, comme coefficients ou
comme seconds membres, dans I’équation aux dérivées partielles ou
dans la condition 2 la frontiére, remplissent des conditions de Holder,
la discussion du probléme est semblable 4 celle d’une équation de
Fredholm; en particulier si le probléme homogéne correspondant n’a
que la solution zéro, le probléme donné a toujours une solution et une
seule. Les hypothéses de régularité faites dans le Chapitre IV sont
méme un peu plus larges, mais alors I'opération du type elliptique
doit étre prise dans un sens généralisé, comme dans un travail anté-
rieur (*).

pales d'ordre au moins égal & trois ot du type considéré ici, un noyau résolvant, méro-
morphe par rapport & A dans un domaine qui contient I’axe réel, continue d’exister, de
sorte que les trois théorgmes fondamentaux de Fredholm subsistent dans ce domajne. Les
résultats du Chapitre IV du présent travajl seront ainsi étendus aux équations dun type
elliptique avec n’impaorte combien de variables.

(1) Comptes rendus, t. 194, 1930, p. 478-480.

(%) Bull, Se. math., t. B6, 1932, p, 248 4 272, 281 & 312, 316 A 352, et Errata p. 384.
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CHAPITRE 1.

PRELIMINAIRES.

1. Noyaux sommables et remplissant des conditions de Holder. —
Soit G(X, E) une fonction de deux points dans [’espace & m dimen-
sions (m21). Nous aurons souvent & envisager le cas ou cette fonction
posséde les propriétés suivantes :

Elle est continue quand X et E sont distincts et appartiennent & un
certain ensemble borné et fermé; de plus il existe un nombre positif A,
au plus égal @ m, tel qu’on ait (')

G(X, 2)=0[L»m(X, E)] (o< 2<m; L=distance);

enfin il existe un nombre positif h, au plus égal a un et a A, tel qu'on
ait

G(X, E)—G(Y, E)y=0[Lx (X, Y)/—l—m] (o< <, hER),
en désignant par 1, ou par (X, Y, &), la plus courte distance du
point & au segment de droite XY.

Si ces hypothéses sont remplies, elles demeurent remplies quand on
y remplace A par n'importe quel nombre positif inférieur . En effet
soit g un nombre déterminé, positif et inférieur a un. Si
L(X, Y)25L(X, E),
il est évident que

G(X, E)=O[L¥(X, Y) L—t-n(X, E)]= O[ LK(X, Y) P=i-n],

car on a [SL(X, E)); la méme limitation a lieu pour G(Y, £), et par
suite I'inégalité visée est vraie dans ce cas. Si L(X, V) < gL(X, &),

ona
L(X, B)21ZL(X, ) —L(X, V) > (1— &) L(X, E)];

(1) On emploie le symbole de Landau : z = O(y) signifie que Jfr est borné; z=o0(y)

signifie que§ tend vers zéro,
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donc, sio < k< h,

G(X, E«) - G’(Y, E) :O[L/;(X’ Y‘)LZ-—I:-—m(X’ E.)]: O[Lk(X’ Y)Ll—k—m(X’ E)]
=O[L4X,Y) Pk,

et notre vérification est terminée (*).
Cette hypothese est vérifiée si, par exemple, G est du type

[w(X) —w(E)]G(X, Z),

aG’ .
ou G’ vaut O(L™), pendant que les 0—2;(0. =1,2,...,m) existent et
valent O(L~'~"), et que w remplit une condition de Holder avec
’exposant 2 (ici et dans la suite, les coordonnées ou les paramétres
qui correspondent & un point X sont désignés par les minuscules
correspondantes affectées d’un indice, ).

2. Théoréme. — Soit H(X, E) une fonction de deux points X ctE de
Pensemble borné et fermé R, dans U'espace & m dimensions ( m21); on
suppose que cette fonction est mesurable par rapport & X, quel que soit £,

et que
H(X, &)=0[L+:—"(X, )] (o<<prsm).

Soit G(X, &) une autre fonction, qui remplit dans E les hypothéses du
paragraphe 1 ; on pose
(772)

FI,E)=[ G(X,A)H(A, E)aV, [dVi=d(a,. ..., an)).

E
Jedis que, st A+ p. < m—h, on a
F(X, &) — F(Y, )= O[L}X, Y ) ftu—t-m] A+ p<m-+ 1),
k étant n’importe quel nombre positif au plus égal a h, inférieur '\ et
supérieur @ A~ p.—m; si A+ p. > m, F(X, &) remplit par rapporta X

une condition de Holder indépendante de E, avec n’importe quel expo-
sant au plus égal & h et inférieur @ A+ p.— m.

(*) L’hypothése reste remplie aprés tout changement de variables, du type du para-
graphe 6.
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Considérons d’abord le cas ot1 'on a
GL(X, Y)SL(X, E).
Les parties de F(X, E) et de F(Y, &) qui viennent du domaine
L(X, A <2L(X, Y)

valent O[L)(X Y)Lu—m(X E)) et a /'Olil'()rl' ()[L/‘(X, Y)lh—s—p.—l.‘-—m].

Dans le domaine 2L(X, Y) << L(X, A) < L(X =2 =) on écrit
G(X,A) — G(Y,A) = O[LMX, Y)L2~-m(X, A)],  H(A, E)= O]Le—(X, Z)],

etl’on trouve ainsi que la partie correspondante de F(X, &) — F(Y, E)
a encore la limitation précédente (c’est ici qu’intervient I'inéga-

lité £ < 7). Dans le domaine L(E, A) < L(K L 2), on éerit
G(X,A) —G(Y, A)=O[Li(X, \')1)~~h~—m(x,:~‘_) H(A, E) =O[L—n (Z, A)].

et 'on aencore la méme limitation. Enfin dans le reste de Eon a

L(X, - L(X, &
>l< =) (2_ ),

L(Z, A) 5 L(X,A)>

et par suite
1 L(X, A)

I<IEn <%

on a donc & intégrer O [L"(X, Y)Li+w—=2n(X, AY|;si k4 p<m—+h,
cela donne toujours la méme limitation; si A 4+ u.>m, la fonection &
intégrer peut aussi étre écrite sous la forme

O[LA(X, Y)Lrru—t=2m(X, A)]  (kSh, k<h-+p—m),
et ’on voit ainsi que
F(X, 2)—FY, E)=O0[L*X, Y)].
11 faut maintenant considérer le cas ou l'on a

LL(X, Y)>L(X, &).

On peut supposer qu'on a en outre 4L(X, Y)> L(Y, &), sinon les
raisonnements précédents s’appliqueraient muzatis mutandis. De plus
Ann. Ec. Norm., (3), LI. — Fasc. 3. 34
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il suffit de se borner au cas ou I'on a A -+ p2m, car autrement on

remarquerait que

F(X, E)=O[L*e—m(X, )],

?

et I'on raisonnerait comme au paragraphe 1. Si A 1.2m, la partie
de F(X, &) qui provient de la région

L(X,E)

2

L(X,A)<

vaut
O[L]‘(X. .Y)I)\_‘_p.—m-—l‘] s1 A+ r<m —l—~'/(',
O[LX(X, Y)] sidtp 2m+ k.

Dans la région L(E, A) < L<X‘; =!

partie de F(X, E) qui correspond & la partie restante de la région

O[LX+—m(X, E)] =

» la méme limitation est valable. La

L(E. A)< 8L(X, Y)
s’obtient en intégrant O[ L*—2~(E A) et elle vaut par suite
O[LM-pﬂm(X, Y)'}

si A+ p.>m, ou 0[103%}%})_)

cas on retrouve les limitations précédentes; dans le second, on

] si A+ p.=m; dans le premier

vk
remarque que, pour x >1, on a logz< ”/% d’ou le méme résultat.

Ainsi ces limitations sont valables pour les parties de F (X, E) et
de F(Y, E) qui proviennent de la région L(E, A) < 8L(X, Y). Dans
la région
L(E, A)>B8L(X,Y),
on écrit
G(X, A) —G(Y, A)=O0[Li(X, Y)L=—m(X, A)],
car
L(X, A)2L(E, A)— L(X, B)>41(X, Y);

on peut aussi, dans cette limitation, remplacer L(X, A) par L(E, A),
caron a L(E, A) > 2L(X, &); ainsi on doit intégrer

LA(X, Y)O[ L+u—t—tm (E, A)]

dans la région L,>L(E, A)>8L(X, Y), en désignant par L, une
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longueur supérieure au maximum de L(E, A) quand A et E varient
dans E : on achéve ainsi de vérifier la limitation annoncée.

Comme cas particulier, nous voyons que si k - . est inférieur @ m,
la fonction ¥ sawsfait auz hypothéses du paragraphe 1, a condition de
diminuer / s’il est égal & .

Si H estindépendantde E, le théoréme s’applique en prenant u. = m;
F remplit donc une condition de Hélder avec 'exposant % si < .
Dans certains cas, ol 4 est égal & X, Pexposant de cette condition de
Holder peut encore étre pris égal 4 2 (").

3. Nouvelles hypothéses. — Il arrivera que nous ayons besoin d’'in-
tégrer tantot par rapport au premier point, tantdt par rapport au
second. Pour ce motif, et pour un autre qu’on verra plus loin, nous
serons amenés i supposer que les hypothéses du paragraphe 1 sont
remplies dans les deuz cas par la fonction G(X, E).

4. Intégrales principales. — Soit E un ensemble borné et fermé de
I'espace & m dimensions, contenant les ensembles mesurables E(n)
(rn=1, 2, ..., ») dont chacun est compris dans le précédent et dont
les mesures tendent vers zéro. Considérons une fonction F(A), non
sommable sur E, mais sommable sur chacun desE —E(n); s’il arrive

(m)
que limf FdV existe, celte limite peut étre nommée 'intégrale
nre g E(n;

principale de E dans F et étre désignée par la notation ordinaire
(m)
f FdV; mais la famille des ensembles d’exclusion E(n) doit étre
E

spécifiée. Il n’est pas nécessaire d’avoir seulement un ensemble
dénombrable d’ensembles d’exclusion; ceux que nous allons intro-
duire pourront varier d’une fagon continue.

Soit par exemple F(A) une fonction positivement homogene (*) et
d’ordre — m par rapport aux coordonnées de A, P'origine des coor-

(1) Voir Ann. s¢. Ec. Norm. sup., t. 49, 1932, p. 1 & 104, et 245 & 308, spéeialement
Chapitre I, paragraphe 1 el paragraphes 7& 9, p.3 et 4 et g & 13. Poir aussi EBERHARD
Hopr, Math. Annalen, t. 34, 1931, p. 194 4 233, spécialement p. 197 & 206.

(2) Clest-d-dire que si 'on multiplie les variables par un méme facteur positif ¢, la
fonetion est multipliée par 2.
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données étant intérieure 3 E; on suppose que cette fonction est con-
tinue partout ailleurs qu’en O, et qu'il existe une forme quadratique
définie positive I, gA, sa,ag telle que l'intégrale f("uF(fV étendue 2
la région

(1) < By A gaaag<<f’ (o<n<<t)

soit nulle quels que soienty et {(condition remplie si la nullité & lieu
pour un systéme particulier de valeurs de v et de {). Alors I'intégrale
principale dans E sera, par définition, la limite de I'intégrale étendue
a ce qui reste de E quand on exclut les régions

(2) 28 Aq, 800 a5 <1 {n—>-+o0);

cette définition, répétons-le, suppose que O est intérieur 2 E. La condi-
tion indiquée est évidemment nécessaire et suffisante pour que les
domaines d’exclusion (2) fassent tendre I'intégrale vers une limite.
Si m=1, on retrouve les intégrales principales de Cauchy.

5. Théoréme. — Si F est une fonction positivement homogéne et
d’ordre — m, continue partout sauf en O, et si son intégrale étendue a
la région (1) est nulle, on peut prendre comme régions d’exclusion

(3) 2upAapaaag<at+ntf(A),

ot: f est une fonction de A valant O[L"(O, A)] (h>0); la limite pour
7, = 0 est indépendante du choiz de f.

En effet, puisque / est borné, L(O, A) vaut O(v)); d’autre part,
I'intégrale f("” |F|dV, étendue & la région

-n'l — A-.!)‘2+/l< E“.ﬁAa'p Uy ap < TI‘.!__{__ /"-rlg—f'/l’

ou % est une constante, et ou v est assez petit pour que le premier
1+ k"
— K f/l

membre soit positif, vaut O(log ) =0(n"); celadémontre notre

proposition.

6. Variétés closes. — Nous désignerons par ?” une variété close a
mdimensions. Voici ce que nous entendons par la. Une certaine région
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V, de V se compose de points définis par m coordonnées ou para-
metres &, &, ..., &, et le point qui a les mémes coordonnées dans
'espace euclidien a m dimensions peut lui-méme varier dans une cer-
taine région fermée et bornée R ,. Une autre région V), de ¥ se com-
pose de méme de points définis par m coordonnées ¢,, L., ..., Ly, le
point correspondant pouvant varier dans une autre région ®,, bornée
et fermée, de I'espace euclidien & m dimensions. Et ainsi de suite pour
un cerlain nombre de régions ¥, (n=r1, 2, ..., n,), qui recouvrent
tout V. Mais on veut que chaque point de %, en particulier ceux qui
sont sur la frontiere d’'un des %, ¢’est-a-dire ceux qui correspondent
a la frontiére d’un des R,, soit intérieur 2 au moins un des <V,;
cela nécessite que certains points soient intérieurs a la fois 4 au moins
deux régions %,. Supposons en particulier que %, et 2, aient une
région commune; cela se traduira en indiquant la région de R, et la
région de R, qui correspondent i cette région commune, et en indi-
quant aussi les fonctions x, de ¢,, t,, ..., ¢, (=1, 2, ..., m) qui
définissent la correspondance entre les deux systémes de variables;
cette correspondance devra étre biunivoque entre les régions consi-
dérées de R, et de R,; nous supposerons de plus que les dérivées de
ces fonctions x, des variables 75 existent et remplissent des conditions
de Holder avec un exposant 2 qui devra étre le méme pour toutes les
fonctions analogues servant a établir la correspondance entre deux
régions ¥, qui ont une partie commune; les jacobiens ne devront
s’annuler nulle part. Quand on aura indiqué tout cela, on aura défini
la variété close ¥; le mot clos signifie ici qu’il n’y a pas de frontiére :
I’ensemble ¥ est a la fois fermé et ouvert, puisque tous ses points lui
sont intérieurs. Cette variété ¥ n’est pas nécessairement d’un seul
tenant; nous devrons toutefois supposer qu’aucune de ses parties
n’est unilatére ('). En conséquence nous supposerons que tous les
jacobiens des transformations par lesquelles on passe d’une région ¥,
a une autre, sont positifs.

Nous nous donnons en outre sur % un certain tenseur d’ordre m,
covariant et symétrique gauche, dont la composante est positive quand

(1) Voir Ann. sc. Ec. Norm. sup., t. 43, 1926, p. 1 & 128, spécialement Chap. I, para-
graphe 1, p. 6; plus loin, pour la définition du sens suivant lequel une intégrale est prise,
se reporter au paragraphe 2, p. 7.
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lesindices sont pris dans P’ordre naturel ; Q sera cette composante posi-
tive; on suppose que Q remplit dans chaque R, une condition de
Holder avec I'exposant 4. Dans la région commune 2 R, et & R, on a,
par définition de ce tenseur,

d(x, Zy, .., Zn)
d<t17 Loy «ovy tm)

9’1‘: 9-)&;
Qg et Q, étant les expressions qui correspondent respectivement aux
variables x, et aux variables #5. Alors

(4) Qd(wy, Zay - .. Zm)=dV

sera, par définition, la mesure d’un élément de ¥ dans %, ; définition
semblable dans les autres 9,.

7. Fonctions définies par des intégrales principales étendues i une
variété close. — Soit d’abord ¢(A) une fonction d'un point A de la
variété close ¥. Nous supposons que cette fonction est hilderienne,
c¢’est-a-dire que les fonctions de 7 variables qui Ia représentent dans
chacune des régions R, sont toutes holderiennes. D’aprés les hypo-
theses du paragraphe précédent, I'exposant holderien est le méme
pour les différentes représentations de ¢ qui correspondent & une
région commune 4 deux ou 4 plus de deux V,.

Soit maintenant G, (X, Z) une fonction de deux points X et = de 2,
remplissant les hypothéses du paragraphe 1, donc en particulier con-
tinue quand X et E sont distincts, et valant O[ L*(X, £)] (0o < 7. <m)
st X et E sont asséz voisins pour appartenir & un méme ?,, ¢as ol la
distance sera évaluée dans fa région euclidienne correspondante R, :
si X et = font 4 la fois partie d’au moins deux ¥, distincts, il est clair
que Fhypothése remplie avec les paramétres de 'un entraine qu’elle
est remplie aussi avec les paramétres des autres. La condition

Gy (X, A) — Gy (Y, A) = O[L(X, Y)P==m] (o< h<x, h<))

devra avoir lieu si X, Y et A appartiennént 3 un méme v, le seg-
ment XY étant rectifigne dans R, ; si X et A n’appartiennent pas 4 un
méme %,, on suppose que G, est, relativement a X, hélderien avec
I’exposant A. Cette fonction G, pourra étre définie et remplir ces con-
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ditions sur V entier ou seulement sur une région de V. Dans certains
cas, nous supposerons que G, remplit les hypothéses du paragraphe 3,
soit sur ¥ entier, soit sur région de U, c¢’est-a-dire que les hypothéses
précédentes restent remplies aprés échange des roles des deux points.
Quoi qu’il en soit, la fonction

(m)

(5) F,(X)y= Gy (X, A)p(A) dVy,

ou dV est défini comme # la tin du paragraphe précédent, est bien
définie pourvu qu’on précise le sens de ¥ suivant lequel V'intégrale est
prise : ce sens sera défimi par n’importe lequel des systemes de
variables tels que =, @,, ..., ,, qui sont attachés aux différentes
régions ¥, (car on suppose que les jacobiens sont tous positifs). Cette
fonction IF, est holderienne sur la région de % ot les hypothéses sont
satisfaites et & laquelle 'intégrale est étendue (elle Ie serait méme sigp
était supposé borné¢ et mesurable sans plus); cette région peut eom-
prendre la totalité de V.

Mais nous nous proposons de définir une fonction parune intégrale
principale étendue & V. Pour cela nous devons nous donner sur % un
tenseur double, covariant et symétrique, A, z; ce n’est pas nécessaire-
ment celui par lequel nous définirons, s’il y a lieu, une métrique
sur V. Pour tout point X de %7, nous supposons que la forme quadra-
trique X, sA, s(X)z,25 est définie positive (nous n’employons pas ici
fes notations tensorielles; notamment nous n’employons pas les
indices supérieurs). Si les A, g sont les composantes relatives aux
parameétres z, de la région ¥, et siles A, 5 sont les composantes rela-
tives aux parametres £, de la région ¥,, on a dans larégton commune,
par définition des tenseurs,

(6) © Aps=2Zy3 Ay, ) %—ZE (()l._tL;.

Nous supposons de plus que les A, 3 sont, chacun dans la région cor-
respondante, des fonctions holderiennes des paramétres correspon-
dant & la région; I’exposant holderien est /.

Soit maintenant G(X, =) une fonction de deux points X et = de V.
On suppose que cette fonction ou noyau est continue dés que X et =
sont distincts, et qu’elle est holderienne avec I'exposant / relative-
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ment & X si X et & n’appartiennent pas 2 un méme ?,. Supposons
maintenant que X soit intérieur & ?,; alors s1 v est assez petit, la
région
(7) ZapAap(X) (22— Ea) (g —28))<<n* (n>o0)
appartient & ?,. En vertu de nos hypothéses, on prouve aisément
I’existence d’une constante positive 7,, indépendante de X variable
sur 2, et telle que, pour 'une au moins des régions %7, qui con-
.tiennent X, la région analogue a (7) soit intérieure a cette région %,
dés quer <7,. On suppose qu’en tout point X de ??, aprés avoir
choisi une région ¥, a laquelle X soit intérieur, la région ¥, pour
fixer les idées, on peut, dés que = appartient aussi & V,, écrire

G(X, 2)= G, (X, E) + G, (X, &),

ou G, remplit les hypothéses du paragraphe 1, comme il a été dit un
peu plus haut; quant a G, il peut s’écrire
Gy(X, E)=GT[zi— 51y ooy Zu—Em); 90(X)s o0y 0p(X) ];

les fonctions ¢,(¢ =1, 2, ..., p)remplissent par hypothése des condi-
tions de Holder avec I’exposant 45 on suppose que les fonctions
0G*

G’;(f’)lr ey Oy Py ey V/') et
dv,

existent et sont positivement homogénes d’ordre — m par rapport
adw,, 0y, ..., w,;ces fonctions sont d’ailleurs continues sauf quand

a9Gy .
tous les w, sont nuls; on suppose encore que les oo existent et sont
22

continus, sauf quand tous les w, sont nuls; ces mémes dérivées sont -
par suite positivement homogénes d’ordre — m —1 par rapport aux
w,. Enfin on suppose que I'intégrale

{712)

G (X, A)d(ay, ..., an),

étendue a la région '
1< 2o 8AaB(X) (Za— aa) (2g— ag) <§* (0 <n<Y),

est nulle. Alors I'intégrale
(m)

(8) OFX)=[ G(X,A)p(A)dV,
v
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peut étre définie comme intégrale principale, les régions d’exclusion
étant
Zaghap (X) (72— az) (g—ag) <n*  (n>o);

on le voit en remplacant successivement g(A) par g(X) et par
¢(A)—p(X), puis en ajoutant les résultats. On peut prendre aussi
comme régions d’exclusion les régions plus générales qui se déduisent
immédiatement des précédentes (§5), et, grace a cette généralisation,
il y a accord entre les différentes facons de définir les régions d’exclu-
sion correspondant & un point X qui appartient i Ia fois 4 plusieurs ?7,.

Dans une région commune a %7, et a 2, la fonction analogue a G,

1 . * i () ; Y
pour le systéme des variables ¢4 est G [E{j(tﬁ——ug)—d‘—?f; v,,(X)], ol
I"
les ug sont les variables qui correspondent au point A; bien entendu
les ¢,(X)sont exprimés al’aide des variables ts. En effet si 'on regarde
cette expression comme une fonction de X et des différences 75— w3,

elle est évidemment positivement homogéne et d'ordre — m par rap-
port a ces différences. Nous allons établir maintenant que

G} [#a— aa; wa(X)]— Gi[Zg(lp— up) 555 (X)) = O[ LA (X, A) ],
. 1

résultat qui achévera notre démonstration. Il suffit méme d’établir ce
résultat quand L(X, A) est inférieur 2 une longueur positive donnée 7j;

oron a

dr, . " .
o = 0L (X, A)];

Loy — f— 3p(lg— ug)
si donc on définit les y, par les relations

0,
.},a_a“:Eﬁ(tg—ag)—J‘%z,
on a
L(X,Y)=O[L+(X, A)];
si L(X, A) est inférieur & un nombre 7| assez petit, on en déduit
sL(X,Y)<L(X, A),

et par suite la plus courte distance /de A au segment XY, tracé recti-

. , . N L X Afx s e
lignement dans R, est supérieure a—i——z’—l; la différence 2 évaluer

Ann. Ec. Norm., (3), LI. — Fasc. 3. 35
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vaut alors
O[L(X,Y)l~=m]=0[L—(X, A)],

ce qu’il fallait démontrer.
Remarquons en outre que la fonction

K(X,A) =G| za— au; va(X)] — Gl [ 20— @a; #u(A) ]

remplit les hypotheses du paragraphe 3, a condition de prendre égaux
hg les nombres désignés par 4 et par 4 dans I’énoncé de ces hypo-
théses. En effet on a d’abord

K(X,A)=O[L/~m(X, A)].

D’autre part, si I'on suppose 2L(X, Y)<<L(X, A), on trouve en
appliquant le théoreme des accroissements finis séparément aux deux
parties de K

K (X, A) — K (Y, A)=O[ (LA(X, Y)L~="(X, A)];

la limitation de K donne aussi, toujours pour 2L(X, Y)<L(X, A),
K(X,A)—K(Y,A)=O[Lt—(X, A)];

de ces deux limitations d’'une méme quantité, I’on conclut
h
K(X,A) —K(Y,A)=0[L¥(X, Y)L-7(X,A)].

Ceci nous montre bien que la fonction K(X, A) remplit, par rapport
au point X, les hypothéses du paragraphe 1; on vérifie de méme ces
hypothéses relativement au point A, de sorte qu’on est bien dans les
hypotheéses du paragraphe 3.

Si donc G, remplit aussi les hypothéses du paragraphe 3, la fonc-
tion G(X, A) satisfait aux hypothéses actuelles aussi bien par rap-
port au point A que par rapport au point X (avec changement éventuel
de 2 et de 4).

8. Condition de Hélder remplie par la fonction représentée. —
Nous allons prouver d’abord que, si X varie dans une région 9 inté-
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rieure a ¥,, la fonction
(ae)
(9) [ GI(X' A)d((l.“ "-:allt)
“‘1’1

remplit une condition de Hélder d’exposant 4. Soit en effet 1, un
nombre positif tel que, si X varie dans 27, la région

(10) za,{ﬂAa,ﬁ(X)(Jz“ax)(zﬁ—a3)<'13
ne cesse pas d’appartenir & 9, ; soit d’autre part {, un nombre positif

tel que la région L(X, A) <<, appartienne a la précédente, quel que
soit X dans . Donnons-nous deux points X et Y de 2, et suppo-

sons L(X, Y) <£)“ L’intégrale prise au point X ne change pas si, du

champ d’intégration, nous retranchons la région (10). D’autre part
I'intégrale étendue 2 %7, dont on a retranché (10), est une fonction
hélderienne de Y avec 'exposant A, tant que Y reste dans la région

L(X, Y)< 2.
Il reste donc seulement & évaluer I'intégrale
(m)
f G (Y, A)d(a, ..., am

étendue 4 la région (1o); or sil'on étend I'intégration a la région

(11) 2o a8 (Y) (ya—aa) () —ag) <mg,

le résultat est zéro; il suffit donc d’intégrer dans la partie de (10) qui
n’appartient pas a (11), puis dans celle de (11) qui n’appartient pas

a (10), et de faire la différence. Aulieu d’exécuter directement cette
opération, nous comparerons 'intégrale étendue &

zoa,BAa,['i(X) (,)'oc“‘ ay) (}'(3"" ag) < 7);';7
d’abord & I'intégrale étendue a (11), puis & U'intégrale étendue a (10).

La différence avec l'intégrale étendue a (11) revient & une différence
de deux intégrales, étendues chacune & une région intérieure a

03 [1— KX, V)] < ZapAag (X)(Va— o) (38— ag) <m3[1-F kLA(X, Y)]
(kA =const.),
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et le résultat est O[L"(X, Y)]; la diftérence avec l'intégrale étendue
a (10) donne O[L(X, Y)], ce qui achéve notre démonstration.
Or la fonction F(X) définie par (8) peut s’écrire, si X appartient
ii uv/’
(r2) .
F(X)=p(X)Q(X) G (X, A)d(ay, .. ., an)
A

+J
v,

() (m)
[ GuxX, Ayp(A) (lVA+f G(X, A)p(A)dVy.
V=,

)
G, (X, A)[p(A)QA) — p(X)Q(X)| d(ayy ..., an)

L .

St Dexposant holderien k de ¢ est inférieur ou égal a h et inférieur
a X, on voit que F(X) est holderien avec Iexposant k. Cela subsiste
parfois pour £ =Ar(§2) (")

9. Premier cas de composition des noyaux d'intégrales princi-
pales. — Soit G(X, A) la fonction du paragraphe 7; il suffit que la
fonction G, remplisse les hypothéses du paragraphe 1. Soit d’autre part
H(X, A) une fonction qui remplit les hypothéses du paragraphe 3 sur
2 entier. En nommant ¢ une fonction holderienne d’un point de ¥,
nous formons les fonctions

m)

(12) o(X)= 1] . G(X,;A)p(A)dV,,
@

()
(13) L;»(X):f (X, A)o(A)dV,,
4v

ou l'intégrale qui définit ¢ est une intégrale principale. Nous voyons

que Y(X) est une fonction hilderienne avec le méme exposant k que p

st l'ona a la fors k<h et k <k, et aussi dans certains cas ou k=.
Nous allons démontrer qu’on a

(1) (r2)
(14) q,(X):f p(E)f (X, A)G(A, =) dV, dVz,
@ @

(1) Pour la démonstration relalive au second terme de cette expression de F(X), voir
Ann. sc. Ec. Norm. sup., t. 49, 1932, article cité, Chapitre I, paragraphes 7 et 8, p. 9
A 12 cette démonstration est ici trés simple.
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formule qui exprime I'ordre dans lequel les intégrations doivent étre
effectuées. Nous verrons de plus que la_fonction qui multiplie o () dVz
sous le signe d’intégration, c’est-a-dire

(m)

F(X, _)— H(X,A)G(A, E)dVy,
satisfait aux hypothéses du paragraphe 1. L’intégration relative a2 A
doit étre regardée comme une intégrale principale ou les domaines
d’exclusion sont

(15) ZapAnp(E)(Ex— az) (Fa—ag) <0+ O[nLA(E, A)] (n>o0);

les distances sont évaluées dans 'une des régions euclidiennes R,
qui contient & la fois les images des deux points dés qu’ils sont assez
voisins 'un de I'autre.

En désignant par R(v}) la variété R dont on a retranché les points E
satisfaisanta (15) (en prenantnul le second terme du second membre;
peu importe, si A appartient a plusieurs ?7,, le systéme choisi pour
les paramétres), on a tout d’abord ‘

(rn) (m)
Lp(X):f H(X, A)lim f G(A.E)p(E)dVe dV,,
V N0 Q)(m)
ou, puisque l'intégrale étendue & ?(v) tend uniformément vers sa
limite,
(me) (my)
U(X) __llmf H(X, A)f G(A,Z)p(E)dVzdV,.
>0 ()
Maintenant on a en réalité sous le signe de limite une intégrale
d’ordre 2m portant sur une fonction sommable, ce qui permet d’inté-

grer d’abord par rapport & A. Nous nommerons donc ?,(7) la
* variété ¥ dont on a retranché les points A satisfaisanta (15); on aalors

(m) (m)
(X)—-hmf (2) [ H(X,A)G(A, Z)dV, dVa.
2,00

Nous devons prouver que

(mn) (m)
(16) f o(Z) H(X,A)G(A, E)dV, dVz
v P—,(n)
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existe et tend vers zéro avec 7; nous ferons la démonstration dans le
cas ou A est égal 4 A, ce qui suffit évidemment. Tout d’abord I’exis-
tence de cette intégrale revient & l'existence du second membre
de (14). 11 est évident que la fonction F existe et est continue quand X
est différent de Z. Pour étudier le cas ou X tend vers E, posons

(17) G0=3,8A, () (5y— 2y) (55— xp) (£>o0).

Nous intégrons d’abord dans la région %, (4{); nous supposons, sans
pour cela restreindre vraimeat la généralité, que Z est intérieur & une
région V' intérieure & V,, et que YV — V,(40) est intérieur a ?,.
L’intégrale étendue &  — %, est alors bornée; l'intégrale étendue
a4V, —[V—%,(40)] peut s’évaluer dans la région euclidienne R,
olt 'on doit intégrer dans la région R, diminuée de

L(E,A)=0(1),

une fonction valant O[ L"—*"(&, A)]; le résultat est O({"~). Passons
maintenant & la région 27, () — 27, (40); on a dans cette région

G(A,Z)=0(tm);

d’autre part 'intégrale de la valeur absolue de H, étendue a la méme
région, vaut O({") ('); on a donc encore O({"~™) pour cette région.
Reste enfin ¥ — %, ({); on a évidemment

()
f G(A, Z)dV,=O0(gh),
‘v'—"vl“)
d’ou
(m)
H(X,Z) - G(A, E)dVy= O (g2h—m),

v, ()
Mais, dans cette méme région, on a

H(X, A) — (X, ) = O [LA(A, ) L~(X, &)];
done

(n)
f [H(X, A) — H(X, B)] G(A, E) dVy= O[ L/ (X, E)].
V— (§)

W

(1) Ann. sc. Ec. Norm. sup., t. 46, 1929, p. 131 & 245, spécialement note de la page 138.
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Donc la fonction F vaut O[ L"—(X, 2)], et par suite elle est sommable.

Il nous reste maintenant & montrer que I’expression (16) tend vers
zéro avec 1. Soit V,(7n) ce qui reste de 2 quand on en retranche les
points = de la région

Ea,ﬁAm.ﬁ(E) (E:x”_[a)(zﬁ_‘rﬁ) <un? (n>o).
Si 2 appartient 2 ?,(27), on peut écrire encore pour les points A
de 087 - 6574 (Y])

H(X,A) — H(X,Z)=0[L/(A, ) L-=(X, 2)];
d’ou
(m) (m)
f o(2) [H(X, A) —H(X, E] G(A, ) dV, dVz
,(2m) V—,(n)

()
-—f O[n"L(X,E)]dVg=0 (‘n" log %),
Q

2(2m)

ou R est une constante; ceci tend vers zéro avec 7. De méme

(m) . (m) (m)
f H(X, Z)p(E) G(A, E)dV, dVg= O L/ (X, )] dVa,
R,(2m) R—, (1) ,(2n) ‘

qui tend vers zéro.

Si E appartient &4 2 — %, (2v)), nous introduisons le nombre 7 défini
par (17); on a alors { < 7. Le domaine d’intégration de A sera alors
décomposé en trois parties : 1° le domaine ¥ — ¥, ({); 2° la partie
commune 2 V,({) — ¥,(n) et & ¥ — V,({); 3° la partie commune
a2 V,(C) et & ¥,(0) — ¥, (n). Si I'on remplace H(X, A) par H(X, &),
le résultat pour % — 2, ({) tend évidemment vers zéro. Dans
¥ — 2,(%), on limite maintenant H(X, A) — H(X, E) comme il a
déja été fait plus haut; on trouve ainsi, aprés la premiére intégra-
tion, O({"), et par suite O(n") apres intégration relative a =.
Dans ¥ — %,(%), on a G(A, )= 0({™); on a donc encore O({"—)
aprés lintégration relative 3 A dans le domaine commun avec
V,(0) — 2, (n) et par suite O(n") comme résultat final. Dans la

partie commune i ,(0) et & V, () — V. (n), la fonction intégrée

vaut O[L"—*"(X, A)] car %§~ Ai reste compris entre deux nombres
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7 h—m

positifs fixes; I'intégration relative 2 A donne donc encore O({"),
d’ot O(") comme résultat final.

Donc l'intégrale (16) tend vers zéro .avec v. La formule (14) est
établie, et nous savons en outre que

()
(18) F(X,E):/ H(X, A)G(A, Z) dVa= O[Li—(X, E)].

&

Achevons maintenant de prouver que cette fonction remplit les
conditions du paragraphe 1.

Il est tout d’abord évident que, si X et = n’appartiennent pas & un
méme 2, la fonction remplit par rapport &4 X une condition de Holder
avec n’importe quel exposant inférieur a A.

Si X et Z appartiennent & un méme 37, soit Y un point tel qu’on ait

AL(X, Y)SL(X, Z);
L(X, Y) doit aussi étre inférieur & la moitié de la plus courte distance

de E 4 la frontiére de ?7,, laquelle peut étre, sans inconvénient,
supposée supérieure & une borne positive fixe. Dans la région

L(X, A)<2L(X, Y), les intégrales

a (n2) (1)
/ H(X,A)G(A.Z)aV, et f H(Y, A)G(A, =) dV,
valent O[ L*(X, Y) L (X, E)]. Dans la région L(E, A)<2L(X, Y),

qui n’empiéte pas sur la précédente, les intégrales

(m)
f [H(X, A)— H(X, Z)] G(A, Z) dV,
et
(m)
f [H(Y,A) — H(Y, £)]G(A, E) aV,

ont cette méme limitation, ainsi que la différence

ne)

(
[u(x,z)_my,z)]f G(A, E)dV,,

car 'intégrale qui figure dans cette derniére expression, est bornée.
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Dans | L(_ X)
ans la partie restante de L(E, A) < 2=2>), on a

L(\ —)L m(\Eﬂ,

(222)
f [H(X, A) — H(Y, A)] G(A, z)dv.\:o[u(x, ) los {5

de méme cette limitation est valable dans la partie restante de

L(X, A)<C 2= L(\,u) - Enfin si L(X, A)> tL(_d,A>>L(\ ) e
X, \
rapport ; E Ai reste compris entre deux nombres positifs fixes, de

sorte qu'on trouve O[L"(X, Y)L—(X, E)]. Comme la fonction

. L . .- ye .
x~log<;_>, ol = est positif, a dans I'intervalle (0, L) un maximum

, , L . \ )
¢égal & = on voit que dans ce cas les hypothéses du paragraphe 1 se

vérifient, 4 condition de remplacer A par n’importe quel nombre
positif moindre.
Si maintenant on a
ALY, Y) > L(X, =),

le raisonnement du paragraphe 1 achéve la démonstration.

10. Deuxiéme cas de composition des noyaux d'intégrales princi-
pales. — Reprenons les fonctions G et H du paragraphe précédent; il
suffit pourtant ici d’admettre que H remplit les hypothéses du para-
graphe 1. Nous nous donnons en outre une fonction ¢ mesurable et
bornée sur 2. Nous posons cette fois

(m)
(19) ¢(X)= [ H(X,A)p(A)aVs,

- (m)
(20) Y(X)= G(X,A)q(A)dVy;
Q

la _fonction  remplit une condition de Holder avec n’importe quel expo-
sant k tel gu’on ait simultanément k< h et k<), et aussi dans certains
cas avec 'exposant £ = (ceci suppose que les nombres A et A sont
les mémes pour H et pour G.).

Ann. Ee. Norm., (3), LI. — Fasc. 3. 36
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En outre nous allons démontrer que

(m) (7n2)
(21) ¢(X):f p(E)f G(X, AYH(A, B) @V, dVs,
- % v

u

formule dans laquelle I'intégrale relative 4 A est une intégrale princi-
pale. Il est d’ailleurs démontré par le paragraphe précédent que le
résultat

(m)
F(X_.E):f G(X,A)H(A, E)dV,
017

de cette intégration relative 4 A vaut O[L"— (X, £)] et est continu
quand X est différent de E; nous établirons que F satisfait aux hypo-
théses di paragraphe 1.

En supposant v assez petit pour que la région des points A tels
qu’on ait
(22) o Ans(X) (2g— ag) (28— ag) <n* (n>o0)

n’atteigne pas la frontiére d’une des régions %, qui contient X, nous
nommons V(7)) ce qui reste de 2 quand on en retranche cette région.
On a

(m) (m)
$(X)=lim G(X,A)/ H(A,E)o(E)dVg dV,
>0/ (n) EE
(m) (122)
=lim p(E) G(X,A)H(A,Z)dV,dVE.
>0 V()

Nous allons prouver que

. (m) (m)
lim o(E) G(X,A\)H(A, E)dV,dVz=o,
N0 sy V—(n)

ce qui entrainera la formule (2r).

Pour cela on montre, comme au paragraphe précédent, que si &
appartient & V(27), I'intégration relative 2 A donne O[7/"L"(X, E)];
en multipliant par ¢(E)dVz et.en intégrant dans ?V(27), on a

[l

donc O<‘r,"log%), qui tend vers zéro avec 7. Si E appartient &
YV —V(27), I'intégration relative & A donne O[L'(X, E)] (méme
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démonstration qu’au paragraphe 9); le résultat de 'intégration rela-
tive & E est donc O(n"), qui tend vers zéro avec v. La formule (2r1)
est donc établie. -

Montrons maintenant que la fonction F remplit les hypothéses du
paragraphe 1, résultat en vue duquel il nous reste  établir seule-
ment que

F(X,Z)—F(Y,Z)=O0[L&X, Y)lirt—m] (o <k<h).

Comme au paragraphe 9, il suffit de se borner au cas ou X, Y ¢t E
appartiennent & une certaine région intérieure a ?,, et ou L(X, &)
est inférieur a la plus courte distance de cette région a la frontiére
de ?,. Nous remarquons ensuite que la partie de F qui provient
de ¥ — 9, remplit dans notre région une condition de Holder avec
I’exposant 4. Nous sommes ramenés & considérer la partie de F qui
provient de ?7,; pour cette partie, nous remplacons G(X, A) par
G, (X, A), car la différence G,(X, A) de ces fonctions remplit les
hypothéses du paragraphe 1, et il suffit pour elle de s’appuyer sur le
paragraphe 2. Nous avons don¢ & considérer

(m)

FUX,2)= [ G, (X,A)H(A,Z)dV,

{on)
:/ G, (X, A)Hy(A, Z) d(ay, .. ., an),
v,
en posant
Hy(X,E)=Q(X)H(X,Z).
Posons
2,8A08(X)(2a— 5y) (2g— fg) =8p2 (>0),
Ea,BAa,,B(X)(*”a"}'ac)(wfi“‘fﬁ):['/s {(L'>o0),

et placons-nous dans le cas ou I’on a

| o<L/gp.
Dans la région .
ZoAap(X) (B — aa) (E— ag) <2p%

on a . s
Gy (X, A) — G, (Y, A) = O[LA(X, Y) L==n(X, E)],

de sorte que la partie correspondante de F,(X, E)—F.(Y, &)
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vaut O[L*(X, Y)L—(X, E)]. Dans la région ou I'on a simultanément

208808 (X) (Ex —aq) (5 —ap) >2p2,
Za){jAa“fj(X) (o — aq) (2 — ag) > 212,

on a
G (X, A) — Gy (Y, A)=O[LM(X, Y) L-"=(X, A)],

Hy(A,2)=0 [LA=m(X, A)],

ce qui donne encore O] L*(X, Y) L= (X, £)]. Reste la région

2o Aag(X) (2a— o) (2p—ag) < 2p2,

7

que nous nommerons 2. Dans la partie
28 A0 8(X) (wa— ag) (25— ap) < o2L2

de cette région, chacun des termes de la différence

()
f Gy (N, A) [Ho(A, E) — H (X, E)| d(cy - v s )

()

—_ G (Y, A)[Hy (A Z)—Hy (Y, E) d(etyy «..van)

vaut encore O[L"(X, Y)L (X, &)], car le second, par exemple,
s’obtient en intégrant O[ L~ (Y, A)L~(X, E)]. Dans le reste de 37,
cette différence s’écrit

(m)

[Hy(Y,E)— H, (X, E)] G (X, A)d(ay, ....an)

(m)

—l—-f. [Gi(X,A) =G (Y, A [H (A E) = IL(Y, E)d(ay, ..., an);

le premier terme est nul; le second est I'intégrale de

O[LM(X, Y) Lmm(X, A) L (X, &)],

et il vaut donc O[L*(X, Y)L'*(X, E)] (o <<k<h). 1l reste a
évaluer
(m)
H, (X, E) G (X, A)d(ay, ...,aw)
‘vl
(m)
—”ﬂ(YrE) Gi(Yy A)d(al: '-'.'am);
. o '
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expression dont le premier terme est nul. Dans le second terme, on
peut retrancher du champ le plus grand domaine

ZasNas3(Y) ()a— ax) (ys—ag)<n®

qui y soit contenu; on doit donc intégrer O[L—"(Y, A)] dans un
domaine o X, 4A,s(Y)(y,— a,)(ys— ay) varie entre deux bornes

valant chacune 2;1."’[1 —+ O(L”"—r— I;)], en tenant compte du facteur
H,(Y, E) on retrouve la limitation O[L"(X, Y) L(X, &)].

Si maintenant L’ est supérieur a (1, le raisonnement du paragraphe 1
achéve la démonstration.

11. Troisiéme cas de composition des noyaux d'intégrales princi-
pales. — Reprenons la fonction G = G, -+ G., mais supposons mainte-
nant que G, est du type du paragraphe 3; quant a la fonction G,, elle
est du type expliqué au paragraphe 7. Soit

H(X, Z)=I,+ I,

une autre fonction analogue; H, appartient au méme type que G,, sans
étre nécessairement identique a cette fonction, c’est-a-dire que

H(X, EY=Hi[z,— %, oo ov @m—En; 00 (X))o ooy o0 (X)),

ou la fonction H} (w,;¢,) est positivement homogéne d’ordre — m par
rapport aux w,; la fonction et ses dérivées sont continues sauf quand
tous les w, sont nuls; quant & la fonction H,, elle remplit les hypo-
théses du paragraphe 1.

On suppose essentiellement que, pour ces deux noyaux d’intégrales
principales, les domaines d’exclusion sont définis par (7): ce sont les
mémes domaines pour les deux noyaux. On peut ainsi définir la fonc-
tion

()
(23) F( ’,E):f G(X,A)H(A, E)dVy,

ou Pon doit exclure les deux points X et = par des domaines du
type (7)dont les paramétres tendent indépendamment vers zéro; cette
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fonction est continue tant que X et E ne coincident pas. Nous pouvons
monirer qu’elle vaut O[ L=(X, £)].
Pour cela nous remplagons G et H par les fonctions G, et

11*(X‘ E) = IIT [,"U‘l_ iu .. '7wm_£m; "1(5), ve oy V/,(_E)J'.
ce qui est légitime, car la différence des intégrales obtenues vaut
O[L/=(X, &)]. Nous posons
Za8Aag(X) (e —Ea) (wp—Ep)=9gp*  (p>0),

et nous supposons p. assez petit pour que les deux domaines

(24) 2o pAag(X) (wo— ag) (xg— ag) < 2p3,
(25) 20500,8(E) (Ex — aa) (Eg —ag) < 2p2,

soient extérieurs I'un a I'autre (on suppose que X et E appartiennent
a une région intérieure 4 ¥, ce qui ne diminue pas vraiment la géné-
ralité). Alors, dans (24), on a
HA (A, E) — H (X, )= O[L(X, A) L—n—1(X, )];
intégrale de G, (X, A)[H"'(A, &) — H*(X, )] dans ce domaine vaut
donc O[L(X, B)]; quant a P'intégrale de G,(X, A) H*(X, &), elle
vaut O[L*(X,E)]. Méme raisonnement pour le domaine (25).
Ensuite, hors des domaines (24) et (25), la fonction intégrée vaut
O[L—*m(X, A)] : le résultat est donc encore O[ L"(X, &)].
Posons maintenant

K(X, A E)=Hj[{a;,—E, ooy am—En; 90(X), oo oy 00(X)],

et considérons U'intégrale principale, étendue atout’espace euclidien,

(712)

Fi(X, E)=0(X) [ G(X, A)K(X,A, E)d(ay, ..., au),

ou les domaines d’exclusion relatifs 3 X sont définis par (7) (saufJe
remplacement de = par A), pendant que ceux qui se rapportent a E
sont définis par

2o A0 (X) (Ea— o) (Eg—ag) <n*  (n>o0).

Montrons que F,(X, &), considéré comme fonction de X et des diffeé-
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. .. ,
rences Ty—=&, (¢ =1,2, ..., m)est positivement homogeéne et d’ordre
— m par rapport a ces dijfférences.

En effet, en désignant par z un nombre positif, nous posons

ba= g+ t(Ng— xy) (x=1x,2,...,m);

changeons en méme temps de variables d’intégration en posant

A= Zo+ L(Dy— 24);

nous constatons aussitot que

(1)

F (X, E2)=t"2(X) Gile,— by, ooy zy— b 9(X), - ., 9,(X))]
X Wb, —wy, ooos Oe— 0 00 (X)) oo 0p(X)] d(byy o ooy i),

ce qui vérifie notre affirmation.

Supposons maintenant que X et Z appartiennent tous deux a %, et
que leurs distances a la frontiére de %, restent supérieures 2 un cer-
tain minimum positif; nous voulons montrer que F(X,Z) — F, (X, &
vaut O[L"(X, E)] et satisfait auz hypothéses du paragraphe 1.

Evaluons d’abord la partie de F — F, qui provient du domaine (24),
en supposant . assez petit; nous écrivouns

K(X, A, Z) — H (A, Z) = O[Lr(X, A) L= (A, E)],
et il en résulte immédiatement que cette partie de F— F, vaut
OI_LIL—-—:)),(X’ E)]'

Evaluons maintenant ce qui provient du domaine (25). Nous pre-
nons d’abord 'intégrale de

G (X, A)[QA) — QX)) H (A, E)d(ay, ... an);

elle vaut évidemment O[L"(X, )] (§9). Passons a l'intégrale de
Q(X)[Gy (X, A) — Gy (X, Z)] [ (A, B) — K(X, A, E)] d(ay, ..., an),

étendue au domaine (25), ou la fonetion intégrée vaut

O[Li—m(E, A)L-m(X, )] :



280 GEORGES GIRAUD.

cela fait encore O[ L~ (X, &)]. Il reste a évaluer I’expression

() (m)
9<X)Gl<x,a>[f (A Z) (s an) — K(x,A,zwal,.....ama],

ou les intégrales sont encore étendues a larégion (25); or nous savons
déja que la premiére de ces intégrales vaut O[ L*(X, )[; il en est de
méme de la seconde, car la partie du domaine (25) qui n’est pas com-

prise dans .
25,8A0a0,8(X) (@n—2s) (ap—1Eg) < 2p?,

et la partie de ce dernier domaine qui n’est pas comprise dans (25),
valent toutes deux O(p/*™), pendant que la fonction K vaut
O[L-"(X, E)]. La partie de F —F, en provenance de (25) a donc la
limitation annoncée.

Dans la région comprise dans R, et extérieure a (24) et a (25), on
limite K(X, A, E) —H,(A, E) comme il y a un instant, et 'on
L(Z,A)
L(X,A)
positifs fixes; on trouve aussitdt que cette partie de F — F, a encore
la limitation annoncée.

Enfin la partie de F qui provient de ¥ — ¥, et la partie de F, qui
provient de la région extérieure & R, dans I'espace euclidien, sont
toutes deux bornées.

On a donc bien

remarque que le rapport reste compris entre deux nombres

F(X,E)—F,(X,E)=0[L-»(X, E)].
Nous voulons maintenant vérifier que
F(X,E2)—F(X,E)— F(Y,E) + F, (Y, E)= O[LA(X, Y) limh=r]
(o< k<< h),

ot [ a toujours la méme signification. Comme aux paragraphes 9
et 10, il suffit de faire la démonstration dans le cas ou L(X, Y) est
moindre que le produit de L(X, E) par une constante détermince;
donc on peut supposer que Y appartient au domaine

2o Aap(X) (Za— o) (2g—y8) < p2.
Les parties de F(X, E) — F, (X, &) et de F(Y, E) — F,(Y, &) qui
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proviennent de la région

- Zo3Aas(X) (Ba— ) (23— a3) <22234,3(X) (2x— ya) (23— )8)

valent évidemment O[L"(X, Y)L-"(X, 2)].
Dans le domaine

20.8A0,8(X) (Za— @) (58— ag) < 2253A53(X) (22— ya) (23— 28),

on a ‘
G (X,A)— G (X, E)=0[L(A, &) L-»1(X, Z)], '

de sorte que

(m)
f [G1(X, A) — Gy (X, 2] [K(X, A, ) — Hy (A, )] d(ay, - an)
— O[L(X,Y) Li—n—1(X, )] = O[LA(X, Y) L-"(X, Z)],

et 'on a le méme résultat en mettant Y au lieu de X au premier
membre. Dans ce méme domaine, il faut évaluer maintenant

‘ (m)
f (Gy (X, Z)K(X, A, ) — G (Y, Z)K(Y, A, E)] d(ar, -...cn)
et
()
[G1<X,E>—GX<Y,E>]f (A, B)d(a, ... an);

or la derniére expression est évidemment O[L"(X, Y)L™(X, E)];
I'intégrale de K(X, A, E) est nulle; celle de K(Y, A, E) vaut
O[L*(X, Y)], comme le montrent des raisonnements déja employés.
Au total, ce nouveau domaine donne la méme limitation que le
précédent. . : A

La partie de F(X, E) — F(Y, E)—F,(X, E) + F,(Y, E) qui pro-
vient de la région non encore prise dans (24), vaut ‘ ,

O[LA(X, Y)Li—t-m(X,E)] (o <hk<h),

car on a
G (X, A) — G, (Y, A)=O[L(X, Y) L= (X, A)],

K(X, A, B) — Hy(A, E)=O0[L/(X, A) L7(X, )]
CK(X,AE)—K(Y,A,E) =0 X, Y)L(X, Z)], . e

de sorte qu’on doit intégrer O[L(X, Y)L(X, A)L(X, B)]. -
Ann. Ee. Norm., (3), LI. — Fasc. 3. 37
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La partie de l]a méme expression qui provient de la région
23,8 A0,8(X) (22— ya) (28— 08) < Zo,3A53(X) (Ea— aa) (B8 —ap) <20

est de méme P'intégrale de O[L*(X, Y)L—(&, A)L—(X, E)], et par
suite elle a la méme limitation que la précédente.

La partie de notre différence qui provient de la partie non encore
prise de %7, est I'intégrale de O[L*(X, Y)L—>"(X, A)], ce qui donne
la limitation O[L"(X, Y)L—(X, E)].

Il reste a évaluer la partie de F(X, E) — F(Y, E) qui provient
de ¥V — %, et celle de F, (X, E) —F, (Y, E) qui provient de la région
extérieure & R, dans 'espace euclidien : elles valent O[L"(X, Y)].

Notre vérification est terminée.

Nous introduisons maintenant une nouvelle hypothése : nous suppo-
sons que ¥ est un noyau d’intégrale principale, admettant lui ausst les
domaines d’exclusion (7) (cela ne signifie pourtant pas que F remplit
les hypothéses du paragraphe 7) (").

Cela posé, nous formons & I’aide d’une fonction p donnée, qui rem-
plit sur 2 une condition de Hélder d’exposant £< A, les fonctions

(1)
(26) @(X):f H(X, A) p(A)dVy,
v

(1)
(27) Y(X)= G(X,A)o(A)dV,.
LY

Ici encore, la fonction ¢ remplit une condition de Holder avec I’expo-
sant k st Uon a simultanément k<h et k<X, et parfois aussi
sik=h=).

Nous nous proposons d’établir qu’il existe une fonction ®(X),
indépendante de la fonction o, telle qu’on ait

(722)
(28) ¢<X>=—<I><X>p<><>+f F(X, A)p(A)dVs.
7

(*) Hypothése toujours vérifibe (Comples rendus, t. 199, 1934, p. 473 A 475 ).
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™
sl
L

Nous avons tout d’abord

()

. (m)
L(N)= G(\, ,\_)f H(A, Z)[2(2) —p(\)]dVz dVy

B 2

[¥223) {1}
+f G(N, A)[of \)—r,(\nf H(N, ) dVz dVy

{m /Ili
—&—o(\)f G(\, \)f H(\,Z)dVz dV,.

Or la fonction H(A, Z)[z(E) —(A)] remplit les conditions du
paragraphe 1, en y remplacant toutefois % par %; la fonction
G(X, A)[p(A) — p(X)] remplit les conditions du paragraphe 3, avec
le méme changement; nous pouvons donc appliquer aux deux pre-
miéres intégrales les paragraphes 9 et 10, ce qui nous donne

()

1)
v.L(\‘):/ [6(Z)—p(N\)] G\, \) (N E)dV, dV=

kS Q0

(1) [
wl—p(\)f G(\‘,.\)f N, Z) Nz dV

)

si nous posons

(m\‘)_—_f FON, ) dVa—1(N),

(my m)
I(\'):f G(_x,,\)f H(A, Z)dVz dVy,

cela donne aussitot la formule (28).

12. Autres expressions de ®. — Nous allons transformer cette
expression de @. Soit V(7; X) ce qui reste de ¥ quand on en a enlevé
le domaine (7); on a

ey mj . .
](X‘):lim/ G(X, r\limf H(A, Z)dVz dV .
1201 X) 0 A)

Or des raisonnements déja employés montrent qu’on a

(o)
f H(A, Z) dV== O ("),
V—(L; A)

Ann. Ec. Norm., (3), LI. — Fasc. 3. 37.
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d’ou
(m) (n2) ’
lim G(X.A) H(A,E)dVzdV,=o.

00 X) V(L5 A)
Donec

(ree)

() N :
I(X)—_—Iimlimf G(X, A)f H(A,Z)dVz dV,.
0 S>0(n;X) @5 A)

Soit maintenant %, ({; E) ce qui reste de 2’ quand on en retranche
les points A du domaine

Z28A08(A) (ax—Ea) (ap—E) <T*  (£>0).

~ Nous avons

(m) ()
1(X) = lim lim f f GOX, AV (A, Z) dVydVz.
120820 S (0 X)—[v—, (5 2))

Nous allons prouver qu’on a aussi

() ()}
(29) 1(X)= lim f G(X.AYH(A, E)dV, dVz;

0 Jo %)
il saffit pour cela de prouver qu’en effectuant le passage a la limite
relativement & { dans I'expression déja obtenue, on trouve précisé-
ment celle-ci. Puisque v est & considérer comme fixe dans cette pre-
miére opération, nous supposerons 4{ < ; nous avons i prouver que
I’expression

(r12) ()
f G(X, A)H(A, E)dV, dVz,
-

ou Ilintégration relative 4 A est étendue & la région commune
aV(n;X)eta W —,(L;E), tend vers zéro avec {. Or si cette région
commune n’existe pas, la partie correspondante de notre expression
est nulle; s’il n’en est pas ainsi, et si v est inférieur & une constante

assez petite, c’est qu’on a
20> — o,

s désignant le nombre défini par

2,8808(X) (2a—Ey) (2p—¢p)=0" (o >o0);
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.- T 1 , . .
donc 5 est supérieur 4 —- Nous pouvons alors écrire, quand A varie
dans la région commune considérée,

G(N,A) — G(N,Z)=O[LA(A, Z)L-m—i(X, Z)];
par suite ‘

()
/ [G(X, ) — G(X, Z)] (A, Z) dVa= O[ghLm—t(X, Z)];

en intégrant cecipar rapport & = dans la région complémentaire de
26 < 7, le résultat tend vers zéro avec L. Il reste & prouver que, avec
les mémes champs d’intégration,

() (ny

Iim / G(X,E}f H(A, Z)dVydVz=0.

SOk

Or si la région commune a4 V(7; X) et 2 2 — 27, ({; =) comprend la
totalité de ¥ — ¥, ({; ), I'intégration relative 2 A donne O({"), et
le résultat final tend vers zéro avec {. Il nous reste & considérer les
points E tels que la région commune existe et ne comprenne pas la
totalité de ¥V — ,({; E); si 0 est inférieur a une constante assez

petite, on a alors
2l >|o—mn|.

et 'on a pour tout point A
ﬁ};a,g :‘\a,{j(z) (ia—‘ ay) (ig—ag) > :z,ﬁ-\a,{i(,—‘\) (Zx—aq) (g — ag).

Sil'on a 2l >a — 1 > o, la partie de ¥ — 2, ({; Z) ou I'on n’intégre
pas fait partie de la région

(0 —1)*< 2y 5A58(X) (Za—aq) (g —ag) <AL

I'intégrale correspondante est donc O(log a_zi_n)’ et par suite l'inté-

1 3 O g el 27 h
grale étendue i la partie utile de ¥ — ¥, ({; E) vaut O (log&—_—’z -+ C’).
Sil’ona 2{ > — o> o, le champ relatif a A est intérieur a la région

3 ) Comme H(X, E)

2
N —a

ci-dessus écrite, et l’on trouye ainsi O<log

est borné quand v est constant, on est donc ramené & prouver la
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LAl PY4
lim f log ——=—ds=0:
im0 17—

n—2s

relation

elle se vérifie, car I'intégrale vaut 4. La formule (29) est donc éta-
blie. On a par suite

) i
(30) (I,’(Y):lilllf ‘ GIN, ) H(A, Z)dVydVz.
.

h>0 S 0—(r;X)

Al

Réciproquement, si cette limite existe, I est un noyau d’intégrale
principale avec les domaines d’exclusion exigés.

Dans la formule (30), au leu d’intégrer par rapport i Z sur lu
variété V) entiére, on peut intégrer dans une région fixe quelconque V',
contenant X & son intérieur, mats indépendante de . En effet, si =
appartient & 2 --”, on a pour les points A de 2 — V(7; X), dés
que 7, est assez petit,

(AL Z)— (N, 2)=0

i L/I(_\’ \) L—///-—/A(J\’ _".E'_)]v
d’ou, puisque L(X, =) a une borne inférieure positive,

() (71)
f [ GOX, \)[H(A Z) — TN, E)]dVydVz= O (),

) ‘U-—‘{’('f,; _\)
on a aussi

() a1
f s, =) GONS AV dN 2= O (),
=

< V—(1; X)

ce qui démontre notre affirmation.

En particulier, si X est intérieur & 27, on peut prendre 2, comme
domaine d’intégration pour Z; A appartient aussi & %, dés que 7, est
assez petit. Alors on peut remplacer G et H respectivenent par G, et
parH, (§7),

Wy (i)
(31) m(\):nmf f GoN, AL (A, Z) Yy dV s

N0, 0 —V(1; X)

en effet nos considérations s’appliquent en particulier si G, ou H, est
identiquement nul, mais alors les paragraphes 9 et 10 montrent que ®
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y
est identiquement nul; I'expression (31) est donc bien identique 4 (30)
dans nos hypotheses générales.

Le méme raisonnement prouve qu’on peut, dans la formule (31),
remplacer dV, par Q(X)d(«,, ..., a,), pendant que 4Vz est remplacé
par Q(X)d(%,, ..., £.); faisons-le. Alors, au lieu d’intégrer par rap-
port a = dans ?7,, on peut aussi intégrer dans la région 30— V(v"; X)
sil’on a o <k <r1jen effet, dans la partie de %, ainsi supprimée, on
a, dés que v est assez petit,

(AN Z) — (N, E)= O LA(X, A) L4 (X, Z)],
d’on

()
f GO\, A) [ (A, Z) — (X, E))d(ay, «ovy @) = O L= (X, Z)];
V—(n; X)

de plus

lI,(.\,E)/I G (X, \\dlay, ....a,)=o0;
V=2 (n;X)

en intégrant par rapport & = dans la région commune & V(" X) et
a ?,, on trouve O[r,'~"1"], qui tend vers zéro. Ainsi

(m)
(32) q»(}\):n.nszf(_\.)f
) . h-0 *i’—“l’('r,ﬁ';k)
()

= Gy (N, A) UL (A Z) gy ooy an) d(Ery - ey om).
XV — (1; X)

Nous allons encore transformer cette expression. Soit

KON, Z)=M{a,— %0 ooy @m—Emi 01 (N), ooy ¢,(N)]

(il est inutile de faire figurer X dans cette notation); nous allons
prouver que

(33) ®(X)=1limQ(X)

M0 Qe ("'l /;; .X)
7]

/f G X, AV KA, E)d(ay, o an) d s oo,
V—0 (1;X)

moyennant la convention que, dans intégration relative & A, les
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domaines 7 — V(o; E) destinés a exclure Z sont

S0 Aap(X) (a—ax)(Zg—ag) <<o? (¢ >o0);

on voit en effet que, dans ces conditions, K(A, Z)est un noyau d'inté-
grale principale. Nous posons

5“3 ;\u,{g(X) (g —Z2y) (g — 5{; )= _’l[J.? (o< ap < n*).

On a toujours

oA Z) —K(\, Z) = O[LA(X, A)L=m(\, Z)].

Si d’abord A est situ¢ dans V—(p; X), ce domaine donne une
partie de la différence des seconds membres de (32) et de (33), &
savoir U'intégrale de O[L"—(X, A)p—], ce qui donne O(p"~") apres
'intégration relative & A, et O(v*") aprés I'intégration relative & =
Passons au domaine ¥ — V¢ (p.; Z) — V(75 X); on a alors

G\, A) — G (X, E) = O[L(Z, A) p—m=1];

en multipliant par [, (A, Z) —K(A, E)]|dV, et en intégrant, on a
donc encore O(w"—), d’olt encore O(r'") comme résultat final. 1l
s’agit maintenant d’évaluer la différence

(m) ()
[ l'l[(x\,E)([(a,,...,(t.,,,')wf KA EYd(ay,y ooy am),

ot les deux intégrales sont étendues & V¥ — Vy (v.; Z)— V(7; X), mais
les domaines d’exclusion ne sont pas les mémes pour les deux inté-
grales. Soit d’abord 2 p. <~r1; alors la région ¥ — Vy (v, — 2p.; E) fait
partie de 32— ¥V (v; X); si donc v >3 u, notre champ est identique a
DV — V(s Z); dans ce champ, la seconde intégrale de notre diffé-
rence est nulle, et la premiére est égale & 'intégrale d’une fonction
O[L—(A, Z)] dans une région

pr(r— gph) < By g Ao g (2) (as— o) (ag — &) < p2(1 -+ gph),

.

u une constante; cela fait donec O(p"); en multipliant par

g est
(X, E)dVz et en intégrant dans le champ 3p.< 7, on obtient O(r"),
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. . 7 . - . .
Soit maintenant 5 < 1. < —; alors I'intégrale étendue 2
V=V (n—2ap E)

vaut zéro pour la fonction K et O(p") encore pour la fonction H,; aprés
multiplication par G,(X, E)dVz et nouvelle intégration, cela donne
~encore O(7"). Dans V(v —2u; ) — V(73 X) — V(5 2), on limite
H,—K comme il a déja été écrit : le point = ne faisant plus partie du
champ ni de sa frontiére, il est légitime de traiter nos intégrales
comme des intégrales ordinaires; I'intégrale de cette différence est

donce O(y/’log_/l _fJ")[J); en multipliant par G, (X, Z)dVz et en inté-
grant, cela fait

\

vl

4
2

1L 7
0O Pt log — dp. | =0 log S ol dp- ;-
. 1= AL v T — 2 ’

i |

mais

- - ) — 2, R
log — dp. = p.logp + R log(n— aum);
. o — 2 )

le résultat final est donc O(v"log7). Si maintenant 1. > g, la région

V — V(2. —1; ) n’a aucun point commun avec le champ de nos
! 5=
intégrales; dans la région ¥4 (2u —7; &) — Vy (13 &) — V(3 X), qui

—L>, et le résultat final, apres

n’existe que si k. <7, on a O<y." log T
multiplication par G,(X, E) dVz et intégration dans le champ g <u<,
est encore O(7" logr)). ‘

Il nous reste 4 faire varier A dans le champ commun a Vy(u; Z) et
a V(s X)— (75 X); la fonction G, (X, A)[H, (A, ) —K(A, 2)]
vaut alors O[L"*"(X, A)], car %%3 reste Qompris entre deux
nombres positifs fixes; on obtient done O(u"~") aprés la premiere
intégration, et O(#") aprés la seconde, car ce champ n’existe que
pour p. < 7.

L’identité des seconds membres de (32) et de (33) est ainsi démon-
trée. Cette expression (33) peut encore étre modifiée : I'intégration



200 GEORGES GIRAUD.

relative a Z peut étre étendue @ n'tmporte quelle région bornée, prise
dans Uespace euclidien, indépendante de v, contenant X a son inté-
rieur; on le voit en reprenant en sens inverse le raisonnement qui
avait donné la formule (32).

13. Autres compositions des mémes noyaux. — Si, laissant { fixe,
on fait tendre v vers zéro, ’expression

W) {1
/ G(X,/\)[ YA, Z)dVzdVy
) Y4 A)

(g X

tend vers une limite, uniformément par rapport 4 ; en effet

() ’
Q(A) HLON, E) (2,00 )

R — (% A)

est identiquement nul, et par suite, en étendant l'intégrale de la
méme fonction a la région commune 2 (4, A) et & 'un des ¥, dont
2 — (L; A) fait partie, on a un résultat qui satisfait & une condition

de Holder indépendante de £ (§ 8); mais la différence

H(A,Z)Q(E) — 1, (A, Z)Q(A)

satisfait aux hypothéses du paragraphe 1; on en conclut d’abord que
son intégrale dans 20 — ({5 A) vaut O({"); ensuite cette méme inté-
grale remplit une condition de Holder, indépendante de I, avec un

exposant k </ : pour le vérifier, il suffit de considérer deux points A

et B tels que B appartienne a % — s’(;, A), on s’appuie sur le para-

graphe 2 pour évaluer I'intégrale de la différence des fonctions dans
V—V(L; A); puis on remarque que la partie d’un des domaines qui
est extérieure & I'autre a une mesure O[{" L"(A, B) 4+ (' L(A, B)|,
pendant que 'une des fonctions intégrées vaut O({") : notre vérifi-
cation s’achéve ainsi. Ainsi I'intégrale

()
/ H(A, E)dVs
V(G A)

est uniformément bornée quand { varie, et elle remplit une condition
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de Holder indépendante de {. L’uniformité de la convergence de
I’expression ol nous faisons tendre 7 vers zéro, en résulte.

Il en résulte qu’on ale droitd’écrire en intervertissant deux passages
a la limite :

(m)

()
[(X)=1lim Iinlf G(X, A) H(A,Z)dVzadVy
£201 209 (q:X) V(G 4A)
(m) (m2)
= lim lim [ f G(X, A)H(A, Z)dVydVe.
>0 >0 V(GE)—[V— ¥ (1;X)]

A partir de la, on pourra reproduire les raisonnements faits sur
Iexpression (29), en échangeant seulement les roles de X et de Z dans
la premiére intégration; on arrive ainsi a I’expression

(m) {mn)
I(X) —hmf f G(X, A)H(A, )V, dVs,
VP

o0 V(6 8)

((ui entraine

() ()
(34) @(X)=lim f G(X,A)H(A, E)dV,dVs,

ove Vo—2(;E)
et ceci se transforme enfin en
(m) (m)
(35) @ (X) =lim (X)f f Go(X, A)K(A, E)
—Vx ({5 E)

X d(ayy ey am) d(Eys - Em),

ot 'intégrale relative a Z est étendue soita ¥ — V(% X) (o < k1),
soit & une région bornée prise dans I’espace euclidien, indépendante
de {, contenant X & son intérieur. Avant d’effectuer I'intégration rela-
tive 4 A, changeons de variables d’intégration en posant

Oy="Fty— Yo+ Za (¢=1,2,...,m),

les variables y, remplacant maintenant les a,; on a alors
G (X, A)=G[yu—Ex; #n(X)], K(A,E)=Hi[za— ya; va(X)];

on voit ainsi qu’en posant

(m) (m)
9(X)= G(X,A)p(A)dVy, ¢(X)=f H(X, A) 9(A)aVy,
Q kY
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les hypotheéses du paragraphe 11 sont satis faites pourvu que H, remplisse
les hypothéses du paragraphe 3, et la nouvelle fonction ® est égale a
l’ancienne. En posant dans (33)

Ao =—= 2Ly~ Yo, Eo== 22Xy — M2,

on voit qu’on a la méme conclusion pour

(222)

(m;
p(xX)= [ WAL X) p(A) dVay  $O= [ G(A,X) §(A)dVa.
v .

QP

(A suivre,)
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(suite) .
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CHAPITRE I1.

ITERATION DE CERTAINS NOYAUX D'INTEGRALES PRINCIPALES.

|. Noyaux considérés dans ce Chapitre. — Nous considérons la
variété close 27, & m dimensions, qui remplit les hypotheéses déja indi-
quées (I, 6); sur cette variété on donnele tenseur Q, d’ordre m, cova-
riant et symétrique gauche, et le tenseur A, 5 covariant et symétrique,
indiqués au méme endroit. Nous nous donnons enfin un tenseur
simple et covariant c,; nous supposons (ue les composantes ¢, sont,
dans chaque %, des fonctions halderiennes des paramétres attachés a
ce 27, et nous supposons que exposant hélderien est /4.

Les noyaux considérés ici sont les noyaux G du paragraphe 7
(Chap. I, pour lesquels on a, dans chaque %7,

122 o]

9

(1) Gy, Ay =3, 00 \) (g — az) [ X85 Ag (N ) (rg— ag) (v —a)] T ;

1

quant & G, on suppose qu’il est du type du paragraphe 3 (Chap. I.
Toutes les hypothéses du paragraphe 7 (Chap. I) sont ainsi satisfaites :
si deux points A et B sont symétriques par rapport & X, on a
G, (X, B)=—G,(X, A), ce quisuffit & entrainer que nous avons li
un noyau d'intégrale principale, comportant les domaines d’exclusion
considérés. A vrai dire, n’importe quelle famille de domaines, ayant X
pour centre de symétrie, pourrait étre prise comme famille d’exclusion
pour ce type particulier de noyaux, et l'intégrale aurait la méme
valeur; mais en vue de la suite, nous continuerons & définir les
Ann. Fe. Norm., (3), LI. — Fasc. 4. 39
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domaines d’exclusion pour chaque point X de ? a I'aide du ten-
seur A, 4, et cela pour tous les noyaux d’intégrales principales qui se
présenteront et ou il y aura lieu d’exclure X.

Grace 4 ce que ¢, est un tenseur covariant, on voit que, si X appar-
tient & deux 7, différents, les deux fonctions G, correspondantes ne
different que par une fonction du type du paragraphe 3 (Chap. L).

Nous allons reprendre, pour ces noyaux, la question du para-
graphe 11 du Chapitre I, les fonctions nommeées respectivement G
et O dans ce paragraphe, étant toutes deux identiques a la fonction G
actuelle. On verra que I’hypothése supplémentaire introduite dans ce
paragraphe est remplie d’elle-méme, et I'on calculera la fonction @.

2. Cas des intégrales simples. — Le cas des intégrales simples doit
étre traité d’abord (). Dans ce cas
Gy, a)= “(£) s
I == (

et c(x) est un tenseur contravariant; ¢c(x) est holderien d’exposant /.
On a alors (1, 12)

. ' N —O2( oy e (o) i da z
(2) D(z)=9Q(r)c (.1,)1/1?3“/ "/ ) (o= 2)(/_‘.

ou R est choisi supérieur & |27|. On en déduit

-+
. I L - I .
D)= (&) (r)lim - - = ) dad-
PR ek S SN Sl (4 o —z ¢
A I
= Q) c*(x)lim - log — | -
W) _ gL = h— | T

En posant £ = x -+ i, cela devient

R—

IS
(I)(J-):Q.’(L)r (z)lunf log

b0, Ry

w
(|

dt - . +
,I — ‘ - = 52;'(.15)/,--(./")‘/_‘1 fog

car, pour ¢ infiniment grand, la fonction intégrée vaul O(z*). Nous

lt

)

l

=t

1 — !

7.

(1) Dans ce cas nous désignons le point par une minuscule; d’ailleurs ¥ se¢ compose
d’un nombre fini de courbes fermées, sur chacune-desquelles on peut adopler un para-
meélre unique, défini & une période pros.
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savons donc déji que I'hypothése complémentaire du paragraphe 11
(Chap. I) est ici satisfaite, et méme, puisque la fonction intégrée n’a
en réalité pas de pole pour ¢ = o, nous voyons que

R—.

»
[ log

e/ —R—

A

i

{

L+ ¢

L—17

est une fonction holomorphe de & : done ici le noyau itéré, ¢’est-a-dire
la fonction nommée F (Chap. I, 11), vaut O( @ —E|"~"), cest-a-dire
qu’elle est sommable (cette particularité ne se produira pas pour m > 1).
Quant & la fonction @, il suffit de calculer la constante

-+ = 1
dl ,
[ log 7:4[10g
I

o
la derniere expression s’obtenant parle changement de variable ¢ = p

¢ Wt

(—7 == / log

L ]

-+

1

dl
]

4

1+
r— 1

1+

1 — 1

v

Or le développement du logarithme en sériec entiére montre que ceci
vaut

8,\.’(?./1 — )=
e
, n ==l
Par conséquent,

(3) O()=mQ () ).

Poincaré (') avait établi que I'itération du noyau considéré conduit i
un noyau sommable, et I'abbé Gaston Bertrand (*), reprenant cette
‘étude, est ensuite arrivé a une formule équivalente a (3). Mais les
considérations employées supposaient qu’on avait affaire & un noyau
méromorphe.

3. Cas des intégrales multiples. — Nous opérons d’abord sur les
paramétres attachés & la région <, qui contient & son intérieur le
point X oul’on veut calculer ®, un changementlinéaire mettant ce point

i Porigine et ramenant la fonction X, 5 A, s(X) (25 — a,)(axs— as) a

(') Henrt PoINcaRE, Mécanique céleste, . I (Théorie des marées), spéeialement
pages 253 & 256.
(%) (iasTON BERTRAND, loc. c/l., spécialement pages 205 & a5,



206 GEORGES GIRAUD.

étre seulement X, «; quand X est en O (pour ne pas compliquer la nota-
tion, nous donnons aux nouvelles variables les mémes noms qu’avaient
les anciennes); lejacobien des anciennes variables par rapportaux nou-

velles est \/ﬁ, o D' est le déterminant des A, 4 (nous faisons en
‘sorte que ce jacobien soit positif). Si nous désignons par «, le
produit par D du mineur de A, 4 dans ce déterminant, et si nous
désignons par ¢, les nouvelles composantes du tenseur qui figure
dans G, la valeur de X,c,* en O est égale & X, ga, sc,cq. On peut
encore faire subir aux «, une transformation orthogonale, de facon
que tous les c, soient nuls en O, sauf ¢, qui sera positif ou nul;

alors G(X, A) devient, quand X est en O,
— \"IE:,_@ Uy fpogega, Lmm=1(0, A) 4 O[ LA (0, A)],

pendant que 4V devient \/ﬁ d(ay, ..., w,). Par suite au point O on
a(l, 12)

(4) O=2Q DX, gaypeqepk,

oli K désigne la constante

N L

. N T a (a,—7) N £
(D.-) K= l/lg},,/ / LM—H((‘\,A)Lm-f»l(:\,-"-":)(/(”l’ ----/lm)(/(—,ls <y im)s

I'intégration relative aux a, étant prise dans la région L(O, A)<7;
I'intégration relative aux £, est étendue, par exemple, & la région
L(0,Z)< R, ou R est une constante.

Nous avons d’abord 4 étudier la fonction

a(ay—zy)

(6) P(E)::‘ / L/:/—H((),_/\)L/H-H(A_’E)

e

Ay, ..., ),

et spécialement & voir comment elle se comporte 4 'origine. Soient
P g

p=L(0,Z), SLi==pcost  (oZO<T).

Appliquons & as, ..., @, une certaine transformation orthogonale,
et la méme transformation & %,, ..., %, de facon que le nouveau &,
soit ¢sinf, ce qui entraine que tous les £, sont nuls pour «2>3; cela
ne change pas F(E), et I’on voit ainsi que cette fonction ne dépend
que de petde§, ainsi que du domaine d’intégration, qui est déterminé
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par ~; nous la désignerons done par /(z, 6). Remplacons maintenant «,
par a, cos—a, sinf et a, para, sin 4 a, cosh, ce qui fait encore une
transformation orthogonale; il vient

. M@ cosd — a,sinb) (@, cosh — a,sinh — pcosy) ‘
_/({J,/)-—H/ (g, ),

1 AT e 2 I R
Lo (O, A ) [ay— 0P +dad +.. .+ a3 ]

ot
J(o,h)=cos*Gu(o) =+ sin*sd(s),
avee
) ‘ ) PRyl ([l(tlla—‘o) ‘
(7) ?(P):”"/ m“(/(ul,...,r/,,,).
' ‘ L (O, A [(ay—p)p+ad + o5 aj ] 2
‘mi ' a2

. 9

(8) '”!J(P)::*f = T dlay, o ),

Lot (0, M) [(@ =g+ a3+ o+ a3 ]

car le coefficient de sinf cos sous le signe d’intégration est fonction
impaire de «@,, ce qui suffit i entrainer que son intégrale est nulle.

4. Calcul de la fonction o. — Nous posons

[17AN

r=L(0O, A), a,=rcost (oSlim),

de sorte que
A

cosl(rcost —u) .
f,.;(p):mf ! /“_H(/((l,, ey ).

2

7 (‘ I.~‘_> e ‘ZIOI'COSl —+ {J:) 2
(’est une intégrale principale & prendre dans le domaine r<7%; il y
a deux points singuliers & exclure par des hypersphéres infiniment

pelites ayant pour centres ces points, savoir l'origine r=o et le
point r=p, t =0, qui peutne pas étre.dans le domaine. Nous inté-

grons donc dans la région

oL r< 1, rie—oprcosl 4 p2> 02 (6>0,0>0),
et nous faisons ensuite tendre o et ¢ vers zéro, indépendamment I'un
de I'autre. Or si I'on pose

(=0 1 sinl (azz2)
de sorte que
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et sil'on veut évaluer le jacobien de a,, ..., a, parrapportar, a.z et
& m — 2 autres paramétres qui servent a fixer les b,, on trouve

m—1

vd(ﬂlf.,..ﬂm) TR - j; [’/ blvl:"'sbl—l)}:,
A(ryt, by ooy b)) e d(Lyy oo lny)

=1

ol la notation se comprend d’elle-méme; on voit apparaitre la mesure
d'un élément pris sur la frontiére d'une hypersphore de rayon un,
dans I'espace arn——I dimensions; done, si ¢ <%, on a

m—\
>

27 =
9(p) =— ——
m—1
r( >
B
I / pl WA
3 . 1 eost — o s
x lim coslsm’“”"-'é(/ -|‘>/ ) (T
o e
T, 050 . N ) .
y 07 0 v Y T "y (l"-—’.lp/'(ﬁosl—|‘{l') 2

r, et r, correspondent & I'hypersphére d’exclusion du point r=z¢,
t=o0, hypersphére qu'on peut remplacer (I, 5) par

(/"—-P)L‘—*—le2<6-’7

puisque ceci s’écrit aussi

N

rr—orpcosi + p*<< 82+ 520\t~ arpcost + p?).

Nous allons prouver que

3

v (@ Iy
!im rcost sin“""‘-'l,f reosi— ¢ s i dt=o,
e “(rr—apreost - p?) * ’
avec
 ryey  PTITY L0
rE=p— 0% — g2 PyI=p A\ 0% — pE L <sx /,>;, onprend == r,= p>.
I

Il suffit de prouver que

0

i 2 I

. . 0

lim - / l""’-’f . T drdt =o,
A0 P 0 ”

(=) pte? e

car la différence des deux fonctions intégrées est d’ordre — 1 par rap-
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port a V(r— °)*~ %1%, ce qui n'offre aucune difficulté; or 'intégra-
tion relative & » donne zéro, ce qui démontre notre affirmation. Donec

-\
B)

. o ? . B . . reosl —o dr
9(p)=— ————— lim cos[sm’”“i// : : — .
5 r

|

r Mm—1\ g0, - ——
5 (1"—n2rocos{—+4-5%) *

ou encore

o AT

(9). v(p)=— *—-—,-—ﬁj cost sin'=*¢
I,(m—x) \

2k
1'cosl — o dr
<[ a0

7 e
o 2

(r*—arpcosl+g?*) *

En changeant/en = —t et en — r pour les valeurs de ¢ supérieures
. T
a —> on trouve encore

™
n—i pan
; 2 Lt ‘
) o 2 . , rcost —o dr
(to)  o(p)=— —————— cos{ s : — dt,
L m -1 R 1 g 0
L —) T (rt—arpcosl 4+ 0?) 2

'intégrale relative a - étant une intégrale principale au sens de Cauchy.
Soit maintenant »=gu; il vient

m-—1 E
m=i 3
amT - .
(11) o(p)=— gy =" [ costsin—2{(
C r m—1\' o
2
A
"
; weost —1 clu /
> n=1 7 al.

= (ur—nawcost+1) ?

5

On voit que le remplacement des limites d’intégration pour « par — =
et + o procure une fonction qui differe de z(g) par une quantité
bornée quand ¢ — o; nous obtenons ainsi la partie positivement homo-
géne et d’ordre — m.
Nous avons donc i calculer
-

weoslt—1 du

I= m41 . )

(u*—nucost—+r) *?

-
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Ona

" eost — 1 — 1
T "1
Wit — nucost +1) *? (e — 20 cosl ~-1) *
1 I/ ) , \I *1///
e —— (00— 2 COSL A1) 2

ne—1 du ) !
, A
d’olt

nr olu S
lyy=— — (2202 0).

T u(ut— 00 cosl + 1) *
Mais, en comparant avec la premiére expression, cela donne

I . clu :
= lp— cosi e (m 1),

%

o

(00— cosl 1) *

En posant u = cos/ + ¢sin¢, on obtient

[‘"‘ ” du o R v )
J . mA | == s { 710
. T (= 2w cosl 1) N
. A . e . , ,

en prenant comme variable ———, ce qui introduil unc intégrale
eulérienne, on arrive 2

o m

r(s

W sin~ ¢ cos/,

'llll

[ "'E———;——————
my -1
I )

'.z

]

L—y= = cosl Z I (/)) sin—27{ (e pair),

— (2t
=l P

et par suile

Im:
[iendl a1 !
— AN . . .

I —ymcost 2 ——F(]—),)—sxn’*‘/’l (s impair).

==
Mais
Sl du l
ly=— — = log lang -,
= U\ u*— 21 cost —+ 1 2
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comnie on le voit en posant # = cosz—+ sinzshy. Ensuite

e
[ — (U cost — 1 _u—cost 1
= — — du = — — Jdu=o.
., t(uF—oucosl-1) O — 2 wr— o cost —1 "

Il faut maintenant multiplier par coszsin”=2¢d¢ et intégrer de zéro

a —
2
kil
* . {
.’af costsin”—*t log tang ~ (/I
) 9
) . 0\ 2 2 .
= sin®'{ log lang - ) — / s 2 (L
No—1 2 m—
B N 0 “
; 7 -~ 1
- VT 2
T om—1 o fm g
r{—
9
“Done

(12) 9(p)=

mg ( n — 1)
( (m—1)l ((’:)
,gz T(p) .l‘( m— :1 P —+-1> )

>

- Ry 2R n 2P — 2 +00)
T (L p(n—2r—>
! 2 2
(1 pair),
. ~L'_'_:_' “'_1<)/):~-[>r<’m—;11p>
(13)  wip=—r——p MY - s+ 0(0)

A]_*("l )" L) ‘ f‘f{ (p) [‘(m - ’IL_3>

(n impair).

Nous allons maintenant simplifier ces expressions. La fonction

I —
iz 2 L' p 1) o
P o 3
/J_—-_()l I’ -+ :;, )

Ann. Ee. Norm., (3), L1. — Fasc. 4. 4o
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est la solution holomorphe et égale & un a D'origine, de I'équation
hypergéométrique

o (3
(1 — )y 4 (— — 3z —ryr=o.

2

Or cette équation a aussi une solution y :Ec,,x“”, avec ¢, =1; en la
ne= |

cherchant par la méthode des coefficients indéterminés, on trouve

I . .
que g est solution. Pour trouver une autre solution, on forme
V(1 —x)
d’abord le wronskien, qui est [2(1 —a)] *, & un facteur constant
prés; il y a donc aussi la solution

L / o .
Ve(t—az)) Vali—u) ’

9 [ - ,
en posant 1+ #*= -, [ > o, on trouve la solution cherchée

e

' o o L(p+1)
= _._::;;eu"clang\/ :L——Z—(—'/—-—‘L.L‘/’ (o<<w<T1).

S \HL(I — &) L —x g

) " 3
=0l </1 -+ ;;)

Soit maintenant s =1y 1 — 2; on a

2 -
. 9 3

(1 — )"+ <:; — -,>,.r:> 3~ 7 == 0,
) il

équation dont la solution holomorphe a I'origine est

AN

4 F"’(/I, + _;)

— arc tang \/wﬁ —
5= —arctang — -
L i [ — . o/ . - 3
\ » -2\/7?,,:1»1(/1,—{—1)[(/1,4— -

" (o< <1).

Nous connaissons d’autre part le développement de 1 —z; en iden-
tifiant les termes en 2" dans les deux membres de z =yy1—ux, on
trouve

n T 1O (= b r(n+ L
wiz.l(j)+1)l</L pZ p‘)_- . I <n +—2>
4 3 /T

=0 I’(p 4 ~)> F(n—p+1) % L(n+ I)I‘(n—i— g)
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l‘“(n—%—%)
Tin+0)I (n—%— —j)

En remplacant maintenant » par

ou
T NEN L
ﬁ|I(p—-i-l)l<n—p——:>

2

in-+1

T(ll -v~3)>

etp par p —1, on parvient a

lLG

-

,,:ul‘<p -+ %)l‘(n—p—{—x) VT

=a\r

Al

[a formule, valable pour / pair,
!
o —l‘\’f'})
o - o= O (1).

) m—1 m 41\
r(==) (%)

St m est impair, on transforme de méme laformule (13)en se servant

(1h)

-Q

(o)==

des developpements de y1—a et de

———, dont le produit estun, et
T

'on parvwnt ala méme formule (14), qui s’applique donc quel que sortm
au moins égal i deux. . ‘

5. Calcul de la fonction &. — L’intégrale qui donne ¢ porte sur une
fonction de r, de a, et de a,, & intégrer dans le domaine r< k. En
posant

= 1 cosf, a,=rsinf cosg,  a,=sinfsinei, , (z>2),

offsm,  0f¢g

ll/

T,
on trouve, si 7 est au moins égal a trois,
L)
J(ryay, a)d(ay, . am)
"n—"x

o 2 . K T
— 2T /. Sin/n-—ii (?/ Sinlll—‘IG
l,(m — z) 0 o

2
3
xf J(ry reosf, rsinf cosg) = dr dj dg.
0

Donc

-2

0T 2 e ™
b(p)=— - [ sin™—* o cos® \pf sin™ 4
0

1,</n——- 2>u“
dr
b o
Xf 1+ | ds ([71’

rt—aprcosf + p*) ?
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car I'intégrale porte sur une fonction sommable. Cela revient &

A

ne-—1\ _
) 2 A ; u
'4‘(()):“ : A P /nf Slnlufjf 2= | (//j'
r(m —+1 ) o ) =
2

!

N

(02— o1 cosh 1)

ou enfin i

i

du

"!J(P):_—— - Il P ”L\,/\ 5i“I“f}/ m -\ {/,j'
r (m —+ l) o . .

2 2 oy Bt 2
—2(wr—20cosh 1)

Ceci entraine, quand s tend vers zéro,

+ 1.[‘(’(n>
o
T (m 41 >
D)

Le caleul suppose 7 > 23 mais sim = 2, le calcul direct montre que
la formule (15) subsiste.

Les formules (14) et (15) nous permettent de voir que / (g, 0) est
un noyau d’intégrale principale. En effet, en intégrant dans le
domaine 1. <z <%, lintégrale de /(z, 0)dV se réduit &

m
w?
B

(15) Cob(p)=—

g4 O1).

=1
—_— ~

P

T D
om ? . .
—_— [f sin”"*f cos*f (/@/ oo (o) do
n— 1 Y !
I —- 0 .
: 1)‘ .
VT 2
- / sin™{ (/@f e=til(n) /lp-‘
) 1 ~

v

[
=~——'———./ P e ) A+ (m— 1) Ylp)] dps
e A - e
e 1)
R
or la fonction intégrée ici vaut O(g”"); il y a done bien convergence.
Les hypothéses du Chapitre I (§ 11) sont bien satisfaites, et /[«
Jonction ® existe.

(5. Transformation de ’expression de K. — Le calcul de @ revient
a celui de la constante K de la formule (5),

i
K:lim/ T8y d(Ey ey i)y

L0,



BQUATIONS A INTEGRALES PRINCIPALES. 305

cette derniere intégrale étant étendue i la région ¢ < R. Nous avons
vu comment une telle intégrale se calcule; en remplacant ¢ ++(m — 1)
par sa valeur exacte et en utilisant la formule de Legendre relative-
ment a la fonction I', cela donne '

™ 7.
2 4

— gt [ — cost dt
= Iim sln""‘"’j —d5ds.
“m l (770 —~—1) L0 ety [

5 —

(12— alcosl=-1) *

\‘l\

\ 7.
d’ott, en posant ¢ = =,
144

. — ot i1 [ — COSG /
) —_ nm—2 /)
(16) K= T T f f sin 9./‘” | WE T —db du,

e

(t*—nlcos +1) *

el nous sommes déja assurés que cette expression existe. Mais il faut
maintenant la transformer.
Le résultat des deux premiéres intégrations peut s’écrire

AT W

) . { — cosf dt
(r7) / sin/—*f / : — + uwﬁ—‘—— d5,
4 //1—:—[ [

! C Lirr—atcosT 1) *

ou encore (§5)

%

o A t —cosh dt
(18) ——/ sm"‘“”j[ T df.
“ 0 “n

(1*—2tcosh —+1) °

in nous servant tantot de I'une, tanto "autre de ces expressions,
I t tantot de I'une, tantot de |

et en remarquant que l'ordre des intégrations peut étre changé
dans (17)siu < 1, dans (18) si u> 1, nous écrivons

e I e lll—1 + = [ — cosfi sin"—2f
K= 22T (1= COsD) S0 2 g at dlu
mb(m —1 /11—~1){ N _u mEl

—atcosi—+1) *
At —k i f m--2
—%/ L[ _1‘[ (/ cosf) sin™m—26h 06 ddit
A

" A l | m-1
0 )

9

(1 — q[c()S//—Fl) b
Lk

e = 4 ok dt

4+ L sin/—20 {— cosd +cosf | —df du {
i T ! m= t

‘. . (2 \

vy—k <y >

P atcosh +1) *

k étant positif et inférieur i un. Le premier terme de I'accolade s’écrit
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aussi

t — cosf) sinm—2f
— lim / f ( ) e di dt du,
"“’+“'+’u (12— atcosh—+1) *

car, sl u — —+ =,

N1

S f m—2f )
/ j (L — cosf)sin™) 09 di = O (u=m);

2

(t*—2tcosl—+ 1) *

donc en multipliant par ! et en intégrant de /a4 + o, on a O(&™),

¢’est-d-dire un infiniment peut; en le retranchant, il reste

—_— £ ni— ’0
f / f (¢ — cosf) sin — 9 dl du;
-+ A u ”.»

o

(2 — ol cosl 1)
mais

o i f =1y /
f f f (¢t cosf) sin ,Hd//dl(/u’“()<l"“log 14 .>’
L U et 14 A

(t*— 2tcosh +1) 2

ce qui acheve la vérification. Le second terme s’écrit de méme

. { — cos ) sin™—2(
lim f f ( ) dbdt du,
’ b0, u mal

(22— nlcoslh-+1) *

comme on le voit en ajoutant sin”~*0 cosf a la fonction qu’on intégre
par rapport & 6 : cela ne change pas le résultat.
Mais si « et «, sont positifs, et si / est continu, on a

4:‘[ :7 : ] " y
ﬁ’ ;[ ./(p)(/f:»doc.—j: f(a)log-&c/a,

car les deux membres sont nuls poui* x=ux, et ils ont méme dérivéc
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par rapport a 2. Done

, [ -
— ﬁm—l N 1 t XN { — ~ L ,in,,,_»_x/j

h ——— s — lim ~log ( cosv)s — 5 dt
/Ill(l)l—-l)' Y A A S O mt

(1 —atcosf —+1) 2

hom 40 N+ |

. T {7 (1—cosf)sinm—2f
_ ]nnf 710_:' / - di di
/.

E)

(1*—atcosh—+1) ?

1+ . b
+f —[—f sin?—*§
Y=k u 0
u
X[ f —cosf — -+ cosf i[{(/ézlu )
oo (12— atcosh +1) * ‘

D’aprés ce quon a vu dans le courant du Chapitre 1 (§ 12), la
fonction /(g, 0) vaut O(log|% —¢|) quand 7 tend vers x. En sui-
vant les calculs, on reconnait ainsi que, dans le premier terme de
'accolade, la quantité qui est multipliée par log(x + &) vaut O(logk),
et par suite son produit par log(1 =+ £) tend vers zéro avec 4. Il en est
de méme pour la partie ou figure le facteur log(1 — %) dans le second
terme de I’accolade. Enfin le troisicme terme tend vers zéro avec .
Nous avons donc ‘

K o m—1 /ﬁ“’- luglf: (t — cosf)sin™—20 a9 dt.

0

—_— m 1
mUOC{m—1) { -

)

((*—2tcosf—+1) *?

(e}

Mais nous avons évidemment, par changement de 6 en = — O et de ¢
en —t,

SRk P T (¢ — cosf)sin™—2§
/ lo;_,/‘/' ( ) —— d0 dt
h tJs ({*—atlcosl +1) *

)
™
2

/'“/' log|i! [° (t— cosf)sin”—26
= m =1
o l ety T

— 5 dt (fi>o0).

" (1t alcosh 4-1) ?

Par conséquent,

o 1 Pl | T he d | — c0sf) sin™—210
(l()) ]\ pum— """‘.)‘;'_.7_;—_..."_- B / ‘ : m-+1 ([,./ (/{)
B mU(m—1) ) tJ, i

(12—2tlcosf--1) *

intégrale relative & ¢ étant maintenant une intégrale principale,



ot £ =o0 est & exclure par un intervalle ( — A, /) (ce n’est pas une
intégrale principale de Cauchy).

Nous voulons maintenant remplacer dans (19) la variable d’inté-
gration ¢ par la variable « telle que

(=cosf -+ wsinl;

nous aboutirons a I'expression

4 '

3 N o) i ci l
u /‘ log | cos — w sin dod
—— T .
ml sinf(cosh + wsin?)

9 n T‘-HI—-— I

(20) ]\:mv~

% )

(tr4-1) *

Le changement de variables est biunivoque pour 6 >3 > o0, el le
jacobien sin0 n’est alors pas nul. Montrons que

% ] . .
. fog i ¢! " (L — cosl)sin”—20
lll]lf = f ) — db di = o.
B0, { e

2

"t — el cosh A1) ®

Si, de la fonction intégrée par rapport & 0, nous retranchons
({— 1)fm—2 ’
— la différence vaut O —_

] .\’({—-r»-l_)"'ﬂ‘ 02.

[(L—1) 0 &
est infiniment-petit. Donc

] quand le radical

3 Q
1k ]Og‘l 3 ‘ (f— (305‘0) sin—24 (1 —- l)gm—--_' 1
/ 4 EE . el Jdt
=k ! ’(l2 ------ 20 co8) A1) * [(1—1)2=+ 02 @

existe, et par suite sa limite est nulle quand % tend vers zéro. Nous
allons voir qu'il en est de méme pour

2}
>

l-'i-/fl | vy ' —
ogl ({ —1)fm—2
f —/—— ) | dy at;

ik -
on a
3 (1 — l')f//u—'_' =i wn=2clu o
s A9 = (1l — 1)~ —— =0t —1)"],
v [(6—1)24 02'[ 2 ‘ il (002 -1 )"T :

ce qui entraine notre affirmation, puisque logt == 0(¢—1); on voit
“que la convergence est uniforme par rapport 4 3. Etant donné un
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nombre £ > o, nous choisissons k(o <k <1) assez petit pour avoir

14k 8 -
logt [ (t— cosf)sin™—2§
—2° - 7 c
f f / ——dfdt| <e,
-k AN (

! 2—2tcosf +1) *

quel que soit 3 : c’est possible d’aprés ce qu’on vient de voir. Puis
nous nous donnons un nombre positif &, inférieur & 1— 4%, et nous
prenons {3 assez petit pour avoir

A ] .
log|¢ ’ t — cosh)sinm—2§
f bfl 1 f ( ) m-{-—ldé di) <e,
- . 1 (

{*—2lcosf—+1) *
ce qui est encore possible car, sans changer le premier membre, on
peut ajouter sin”~*f6cosf a la fonction intégrée par rapport a 0, et
alors on a en réalité une intégrale double de fonction sommable.
Enfin nous diminuons au besoin 3, de facon & avoir

—h 11—k - o) . :
* - log |t} ¥ (t — cosf) sin—2§
<f +/ 4 > glt] f ( ) s "H_|d6 di| <e;
J— h 144k l 1]

(t*—atcosh—+1) *

c’est possible, car on peut changer I'ordre des intégrations, et alors le
résultat de 'intégration relative a ¢ est borné quand 0 varie. On voit
gqu'en définitive ce procédé donne un nombre v > o tel que I'inéga-
lité 3 < entraine

“+» o | B . T —2 -
. / ]obt|l| f (¢t — cosf) sin™—2§ didt| < 3e.
—_ 0
( .

|

t?—2tlcosf +1) *
ce que nous voulions démontrer. On a donc bien

. gmqm—t . —" N Tog! t]
K=————1lim lim lim —i—/ =
mLl(m —1)850 r>0 (>0 \J_, PR

=
B

(t — cosf) sin”—*§
m-=1
5]

(¢2—atcosh+1) *

4 df dt,

et le changement de variables peut étre fait dans le nouveau champ.
Relativement aux variables 0 et u, le champ est défini par

ﬁ<6<,—g, h<|cosf—+usinf | </,

Ann. Ec. Norm., (3), LI. — Fasc. 4. 41
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ce qui comprend le champ

ﬁ<9<g, ]u|<\/l'-’——1, | cosf + wsinbf| > h.

Mais I’intégrale

2 log| cosf + wsinf |
m+] sinf(cosb + wsinb) d5 du,
(1) 2
étendue au champ
lu|>YE=1, B<6<ZI, |cosd+usinb|>h,
se limite aisément; on a
. ., cosf
log | cosf + w sinf | log | «]—log|sinf + =5
sinf(cosf + u sinf) fisin 3 ’
et1’on a
6
a>log sin@—i-s% > —a,

ol a est un nombre quelconque supérieur 2 — logsinf3; l'inégalité
est valable pour / assez grand; il est donc évident que notre intégrale
tend vers zéro quand / croit indéfiniment. Ainsi

df du,

. oM qpint—1 e w log ] cosf -+ w sinf l
m -\

K= ——— lim li : -
* mI(m—1) ll,lfi. I/:;_l’; sinf(cosh + wsinf)

(e I)—T
le champ d’intégration pour 6 étant défini par
(3<9<:—r> | cosf 4+ usinf | > h.

Montrons que

kY

amm= A «w * log | cosf -+ wsinf |
K= ———lim —= - df du.
(21) mI(m —1) gl_;n —e )’_”;*'.'_ sinf (cosf + wsinf) ‘
w~1x) * .

En effet, si 0 appartient au champ

(22) 5<6<;—T, |cosf +usinf| < h <1,

on a
| cosf —sinf | > /14 w2 — A%
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‘mais
i . .
e gl cosf — sinf—= cotgf(cosf + usinb);
donc

+ =% .

© log|cosf + usinf|/ 1 .

[ . T f cosh —aend (EE_Q ~+ u cosf — sin G)dﬁ du
(u*+1) * :

Ly

-+ '
| ]
m-—+1

(w?+41) *

< — cotgf3 f

v o—=

flog[cos@ + usinf | df du,

le champ d’intégration étant défini par (22), de sorte que le loga-
rithme est négatif. Mais

— I

Vi—ht

car ucosf — sinf est négatif dans notre champ; le dernier membre
est évidemment O(klogh) (cela se voit en prenant cos0 + usin6
comme variable d’intégration). Le premier membre de ’avant-derniére
inégalité tend donc vers zéro avec h. Ensuite, en intégrant dans (22),
on trouve :

—floglcos@ —+ wsinf | df < flog | cos® + wsinb | (w cosh —sinb) df,

log | cosf + wsinf |
cosf -+ wsinf

(ucosf —sinf) df —=o,

sauf si u est tel que [cosf -+ usinG[l soit moindre que % en I'un des
points 0 = ou 6 = 72-5 : dans l'intervalle
_h + cosf3 <u< /L-—. cosﬁ’
sin3 sinf3

log>h — log?| cos3 +wsinf3 |
>
2

on a, pour la méme intégrale, la valeur

o2 — log?
et, dans lintervalle — A <<u <h, elle vaul log* | u| —log'h Il en

résulte évidemment que

-+ » X | - e

limf “ floglcos@—k—u‘smjl (w cosf — sinf) df du=o.

R0 J_ o (utt )m_;"_' cosf + wsinf
ut+4-1) . .

La formule (21) est donc établie.
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7. Nullité d'une certaine limite. — Pour parvenir a la formule (20),
il reste a établir que ’

. = 7 ® log| cosd + wsinb | .
éﬁi[m ( ' )Mf(; sinf(cosd + usiné)(mdu'—o'
wr41) @

Tout d’abord prouvons que

~+ “ .
. u 7 log(cosh + wsinf)
] -~ - db du=o.
ﬁlﬂ v )L’.’_::_l ‘[ sinf(cosd —+ usinf)
wr—1) * :
En effet on a

0= log cost log cos¥
sinf(cosh + usinf) ~ sinfcosh’

log (1 <+ w« tang¥ u
o< o8t 87 <\ /—2—,
sinf(cost —+ w sinf) sinf cos*l

la derniere inégalité résultant des deux suivantes :

log (1 + wtangh) w log (1 + w« tang?) 1
sinf(cosf + wsinb)  cos*h’ sinfl(cosf + wsinf) ~ sinf cosfh

Comme log(cos + usin6)=1logcosl + log(x + utangh), on peut
décomposer 'intégrale en deux, et les inégalités précédentes montrent
immédiatement que chaque partie tend vers zéro.

Prouvons maintenant que

[2 N -
lim f“ 7 9/‘} log | cosf —+ wsinf |
B‘)“ . "o+ 1

£ —
sinf (cosd —+ wsinf) A9 du=o.
Nous supposons qu’on a tangf < —é- Alors, d’apreés la formule des

(ur+1) * “°

accroissements finis, o >>log(1+ utang0) > 2utangl; nous avons

aussi cos6 > ;/%5’ cosf 4+ usinl > 7%; par suite
b ]

logcosf y/65 log cost o log (1 + « tangh) 65
sin 6(cosf —+ u sinf) 4 sinf ’ sinf(cosf + u sinf) ~ 16

uw;

notre démonstration est faite.
Restent les valeurs de u inférieures & — 4. Nous supposons.f assez
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petit pour que la plus petite racine positive =’ de I'équation en «
Z*sinfl — zcosB +1=o0

soit inférieure & deux : c’est possible, car lim 2'=r1; I'autre racine

1 B>o0
positive 2" équivaut 2 *. Supposons « assez grand en valeur absolue
pour que nous ayons
I
cos —+ usinf3 < - ;
- \ — U

il faut et il suffit pour cela qu’on ait — u << 2'? ou — u > 2’2, mais le
premier cas est impossible puisque — u > 4; donc cela revient & sup-

poser —u > x"* = I—j——%(—v—@ Sil’on a en méme temps

cosB + usinB >—

1
b
V—u

c’est quon a —u "= » ol x” est la racine pOS‘thE

1+ 0(\’53
{J
de I’équation

z*sinfd — z cosB —1 =03
il est évident qu’on a "= 2'+ =" > x”. Supposons donc
<< —u << x",

et intégrons par rapport 4 6 dans U'intervalle ot I’on a

.|60s9 +usinf| < _I___;
V—u

une extrémité de cet intervalle est le point (3, et & I'autre extrémité

on a

. I
cosf + usinf—= ——;
V—u

dans cet intervalle on a

/ , f . —
—_ 1-|—u'-’+—;{—>ucos@—sm9>—\/l+u-

cosf —(—u )_. » . dou ‘ sm'9 _O(u)

et

1w

sinf > —.
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d’autre part :
I . cosf(u sinb ~+ cosb)
—— 4 ucosf —sinf—= -
sinf sinf

b

d’ou

cos*0(u sinf + cosb)®
sinf ’

Si—:l—a-:(ucose—sin@)[—I—COSG(usinG—l—cos@)] —+

en intégrant dans notre intervalle, il vient

(e cosf — sinb) df

log|cos@ + wsin0|
f cosf + usind

log?| cosP + wsinP| — %1og‘~’(—— w),

I
2
o<f¢os@log]cos@+usin9l (ucosf — sinf) db
<flogv|cose+ usinf | (ucosf — sinf) df
= (cosB + usinf3)log|cosB + u sinf3 |
L . : X

— cosf3 — usinf + ——=logl(— u) + —;

B wsinf + ilogi(— ) + =
enfin

cos2f

=3 (cosf ~+ usin6)log| cosf + usinf | = Oy = ulog(— u)],

de sorte que I'intégrale de ce dernier terme est aussi O y— ulog(— u)];
—(mn—+1)

en multipliant toutes ces quantités par u(u*+1) * du, et en inté-
grant de — 2”* 4 —2"?, on trouve des infiniment petits, notamment
wlog?|cosB + usinfB|

m1

(u*+1) *

O[Bmlog*|cosP + usinf3|],

-
. - - \/B

point u = —cotgf, est évidlemment infiniment petite. Supposons

maintenant — « > 2"; alors les valeurs de 0 pour lesquelles

et 'intégrale dans un intervalle d’amplitude O< >, contenant le

V—u

forment un intervalle intérieur & I'intervalle (o, B), et, en intégrant

Jcosf + usinf | <<
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dans cet intervalle, on a

(wcosf —sinf)df =o,

flog] cosf -+ usinf |
cos? -+ wu sinf

) <fcos€log | cosf + wsinf | (w cosh — sinb) db

<flogl cosd + wsinf | (u cosf —sinf) df

:——,1 log(— w) — ,.3__:
\V—u V—u

et enfin la fonction qui reste a intégrer, et son intégrale elle-méme,

—(m+1)
valent O[y— ulog(— «)]; en multipliant par w(u*~+1) * du, et
en intégrant de — o & — "< — Af~' (A constant), on trouve des
infiniment petits.

Il reste la partie de I'intervalle (o, 8) ot 'on a

. I
|cosf + wsinf| > ——;
V—u

nous écrivons alors

1 : I u
sinf(cosh + usinf)  sinfcosh  cosf(cosh + wsinf)

Nous limiterons d’abord
f’_"‘ 72 log | cosf + wsinf |

m+1 | cosf(cosf + usinf)
“ (wr+1) ®

dfdu.

st

u
Nous remarquons que, pour u<—4, le rapport ————— e

positif et borné,- ainsi que le facteur —- Nous avons donc & limiter

f~"__*imfo [loglcos@—l—- usinf | (ucos@—siné)]d&du.

. mi cosf -+ u sinf
?(ur+1) *

Si — u<<a", I'intégration relative 4 6 donne

O[log?(cosB + usinf3)],
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. . N I "
car, dans tout (o, 8), cos 0 + usinf est supérieur a —==3nous remplace-
V—u

rons cela parO(f8)si —u < —%, et par O[log*(— u)]sii-é < —u<Lx"
\,-/ /

sin’? < —u <", lalimitation est encore O[log?(— w)]; si—u >,
il faut faire attention au changement de signe pour cosf + usinf, et
'on trouve ainsi O[log®(—u) -+ log*|cosB~+usinfB|], quon peut
remplacer simplement par O[log?(— u)]: Dans tous les cas, 'intégra-
tion relative 2 « donne un infiniment petit.

Il reste a limiter 'intégrale

log | C(?SO ~+ wsinf | a5
sinf cos¥ ;

étendue a la partie de (o, 3) oul'on a

|cosl + wsinf | > —
—u

Il y a d’abord I’intervalle ot I'on a cos0 4 «sin0 > \/f__ : cet inter-

— U
valle commence 2 O =o, et comprend tout l'intervalle (o, 8) si
—u<x"; on a alors, d’aprés le théoréme des accroissements finis

. — . 0/. 0 0
o>lo;:(_cos@-+—u,sm€)>~—2\/-——usm-;<sm;——ucos;);

e, . . g E— .
on a donc & intégrer une fonction <s1n;; —u cos;)O(\/—— u); I'inté-

.o . 7 .6 '
grale indéfinie du premier facteur est — 2<cos;+ usin -2—>, et son

intégrale définie vaut donc O(B* — Bu); on a done & caleuler

<

T 0B (m=a),

(w*=+1) ®

f"i'(ﬁz—ﬁu)(—-u)'% Tt { O(B) (m>2),

ce qui tend toujours vers zéro. Si — u > a”?, nous écrivons I'intégrale
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€08 —+ & sinf

. , . I  vse L , -
indéfinie — 7 — 7 d’ol I'intégrale définie
COS — COS —
2 2
I i ;
— ——0_— —+ ()(1)2

cos =\ — u
5

aprés 'intégration relative 3 «, de — « 3 — 2%, on obtient encore
un infiniment petit. Il nous reste seulement ’intervalle ou 'on a
—1

/___’
V—u

cosf —+ wsinfl <

intervalle qui existe seulement si — « > 2"*; alors on a

F 2
sinf§ > —(_:355 e (—u)E> (fsf:;

log(—cosf — usinf) . ‘ - .
sin 6 cosf "‘O[\/Tlot(—u)],

I'intégrale relative a 0 vaut donc O[y— Bu log(— u)], et l'intégrale
relative i «, de —oo & — 2™, est infiniment petite.
La formule (20) est donc établie.

done

8. Fin du calcul de K et de ®. — Supposons que u soit positif, et
posons

T
u = cotgy, 0<v<;-

Nous voulons calculer 'intégrale

“log(cosf —+ wsinb) df
, sinf(cosf 4+ usinf)

’ : I u db
::[ [log cost —+ log (1 + w tangf)] <Lﬂng9 — T tang9> —5
Mais

s

1 9 I w df
0g c0s % — .,
j" ° tang/ 1~ wlangf ) cos*f

o
tangy : tangf

= log cos ¢-log ———2—— + tangf log ————2>—— b ;

=108 ° 1+ utange . °7 7% 1+ uwtangf

Ann. Ec. Norm., (3), LI. — Fasc. 4. , o2
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en posant « tangf = ¢, cela donne
“ log(cosf + usinf) . Vur—+1
f sin@(cos@—l—usine)d = log(2u)log I
+f loh(l-{—L) dt f log(1+ t)a,
1+ ¢

-+ loo ¢ tdt
Su(r-1) B+ u’

241 T2 I
:Iooaloo\/ -+ — — —log?a
°TTTe 12 2 °

+ o tdt
I+ T 24

Passons maintenant &

fﬂ— log(cosf + usinf) db
sinf(cosf + w sinb)

T
¥ ) cotgf Z d6
__f [(log(usnn9)+log< ” +I>]cot09+ % nenid’

on trouve

T
2
u df
log(w sinf -
.[: g(u '1n )cotg9—|- © wsin*f

c°;g” +1> +f 10g<cofe +1> cotgh df,

©)y

= log(using) log(

d’ol en posant encore utangf =1,

T

/‘E log(cosf + usinf) db
s sinf(cosf + using)
u*di

—é—a
- 20 — ———
log 2 f 1+t e+ )

= log2 log
\/
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Ajoutons les résultats obtenus; nous trouvons, pour u positif,

T

2—‘1 9 : 9 k] 3 +x
f og(cos +usm.6)a’9 :£+[ log t tdt __f log i di
0 1

sinf(cosh + usinf) 12 1+ ¢ 2t 141 i
7 lo;,(1+z) t tdt
= dt log — ——
12+f - gI-&—:ft"-—*r-u‘l
> t tdt
N lo w>>0).
6 SRR (> 0)

0

Passons au cas ou u est négatif; posons alors

, T
©® = — colgy, o<y o

Nous écrivons
T
f3 log|cos6 +usinf| , _f logcosﬁ+log[:+utanﬂ6| a6
, sinf(cosd < usinf) sinf(cosf + usinf)

En posant, dans le courant du calcul, t =—utangf, nous trouvons

[

log cost df ___f log cosf  df
.]0' sinf (cosf + u sinf) cow@—i—u sin®f

:-ufﬂ tan@@ locr

*”’] tdit
—f Ogll——-tl Trw

En intégrant de zéro a un arc y compris entre ¢ et —, nous avons

otg 9

x|

ensuite

Tlog| 1+ utangh | df
f sin9(cos€+usin9) -

8 u d6
"f log| 1~ wtang ‘(mnoe 14 utangf/ cosf

“log|1—+ wtangl|
=u_10g-|;+utangy|+f Tangl cos? 6 '

1 i Tlog|t=+ utangf| .df -
;m_log 11+utangﬂ~+~f -OEE——‘)””'*“[ 2 tangh g_,‘ cosif).




320 - GEORGES GIRAUD.

dans la derniére intégrale, nous posons cotg = — uz, d’olt-
‘log(— 1 — wiangh) db ! 1—-7 dt
g 5 log ——
. tangd cos | eots {
noy .
‘ log(r—¢
:;log‘l(———utangby)—[ -——“(Z——zdl;

" cotgy
1e

ainsi

(7 log| 1+ utangh | df
sinf(cosf + wu sinh)

Ve _c()ll.:\_’
" u
S I, T? log(1 —¢) ,
= 2~Iog-(—-— utangy) — 5 log*(— 1 — utangy) — E3 —/0‘ —7———[/1,
. T . 5
s1y tend vers —=» 0n parvient a
"log| 1+ utangf|df m® (<o)
sinf(cosf -+ wsinf) 3 ’

La formule (20) entraine donc, en effectuant I'intégrale d’une fonc-
tion de u,

(23) K ‘— QM qrin—1 2 . + = "
ST mb(m—1)| 2(m—1) ) e
(w*+1) *
e 1—1t| tdit
X ]Og — -—;—————;du -
0 I+ 1|t~ u-

Dans le plan de la variable complexe z =2+ iy, considérons la
partie du demi-plan y > 0 qui est intérieure 2 un cercle infiniment
grand de centre O, et extérieure 4 deux cercles infiniment petits dont
les centres sont 1 et — 1. Dans cette région, la fonction

1 41 5
og =
5—1 5°—4+u*

est uniforme et n’a comme singularité que le pole s = iu. Nous don-
nons au logarithme la valeur — i pour z = o, de sorte que, sur la
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demi-circonférence infiniment grande, ce logarithme est infiniment
petit. On constate alors que 'intégrale

étendue & I'une quelconque des trois demi-circonférences, est infini-
ment petite. Etendue au contour total, dans le sens direct, elle vaut
u—+1 . [+ lu

=m*+ rilog — -
—1I 1—iu

2

*—amarc tangu.

|
)

=

I

T lov ;
llt

Par conséquent,

e 14| tdt 1 [T 14| tdt m?
. log - = = log —— — warctangu.
" [ — |+ u* 2)_, [——t 2+ u? £y
Ainsi, d’aprés la formule (23),
K PRAY T warctangu du
== - .
mL(m—u1)J, mey
(w*—4-1)

Une intégration par parties donne

r < m )
-+ o0 “+ = - i -
f warclangudue 1 f du - VT 2

0 0

mAEt T g — 1 mEl T o(m—1 mAT1y
G e MMTY ()
On a donc finalement
. ﬁnH—i
(24) I'\——'-—‘—'——mr2<,7l+[>’
X TE"L+I .
(25) P(X)= DQ2X, pay,peacp-

m[‘2<mj—[> ,
Ce résultat nous montre en particulier que ® est partout positif ou
nul, fait important pour la suite.

Bien que le calcul actuel supposem22, la comparalson avec le para-
graphe 2 montre que la formule (25) est encore valable pour m=1.
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CHAPITRE III.

BQUATIONS A INTEGRALES PRINCIPALES.

1. Equations qui vont &tre étudiées. — Reprenons la variété close ¥
a m dimensions (Chap. 1, 6), et sur cette variété le tenseur Q qui sert
a définir la mesure dV d’un élément de %, et le tenseur A, g qui serta
définir les domaines d’exclusion relativement aux intégrales formées
a I’aide du noyau G(X, £) (Chap. I, 7); celui-ci est du type étudié au
Chapitre précédent (II, 1); on suppose que la fonction G,(X, =
satisfait aux hypotheses du Chapitre I (§ 3); toutefois les nombres
désignés dans le Chapitre I par A et par &, seront pris égaux, et leur
valeur commune se_ri'hommée h.On se donne une fonction f(X), hol-
derienne sur ¥. On se propose de trouver, pour chaque valeur du
paramétre A, une fonction p(X) telle que I'on ait

)
() p(X)—2 - G(X, A)p(A)dVi=f(X).

Puisque I'intégrale est une intégrale principale, la fonction g doit
remplir d’autres conditions que la continuité : effectivement les solu-
tions qu’on trouvera rempliront des conditions de Holder. Cest seu-
lement dans les cas de m =1 et de m =2 qu’on résoudra ici 'équa-
tion. _

2. Cas d'une intégrale simple. — Si m =1, nous considérons donc
P’équation
(2) p(x)——lfG(a:, a)p(a)Q(a)da=f(x).
: ¥

Nous appliquons le procédé bién connu de I'itération, qui donne la
conséquence suivante de I’équation proposée (Chap. II, 2) :

(3) [1+W"‘1’(~’6)]P(x)—PfP(E)Q(E)fG(w: a)G(a,§)R(a)dad
" ‘u . ‘v
:f(w)-}-lfG(x, a)f(a)Q(a)da.
!v '
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Puisque ®(z) = n2Q?*(z)c*(x), on voit que le coefficient de ¢ (x) ne
s’annule nulle part si A est réel (on voit 'importance du fait que ® est
~ positif ou nul). D’autre part (Chap. II, 2),

[ 6z a)G(a. 2@ da=0(la —5p=)  (h>o0).
A

L’équation (3) est donc une équation ordinaire de Fredholm, et I'on
sait la résoudre. Remarquons toutefois qu’il n’est pas démontré que
toute solution de (3) [méme dans le cas ou (3) a une et une seule
solution ] soit solution de (2). Nous verrons plus loin (§6 4 8) comment
on peut parvenir a résoudre et a discuter complétement I’équation (2).

3. Cas des intégrales multiples. — Si I'on essaye d’appliquer le
méme procédé pour m2>2, on échoue, parce que le noyau itéré est
encore un noyau 4 intégrale principale (II, 5), contenant effectivement
une partie positivement homogéne et d’ordre — m. On déduira méme
facilement du paragraphe suivant que, si m = 2, I'itération poursuivie
aussi loin qu’on veut ne permet jamais de faire disparaitre la partie
positivement homogene et d’ordre — 2.

Mais soit H(X, £; %) un nouveau noyau d’intégrale principale, du
type décrit au Chapitre I (§ 7), et dépendant de A; on suppose en
outre que, dans sa composition avec G(X, E), I'hypothése supplé-
mentaire du paragraphe 11 (Chap. I') est satisfaite, de sorte qu’il existe
une fonction ®; nous noterons celle-ci ®(X; 1), car elle dépend de A.
Nous avons alors

@) [r+ 22 (X;M)]p(X)
()

(m)
. 1f ju(x, B0 —G(X, E)—2) H(X, A; )G (A, E)dV,
‘v ‘U
(m)

x<p(E)dVe=f(X) +xf H(X, A3 A) f(A) dV,.
v .

Laissant d’abord de c6té le coefficient de p(X), nous allons chercher
le noyau H(X, &; 1) de fagon que,  étant un certain nombre positif,
on ait .

(5) H(X,E;)\)-—G(X,E)—-)\j H(X, A; V) G(A, E)dV,
kY
=0[L+m(X, E)] (k>o);
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de cette facon la théorie classique de Fredholm permettra, pour chaque
valeur de A, de trouver la ou les solutions de I’équation (4), si celle-ci
est soluble, en supposant toutefois que le coefficient de ¢ ne s’annule
nulle part sur ?. _

D’aprés ce quon a vu (I, 11), si la condition (5) est remplie, elle
Pest encore pour toute fonction H qui differe de la premiére seulement
de O[L*(X, E)] (4> o). Nous avons donc & nous occuper seulement
de la partie positivement homogéne et d’ordre — m. C’est ce qui sera
. fait bientot pour m = 2.

Observons dés maintenant que la condition (5) suffit pour vérifier
I'hypothése formulée au paragraphe 11 du Chapitre I; par suite cette
condition entraine I'existence de la fonction ®.

En posant dans (5)

Ly =2Fy— ¥a. A== 27— by (e==1, 9, ..., m),

on voit que cette condition entraine
(72

(Bois)  H(X.E;N)—GX,E)—2 [ G(X,A)I(A, E; 2)dV,
— O[Lém(X, &) )

4.iGas des intégrales doubles : recherche de H. — Nous nous don-
nons un point X; dans le domaine %, auquel il appartient, nous chan-
geons linéairement de parameétres (II, 3), de facon que le point donné
soit & I’origine et que la fonction G(X, A) se réduise pour lui &
—W(X)a,L-#(0, A) + O[Li—2(0, A)],
avec
‘I-"(X):\/W (o, B=1, 2). -

Soient L(O, A‘):= r, a,=rcosl, a,=rsin0; nous dirons que
— W (X)r—2cosf est la partie principale de G(X, A) pour le point X
qui coincide avec O. Pour le méme point, nous chercherons la partie
principale de la fonction H(X, A; 1); soit w(0)r~2 cette partie princi-
pale : la fonction w est 'inconnue de cette recherche, et elle doit étre
continiment dérivable et satisfaire 4 la condition

(6) f‘mo)(@)cﬁzo,
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pour que H soit un noyau d’intégrale principale du type désiré. Nous

allons donc considérer X comme fixé en O; nous posons 2WQ /D = u;
la fonction w dépendra de p..

D’aprés ce que nous savons (I, 12), la condition (5) s écrit (') :

B ! B
n? 02
i B

A G = Ok,
rlla—z+ (a,—2,)*]?

o9 @‘cosga_”f" o (6) (@ — i)

et l'intégrale est étendue a la région »<1; on pose

(%
(A3}

T+ =10*(g>0), ;= opcosy,

. 2 T=08INY;

cela donne

, . " w(f)(rcosh —pcoso .
m(o)+ ¥cosy —~1.Ll1mp‘-’f 2(6)¢ peosy) L d(r.9)=o.
g0 r[r*—arpcos(§ — o) + 02)?

Dans l'intégrale qui figure ici, remplacons 0 par ¢ -+ «; on démontre
alors comme plus haut (II, 4, 5) qu’on peut intégrer d’abord par rap-
0 (6)cosy

> n2

port a r de zéro a un, a condition d’ajouter a la fonction inté-

grée, puis par rapport & #; en posant r=gc¢, et en revenant i la
variable 6 au lieu de u, on obtient ainsi I’équation

2 1 . . §
(7) m(_u'y)—{.;.f w(ﬂ)f ! £00s6 — cosg - —!—cos:ﬂ‘—?d@
0 0 )

?.[t‘-’——ztcos(@,—«;p)—i—x]’i
~—~[J./‘ r.o(ﬁ‘)fl £ c0sh — cosg - gfd@:—‘l«"cos:g.
! [2—2tcos(§ — o) +1]*

k7

Nous avons a calculer la fonction

Ly — cos T | dt
‘/‘(936‘9):/\ 3 t cosh — cosw o+ coscp([—li—
» o ([t2—atcos(f—0o)-+1]* 5
e tcost — coso dt
+f ERrS)
1 [¢2—atcos(6 — o) +1]?

(1) Les deux accents & la suite du signe f signifient que I'intégrale est double.

1
Ann. Ke. Norm., (3), LI. — Fasc. 4. 43
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il est inutile de donner les détails de ce calcul, dont le résultat est

@ .
— — Sln g cotg

~ 4 COs Q.

f(9, ) =coso log sin? o=
En tenant compte de la condition (6), nous parvenons a I'équation

o . 7
~— SIn ¢ cotg

(8) w(o)— [.Lf- .w(/j’) <coscp logsin? o= -: o) dfl =— W cosq.
0
C’est une équation aintégrale principale. Nous allons en obtenir expli-
citement la solution, qui existe et est unique pour toute valeur réelle
de L.
D abord toute solution de cette équation remplit la condition (6). En

effet
/ 6 — —
f f m(@)&costg Iogsin"J > ¢ ——sincpcotge 5 CP>(19 dy

—_ f ‘
:f 6)f (cosw log sm-e — sing cotg j 5 (’J> do df,

car la légitimité de ce changement dans I'ordre des intégrations a été

démontrée (I, 9). Mais la fonction intégrée par rapport 3 9, au second
i—9.
2

; le résultat est donc nul.

membre, est la dérivée de sing logsin®
Alors il suffit de multiplier les deux membres de (8) par do et d’inté-
grer de o 4 2w, pour obtenir la relation (6).

Considérons maintenant la fonction

27

u(p, 9)=— ;I;rf log[p*—2pcos(6 — 9) -+ 1]w(6) db,
[

qui est harmonique par rapport 4 &, = p coso et 4 £,= g sing dans le
cercle de centre O et de rayon un. Sur la circonférence, en tenant
compte de la relation (6), on a

I 27 6
u(l_.cp):—;-ﬁf logsin®
. 0

d’ailleurs u est nul pour ¢ = o. De plus

w(6)di;

du I am
55(1,@)::03(@)—9;:\[ () di =w(9).

0



EQUATIONS A INTEGRALES PRINCIPALES. 32~
. 4

L’équation (8) équivaut donc (voir le chapitre suivant, § 3) a

du . d . . : .
(9) (1, 9) +2mp - [sinvu(r, 9)]=— W coss.

do 0%

Nous allons chercher la fonction u, qui peut s’écrire
+ =
u(o, y):Ep"Lzz,,cos(n@) + b,sin(nv)],

n=—|

ou les a, et les b, sont des constantes, car cette fonction est harmo-
nique et nulle & 'origine. Supposons que cette série puisse étre dérivée
terme & terme méme pour s =1.0na
asing[a, cos(ne)+b,sin(no)|= asin[(n+1)9]— apsin[(n—1)7 ]|
— bycos[(n +1)o] + bycos[(n—1)s].

L’équation (9) se traduit donc par
’ a—rmpa,=—W, by, —mpb,=o.
ot = ) =0
by~+ 7 (byey — byy) =0 ) ’
Or la relation de 1’éc‘urren‘ce

Pu T Ppmy — Ppsy ) =0
a comme solution générale

pp=ag"—+ bl

ot a et b sont des constantes arbitraires, et ol

. 1— 1+ Gr*p? ] 11+ fmep?
O e _ Y .
(t0) e 2T ’ AT

Ici la constante b est nulle pour les «, comme pour les b,, i cause de
la convergence de la série Z,(a,~0;). On en déduit que tous les b,
sont nuls. Nous avons nécessairement ensuite «,= ga,, d’ou

a(1—rpg)=—Y;

en tenant compte de 'équation g(x — mp.g)=— =y, on voit que
g.\{,“ . 5’ '] .

T ﬁ).&l\/ﬁ’

@y
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Donc

-

L ’
ThE Du(p _/)—2("0 ”cos(no)——l+ \r 4 _w)

. io .
—gpe® 1— gpe

n=it
I— 2P €oSy

1L —2g£pC0SQ + &70*

L

La dérivée relative & ¢, pour s =1, nous donne enfin la solution cher-
chée

(r1) ’ 0(g)=

g (1-+ v"-’)coso——‘)y
TL‘)Q\/]) (2gcosg — 1 — g* )

la grandeur g étant donnée par (10); quand p. est réel, | g| esttoujours
inférieur & un, sans égalité possible. Relativement & 1., on voit que w
est une fonction holomorphe pour toute valeur réelle de p; il en est
donc de méme par rapport & A. Si A tend vers zéro, w tend vers

— W ecoso.

Si le paramétre A prend des valeurs complexes, la fonetion  est
holomorphe par rapport a A tant que g est holomorphe et qu’en outre
1+ g —2gcoso ne s’annule pour aucun angle réel o. L’équation (8)
continue d’étre vérifiée tant qu’on peut ainsi poursuivre le prolonge-

ment analylique, et par suite la condmon (5) est remplie. Or g est

holomorphe sauf pour » = Si 14 g*—2g¢c0s3 s annule

AT‘PQ\/D
pour une valeur réelle de o, on a g= ¢*7; il suffit de prendre la
valeur ¢, pour laquelle on a 1= 2, d'ou g+ I=2rsing, d’ou enfin
l:m' Soit M le minimum de m—\/:, tracons sur
I’axe purement imaginaire deux coupures allant des points ==:M
jusqu’a 'infini : la fonction o est holomorphe dans la région plane qui
reste quand on exclut ces coupures.

En revenant aux paramétres qui étaient attachés a la région %,
dans la définition de ¥, ¢™*w(¢) devient un noyau d’intégrale prin-
cipale du type défini au Chapitre I (§ 7); c’est en méme temps une
fonction holomorphe de A quand X est dans la région ci-dessus indi-
quée, pourvu que les deux points variables ne coincident pas. Mais,
dans les régions communes & au moins deux régions %, les fonctions
trouvées ne coincident qu’a une fonction O[L"(X, &) prés; il s’agit
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maintenant de définir la fonction H(X, E; %) quand X et = varient
sur %, A restant réel ou situé dans la région indiquée.

- Ony arrive facilement de la fagon suivante. Ayant attaché a chaque
région U, une et une seule représentation paramétrique qui convient
pour tous les points de cette région, nous remarquons que tout
ensemble fermé intérieur a I'image R, de %, (Chap. I, 6) peut étre
recouvert par un nombre fini de cercles; par suite, en modifiant les
régions ?,, nous ferons en sorte que I'image R, de chacune d’elles soit
un cercle. Soit 2 une longueur telle que le cercle de rayon 2.8, qui a
pour centre I'une au moins des images de tout point X, soit entierement
intérieur 4 la région R, correspondante. A chaque point de ?7, nous
attribuons un poids : par définition ce poids est un quand la distance ¢
de I'image de X ala frontiére est supérieure ou égale 4 25; si l'on a

c:l< 20, le poids est 5{ — 13 enfin, pour /< 2, le poids est nul (on

pourrait aussi s’arranger pour que les dérivées du poids, jusqu’a un
certain ordre, existent et soient continues). Revenons & [a partie prin-
cipale de H(X, E; 1), donnée dans %, par le calcul précédent; nous la
multiplions d’abord par 1 —¢2L*(X, E) tant que L(X, E) est infé-

rieur 4 ¢, et nous la remplacons par zéro dés que L(X, E)2>¢ ou que E
- sort de ¥,; nous avons ainsi défini dans %, une fonction qui satisfait
aux hypothéses du Chapitre I (§ 7), et qui a la partie principale
déja formée. Pour les points X d’une région commune & au moins
deux ?,, nous remplagons les diverses fonctions qui correspondent &
un méme point X, par une combinaison linéaire dont les coefficients,
fonctions de X seul, sont proportionnels aux poids qu’a ce point dans
les différents %,, et la somme de ces coefficients est égale & un : notre
Sfonction H(X, E; 1) est ainsi définie pour tous les systémes de points X
et B distincts sur V; elle posséde toutes les propriétés désirées et, relative-
ment a ), ¢’est une fonction holomorphe tant que i est réel ou situé dans
la région complexe indiquée.

5. Intégrales doubles : calcul de la fonction ®(X; A). — Le point X
étant fixé, nous changeons de paramétres de facon que la partie prir}-
cipale de G(X, &) soit — W s~ cosg, et que celle de H(X, E;N) soi
c~2w(0), ot ® est donné par (11). Alors (I, 12) la fonction ®(X; 7.)
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a pour valeur

m(x;z):ufszzm;mf / f (0 +2)
T >0

. "[rcos(f+ o) Mpcos'.;': N COS.Q d@do do.
0 (rr—arp cosf —+ p2)? P

Nous allons transformer l’expression

R '1 rcos(f~ o) —pcoso  cosw | dr
4/,)(0—7—'.)) - ?) T — | —didy.
) R PR Iz
0 vy 1] 1 2

(r*—arpcosf —+ p*)?

A
I

On remarquera que 'intégrale

o+0 O 7
f (r——p)f ——

g 0 [(1 — p)?+ p262]2

; V_———_.', ) N a
dans laquelle ¢0(r) = y2* — (r— 2)* tend vers zéro avec o : en eﬁet
“le résultat de la premiére intégration est une fonction palre de r—
De méme l'intégrale

- perd A0 bds

~dr
o—0 0(/1[(/—-())-}*00—]:

tend vers zéro avec ¢, car cette fois le résultat de la premiére intégra-
tion est nul. D’aprés un raisonnement déja employé (II, 4), on peut
donc permuter les intégrations relatives & » et 4 0, ce qui transforme
notre expression en

B .os( ‘
1(05 0+ == [ COs
f f f (o) ST TR TR COSY gy e,
1} (,.'

*—arpcosf + p? )

car le terme o~ cosy donne un résultat nul apres la premiére intégra-
tion. Montrons qu’on peut maintenant permuter les intégrations rela-
tives areta ¢ : il suffit de raisonner comme ci-dessus, en isolant la

partie principale < /(" ~ de la fonction de 7 qui résulte de la premiére

intégration; il n est pas nécessaire de connaitre f(¢) pour voir que, -
en intégrant de o a 2= relativement & ¢, et dans un intervalle de
centre o relativement & », ce terme donne zéro quel que soit 'ordre



BQUATIONS A INTEGRALES PRINCIPALES. 331
des intégrations. Donc notre expression est

f f f (6 -9 rcos(9+o) OCOSudedodr

— 2rpcosh + p?)?

Enfin nous pouvons permuter les intégrations relatives a 6 et & o, car
la fonction intégrée est continue (sauf pour r= ¢, mais cette discon-
tinuité est évidemment sans influence ici). Mais

o =

f’ m(g+@)rcos(6+\p)—pcoud¥
0 (r:— 2rp cosf + p*)2

se calcule tout de suite; en effet,

T =

) » (0 + )cos(@—l%fé)df.‘o: g _ [ 0 (4 + 0)coso do = T —
,[ ¢ ayn’ ), o Telesede= Q\D

Donc

’ ( D Y — S
D(X; 1) =" q’”_f (I’x;r:/ f f r=pesh s ar .
) 0 N ons .

(r*—2rpcosh + p*)

Mais les mémes raisonnements qu’il y a un instant permettent
d’écrire

O(X; ) = SB\/DGM/‘ Pf f [ r — pcosf - cc;@] ——a’ed
0 ~ EAYd

— 27p cosh + p?)

En comparant & la premiére expression de la constante K (Chap. I, 6)
qui, pour m = 2, vaut 272, on voit que

_amgWQyYD i+ hmipt—1
o i

(12) D(X; )=

fonction toujours positive pour 2 réel. On a donc

(13) 1+ 120(X; M) =1+ 47232 Q* D2y goa g cacs,

et cette fonction est holomorphe et différente de zéro dans la région com-
plexe déja indiquée, qui comprend tout U'axe réel. La théorie classique
de Fredholm s'applique donc a I’équation (4).

(. Intégrales simples et doublés : noyau résolvant. — Cette équa-



tion (4) concerne aussi le cas olt m =1 : dans ce cas la fonction H
peut étre prise identique a G, indépendante de A par conséquent, et la
fonction ® est pareillement indépendante de 7. Le noyau

2]

G E)— H(N, E; mw.f (X, A7) G(A, 2)dV,

L

(m =1 ou 2)

- 22D (X 1)

de cette équation (4) satisfait aux hypothéses du Chapitre I (§ 3),
et comme le second membre de I'équation remplit une condition
de Holder, il en est de méme de ¢ [puisque l'intégrale en rem-
plit une aussi (I, 2)]; donc cette fonction g, si elle existe, peut
étre substituée dans I’équation (1). Mais, si cette équation ne peut
avoir de solution autre que la ou les fonctions ¢ données par (4), nous
ne pouvons affirmer qu’elle admet toutes ces solutions. L’étude qui
suit nous montrera que les trois théorémes classiques de Fredholm
s’appliquent cependant & 1'équation (1) dans les cas ol m est égal
a un ou A deux. ‘

Appliquer la méthode de Fredholm & I’équation (4), cela consiste
d’abord a l'itérer un nombre de fois suffisant pour que son noyau
devienne continu, puis & former deux séries, absolument et uniformé-
ment convergentes tant que X reste réel et borné, et dont 'une, la
JSonction déterminante de Fredholm, ne dépend que de 7 ; 'autre dépend
en outre de X et de Z. La convergence uniforme et absolue a lieu aussi
dans tout ensemble complexe fermé et borné de valeurs de % ou les
termes sont fonctions holomorphes de 7 : ceci a lieu dans le domaine
obtenu en retranchant du plan complexe deux coupures symétriques
par rapport & O et tracées sur I’axe purement imaginaire; si m=1, et
si ¢ ne s’annule nulle part sur ¥, ces coupures sont bornées : en dési-

, .o . \ 1
gnant par M et par M’ le minimum et le maximum de — > 'une

ImQe|

d’elles va du point tM au point ¢tM'; si, m étant égal & un, ¢ s'annule
en au moins un point de %, I'une des coupures va de ‘M 4 + o ¢;
si m = 2, les coupures fournies par nos raisonnements (§ 4) vont
toujours jusqu’a I'infini. Par conséquent, quoique nos séries de Fred-
holm ne soient pas immédiatement ordonnées suivant les puissances
croissantes de 7., elles représentent des fonctions holomorphes dans ce



EQUATIONS A INTEGRALES PRINCIPALES. 333

domaine complexe, holomorphes en particulier pour toute valeur réelle
de ). (vorr une note du paragraphe 8 ci-aprés).

Puisque, dans I'équation (4), Uintégrale, dont le noyau est une
fonction holomorphe de %, est précédée du facteur X, il est évident
que la fonction déterminante de Fredholm (relative 2 un noyau itéré)
est aussi voisine qu’on veut de un pourvu que la valeur absolue de %
soit assez petite. Donc, dans toute la région ou cette fonction est holo-
morphe, et en particulier sur I’axe réel, elle ne s’annule qu’en des
points isolés. _

Pour toute valeur de 7 n’annulant pas cette fonction déterminante,
on peut faire de celle-ci le dénominateur d’une fraction dont le numé-
rateur est ’autre série dont il a été parlé, et I’on résout alors, confor-
mément a la découverte de Fredholm, I"équation (4). Cette solution
se présente visiblement sous la forme

) ] 3 X) A i ’ “ )
(14) p(X) O ;~)+/~w NN, A 2) S(A) dVy,

en désignant par N, (X, E; ) un certain noyau d’intégrale principale,
qui jouit des propriétés suivantes :

1° Toutes les fois que X est distinct de E, c’est une fonction méro-
morphe de 7 dans le domaine déja indiqué, qui contient ’axe réel, et
ses poles sont indépendants de X et de Z.
2° On a
(X, Z; %)
14RO (X; 4)

(15) N(X,E ) = + O[Le=m(X, Z)],
et le terme O L"(X, E)| qui termine cette expression satisfait aux
hypothéses du Chapitre I (8§ 3).

Quand % que, sans toujours le répéter, nous supposerons réel ou
intérieur au domaine ou N, est méromorphe, n’annule pas la fonction
déterminante, il est certain que ’équation donnée (1) n’a pas d’autre
solution que la fonction exprimée par la formule (14), mais nous ne
savons pas encore si cette fonction est solution. Nous démontrerons
qu’il en est bien ainsi, et que p(X) est encore 'unique solution toutes
les fois que : n’est pas un pole de N, (il se peut que certains zéros de

Ann. Ec. Norm., (3), LI. — Fasc. 4. 44
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la fonction déterminante ne soient pas des poles de N,); ce sera
'extension du premier théoréme de Fredholm.

D’apres la facon dont N, a été formé, si nous remplacons f par le
premier membre de (1) dans le second membre de (14), en laissant ¢
indéterminé, nous trouvons ¢ comme résultat, c’est-a-dire que

G(X, &)

(16) Ny(X, =5 2) — TFae(X: 1)

()

~7.f N,(X, As 1) G(A, Z)dVa=o,
et ce résultat, qui a lien toutes les fois que A n’annule pas notre fone-
tion déterminante, a lieu par suite aussi toutes les fois que A n’est pas
un pole de N, : cela nous prouve que, quand 2 n’est pas un pole de
N,, (1) n’a pas d'autre solution que (14).

Il s’agit de voir maintenant que (14) est une solution. Changeons
d’inconnue dans (1) en posant

(ne)
(17) p(X)':a’(fX)—{-).f H(X, A 2)a(A) dVy;
Y .

nous parvenons & I’équation intégrale (Chap. I, 13) *

(1)
(s8) [1 4 22 @ (X; 7.)j1a<x>+7.f S(Z)[I(X, Z;2) — G(X, )

by

D

(1)
,_;‘/ G(X, A)IL(A, B; 1) dVa] dVe= f(X),

dont le noyau est encore O[L"(X, E)] d’apres le raisonnement qui
donne la relation (5 bis). La méthode de Fredholm peut étre appliquée
a I’équation (18) et, en portant dans (17) la valeur de 5(X), on trouve

’ )\‘ (m)
(10) p(X):I+lf£I)()>( /)—Hf No(X, A5 2) f(A) dVa,

formule valable toutes les fois que A n’annule pas une certaine fone-
tion déterminante qui est fonction holomorphe de % dans le domaine
déja indiqué. La fonction N, est du type
H(X, E;2)

No(X0 Z5 D)= 5 2 T

+ O[Li—m(X, Z)].

ce qui revient a dire qu’elle est aussi de la forme indiquée pour N,,
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formule (15), car

I ’ I
1+ 2®(X; 7)) 1+ 2O(Z; k)

H(N, Z; ) [

:]: (:) [le-—nl ( X‘. :-‘_ ).]‘

et 'hypothése du Chapitre I (§ 3) se vérifie pour cette différence;
le terme complémentaire O[L"— (X, E)] de la formule (15) satisfait
a cette méme hypothese aussi bien pour N, que pour N,. D’autre
part N, est, comme N,, une fonction méromorphe de 7. dans le
domaine déja indiqué, et ses poles ne dépendent ni de X ni de =.
D’aprés la facon dont N, a été formé, la fonction ¢ donnée par (19) est
certainement solution de (1) quand X n’annule pas la nouvelle fonc-
tion déterminante, c’est-a-dire qu’on a

- {m)

(20) Ny(X, Z:2) — 7‘% —/f G(N, AN, B3 D)V =,

et cette identité subsiste toutes les fois que X n’est pas un pole de N,.
Sauf pour des valeurs isolées de X, I'équation (1) a donc la solu-

tion (19); mais, sauf pour des valeurs isolées de 2, elle a au plus une

solution, donnée par la formule (14) si elle existe effectivement :

donc, sauf pour des valeurs isolées de X, 'équation (1) a une et une

seule solution, donnée a la fois par les formules (14) et (19), qui sont

donc identiques. Comme la fonction hélderienne f est arbitraire, on a

identiquement, par rapport a3 X et & =,

(21) N(X, E3 1) = No(N, E5 7,

sauf peut-étre pour des valeurs isolées de A; comme les deux membres
sont des fonctions méromorphes de 2, celles-ci ont les mémes poéles
et 'identité a lieu toutes les fois que 2 n’est pas un de ces poles.

Ainsi nous avons appris & former un noyau résolvant N(X, Z; 1),
identique & N, et & N, ; toutes les fois que ). n’est pas un péle de ce noyau
résolvant, Iéquation (1) a une solution et une seule, et celle-ci est donnée
parla formule (14); c’est I'extension du premier théoréme de Fredholm.

D’aprés les identités (16) et (20), le noyau résolvant relatif’ au
noyau G(E, X), c’est-a-dire & I'équation associée a l'équation (1),
est N(&, X; 1); les poles sont donc les mémes que pour I'équation (1),
comme pour les équations de Fredholm.
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On remarquera que le noyau résolvant n’est pas modifié si 'on
ajoute &4 H un noyau quelconque, soumis aux hypothéses du Cha-
pitre I (§ 3).

7. Equation fonctionnelle du noyau résolvant. — Les identités (16)
et (20), satisfaites par N, vont étre remplacées par une identité unique.

Dans l'identité (16), remplacons E par un point B, puis multiplions
les deux membres par N (B, &; ) dV, et intégrons sur :

N (m)
(22) pf NN, A5 DN, E; p)dVy

{m) -
,,,,, N S L AYN(A, By p) dV
T l)fu G(X, \)N(A, &; ) dV,

W () ()
- }.;.L/ N(B, E; p.)f N(X, A; 2)G(A, B)dVadVg==o0.

Dans I'identité (20), remplacons X par un point A et A par i, puis
- multiplions les deux membres par AN(X, A; 1) dV, etintégrons sur 2 :

(23) 2 [  N(X, A;2)N(A, B ) dV,

Q
- (m)

/

—_—— e N(X, A: ) G(A, Z)dV
L+ 2O(E; 1) J, K As B G(A, B) dVa

() n
w;.,J.f N(X, A ;,,f G(A, BYN(B, E; p) dVydV,= o.
b

Y . L

Evaluons maintenant la différence

() (1)
, f NX, A7) [ G(A, BYN(B, Z; ) dVyaV,

2

tl’
(m) {rn)
"“/ N(B, Z; ) [ N(X, A;2)G(A, B)dV,dVy,
v Q &

V

ce qui est une question de changement dans I’ordre des intégrations.
Bien entendu l’on suppose X différent de Z; pour des positions
données de ces points, soit % une région de % telle que X soit inté-
rieur a Vy et = intérieur & ¥ — Vy = Vz. Si l'on intégre dans Vg rela-
tivement a4 A, et dans ¥y relativement 4 B, la partie correspondante
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de notre différence est nulle, car N(X, A; %) et N(B, E; p.) sont con-
tinus. Si I'on intégre dans % relativement & A, et dans Uz relative-
ment 2 B, la différence est encore nulle, car G(A, B) est continu (sauf
si les deux points viennent coincider 4 la frontiére commune de ?y et
de Vg, mais celle-ci ne contient ni X ni E, et il est visible que la
partie de la différence qui s’obtient en faisant varier A et B dans une
méme région contenant cette frontiere, et ne contenant, 4 son intérieur
ou sur sa frontiére, ni X ni E, est nulle). Si A et B varient tous deux

iy

dans Vg, N(B, &; 1) est une fonction continue, et ’on trouve (I, 11)

D(X; %) N =
TN NN E

de méme, si A et B varient dans Uz, on trouve

Q=5 ) v = e
e

Retranchons alors membre & membre les identités (22) et (23), en
tenant compte de (16) et de (20); il vient

A )

. C — ) @ (X5 2
(24) (h— (J.)/ NOX, As W) N(A, Z; ) dVa+ L AN )

1+ 22D (X5 A)
-+ 2 (E; W) N
- prd (= )

N(X.

oy

Il

N -/.l = 0.

(X,

l'l

C’est I'identité annoncée; en y faisant y.=o, on retrouve l'iden-
tité (16), et (20) s’obtient, & la notation prés, en annulant %
d’aprés (16), G(X, Z) est en effet identique & N(X, Z; 0).

8. Péles du noyau résolvant. — Soit 4, un pole de N(X, &; A); on
suppose que ce pole n’est pas situé sur une des coupures déja définies.
Pour % assez voisin de %,, nous posons

/l
(a3)  N(N, E5 %) = 3 BalX, ) (2 — 7))+ D AN, E) (1 — 78

%=1 8=0

p est essentiellement supposé positif, et B, n’est pas identiquement
nul. Tout comme dans le cas classique ou G vaut O(L"*—), les B, sont

Ll

des fonctions continues de X et de £ : en effet, dans I'équation a
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noyau continu qu’on déduit de (4) par un nombre suffisant d’itérations,
la fonction f figure au second membre sous une intégrale principale
dont le noyau est fonction holomorphe de ). pour toute valeur qui
n’appartient pas 4 nos coupures, et la résolution de cette équation
conduit & faire entrer ce second membre sous une intégrale dont le
noyau est fonction méromorphe de % dans le méme domaine, mais ce
noyau est continu par rapport & X et & Z quand % n’est pas un pole.

En portant le développement (25) dans les identités (16) et (20),
et en identifiant les coefficients de (1. — ,)~” dans les deux membres,
on trouve (')

(m) (2

(26) B, (X, Z) =1, B, (X, \)G(A, Z)dVy=1, f GIX, A)B,(A, Z)dV,.

Donc I'équation homogeéne qui correspond & (1), et 'équation homo-

géne associée ont chacune au moins une solution non nulle

pour . = J,. Mais ces solutions appartiennent en méme temps a des
équations homogeénes ordinaires de Fredholm [par exemple I'équa-
tion (4) avec f=o, s’il s’agit de ’équation correspondant & (1)]; donc
ces équations homogénes n’ont qu'un nombre fini de solutions linéai-
rement indépendantes, et par suite B, est la somme d’un nombre {ini
de termes dont chacun est le produit d’une fonction de X par une
fonction de E.
L’identité (24 ) peut s’écrire
() T T ]
B S . X, &5 4)— N(X, Z;

(27) NOX, A3 1) N(A, Zg p) V= N Ei ) __;(\’ )
_BO(Ei )
1+ @ (E; )

AB(X;0) < -
"'_—:"'——,—_——‘\ < o 3 .
T EB(N ) (N = )

N(X, =5 )

Posons i — Ay=u, p. — hy=v et

7
1 (X, Z; 7\)—_—.213“(‘\’, E) (% — Ty )
o=t

Iy

(1) On peut intégrer terme A terme. En effet, si X est intérieur & ?; (Chap. 1, 6), on’
peut intégrer terme a terme dans la régfon 72 < 2,8 Aq,8(X) (24— @q) (xp— ag) < g*
(o <<m < %); on voit ainsi que le coefficient de chaque puissance de » — ), engendre une
intégrale principale, car I'intégrale de sa partie positivement homogéne d’ordre — /mn esl
nulle dans cette région; cette nullité rend facile le passage & la limite.
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Il suffit d’examiner un instant notre identité (27) pour reconnaitre
que, dans les deux membres, les termes ou les exposants de uet dey¢
sont tous deux négatifs, sont les mémes que si tous les Ag étaient
nuls. L'identification de ces termes se résume en écrivant

(o) . .
(28) (»— [J.)f YGAT YA, Eyp)dVa=7(N, Z58) — (X, Z; s

c’est exactement la méme identité que dans le cas ot G = O(L"™), et
I’on en tire les mémes conséquences, pulsque Y est fonction continue
de X et de & (*).

Posons maintenant

Ho(X, Z,0)=N(X, Z: %) — 7(\, Z; 2).

Sil'on remplace N, dans I'identité (27), par le développement (25),
les termes des deux membres ou les exposants de u et de ¢ sont tous
deux positifs ou nuls fournissent I'identité
H (X, Z5 1) — H(N, E; )

7o

pO(Z; p)

()
(29) f (X, A ) H (A, &, ) dVy=

e (X, Zi)
(X ) .
‘?—T_T_‘,—(D(\—*”l( » 25 1)

cela prouve que H,(X, Z; 1) est le noyau résolvant de H,(X, E; o),
fonction qui différe de G seulement par une fonction continue de X et
de =

Les termes des deux membres de (27) ot I'exposant de u est positif
ou nul, et celui de ¢, négatif, conduisent a I'identité

v . — 2O (X; 2 e
f I (X, f‘\;/-)'r(“\,-l;[i)dv.—\——l—_{_—r%r(-\rlﬁA(\.-LL;P-),-

Q
'\

et enfin les termes restants donnent

(m)
f’ T(X, As N H (A, B p)dVa= +H_¢(_’M,(\ E; ).

K

(1) Foir Eoouarp Goursar, Cours d’Analyse, t. 1lI, 2¢ édition, Chap. XXXI, section II,
p. 391 & 435; 8’y reporter aussi pour la suite de 'étude entreprise ici.
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Faisons p. = o dans cette derniére identité et A = o dansla précédente;
il vient

(//z) )
(30) f HL (X, \;())‘;('.\,E.;'/.)d\".\:f INJA ) H (N, Zi0)dVi=0;:

le noyau y(X, E; %) est donc orthogonal i H (X, =; 0)

Nous avons ainsi tous les elements qui permettent de démontrer le
second et le troisieme théoréme de Fredholm dans le cas des
noyaux O(L"—); les mémes raisonnements réussissent encore ici et
nous permettent d’énoncer les mémes théorémes relativement &
’équation (1), sim est égal & un ou & deux :

St ) est un pdle Ay du noyau résolvant, I’équation homogéne corres-
pondant & (1) a un nombre fini positif de solutions linéairement indé-
pendantes ; Iéquation homogéne associée a le méme nombre de solutions
linéairement indépendantes que la précédente.

Pour que U'équation (1) soit soluble quand 7. est un pdle du noyau
résolvant, il faut et il suffit que f soit orthogonal a toutes les solutions
de ’équation homogéne associée.

La solution s’obtient dans ce dernier cas en résolvant I’équation i
intégrale principale
()
o (X) — /f H (X, As o) (A) dVa= (X,

Q

dont le noyau résolvant H, (X, A; 7.) estholomorphe pour’. =7, puis
I’équation intégrale ordinaire

()
23(N) — 7.“f <IN, \: 0)pa( A ) dVa= J(X),
.

dont le noyau est continu, et dont les conditions énoncées dans le
théoréme assurent la solubilité; on a alors p =p, 4 g, — /, et il faut
remarquer que g, est défini & une solution prés de I'équation homo-

géne.

9. Equations de premiére espéce avec intégrale simple principale. —
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Reprenons le noyau G(, £) du paragraphe 2,

(z)

-

+O(‘|x_‘5‘_lh—l)i

et supposons que le tenseur contravariantc(x) ne s’annule nulle part.
Alors I’équation de premiére espéce

(31) fG(w, a)p(a)Q(a)da=f(z),

ou f est une fonction holderienne donnée, et ou ¢ est I'inconnue,
entraine I’équation

(32) _<1>(uc>p(x)+fp(g)sz ('é)fG(x, @)G(a,5)Q(a) dads

N

:f G(x,a)f(a)Q(a)da;

c¢’est une équation de Fredholm, car la fonction
7 D(x)=m*Q2(z)c*(x)

ne s'annule nulle part, et son minimum est par suite positif. Une autre
~ équation de Fredholm peut s’obtenir en posant

pla)= 'G‘(JJ, a)o(a)(a)da,
@

ce qui conduit a

(33) — ®(z)o(x) -l—fa('g).‘.l(g)fG(x, a)G(a, £)Q(a)dads = f(x).

Nous allons voir que trois théorémes analogues 4 ceux de Fredholm
résument la discussion de I'équation (31).
Le noyau

S " 3
T [, G 00 DR do

de I’équation (3) est, dans le cas considéré ici, une fonction holo-

morphe de 2~' méme pour 2 infini, et le méme fait a lieu pour les

équations déduites de (3) par itération. Itérons suffisamment pour

avoir un noyau continu : alors nous trouvons que la fonction détermi-
Ann. Ec. Norm., (3), LI. — Fasc. 4. T 45
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nante de Fredholm est holomorphe par rapport a A~' méme pour
% infini. Il en est de méme pour la série qui, conformément & la
découverte de Fredholm, forme le numérateur du noyau résolvant de
cette équation (3). Finalement le noyau résolvant de Iéquation (3) est
une fonction méromorphe de ). méme pour ) infint.

Aprés division par le coefficient de o(x), le second membre de
I'équation (3) devient

_/'(;L')-&-).V[G(tzr, a)f(a)l(a)da

I—f—-/\z(p((l’) 4

si donc on pose, quand 7 est assez grand en valeur absolue,

g -+
N(x, &;2) :El‘ia(,L', E_)?.“”'-'—I—ZA@(J;, £)r—B-2,

=1 B=0

on constate, en examinant aussi les équations déduites de (3) par
itération, que les B, sont continus, et que

(D(J’)AU(L E) — G(x, ‘&):()(i‘z-_'éih—i)_

Si la fonction déterminante, relative 2 une équation itérée dont le
noyau est continu, n’est pas nulle, tous les B, sont nuls, ou plutot,
comme nous supposons toujours que B, n’est pas identiquement nul,
c’est p qui est nul dans ce cas.

Plagons-nous d’abord dans le cas o p = o, c’est-a-dire le cas ol N
n’a pas de pole & I'infini. Les termes en ="', dans les identités (16)
et (20), donnent alors

(34) fA(,(w, @)G (a, E)Sl(a)da:/G(J;, WAy (a, £)Q(a) da =o.
@ 2

Nous déduisons alors de (31) qu'on a

(35) o (%) :_-/'A(,(x; @) f(a)Q(a) da,

S

et réciproquement cette fonction est solution de I’équation (31). Donc :

Si\ = o n’est pas un pole du noyau résolvant, I’équation (31) a une
solution et une seule.
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Ajoutons que U'équation associée

(36) fG (a, r)o(a)da=—"tonction donnée
a également alors une solution et une seule (on suppose, bien entendu,
que le second membre remplit une condition de Hélder).
Le premier.théoréme de Fredholm estdonc étendu & 1’équation (31).
Supposons maintenant que 7 =oo soit un pole, c’est-a-dire que p
soit posizif. Dans les développements des deux membres de (27), pre-
nons les termes ou les exposants de 7 et de u. sont tous deux supé-
rieurs 4 — 2; en posant

[I
7(es B3y = ) Ba(w, )22,
A==1

nous trouvons

y(x, &52) — 7(¢’v,£;[¢)+2Bl(.'1r,£).

e e T Ol ) e —
L[vy(,z.,, asl)y(e, & p)Q(a)da= yp— o

En particulier, les termes en p~' donnent

! . B, (¢
f‘/(.-::, a; 2 )B(a, £)Q(a)da= -—L)L.’—Q’
d’ou encore

(37) fBI(lz', a)B (a,E)Q(a)da=B,(x, &);

Q

par conséquent,
f[}’(‘”a ;) — ]i—(:;’—[f-)]l31(a, §)Q(a)da=o.
Mais revenons a (27), et prenbns les termes ou I'exposant de A est
supérieur & — 2, et celui de p au plus égal 4.— 2; en posant
| (&, £52)=N(x, £52) — y(x, &5 1),
nous obtenons ainsi, apreés simpliﬁcatioﬁ,

; _p@E) ! . £
f{:-/(,/;, a; MH (e, &; p)Q(a)da= [pr-"'@(i) = ;]}’(Jw & 1),



344 GEORGES GIRAUD.,

et par suite

L[}’(x, a;l)— 91—(‘%@]}11(@, £ ) Q(a) da

=[22 s — 2| [r i = B2,

& g 1+ @) o
ou eniin
fty(‘b @) — 23 a)] [_“1(61.. Ep)+ —BAZ’ E)']Q(a)da
=[e — 4 [rw e — 2]

Or le premier membre est une fonction méromorphe de p. dans le
domaine dont il a été question, et il se réduit pour p.=o04a .

f[y(;l;, a;h) — Mé;:’—a—)-][(j(a, &)—B,(a, £))R(a)da;

donc le second membre ne devient pas infini pour p.= o, c¢’est-a-dire

qu’on a l'identité

Y(x;E;1)=B’(f’€);

le pole ne peut donc étre que du premier ordre : p=1.
Les identités (16) et (20) donnent alors

(38) fBi(x, a)G(a, E)Q(a.)da:fG(x, a)B,(a, £)2(a)da=z=0,
? Y

v

et puisque, d’apres le début de ce paragraphe, I’équation homogéne
ne peut avoir qu'un nombre fini de solutions linéairement indépen-
ddntes, on a

q
B, (%, £) =, 9a(®)Ya(£),

=1

les @, étant linéairement indépendants, ainsi que les §,, et 'on a

(39) f‘v&{/m(a)G(a, E)Q(a)da:fG(w, a)%(a)ﬂy(a)da-_—_o.
8%



EQUATIONS A INTEGRALES PRINCTPALES. A 345

D’autre part les identités (16) et (20) donnent encore

(40) [Au(l‘,a)G(a,E)Q.(a)da—_—fG(.r.a)Ao(a,E).Q(a)da:B,(w,E_).

L’équation (31) entraine alors

[ Mt a) (@20 da= [(Aute, 0(a) [[Gla 2)p(2)2(E) i da
Q Y S

= P(x)“‘th(»’C.» a)o(a)(a)da;
cette équation n’a donc pas d’autre solution que

7
(41) ‘ p(:c):——/A(,(.x, a)f(a)Q(a)da -&—zCac‘oa(x),
i o=l

ou les C, sont des constantes. Pour discerner les solutions effectives,
nous portons cette valeur de ¢ dans I'équation (31), qui se réduit
alors

[B, (z, a) f(a)R(a)da=o.

Ceci est donc la condition nécessaire et suffisante de solubilité; elle
s’écrit aussi ‘

(42) Juatarf@@@rdaz=o  (a=1,3. ....9),
v .

et alors toutes les fonctions (41) sont solutions. En résumé :

Si h = oo est un pole du noyau résolpant, ce pdle est du premier ordre,
et alors les équations homogénes qui correspondent a (31) et & I’équation
assoctée ont un méme nombre positif de solutions linéairement indépen-
dantes.

Pour que U’équation (31) soit soluble quand )\ = est un pdle du
noyau résolvant, il faur et il suffit que f soit orthogonal a toutes les
solutions de 1'équation homogéne associée,
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Ce sont les analogues du second et du troisieme théoréme de
Fredholm.

10. Systémes d’équations. — Dans ['espace euclidien & m dimen-
sions (m22), soit @ un domaine borné. On suppose que sa frontiéres
remplit toutes les hypotheéses faites jusqu’ici sur les variétés closes
a m—r1 dimensions; on suppose que les coordonnées cartésiennes
des points de § s’expriment & ['aide des paramétres qui servent &
repérer les points de chaque région de S, par des fonctions dont les
dérivées existent et remplissent des conditions de Hélder; de plus on
suppose qu’aucun point de S n’est singulier. Soit ¢S la mesure eucli-
dienne de I'¢lément de .

Soient maintenant G, (X, A), G.(X, B), G,(Y, A), G,(Y, B) des
fonctions de deux points : X et A sont des points variables de @ + S,
Y et B sont des points variables de $. On suppose que G,, G, G, sont
continus par rapport a ’ensemble des deux points, et en outre que la
fonction G;(Y, A) remplit par rapport & Y une condition de Holder
indépendante de A, et que G, (X, B) remplit par rapport 2 B une con-
dition de Holder indépendante de X. Quant & la fonction G,, on sup-
pose qu’elle est du type qui nous a occupés depuis le début de ce
chapitre. Soient en outre f(X) et o(Y) des fonctions données, la
premiére continue dans @ + 8, la seconde holderienne sur 8. Consi-
dérons le systéme d’équations

(1)

(m—1j
(43)  o(X) =2 [ G(X,A)p(A)dV,— 1f Gy (X, B)o(B) dSy= 1 (X),
4] S

) 1]

(44) o(Y)—2 G3(Y,A)p(f\)dV,;—).f G, (Y, B)o(B) dSy=0(Y),
(] S

ou les inconnues sont o et o; la fonction ¢ doit étre continue

dans @+ 8, et la fonction ¢ doit remplir une condition de Holder

- sur &; l'intégrale portant sur G, est une intégrale principale. Ici

encore, A désigne un paramétre.

Je dis que si m est égal a deux ou a& trors et si ) appartient au
domaine complexe déja indiqué (§6) qui est déterminé parle noyau G,,
les trois théorémes de Fredholm s’appliquent au systéme [(43), (44)].

En effet soit H(Y, £; 2) un noyau d'intégrale principale étendue
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a8, ce noyau étant tel qu’on ait
HOY, Z57) — Gy (Y. ) — 0, /‘W—”H(Y. B:7)G,(B.Z)dS,
=O0[LA—m(Y, Z)] (I’Lt; 0)

(la distance qui figure au second membre peut étre la distance eucli-
dienne dans I’espace & m dimensions); nous avons appris 4 former ce

noyau H. L’équation (44) entraine, en introduisant comme plus haut
la fonction @, '

()
(45) [1+1-’®(Y;7.)]a(\')_7.f [Gy(Y. A)

@

(m—1)
+7.f H(Y, B; 1) Gy (B, A)dSy]p(A) @V,
S

(m—1)
+~Af [H(Y, B;2)— G, (Y, B)

o

S
{nme—1)
_xf (Y, C; 1) G, (C, B) dSc]o(B) dS,
v s

(tn—1
:rlg(v)+7.[ ]I‘l(Y,B;).)g(B)('IS,;;
Vs

il est en effet & peu pres immédiat que, dans la superposition des
noyaux H et G,, les intégrations peuvent s’effectuer dans un ordre
indifférent (voir Chap. I, 10). Mais le systéme des équations (43)
et (45) peut étre résolu par la méthode de Fredholm ('); on trouve
ainsi des fonctions N, (X, A3 1), No(X, B; ), Ny (Y, A5 1), N, (Y, B; ),
méromorphes par rapport & & dans la région indiquée par notre
énoncé, avec des poles indépendants de X, de Y, de A et de B, et
telles qu’on ait, sauf pour des valeurs isolées de 7,

i(m)
(46) p(X):f<X)+7-f N, (X, A5 h) F(A) dV,
‘ ()]
{(m—1)
+7\f N,(X, B; 1) o(B) dSs,
2,

(4) s¥)= — 20 o Ny A Ay avs
7). T IR0 (Y LA i

@

(rn—1)
+xf N, (Y, B:1)o(B) dSp;
bty

(1) Journal de Mathématiques, t, 11, 1932, p. 389 & 410, spéeialement le Chapitre 1.
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I'intégrale qui porte sur N, est une intégrale principale, les autres
intégrales portent sur des fonctions continues. Sauf pour des valeurs
isolées de . (dans notre région), le systéme [(43), (44)] n’a pas
d’autre solution que celle qui est donnée par ces formules, mais il
n’est pas encore certain que les fonctions p et ¢ ainsi trouvées consti--
tuent effectivement une solution.

Mais le changement d’inconnue

(m—~1) -
a‘(Y):T(Y)—i-‘Xf H(Y, B; %)z(B) dSs
' S

raméne aussi le systéme [(43), (44)] & un autre auquel la méthode
de Fredholm s’applique immédiatement. On arrive ainsi a des formules
analogues & (46) et a (47), et les fonctions p et o ainsi trouvées sont
certainement des solutions, sauf pour des valeurs isolées de A.

Comme aux paragraphes 6 2 8, on en conclut que les deux systémes
de formules sont identiques, et que les trois théorémes de Fredholm
s’appliquent.

11. Deux circonstances ou la méthode de ce Chapitre échoue. —
Examinons si nous pouvons traiter. les équations de premiére espéce
avec intégrales principales doubles,

G(X, A)p(A) dVy=f(X),
Q
par la méthode qui a réussi pour les questions précédentes de ce
chapitre. Nous voulons trouver un noyau H(X, &) d’intégrale princi-
pale et une fonction J(X), tels qu’on ait

J(X)G(X, a')+f H(X, A)G(A, B)dVo=0[L-*(X, Z)] (4> o).
- nv
D’apres le paragraphe 4, cela revient 4 trouver une fonction w(o)

continue, contintiment dérivable, admettant la période 2=, ayant une
valeur moyenne nulle et satisfaisant & I’équation

AT . 0—9 . 0—o
— w (6) <cos<plog sin? ——= —sing cotg 5 df = gcoso,
0
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ou g est une constante. Si nous posons
‘ 27
u,(p,cp):-—[ log[p*—2pcos(f— o)+ 1]w(F)dl (pE1),
v -

notre équation devient, en tenant compte de ce que la valeur moyenne
de w est nulle,

aJd .
S-lsingu(r, ¢)]= gcose,
;

d’ou, en introduisant une constante /,
sing u(r,0) = gsing + /.

Mais u doit étre continu, puisque  doit I’étre; donc [ est nul. Par
suite,
u(t,9)=s

La fonction u(g, 9) est donc constante; comme elle est nulle pour
¢ =0, elle est partout nulle, ainsi que g. La fonction w qui lui corres-
pond est donc constante; sa valeur moyenne étant nulle, w est identi-
quement nul. Les fonctions H et J sont donc identiquement nulles; il
est clair que la méthode échoue.

Considérons maintenant une équation de deuxitme espece

p(X)—— va G/(X, A) p(A) dVa= f(X),

dans laquelle G’ est un noyau d’intégrale principale, faisant partie de
ceux qui ont été introduits au Chapitre I (§ 7). Mais on suppose
qu'en changeant de variables de maniere & donner aux compo-
santes A, g, en un point X arbitrairement choisi, les valeurs

A=A,.=1, A, .,=o,

la partie positivement homogéne et d’ordre — 2 de la fonction G'(X, E
peut étre rendue égale &

W (X)L (X, &) eos(29),
I’angle ¢ étant défini comme au paragraphe 4 et la fonction ¥ n’étant

pas identiquement nulle. Je dis alors quil n’existe pas de fonction
Ann. Ec. Norm., (3), LI. — Fasc. 4. 46
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H (X, &; 1) qui remplisse la condition (5), ot G serait remplacé par G'.
En effet, s’il en existait, comme I’équation de premiére espéce, consi-
dérée il y a un instant, entraine

I n "
fG(X,A')f_G(A,3)9(5)(1V3((VA:f G(X, A) f(A) dVs,

)

équation qui, si W' ne s’annule pas, est du type considéré ici (II, 5),
nous aurions une contradiction.

CHAPITRE 1V.

APPLICATION A CERTAINS PROBLEMES DE VALEURS A LA FRONTIBRE.

{. Lemme. — Dans I’espace a4 m dimensions (m22), soit ¢ (A) une
fonction d’un point de la variété a,,=o0; on suppose que cette fonction
remplit une condition de Holder dans une région bornée R de cette
variété. Soient d’autre part

Aa,(ﬁ(A) (o, =1, 2, ..., m)

des fonctions qui remplissent une condition de Holder dans unerégion
a m dimensions, contenant a son intérieur tous les points de ®R; on
suppose que la forme quadratique '

2o pAap(A)sy 5p,

relative aux variables z,, est définie positive quel que soit A. On pose

H(X, A) = [Z4,8A0,8(A) (20— ) (25 — ag)]|>—m1? (m>2),
. H(X,A)=—1logZsp Aug(A) (%o — z) (25 — ap) (m=2),

et 'on considére I'intégrale

(m—1)
F(X):f H(X,A)o(A)dSx  [dSs=d(cs, . -, any)].
KR

Ie dis que les dérivées partielles, relatives a x,, ..., Z,_,, de la fonc-
tion F(X), existent et sont continues dans tout ensemble fermé sans
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point commun avec la frontiére de (R ; en tout point intérieur @ R, ces
S Csee o ‘nié . 3

dérivées s'expriment par des intégrales principales.
Tant que ,, n’est pas nul, on a

¥ ol
i__:f = (\ A)o(AN) dSy

dr, X
(1m—1) —
dil I X) o UTOH(ALN)
= [()11 )+ Tle (| o0 [

Or la premiére intégrale porte sur une fonction qui vaut
8 [l I:H-m 1\)-],

h étant Uexposant des conditions de Hélder remplies par les A, 5 et
par o; la premiére intégrale, dans la derniére expression de notre
dérivée, représente donc une fonction partout continue.

Il reste a étudier

C= DA, X) = Za Ao (X) (25— az)
— — S =y, S T
Ja da, ® [Za g A8 (X) (&0 — ay) (- rg— ag) "

(lSA,

la constante c,, étant égale a2—mpour m>=2,etd — 2 pour m=2.
Changeons de variables d’intégration en posant

[ . a‘ln,l ()\) . .
o= 2 l}cx ———am’m(x) .1:,,‘] Ay (a<<m);

les fonctions a, g sont définies par les identités

E.,AwagY:SO pour B#a,
P 1 pour fB=ua;

dans notre intégrale, a,, est nul et I'on prend de mémeé a,=o. On
constate alors que’

Ao (X) (22— a4) Su Ay o (X) (g — a)

EapAup(X) (Za— o) (25— @] [Zaphap(X) (@a— ) (@—ap]"*

Donc on ne change pas lavaleur de notre intégrale quand onretranche
du champ d’intégration un domaine quelconque, intérieur a R, et qui
a un centre de symétrie au point X' dont les coordonnées sont les

x, — 2me . Si X tend vers un point Y mterleur a R, X' tend aussi

alﬂ m
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vers Y et {init donc par étre intérieur 2 R. Le domaine

20,8 N p (X) (2 — @) (2p— ag) <1, am=o0 (n>o),

qui admet X’ comme centre de symétrie, finit aussi par appartenir
entiérement 2 (R si 7 est constant mais assez petit, le point limite Y
appartenant 2 un ensemble donné, fermé et intérieur & ®R. Si l'on
retranche ce domaine du champ d’intégration, il est donc évident que
notre intégrale représente une fonction continue, et ’on voit du méme
coup que sa limite, pour x,,= o, s’obtient en faisant x,, = o sous le
signe d’intégration et en considérant le résultat comme une intégrale
principale avec les domaines d’exclusion

m—=1 m—1

2 E No g (X)) (22— ag) (25— ag) < 0*.

o= ﬁ:l
Cela revient a écrire, pour z,, = o,
| IF

Ju,

=1 A1l .
_—_fm o (X, A)a(A) asy,

I'intégrale étant une intégrale principale avec les domaines d’exclu-
sion ci-dessus écrits. Remarquons que le noyau de cette intégrale est
du type qui nous a occupés aux Chapitres II et III.

Le raisonnement fait pour x, peut étre répété pour tous les x, dont
I'indice « est plus petit que m. ’

Remarque. — Comme il a déja été démontré (') que

JIF

E:x(/m,:x(x)E;
o

a une limite quand «,, tend vers zéro en gardant un signe constant, il
, JF - . oy
en résulte que 5— a une limite dans les mémes conditions.

m

Il a été démontré dans le travail cité que toutes ces dérivées (pourvu
que z,, ne change pas de signe) remplissent des conditions de Holder
avec ’exposant /Z si & est inférieur 4 un.

() Ann. de PEe. Norm, sup., t. 49, 1932, p. 1 A 104 et 245 & 308, spéeialement
Chapitre VIIL, p. 79 & 89.
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2. Enoncé d'un probléme. — Dans l’espace euclidien i 7 dimen-
sions (m22), soit @ un domaine borné donné. Soit 'S sa frontiére; on
suppose que tout point de S est intérieur &4 une région ou les coor-
données des points de § sont fonctions de m — 1 parameétres, ces fonc-
tions étant pourvues de dérivées qui remplissent des conditions de
Hélder; un nombre fini de telles régions doit suffire pour avoir la
totalité de S, qui en outre n’a aucune singularité. § est donc une
variété close; nous prenons comme forme quadratique fondamentale
le carré de I'élément de longueur euclidienne d’arc. SidS est la mesure
d’un élément de 8, nous posons, pour chaque systeme de paramétres
I N

dS=Qd(ty, ..., Lu—y), -

et nous définissons ainsi le tenseur Q (Chap. I, 6).
Nous introduisons en outre un autre tenseur, simple et contra-

variant, défini sur 8, et dont les composantes sont désignées par %‘,
de sorte que, si m > 2, (—1)"*{, est une composante d’un certain
tenseur d’ordre m — 2, symétrique gauche si m >3, toujours cova-
riant, & savoir la composante ot en ajoutanta la fin des m — 2 indices
de la notation classique le nombre «, on obtient une permutation cir-
culaire des m — 1 premiers nombres entiers positifs. Sim =2, , est
une fonction scalaire. Nous supposons que les ¢, remplissent des
conditions de Hélder.
Soit maintenant

(1) Fu=23 AT WL

I Fu=2y30y3 ~—— ct
-"“”5 ) wdxg T 0z,

(o, B==1, 2,. .., N} Ay u>>0, Ay 8= B z)

une opération aux dérivées partielles du type elliptique. On suppose
que les a, ; remplissent dans @ + & une condition de Holder; les b,
et ¢ sont supposés continus. On désignera aussi par Fu 'opération
généralisée, applicable & certaines fonctions « dépourvues de dérivées
secondes, et indiquée dans un autre travail (').

En nous donnant encore une fonction ¢, qui est définie pour un
point variable de &, et qui remplit une condition de Hélder, et en

(V) Bull. Se. math.. \. 56, 1932, article cité, spécialement Chapitre I (§1, 2 et 9).
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désignant par @, (e =1, 2, ..., m) les cosinus directeurs de la nor-
male extérieure 4 S, nous poserons encore, pour les points de S,
' due I |7
=X Wy —— + = Sgby =— +du.
(2) Bu 0,3 e BT, O -+ o alz oL “+

L’ensemble des termes ou figurent les dérivées de u par rapport aux
paramétres, est évidemment un invariant : cela résulte de nos défi-
nitions.
Quand les opérations & et ® sont appliquées a une fonction de deux
points, F(X, E), nous convenons qu’elles portent sur le premier point.
Le probléme que nous voulons traiter est le suivant :

Etant données une fonction f continue dans @ +'8, etune fonction o,
 définie sur'S et remplissant une condition de Ililder, trouyer une fonc-
tion u, continue dans -8, et qui satisfasse dans @ a [’équation

(3) Fu=[,
et sur'$ a la condition
(4) Ou=u.
3. Introduction d'un systéme d'équations intégrales. — TFaisons

choix d’une fonction ¢ — 7 continue, bornée, négative ou nulle dans
tout I'espace, et inférieure & une constante négative hors d’un certain
domaine horné (par exemple, cette fonction peut étre une constante
négative). On prendra 7 = o hors de @+ 8; ¢ et 7 sont ainsi définis
partout, puisque ¢ est égal dans @+ a la fonction qui figure
dans (1). L'opération & u — y uposséde alors une solution élémentaire
principale G(X, A) ('). Nous chercherons alors lafonction «, solution
de notre probleme, parmi les fonctions du type

(m) W(rn—1)
5)  wX)=— [ (X, A,)p(A)dVA—*—:z/ G(X, B)o(B) dSy,
0] $

ot la fonction ¢ est & définir dans @, pendant que ¢ est a définir sur .
En supposant que la fonction p soit continue en tout point de @, et

(') Loc. cit., Chapilre II. Les wg,g ot les by doivent aussi étre définis hors de @ -+ §; -
ce prolongement, soumis & des conditions (rés larges, est toujours possible.
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que la fonction o remplisse une condition de Holder, les conditions (3)
et (4) se traduisent par les équations

(m) (rr2—1)
) p(X)_Z(X)f G(X,;\)p(.\jd\’_\—%—n-/‘(}{)f G (X, B)o(B) dSy= /(X),
@™ S

(ne) (nm—1)
(7)  o(Y)— [ OG(Y, :\)p(:\)dv_\—i—z\/ 0G(Y, B)o(B)dS;=o(Y),

®

ou l'intégrale d’ordre m — 1 qui figure dans I'équation (%) est une
intégrale principale; les autres intégrales sont des intégrales ordi-
naires. En effet un changement de variables permet de mettre un
~ domaine de &, contenant un point donné quelconque, sous la forme
t,=o0, et alors G est égal au produit d'un facteur constant par une
fonction du type de la fonction H du lemme (§1), augmenté d’une
fonction pour laquelle on peut dériver sans difficulté sous le signe
intégral d’ordre m — 1. On voit que, dans notre intégrale principale,
les domaines d’exclusion relatifs &4 Y sont

o Aa (Y ) (ya—aq) ()p—ag) <<i?,

olt les a, sont & remplacer par leurs expressions paramétriques.

Nous voulons prouver que les trots théorémes fondamentaux de
Fredholm s appliquent au systéme des équations (6) et (7) pourvu que m
sowt égal a deux ou a trois.

Pour cela nous multiplions chacune des intégrales par un méme
paramétre X, qui a la fin devra étre pris égal & un. Nous posons

()

G=G, Gm (X, EZ)=] GW(X,A)7(A)G(A,E)dVy,
@D

r
G, (X, E) —_—sz—i Gn(X, Z).

n=—j

Introduisons une nouvelle inconnue ¢’(X), destinée a remplacer ¢, en
posant ‘

(m—1)
(8) p(X):p'(X)—nx(X)/ Gy (X, B)o (B) dSy;
S
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les équations (6) et (7) devieunent

‘ (m) -
(9) S (X)) =2y (XN) G(X, A)p'(A)dVy

@

(m—1)
b [ BN, B)a(B) dSe= £(X),

()
(10) a-(Y)—‘.f OG (Y, A)p/(A)dV,y
(0]

(m—1)
+.r>,'».f 0G,(Y, B)o(B) dSp=o(Y).
S

Comme on peut tirer de (8) la fonction p’ en fonction de ¢ et de g, le
systéme [(9), (10)] est entiérement équivalent 4 [(6), (7)]. On n’altére
pas cette équivalence en remplacant (10) par

(e —1)

iy |
(11) U-(Y)—xf OG (Y, A)p' (A)dV, + 27.f 0G.,_.(Y, B)o(B) dS,
@ S

' (1)
=o¢(Y)+2 0G,—, (Y, A) f(A)dVi.
®

Enfin 'on peut de deux facons remplacer ce systéme par d’autres ou
toutes les intégrales, sauf une, portent sur des fonctions continues.
D’abord en remplagant I'équation () par celle dont le second membre
est

m) ’
1(X) +7.;(_(X)f G (X, A)f(A) AV,
(0]

on obtient, si p est assez grand, un tel systéme, lequel admet toutes les
solutions du systéme [(9), (11)]. Ensuite, si I'on fait dans le systéme
[(9), (x1)] le changement d’inconnue
' (1)
o (X)=p"(X) + Ay (X) G, (X, A)p"(A) dVa,
®

on a un nouveau systéme jouissant de cette propriété, et dont chaque
solution donne une solution du systéme [(g), (11)].

Or je dis que, si p est assez grand, les deux'derniers systémes intro-
duits sont d’un type déja étudié (111, 10), a ceci prés que chaque sous-
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J

noyau des nouveaux systémes est fonction holomorphe de %. Pour le
voir, on vérifiera d’abord que G remplit les conditions énoncées au
Chapitre I (§ 3). Posons

I

VD(A)

”(X,A):

I [\'E:'.njﬁ Aup(A) (g — ay) (;1':5—@':-;)],

en désignant par D le déterminant des @, - et par F(r) la solution élé-
mentaire principale de

Jd?u , - .
— — St =0 ( &= constanle posilive; » = dislance):
dzi 7 ’
% %

solent encore

KON, A) =K (N A)=F (N, A) — 7 (X)H(N, A,

()
'l\'*"*""(\’,E):f K™ (N, A K (A, Z)dV,.
espace - -
n,,(x,z):(;(\",z)~-11(\,:-;)_2f TN, A)K @ (A, ) dVy.
g=1 espace

de sorte que

FR, — '/‘H,,: [Co,

i . . L. 77) .
R, et K, sont continus si n est supérieur & " etl'ona(")

(120}
R, (N, E) =— G(N, A)Km (A, Z)dV,,
v espace
d’olr
n—1 (m)

(12) G(\',::_)—_—n(,\',z)+2f H(N, AJKW (A, ) dV,

7=t

(1n2)
— [ T G(X,A)K"(A,E)dVy.

Pour éviter, si I'on veut, de reprendre les raisonnements du Cha-
pitreI (§2), de facon & tenir compte du champ infini d’intégration, i!
suffit d’ajouter & nos hypothéses que, hors d’'un domaine borné qui
contient @ + 8, les coefficients a, s, by et ¢ («, B=1,2, ..., m)sont

(1) Loc. eit., Chapitre IL (§ 4).
Ann. Ee. Norm., (3), LI. — Fasc. 4. 47
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constants, la valeur constante des a, , étant un, celle de ¢ étant égale
a — g%, et les autres étant nulles; alors K(X, E) est nul'quand X et 2
sont hors de ce domaine, et des changements de variables nous
raménent au cas des domaines bornés ('); on voit ainsi (I, 2) que les
hypothtses du Chapitre I (§ 1) sont satisfaiets par G(X, Z) rela-
tivement 4 =, les nombres nommés alors L et 4 ayant respective-
ment ici les valeurs 2 et 2 (si m=12, k est quelconque < 2). Relali-
vement 4 X, les mémes hypothéses sont immédiatement vérifiées,
puisque les dérivées partielles de G(X, Z) existent et valent
O[L'—(X, B)]. Cette fonction G remplit donc les hypotheses du
Chapitre 1 (§ 3).

La méme expression (12) permet de vérifier sans peine que, si Y
el B appartiennent & 8, la fonction O[G(Y, B) — H(Y, B)] satisfait
aussi sur § aux hypothéses du Chapitre I (§ 3). Cela permet de voir
ensuite que le noyau d’intégrale principale ®G(Y, B) satisfait sur
la variété close § aux hypothéses du Chapitre I (§7).

Il est alors immédiat (I, 2) que, pour p assez grand, les deux sys-
temes déduits plus haut du systéme [(g), (x1)] sont bien du type
étudié au Chapitre III (§ 10), pourvu que m soit égal a deux ou &
trois. Les trois théorémes fondamentaux de Fredholm s'appliquent
donc a chacun de ces deux derniers systémes.

Mais on peut alors reprendre les raisonnements du Chapitre III
(864 8), et 'on démontre ainsi que les trois théoremes fondamen-
taux de Fredholm s’appliquent au systéme [(6), (7)], pourvu que m
soit égal & deux ou & trois, comme il avait été annoncé.

o

GEORGES GIRAUD. .

4. Cas ol le probléme homogéne n'a que la solution zéro. -— Le
probléme homogéne correspondant au probléme donné est, par défi-
nition, celui qu’on obtienten remplacant /et par zéro, sans changer
les autres données,

Supposons que ce probléme n’ait que la solution zéro. Je dis qu’alors le
probléme donné a une et une seule solution.

Pour le prouver, il suffit évidemment de montrer que le systéme

(1) Ann. se. Ee. Norm. sup., L. 49, article ¢ilé, Chapilre V (§ 4).
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déduit de [(6), (7)] en remplacant par zéro les seconds membres f et o,
n’a que la solution zéro. Or, quels que soient ¢ et o, la fonction «
représentée par (5) s’annule i Uinfini, et elle satisfait hors de @+ S
d I'équation Fu=o.Si en outre ; et o satisfont au systéme homogéne
correspondant & [(6), (7)], « est nul dans & d’aprés notre hypothése.
Vu la continuité de v méme sur §, vu aussi I'impossibilité d’un
maximum positif ou d’un minimum négatif atteint en un point qui
n’appartient pas & @ + 8, « est nul aussi hors de @ + 8, donc dans
tout Pespace. Sur chaque coté de S, Ou est donc nul, ce qui entraine
la nullité de o. La comparaison des équations (5)et (6) montre ensuite
que o =-—u = o. Notre proposition est donc établie.

Ce raisonnement ressemble beaucoup & celui qui a seryi précédem-
ment dans le passage analogue de la théorie du probléme de Neumann.
Cette analogie va se poursuivre.

5. Cas particulier. — La proposition précédente s’applique en par-
ticulier si I'on a ¢<o partout dans @ et L > o partout sur 8, pourvu
que ¢ ety ne soient pas a lafois identiquement nuls. En effet une solu-
tion du probléme homogéne ne peut alors atteindre un maximum
positif ni dans @ (') ni sur$(*); le minimum négatif est aussi impos-
sible, et par suite cette solution ne peut étre que zéro. Done, dans ce
cas, le probléme donné a toujours une et une seule solution.

(. Fonction de Green. — Nous nommons fonction de Green, relati-
vement au probléme donné, une fonction F(X, £) qui jouit des pro-
priétés suivantes :

1° Si E et X appartiennent & @, c¢’est une solution élémentaire de
I’équation ‘

FF(X,Z)=o,

ou I'opération porte sur le premier point, ¢’est-a-dire sur X, confor-
mément 4 nos conventions ordinaires.

(1) Bull. Sc. math., t. 36, 1922, article cité, Chapitre I (§ 7).

(2) /bid., Chapitre IV (§ 4) et Chapitre V (§ 8); 2oir aussi Problémes de valeurs a
la fronticre relatifs & certaines données discontinues, Chapitre IV (§3) (Bull. de lu
Soc. math., t. 61, 1933, p. 1 & 54).
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—

2° Si = appartient & @, et si en outre X est en un point Y de &,
on a
OF(Y,Z)=o.
I'opération continuant & porter sur le premier point.

Cette fonction de Green existe dans les hypothéses du paragraphe 4.
Reprenons en effet la fonction G,, du paragraphe 3, en y faisant 2 =1,
et considérons la fonction

W(X,Z2)=F(X,Z) —G,(X, E),

en supposant 2p >m, de sorte que G (X, E) est partout continu;
alors quand X varie dans @, u doit étre une solution réguliére (') de
I’équation '

Fu(X,Z)=—72(X)Gr(X, Z);

de plus on doit avoir sur S la condition

Ou(Y,Z)=—0G,(Y, =),

et nous avons vu au paragraphe 4 qu’'il y a une fonction u et une seule
remplissant ces conditions, quel que soit Z dans @.

Développons le calcul en nous placant dans le cas ol les hypothéses
du paragraphe 5 sont satisfaites. On peut s’arranger alors pour que la
fonction 7 soit identiquement nulle, et nous faisons ainsi. Nous devons
alors poser, quand Z appartient & @,

) (m—1)
(13) F(X,E):G(X.,E)—%—’J‘/‘ G(X,A)s (A, E)dS,,
s .

car I'équation FF = o montre aussitdt qu’il n’y a pas d'intégrale
d’ordre m. La condition 4 la fronti¢re devient alors, si & est dans @,

(m—1)
() e(LE)wa [ @G(Y,A)z(A, Z)d8,=—0G(Y, 3)
S
I'intégrale étant une intégrale principale, prise de la facon déja expli-

quée.
Moyennant I'hypothése que m est égal 4 deux ou i trois, il existe,

(1) Bull. Se. math., t. 36, 1932, arlicle ¢ité, Chapitre 1 (§ 13).
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d’aprés le chapitre précédent, une fonction ®(Y) positive ou nulle et
remplissant une condition de Holder sur §, et un noyau N(Y, A)
d’intégrale principale sur la variété close 8, qui jouissent des pro-
priétés suivantes : quelle que soit la fonction =(Y), qui remplit sur
une condition de Holder, on a les identités

(ne—1) (=1 ,A
(15) °f N(Y, A OG(A, B)z(B)dSy dSy
S

) S
_(D(\)T(\) I qm—ll— v,/n—-n!: o X
—-mﬁ— Zﬁ ;(\)“/k; ‘\(\.b)QG(b, \)([deS\.

Wne—1) (nm—1)
(16) °f OG(Y, 4\)f N (A, B)z(B) dS; dS,
S

Jis
\ (Y {m—1) (e —1)
“._(Ar)cp—(\)) o/ ~(\,f OG(Y, B)N(B, \) dSydS,;

S

en outre, en nommant Y un deuxieme pomt de 8, distinct de Y, on a
identiquement

20G(Y,Y)

(ne—1)
(1) N(Y.Y)+ 1 zf N(Y, \)OG(A, Y) dSy=o.
S

1+ oY)
. 20G(Y,Y) (m=1) o .
S it Nk M | : Si=—o.
(18) NG+ 2R +£ OG(Y, \)N(A, ¥) dSy=o

La solution de ’équation (14) est alors

- OG(Y,E) A A -
(19) U(Y,u-l)—— m—./é: N(l.\)@G(¢\,—)ds\.
ot 'on a par suite
(re—1) ks
e - G(X,A)0G(A, E)
(20) l‘<>\,a>=0(x,a>—zf5 AeeSas,

(m—1) (e —1)
— gf 0G(A, E) [ G(X, B)N(B, A) dSy dS;.
S s
pourvu que = appartienne i @, car, G(X, B) valant O[L*=(X, B)], le
changement dans I'ordre des mtefrlatlons du dernier terme est légitime
(1,9, 10), quel que soit X dans @ + 8.
Nous allons voir maintenant que si, X restant fixe ou tendant vers



n’importe quel point de (@ + 8, Z tend vers un point Y situé sur S et
distinct de la limite de X, notre fonction de Green tend vers une
certaine limite F(X, Y). La formule (20) donne en effet -

o ) im—1) (N DG .
FOX )= 2 (I)(I)G(X’\.)_gf GO, M)OGA ) o
. S

I+(.D(]) I+‘~I)(1\)
A (2 —1) .

+/ G(X, VN(A. Y) S,
5 .

<

(e —1) im—1i
“"“‘f OG(\, 1")f G(X, BYN(B, A) dSy dS4.
s S

A Taide de la formule (1d), cette expression se transforme en (voir
Chap. I, 13)

PN, )= g+

(m—1) y -
’ roA @Cl(z\,\)
- f G‘(«-\f-‘)[m

RS

0 G Y Y (m—1j
2G(X, 1) +f GIX, \)N(A, Y) dSy
S

(m—1j
+ f N(A,B)YOG(B,Y) ([S,;] dS,.
S

d’olt enfin, d’apres la formule (17),

-y oGIX, ) n—1; .
(21) F(\~ 1) = )I—-—L(—‘ﬁ‘j) =2 [ (;(\ \)N(\‘ ])(/S\ (] sur }S)_

vs

De méme, si Z tend vers un point Y de §, et si Y tend vers une
limite quelconque dans 8 —Y, o(Y, E) tend vers N(Y, Y), car cette
limite est, d’aprés la formule (19),

e T e BG(Y,Y) m—n. N
¢’est-a-dire, d’aprés (17),
(22) a(Y, Y)==N(Y,Y) (Y sur §).

Nous allons voir maintenant que, quand = varie dans @ et Y sur 8,
on a '
: o(Y, Z)y=0[L="(Y, Z)],

limitation qui restera forcément valable si E vient en un point Y de'S.
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En effet, dans la formule (19), la partie d’intégrale qui provient du
champ
SL(E, A)< L(Y, T)
a évidemment cette limitation, car
N(Y, A)=N(Y, Z) + L{Z, A)O[Li—F=n(Y, Z)] (h>o0),

d’oti le résultat annoncé, car 'intégrale de ©G(A, =) dans ce domaine
reste bornée quand Y et = varient. Un raisonnement semblable donne
le méme résultat dans le domaine

SL(Y, \) < L(Y. Z).

ATextérieur de ces domaines, lafonction intégrée vaut O[L*—*(Y, A)],
d’olt encore O[L'™(Y, Z)] comme limitation de l'intégrale corres-
pondante. La limitation annoncée est établie pour s.

Quand X et Y varient sur $, Z variant en méme temps dans @ 48,
nous avons

) —a(Y, Z)=O[LAN, Y)0~b=n] (k> o0);

11

a(X,

il suffit, pour I’établir, de reprendre surla formule (19) les raison-
nements du Chapitre 1 (§ 10 et 11). De méme, si Z et Y varient
dans @+ 8, pendant que Y varie sur §, de facon que 2L(ZE, Y') reste
inférieur A L(Y, Z), on a

s(Y, 2) —o(Y, Y)= O[Li(E, Y)Li—t-m(Y, Z)].

Ces résultats permettent d’établir que, quand X et = varient dans (&,

on a o ] L
F(X, 2)=0[L>="(X, B)],
OF

o (X )= O0[Li=n(X, Z)].

- Ce sont toujours les mémes genres de raisonnement. Pour la seconde
limitation, on a & établir le fait que I'intégrale

" (m—1)
f o(A, Z)dSy,

étendue au champ 2L(A, E) <L(Y, &), reste bornée quand Y et =
varient; or, en nommant Y le point de S qui est le plus proche de Z,
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et en tenant compte de (22), on peut écrire

s(\, Z)=N(\, Y) 4+ O[L4(E, Y)Li—t=m (A, X)),

expression de laquelle ce fait découle ().

7. Equation intégrale contenant une fonction de Green. — Su ppo-
sons d’abord que les hypothéses du paragraphe 5 soient satisfaites,
et soit F(X, &) la fonction de Green du probléme donné. Je dis que la
solution de ce probléeme est

(2] (12 —1)
(23) 1/(\):——/ F(X, A)J( \)d\ﬁ-f (N, B)o(B)dS;.
. [ S

En effet il est tout d’abord évident qu’on a dans @ 'identité Fu= /.
Il est non moins évident qu’on a sur S

(rr)
@f F(Y, \) f(A)dV,=o,
[0

car, d’aprés le paragraphe précédent, le premier membre est iden-
tique a .
{ne)
OF(Y, A) f(A)dVy,

w

oti la fonction intégrée est identiquement nulle.
On a ensuite, d’apres la formule (21), -

e _y) (/u—l)G(\ “) ‘ (l,
F(X, B)o(B) dSy=» A B)AB) s,
/; (X, )f(lf)(lsl) ')fs T a(B) Sy,

S &

(m—1) (-1
+ °f cg(.l'i)f G(X, A)N(A, B)dS, dS,
s S

(m—1) . .
_ GOX, A)g(A)
=, T

<&

(- 1) (ne—1)
+ of G(X, x\)f N(A, B)o(B) dSydSs,
S S

<&

(1) Foir Parlicle cité du Bulletin de la Société mathématique, Chapitre I (§ 1).
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d’olt nous tirons

(m—1 «m—l)

. o(Y)

0 FOY, dSy=— 20

f ( ( B— [_‘_(D\)‘r—f \ \) (\)[/b\
(ne—1) -
OG(Y., \Ho(\)

Y ) S
- 2 ‘)(; --—-—;—:;:—:i;?-zxjy-—-— d \

(=1 (r—1i
+ fzf G, ‘\)f N(\. B)o(B) dSy S,
$ s -

tS

. ) (=1} )G)G(Y \)
=o(Y) - S TS uN
2 ( )*1/5 0(\)l (Y, ) 1+ ®(\)

&

fm—1
+ °f OG(Y, B)N(B, _\)(153]4&,
S

et ce dernier résultat, obtenu a I'aide de la formule (16), se réduit
a o(Y) d’apres la formule (18). Ainsi la fonction « donnée par la for-
mule (23) est bien identique a4 'unique solution de notre probléme.

Plagons-nous maintenant dans le cas général du paragraphe 2.
Choisissons comme au paragraphe 3 la fonctlon /3 soit en outre co(\\
une fonction remplissant sur S une condition de Holder, et telle qu’on

ait partout
w(Y)29(Y),

en supposant pourtant que w — et ¢ — 7 ne sont pas identiquement

nuls ensemble. Les équations du probléme s’écrivent

Fu—yu=1f—yu,
Qu —nu=—0o—wnu.

Nous bornons d’abord notre recherche aux fonctions u qui, sur &, se
réduisent & des fonctions remplissant des conditions de Holder. Si
alors F(X, E) est la fonction de Green relative aux opérations F¢—y¢
et @v— we, les conditions ci-dessus entrainent, d’apres ce qui précede,

(20}
(24) u(.\'):_f F(X, A)[f(A) — 7(A)a(A)] dVy
[0

(re—1j
—§—f F(X, B)[2(B)— o (B)u(B)] dSy.
s

Cette équation intégrale, a laquelle la théorie ordinaire de Fredholm
Ann. Ec. Norm., (3), LI. — Fasc. 4. . 48
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est applicable, équivaut entiéerement & notre probléme; en effet toute
solution u de cette équation (qu’il y en ait une ou plusieurs) est
continue; d’apres les propriétés établies précédemment au sujet de F,
les termes qui figurent au second membre de (24) remplissent alors
une condition de Holder avec n’importe quel exposant inférieur & un,
et il en est par suite de méme pour z; donc les conditions imposées
dans @ et sur § sont remplies, et par suite « est une solution de notre
probléme (il résulte alors aussi des paragraphes4 et que les dérivées
de « remplissent dans @ + 8 des conditions de Holder).

La restriction que les valeurs prises par « sur S doivent remplir
une condition de Héolder peut élle-méme étre abandonnée; il suffit
que ces valeurs solent continues sans plus. Ce sera certain si I'on
" montre que, au cas ou la fonction ¢ serait seulement continue et olt
le probleme du paragraphe 5 aurait néanmoins une solution, celle-ci
serait encore donnée par la formule (23). Or si I’on remplace @ par
une suite uniformément convergente de fonctions g, remplissant des
conditions de Holder, il est évident que les fonctions u, oblenues
tendent uniformément vers une limite u, qui satisfait & I’équation (23)
si 'on suppose que la limite des o, est la fonction ¢ donnée. Mais,
puisque le probléeme donné admet une solution, que nous nommerons
pour un instant ¢, il est bien certain que ¢ =Ilimu,; en effet, d’une
part I’équation (¢ —u,)=o0 entraine que le maximum de ¢ — «,,
il est positif, est atteint sur §, et qu’il en est de méme pour le
minimum si celui-ci est négatif; si d’autre part M est le maximum de
la fonction w, nécessairement partout positive ('), qui remplit dans @
la condition Fw=o0 et sur S la condition @w==1, on voit qu’on a
partout ’

be — 1w, | €M maximum | ¢ — o, |,
ce qui achéve notre démonstration. Donc ¢ est bien identique 2 la
fonction « donnée parla formule (23).

L’équation (24) donne donc toutes les solutions continues de notre
probléme, et I'on peut affirmer que les dérivées de toutes ces solutions
remplissent des conditions de Holder.

Méme si ¢ est continu sans plus, ainsi que f, on peut vérifier, &

(1) Passages cités dans la derniére note du paragraphe 5.
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I'aide de la formule démontrée au paragraphe suivant, que toule
solution de I'équation (2%) satisfait & toutes les équations analogues
obtenues en modifiant le choix des fonctions 7 et o, qui determment
la fonction de Green F.

8. Relations entre fonctions de Green. — Supposons que le pro-
bléme homogéne correspondant aux opérations Fu — 7*u et Ou — w*u
n’ait que la solution zéro. D’aprés ce qui précéde, si 'on considére la
- relation

F(X, Z) — (X, E.):_/' PN, A)[7(N) — £ (A F(\, EYd\ 4

v @

(i —1i
—f~f> F(X, B)[o(B) —o*(B)|F(B, Z)dSy
Ky

comme une équation contenant I'inconnue F*, cette équation de Fred-
holm a une et une seule solution, et 'on vérifie immédiatement que I
est la fonction de Greenrelative aux opérations Fu — 7% u et Ou — w*u.
Fn particulier on a

F(X, ) — F(X, Z)=O[L="(X, Z)].

9. Probléme adjoint. — On nomme probléme adjoini au probleme
donné celui de trouver une fonction ¢(X) qui satisfasse I’équation
de Fredholm

. (m) .
(25) e(X) =-—-f F(A, X)[fi(A) = 7(8)r(A)]dVy
(0]
(rm—1) .
+f F(B, X)[2(B)— o (B)¢(B)] dSg,
K

ot /, est une fonction donnée et continue d’'un point de @ + 8, pen-
dant que o, est une fonction donnée et continue d’un point de S.
D’aprés le paragraphe précédent, I’ensemble des solutions de ce pro-
bleme ne dépend pas du choix des fonetions y et w, qui déter-
minent F.

Considérons en particulier le probléme adjoint homogéne, c'est-a-"
dire celui ou les fonctions données f, et o, sont nulles; soit ¢ une
solution 'quelconque de ce probleme. On constate aussitot que les
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fonctions ¢'(X)=7(X)¢(X) et ¢'(Y)=—w(Y)e(Y) satisfont & un
systéme de deux équations intégrales homogénes, et ce systéme n’est
autre que le systéme assocré (') a I'équation (24) : "ensemble des solu-
tions de ce systtme se réduit donc au méme nombre de solutions
linéairement indépendantes que 'ensemble des solutions du probléme
homogéne correspondant au probléme donné. D’ailleurs & toute solu-
tion ¢, &' correspond la fonction

(mn) (ne—1)
c!(lv):f F(A, .»\)N(A)dv,\—k—f F(B, X)o'(B) dS;,
o

qui satisfait & notre probléme homogénc adjoint, et qui n’est identi-
quement nulle que si ¢’ et ' le sont aussi, car on lit sur nos équations
intégrales les identités ¢' = 7 ¢, &' = — w¢. Donc le probléme homogéne
adjoint et le probléme homogéne qui correspond aie probléme donné, ont
le méme nombre de solutions linéairement indépendantes.

D’aprés ce qu'on vient de voir, si le probleme homogéne correspon-
dant au probléme donné a des solutions non nulles, les conditions
nécessaires et suffisantes pour la solubilité du probléme donné sont que,
pour toute solution ¢ du probléme adjoint homogéne, on ait I'identité

@

Q/h) A (11) (10 —1) )
___f X(.\)v(.\)l: F(X, !\)f(/\)dv.\—f F(X, 1‘3)’.;0(3)([51;] dVx
a . S
(m—1) (m) ’ T
+[ (Yo (Y) [f F(Y, A) f(A)dV,
s 10}

(m—1)
— f F(Y, B)o(B) dSB] ASy=o.
s

Mais on peut ici changer 'ordre des intégrations; en tenant compte
de I’équation intégrale de ¢, cela donne

() (m—n‘ ’
(26) f of dV —-—f 0o dS=o.
o s

Plus généralement on a, entre des solutions quelconques des équa-

(1) Journ. de Muath., t. 11, 1932, p. 389 a 416, spécialement Chapitre I (§ 8).
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tions (24) et (25), 'identité

fm) (e —1
(27) f (vf—uf)dV :f (vo—uw,)dS,
@ S

que nous pouvons nommer une formule de Green. Pour démontrer
cette formule, nous multiplions d’abord les deux membres de (24)
par [7.(X)¢(X) — £, (X)] dVy, ceux de (25) par [ f(X) — 7(X)u(X)]dVy,
nous ajoutons membre & membre et nous intégrons dans @ : cela
nous fournit une expression du premier membre de (27). On trouve
ensuite pour le second membre de (27) une expression identique  la
précédente, en multipliant les deux membres de (24) par

[0(X)0(X) — g, (X)]dSs,

ceux de (25) par [o(X) — o (X)u(X)]dSy, puis en ajoutant membre
a4 membre et en intégrant sur S.

10. Retour au premier systéme d'équations intégrales. — Pour
montrer que les équations (5) 4 (7) nous donnent toujours toutes les
solutions du probleme donné, et une seule fois chaque solution, nous
pouvons procéder comme au paragraphe 7. Autrement dit, nous
éerivons les équations données sous la forme

Fu—yu=/[f—yu, Ou—nu=9—onu;

puisque nous savons (§ 7) que la fonction z remplit nécessairement
une condition de Holder dans @ + S, cette fonction « se trouve (§5)
en joignant & 'équation (5) les deux équations

p:f—y_u,
(1)
oY) ~/ [OG(Y, A)— w(Y)G(Y, A)]p(A)dV,
a

(rm—1)

-+~ '),f [OG(Y, B) — o (Y)G(Y, B)]o(B)dSp=1¢(Y) —u(Y)u(Y),
s

et notre raisonnement montre méme qu’a cette solution « correspond

ainsi un seul systéme de fonctions ¢ et o; or ces équations forment

avec I’équation (5) un systéme exactement équivalent au systéme|(5)

a(7)], comme il est évident. Réciproquement nous savons déja que
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toute fonction u qui fait partie d’une solution des équations (5) a (7),
est une solution du probleme. Notre démonstration est donc faite.
Nous pouvons exprimer ¢(X)et a(Y) a I'aide des fonctions (Y, E)
et N(Y, Y') du paragraphe 6. Pour cela nous remplacons dans I'équa-
tion (23) la fonction F par ses expressions (13) et (21), ce qui donne

Al

) (=1 -
u(.\')::—~j [G(X,E)+2/ G(\',B)G(B,E)([S‘\’J
@ s .

X[[(E)—y(E)u(ZE)|dV=

im—1i ~ > » (n—1i)
+'_2f [?%‘(%*’f G(\',B)N(_l’,_.)’)(ls,,]
S S _

> [9(Y) = 7(¥) u(Y)] dSy
:_f"'"'mx. ML) —7(A)a(A) ]V,
(0]

(ne—1) . . ) :
4= .;,‘f G(.\,B‘){?(B) 7 (B)u(B)
S

1+ P(B)
-1l
-+ N(B,Y)[ oY) —7(Y)yu(Y)]dSy

o)

. (111) .
——[ (B, A)[J(A) — 4 (A)u( )] e/\‘A% dSy,
Yo

car toutes les intégrations superposées sont permutables, d’aprés
Iétude de o(A, E) faite au paragraphe 7. On voit que notre fonction
« est mise ainsi sous la forme (5), et on lit sur cette formule les
valeurs des fonctions z(X) et o(Y) (").

11. Opérations G et Z. — Si les dérivées des a, 5 et des

bl_z ity 3
g dzg

existent et sont continues, on peut introduire 'opération adjointe i
"opération &, savoir I'opération

S 7] Jy Jd I dag g | .
G ——'Za,ﬁ_d«l—f{a(([l 5 m) -—Ea s [ <bx——2(5 _—()J'ﬁ >€ ] -+ o

(1) La marche ici employée doit étre substituée & ce qui est dit dans l'article c¢ité du
Bull. des Se. math., 1. 86, 1932, Chapitre IV (§ 10):
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cette opération peut aussi étre prise dans un sens généralisé, comme
lopération .

Si en outre les fonctions ! v, ont, par rapport aux paramétrcs, des
dérivées qui remplx:sent une condition de Holder, nous définissons
sur $ Popération Z (dzéta) par la relation

Jd 1 7} '
Ly = Wy 5— (A3 88) — —= — (L) = (U —
X, Ty 2800 g 2, g (Yt (b = Sabama s

nos hypothéses sur S sont insuffisantes pour introduire les dérivées
covariantes, mais I'expression ci-dessus est invariante, ainsi qu’on le
voit en considérant le cas général comme limite de cas dans lesquels
la dérivée covariante existe. :

Quand les opérations G et Zsont appliquées & une fonction de deux
points, nous convenons qu’elles portent sur le second point.

Si des fonctions u et ¢ et leurs dérivées jusqu’au second ordre sont
continues dans @ - §, on vérifie immédiatement la formule

) (r1—1)
(28) f (¢0Fu—uge)dV :f (90w — wZly)ds,
. @ $

que nous nommerons encore formule de Green; en effet on constate
que les termes ou figurent les fonctions ¢, disparaissent au second
membre. Cette formule subsiste méme dans des cas plus généraux; il
suffit en particulier de supposer (') que Fu et G¢ existent au sens
généralisé dans le domaine @ et coincident, ainsi que les dérivéesde u
et de ¢, avec des fonctions continues dans @ + S

[2. TneorkMe. — Supposons que la _fonction de Green F(X, £), rela-
tive aux opérations F et ©, existe. Alors si les hypothéses dans lesquelles
nous venons de définir les opérations G et 1 sont satisfaites, et st m est
égal & deuz ou « trois, il suffit d’échanger les roles des deux poinis,
(/ans la fonction ¥, pour obtenir lu fonctzon de Green relative aux opé-
rations G et L.

Supposons d’abord que les hypothéses du paragréphe 5 soient satis-
faites pour les opérations & et ® d’une part, et pour les opérations G

A

(') Loc. cit., Chapitre [V (§ 9).
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et Z d’autre part. Soit alors F,(X, Z) la fonction de Green relative aux
opérations G et Z, considérées comme portant sur le second point.

Nous savons alors (§ 7) que les dérivées de I' par rapport aux «,
sont continues en tout point de D+ S —&, et que les dérivées de F,
par rapport aux £, sont continues en tout point de @ + 8 — X. Isolons
alors les points X et E par des circonférences si m = 2, ou par des
sphéres si m=3, C et I de rayons infiniment petits; sur C et I' nous
définirons encore des opérations O et Z en convenant seulement que
les fonctions { et 4, sont nulles. On a (§11)

=1l
f [F,(X, A)OF(A, Z) — F(A, E)ZF, (X, A)]dS,=o.
{

=+
et cette relation, d’aprés un calcul classique, donne 4 Ia limite

F(X, Z)=F, (X, Z).

Abandonnons maintenant les hypothéses du paragraphe 5. En choi-
sissant convenablement les fonctions 7 et w, ces hypothéses seront
satisfaites & la fois par les opérations Fu—vu et Ou — wu d’une
part, et d’autre part par les opérations qui correspondent i celles-ci
par le procédé du paragraphe 11 et qui sont Go— ¢ et Ze— wy. La
formule du paragraphe 8 permet d’achever alors la démonstration du
théoréme énonce.

13. Remarque. — Ce théoréme nous montre que, sila fonction o, (Y)
remplit sur $ une condition de Holder, le probléme adjoint introduit
au paragraphe 9 est identique a celui de trouver une fonction ¢, con-
tinue dans @+ S et telle qu’on ait

Gv=/ dans @, Ly =g, sur 8.



