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SUR LES NORMALISANTS DES s.

DANS

LES GROUPES GAUCHE ET QUADRATIQUE
PAR M. POÏRON

L'objet de ce travail est de donner une démonstration plus courte et
plus simple de quelques-uns des résultats obtenus par M* de Séguier
dans son Mémoire Les susbstitutions d'1 ordre 2 des groupes linéaire^
hermitien^ gauche et quadratique dans un champ de Galois. Quelques-
uns de ces résultats seront en outre précisés (^).

Oénéralités.

1. Les classes de .̂  de seconde espèce du groupe homogène total €U
d'une forme gauche ou quadratique a ayant été déterminées, il s^agit,
pour un représentant de chaque classe, de déterminer son normali-
sant yC dans le groupe homogène total £i'\ et son normalisant yi
dans le groupe homogène spécial OL de la forme a.

Dans le Mémoire cité ont été obtenus, relativement aux .̂  du groupe
linéaire homogène J?(/i, T^), les résultats suivants. Si (.v), forme
homogène des, est une ^2 de seconde espèce de G{n^ ri) (/ipair = 2v),
c'est-à-dire si f- est la similitude [i2714'1], la subtitution s est conju-
guée, dans L(/^ T^) de la substi tution [^ojç? ç désignant une A'a qui
multiplie v des variables par — i et les autres par i, et to désignent
^-n)/2 (^= t). On peut dire aussi que [i\ jy , dont les multiplicateurs
sont ±^^y est la forme canonique de s. Il existe donc n nouvelles

(1) Toutes les notations de ce Mémoire seront conservées.
Ann. Éc. Norm., (3), LÏ. - FASC. 2. ^9
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variables,

(Q '̂̂ s p '̂̂  ^ .̂s p '̂̂ '
/C=l Â-==l

^ t%^
telles que la substitution ^ devienne IT^, ^== . . .-1 M; — r ^ ^Ui —{."^Ui

Pour qu'une subtitution de L(/i, ri) soit permutable à Sy il faut et
suffît qu'elle opère, sur les variables canoniques de Sy une substitu-
tion a == II'̂  a,, avec

^ ï^a^Uk
ï'\à.u,u/,(2) a,=

2. Comme cV(/^ rc) divise J-?(^ r^), si (,y) est une s^ de seconde
espèce de €i\n^ Ti)y on pourra donner hs sa forïne canonique [V^ol?
en effectuant, sur les variables de la forme gauche ou quadratique a,
un changement de variables tel que (i). Les substitutions a du nor-
malisant N7 de s dans A.'Çn, Tî) auront alors la forme (û) et devront
multiplier la forme a par un facteur constant/'. Le normalisant N de,s-
dans A(/i, u) sera le diviseur de N7 correspondant à f= i.

On sait qu'une susbtitution (a) de eU^n^ 71) est permutable a (^)
toujours et seulement si (T^.ycr:^^ ou ds. Si donc A(/i, ri) contient
une telle substitution o-, 5t^ et 51 seront les groupes homogènes
déduits respectivement des groupes N^ oW et N+ aN, ce que l'on
écrira ̂ ^(N^ oN^ 51 == (N + (7N).

On voit que, si 9^-==
^,
^; u,

et r/;=
^, ^,

Ui
, la substitution

réelle o-c la plus générale telle que 9/:a",== ' ^ i d ^ i est a<-===

multiplicateur p sera déterminé par la condition que a =
la forme a.

^ p ?^ . Le
Ui ()Ui )

lia', conserve

3. J'aurai à faire usage du théorème suivant. Si^ et x\(i = i, . . ., n}
désignent 2 n variables parcourant G7, une identité de la forme

liZkptk^i^Ï^ À^^pa-^^'À-î

où h désigne un facteur constante ne peut avoir lieu que si les coeffi-
cients p,/, sont tous nuls^ autrement dit\ si chacun des deux membres se
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réduit séparément à o. Soit en effet u un élément définissant (5'; expri-
mons les variables x, et x'^ en fonction de variables y^ z^y^ ^ par-
courant (3, par

. ' " ! ' ^•=,^•-4-u.^, ^=:j;-4-u^ '
en sorte que

^i^-yi-^ ̂  ^^j^ -+- ̂ .
L'identité considérée s'écrit

IA.pu.(j,+ ̂ ) (jl-4- l̂ .) == ÀiAp^(j,4- ^^<) (j-A-h ù.^).

Ecrivant que les coefficients de y i y ^ jsont égaux, ainsi que ceux
dey^.5 on obtient

PU-— ^ 9ik~= Pik^ — À p^-y = 0 ;

comme A(u — u) ̂  o, il faut p</, = p,/, === o.

4. Soient 7?.== 2 v variables ,r/ety^(î== i, ..., v) parcourant (3, et TZ va-
riables si et ^ parcourant Ê^ définies par ^==S/,(p^.r/,+ pn.jA-),
• • • u \^/
5,==S^p^^4- pl-/.,y/f- Si ce et a sont les substitutions

[.s, 2Â.(^.,^+ (3^.3/-) | et [i, 2/fc(p^,s^+à,/c.3^)[,

*— \j\j
a désignera le produit aa, substitadon sur les variables x^ etj( à coef-

^ V _ . • !

fîcients dans e. Si a parcourt un groupe F, a parcourt un groupe,
F complètement déterminé par le groupe F et les formules

Zi=ïk(pik^/c-^Ç'ikyk)

du changement de variables.

GEOUPE GAUCHE.

5. Les variables sont choisies de manière a donner à TinvaLriant a
la forme

g'=ï\g,, gi^^iy'i—yiX'i),

Les variables x\ et y\ étant cogrédientes aux variables ̂  et y^
Les classes de ^3 de seconde espèce du groupe homogène total ̂ (^ ^)
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(n=2v) sont représentées par les formes homogènes des substitu-
tions suivantes :

^l ^}'i

}'i — ^i
T(=îl\rr{i, Tr(,=

T = n'{ T,,

(TT ̂  i mod4)î

(7T=:3 mod4),

(r pair).

^i .r/'
T^:

yi — ^i
^i-l t'J'ii

}'-li—] — '2''2/'©=n^ô,. ^==
^2i —— O^^l

.) ïi ^îi—\

îîormalisant de ('77).

(î. Si y] === L/(7T+l)a/4(Tjt-î== — i), le changement de variables

(3) Ui=Xi—-n^i, u^Xi^'fïyi

iCi lli
donne à ^•y, la forme canonique . . . Si l'on introduit lesen — m
variables cogrédientes

u'i =. x'i — ny'i, ù'i == x'i + r\y'^

la forme g, devient
^'l=^{UiU'i— U.U'i).

Les substitutions du normalisant W seront a = 11̂  a<, avec

Ui ^a^^/.==U,^r-
ai îkà.ikUk-=Vi

^ (U,Û;— U;-U,)==/Ï; (z^^—<^^).

Cette identité entraîne (3) l'identité

et

^U,Û,-/^^^==o, ' • ,

qui exprime que la substitution a = IT ,̂ où a,== ^^a,/,^. , appar-
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tient au groupe total de la forme hermi tienne e =5^ iiiii,. Pour obtenir
le normalisant N, il suffit de faire/= i.

En conséquence, les normalisants N' et N de Ty dans Q'(n^ T.) et
G (7i, ri) sont respectivement transformés, par (3), en les groupes F et T

con^espondant aux groupes hermitiens P= E^v, r.) ̂  F == E(v, T.).

7. Une substitution (j,== ui puî transforme gi en —ççgi (2). Il lui
^ pUi

correspond une substitution de G(/i, T^) si
p p = = — i , .ou p == i^-^^^yo

On a alors
(yî=/^).

c^: ^z ./o^
^ —J^^i

xi a^-4-(3ji
j',- P^-1 Xi — aj, ( .2 a ==yo —yV1 / '2 P = ̂ Yo+ ̂ 'o'1)-

ÎTonnaHsant de (r).

8. Il suffit, dans ce qui précède, de remplacer partout Y] par
g^^—:^

On obtient les mêmes résultats pour les normalisants N et N'; et
ensuite

vr~ îfi ./o ifi
^i —J^1^

Xi a^-î-Pjf
yi (3^— (XYi

(9.a=yo-/o"\ '^^e./o+sÂ1)'

Kormalisant de (©).

9. Le changement de variables

(4)
u.i= x.^ •+- toj-jh <î^=:::: — ^o72f-i -+- ̂ ^
,̂=: x.^ — loj->^ ^^= ^nj^'-i -+- x^

i parcourant i, . . ., v/a donne

Qi=

Ui to ̂ l
ifi —^iii
Vl t-o ^i
(̂  — ^ (\.
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Si Ton introduit les variables accentuées cogrédientes, la forme gi
devient

_ ±^/<[^_ ̂ ^ (^^-^,^)],
• . - .2e

Les substitutions du normalisant N" seront a == II^a,, avec

Ui Ïk ( ̂ iku^ + ^ik ̂ k ) == Vi
ai Sk(à,kàk~\-à^{^)='Ùf,

^ ^(p^^+p^^)^^,7

^ ^(^^+^^)=v,

a,=

et

^/2[u,VÎ - W - (Û^V; - V,ÙQ] =fïy [u^ - ̂ ^^ - ( ̂  p— ^^^].

Cette identité entraîne (3) l'identité

^(U.V^ - V,U;) =fî^(u^ - <^;),

v
-i ^hqui exprime que la substitution a ==II'l'/2a^ où

^ _ ^ï . 2/fc ( oc^ ̂ A 4- o^îk Vk )=Vi
a^~ p, 2A(p^.+a^)==vJ7

dont les coefficients sontdans C^ appartient au groupe total, dans le
champ G, de la forme gauche ̂ (i^.— (^.). Pour obtenir le norma-
lisant N, il suffit de faire/== i.

En conséquence, les normalisants N'^Nrf^QrfaTz^ G7 (n, 71) ̂  G(n, TC)
.yo/^ respectivement transformés par (4) ^n fc? groupes P <?3ç r correspon-

\j \j
pondant aux groupes gauches P = G'(v, T;2) ̂  F = G(v, ri2).

10. La substitution o-:̂ :!!^2 ,̂ où

0-;:

^-z v,
Ùi Vi

Vi Ùi

^i Ut

x^ .x^ „

y2/-i Yît
XH ^2^-1

7^ yn-\

conserve g et transforme @ çn rf©,
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GROUPE QUADRATIQUE.

11. Les variables sont choisies de manière a donner a l'invariant a
la forme

cj == ̂  Xij^-^ 4s 4'== clz?â 4- ̂ j •+ c^^^^^^rv,

les variables x^, et y,^, (^/ == v "+- i) étant réelles ou imaginaires et con-
juguées suivant que ^ est réductible ou irréductible dans C-.

Les classes de ^ (lu groupe homogène total S/(n, T.) (n == s^/) sont
représentées par lefe formes homogènes des substitutions suivantes :

Yv-==

, • • , , , _ ri-v', ., xî y 1
^I...V'T? ^1. , .^——•"• i<77 ^•^^t•I...V' j ? "l. , . ' / '—— A A1 "^

,̂ t ̂ •

J'' }'l

(^ réd.); yv:

Ji ^f
1 /Z',- /- /?.• 1Y === n'fY,, (^==1, -..., ^ ) ,

OC\)i ti JC\)1

Jv }^
(ip irrécL);

2° ©^, pour TI^O (mod4)» '^ réductible, et r. == 3 (mod4) en
posant ;

'^îi—i J'ï'l

©,,=n^, ^==
^îi — j2<~i

Jîl —— ^-1

3° ©^Y pour/i^ o (mod4)? ^réductible, etr^^i (mod4);
| x^' zx^' , pour n = = = 2 (mod4)» ^ irréductible,j^, ^ sj^ j4° @vW,^£, m^=

et 71 ̂  3 (mod4)-
5° @v7W,^, a = ̂ [}/^f{w)/\ "pour n==E2 (mod4), ^ irréductible,

et ri ̂  i (mod4)-

Normalisant de s == <i . . .^ / y.

12. Le changement de variables

donne
^=

, if/^==a?^+ loj^,

^i ^yi
7i ^

<:̂  '
Ui

ù.i=. xi— ̂ yi

1.0 Ui

— Wi
(1=1 ..,^,
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Si ^ est réductible, on a le même résultat pour ï==v ' , et la forme
x.rî (i= i, . . . , ^} devientx,yi (z'= i, . . ., v7) devient

^=77-(^2-^). •4 G()

Si ^ est irréductible, le changement de variables

if^-==.j\ .2^4-JV, if^== x^—j^y^
donne

^ i' y^,

Jv' ^x^

u^ i,) u^
l'h' t^ù^

et les formes x , y s (?'== i, . . ., v) et a^y^ deviennent respectivement

,̂== — ( u? — u î ) , ^==J^ u^ — j , à^.
q I.Q

Les substitutions du normalisanfN' de s seront a == 11̂  a/, avec

_ "•;• 2/,a^/,==U,
^^ 2/:à^?/^==Û,

Pour que a mult ipl ie g- par/, il faut et suffit (3) que l'on ait l 'identité

^Vî===f^uf (^réductible),

^ 2'; U? +/^ U^=:/ r^ Î  ,<? 4-./^ ̂ /1 (4. irréductible) ;

autrement dit, que la substitution a ==n^a/, où
v
a,= ^, .Sa^^/,=U, |,

dont les coefficients sont dans G1\ appartienne au groupe total, sem-
blable à Q^v', r.2), de la forme quadratique

ïf^2 ou —ï\uî^-j^u^
i\f.Q 1

Pour obtenir le normalisant N, il suffit de faire/== i.
En conséquence,les normalisants N7 et N de t^,^ sont respectivement

isomorphes aux groupes quadratiques &'^1, r^ ) et &(v\ T.).
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13. Une substitution o-/== Mî piul (2) transforme ç /en
Ui Ç)iUi

—(p^?-p?^2),
4'.Q

et, pour ^ irréductible, a^ transforme ̂  en /^1 p^^—./op'2'^2- La subs-
titution cr==II^CT/- conserve donc la former si p f = = — i, et, pour f^ irré-
ductible p^==—/, soit p/== £ et p.^== £/o. Alors, si T. est == i (mod4)?
on a

0-,=:
^ £ M^

^, £ ?//

Xi £j?i

}'i — £J^

et, pour ^ irréductible,
11^ — £ / p / / ^

^^ Ê/71^'^

,2\/' S./O' J'̂

J'y' —— EJ^X^

Si TÎ est === 3 (mod4), on a

(7/=
^/- --Ê^/-

//; 8//;-

^i 'nyi
ri rr^i

et, pour ^ irréductible,
if^ ej^h.

u^ sy-o-'^'
x^' z^'

}\' — £ )S'

Normalisants de ,ç=='©v OTI ©v'y (v' pair et ^ réductible).

14. Si .$•/•= 9,: ou O/:Y/, en désignant par p soit s si ^-== Q,[r^==3(mod4)]')
soitrj si s,• ==()/• 'y/- [TtSi (mod4)], le changement de variables

donne

11^ —— ^i;i/•.l —— p J '2;, P ̂  ——
/^==, ;^,/i 4- pj'a/, t"'z-== "

, , , ,y,==

J'̂
/^n//. F.c. Norm., (3), Lt. — FASC

x^ \—

3'îî—\

^îi P

pj^i4- ^•2^•
— pj.2<-i+^z

- P'J^f

•̂ 2<- 1 1 '
ï}^

- .̂ /.-.l ("'/

2.

=

Uî

Ui

('/

(,=,
pu;

— 0 «;•

p^

•— p ^\-
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et la forme .y/y; devient
q^—.^-(u^^^-.v,u^.

Les substitutions du normalisant N' de s seront a = II^a/, avec

lli ïk ( ̂  Uk + û4 P/.) == Vi

ùi ^{àikùk^r- ôdik^k) = Ûf
^ 2 .̂ ( p/y, i t i , + {3^ < -̂ ) = 'Vi
^ 2,(^^+(3^^)==V,

a^==,

Pour que a multiplie q par /, il faut et suffît, d'après le n° 2, que Fon
ait l'identité

^72(u,Y,-~ •V,U,)=/^f/t•i(^,^— ^/,),

^ \-/
autrement dit que la substitution a= II^a/, où

^, 2^(a^^Â--h a^.p/.) = U,a;=
ï^: ZÂ- ( (3^- ̂  4" Pî:/, P/;. ) =. V^

appartienne au groupe total H(V, ri) de la forme hermitienne

^^(U^^^ùi). .

Pour avoir le normalisant N, il suffit de faire /== i.
En conséquence, les normalisants N7 et N de s dans QYn, r.) et

Q(n, r.) sont isomorphes aux groupes hermitiens H^/, r.) et H(v/, TI;).

15. On transformer en ds par une substitution CT^n^'j/de Q(n, 7:)
où

^ t'̂ -
.̂, p,

(̂  ^/
(̂  </,

•^2/-! '̂2/

j2/-i .yâ<
'̂ '2/ •^s/'—i

j2/ 72/-1

ITormalisaïlts de s==OvWv^ OTI ê,/yw^^ (v' impair et ^ irrédTictible).

16. Pour z==ï , . . . , v^2, le changement de variables indiqué au
^14 canonise la substitution 11̂ :. On a ensuite, avec les notations
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adoptées
x-^' p sc-^'

J'^' — PJ'V

La substitution s est alors mise sous forme canonique, et la forme q
est devenue la forme liermitienne

— p-1 ^Y2 ( Lti (^ — it, ̂ i ) -4- ̂ ^ .

Le raisonnement du n° i4 conduit alors aux mêmes résultats pour les
normalisants N^ et N de .?.

47. On transformera s en ds par la substitution a == IT^CT,^, CT; étant
défini comme au n° 15.


