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SUR LES NORMALISANTS DES s,

DANS

LES GROUPES GAUCHE ET QUADRATIQUE

Par M. POTRON

L’objet de ce travail est de donner une démonstration plus courte et
plus simple de quelques-uns des résultats obtenus par M. de Séguier
dans son Mémoire Les susbstitutions d’ordre 2 des groupes linéaire,
hermitien, gauche et quadratique dans un champ de Galois. Quelques-
uns de ces résultats seront en outre précisés (').

Généralités.

1. Les classes de s, de seconde espéce du groupe homogéne total &'
d’une forme gauche ou quadratique a ayant été déterminées, il s’agit,
pour un représentant de chaque classe, de déterminer son normali-
sant 9U' dans le groupe homogeéne total @', et son normalisant 9
dans le groupe homogene spécial & de la forme a.

Dans le Mémoire cité ont été obtenus, relativement aux s, du groupe
linéaire homogéne £(n, «), les résultats suivants. Si (s), forme
homogéne des, estune 5, de seconde espéce de £2(n, ©) (npair = 2v),
¢’est-a-dire si s* est la similitude [1**+'], la subtitution s est conju-
guée, dans L(n, =*) de la substitution [+"1, |o, o désignant une s, qui
multiplie v des variables par —1 et les autres par 1, et 1, désignent
VIR (12 =1). On peut dire aussique [ "1, ] o, dont les multiplicateurs
sont =141, est la forme canonique de s. I existe donc n nouvelles

(1) Toutes les notations de ce Mémoire seront conservées.
Ann. Ee. Norm., (3), L1. — Fasc. 2. 19
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variables,
) k=n k=n
(1) Ui:z Pik &y l.‘iZZ{E‘ikxk (i=1x, ..., v),
k=1 k=1 .

w;  theyuy l

telles que la substitution s devienne II} 5;, s;=| . i
u; — "yl

Pour qu’une subtitution de L(n, =) soit permutable a s, il faut et
suffit qu’elle opére, sur les variables canoniques de s, une substitu-

tion « = IT! «;, avec
}a‘,’ il

(2) ”
9 ai=| . vy s s
iy X ity

2. Comme &(n, ) divise £(n, =), si (s) est une s, de seconde
espéce de @' (n, =), on pourra donner a s sa forme canonique [t"t, o
en effectuant, sur les variables de la forme gauche ou quadratique a,
un changement de variables tel que (1). Les substitutions « du nor-
malisant N’ de s dans A’(n, =) auront alors la forme (2) et devront
multiplier la forme a par un facteur constant /. Le normalisant N de s
dans A(n, =) sera le diviseur de N’ correspondant & f=1.

On sait qu’une susbtitution (o) de &'(n, =) est permutable a (s)
toujours et seulement si c='sa =1y ou ds. Si donc A(n, =) contient
une telle substitution o, U et 9T seront les groupes homogénes
déduits respectivement des groupes N'+ oN" et N+ 6N, ce que l’on
écrira IV =(N'+4aN’), 9t =(N—+N).

. . Uu; u; u; —u; . . ‘
On voit que, si ¢g;= et di=]| . . |, la substitution
’ u; — U; u, —u;
. -y U, pu;
réelle o; la plus générale telle que ¢;0,= 0;d;p; est o;=| .° "' |. Le
u;, pu;

multiplicateur ¢ sera déterminé par la condition que ¢ = Ilg; conserve
la forme a. o

3. J'aurai a faire usage du théoréme suivant. Six;et 2;(f =1, . . ., n)
désignent 2 n variables parcourant C', une identité de la Jorme '
2 Zronaimi=hZZppide,ich,
ot: h déstgne un facteur constant, ne peut avoir lieu que si les coeffi-
clents ;. sont tous nuls, autrement dit, si chacun des deuzx membres se
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rédutt séparément @ o. Soit en effet v un élément définissant C'; expri-
mons les variables z; et xj, en fonction de variables y;, 5, ¥}, 5; par-
courant C, par

=)+ v Zy=7)7 4 vs}
en sorte que

i’i=)’£+ 0 5, =i+ Lz
L’'identité considérée s’écrit

ZiZrpa(yi+vs) (yr+vsr) = R 3 (i U3) (0r+ D3k).

Ecrivant que les coefficients de VYo ‘sont égaux, ainsi que ceux
de y;z), on obtient
Pit— P pur=puv — hpud =o0;

comme A(v —v)s£o0, il faut gy =gy = o.
4. Soient n = 2vvariablesx;ety;(i=1, ..., v) parcourant C, et nva-
riables z; et sz, parcourant €', définies par z,= E.(cudi— ¢0Y0);
5= X pui~+ Py Y- Si % et o sont les substitutions
[5: Zp(ousi—+ ﬁz‘kil-) f et |2 Za(Busi+ dase) |,
= . YU - . .
a désignera le produit oo, substitution sur les variables «; et y; a coef-

ficients dans . Si parcourt un groupe | parcourt un groupe,

I complétement déterminé par le groupe I et les formules
= 2 (pirr—+ Pir Yx)

du changement de variables.

GROUPE GAUCHE.

5. Les variables sont choisies de maniére 2 donner & l'invariant a
la forme
§=2Z1%,  s=(zyi—yixi),
Les variables «; et y; étant cogredlentes aux variables z; et y;.
Les classes de s, de seconde espéce dugroupe homogéne total g'(n, 1:)
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(n=12v) sont représentées par les formes homogénes des substitu-
tions suivantes : ”

L LYi
v =177 T I (7 =1mod4),
Yi — &
. X Ji
r=1IIz, = (m=3mod4),
- Yi —
Lajmy L) '
v P N i — L . .
0 =146, 6,= (v pair).
L — L Vi
Fui Laj—y

Normalisant de (zv).

6. Sin=1"""(y?*=—1), le changement de variables
(3) W= Zi— 0y =2+ nYy;
U; U;

donne a 7;v; la forme canonique . Si Ton introduit les

B i u; — U;
variables cogrédientes

ui=zi—ny,  G=xi+nyi,
la forme g; devient

I A a 7
L= E—;}(Uiléz — i uyg).

Les substitutions du normalisant N’ seront oo = II” o;, avec

w Zpogur="U;
o= . . . .
i, Zpégiur="U;
et

2 (U0 — UiU) = £ 3 (it — w)iy).
Cette identit¢ entraine (3) I'identité

20U — [ wij=o,

. . . | . . v v\J LV
qui exprime que la substitution o = I’ o;, o1 ;= uiZai,‘.u,f ‘, appar-
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tient au groupe total de la forme hermitienne e =%’ u;1;. Pour obtenir
le normalisant N, il suffit de faire f=1.

En conséquence, les normalisants N' et N de <y dans G'(n, =) et
G(n, w) sont respectivement transjformés, par (3), en les groupes ' et T
correspondant aux groupes hermitiensf’ =FE(v, n)et I'=E(v, ).

u; piti

7. Une substitution ¢,= transforme g; en — oo g;(2). Il lui

u; pu;
correspond une substitution de G(n, =) si

pp=—1 ou o=JCP=y,  (FE=/7')
On a alors
.I.O l'(.g \_—_I xX; X+ ﬁ‘)z

- -1 . ‘ (2a=jy,—J5t, 2B="nj,+nj7").
—Jo W 2 Bt xi—oay

‘ 127}
g, = .
i;

Normalisant de (<).

8. Il suffit, dans ce qui précéde, de remplacer partout ) par

N

On obtient les mémes résultats pour les normalisants N et N'; et
ensuite

Joit;

7 zi+ Py . . . .
—1 :‘ s ﬁ}i (raa=j,—J3" 2535.10‘*'8]0‘)'
—Jo i

U;
o=\ .
oy Yi f‘ Zi— AYi

Normalisant de (@®).

9. Le changement de variables

{ = s+ 10 )i 9= — g Yaim1 = Zaiy
(4) (0= Zs; — Lo Y i 0= Uy Yrimy T+ Ly
¢ parcourant 1, ..., v/2 donne
Uu; Lo Ug
iy — tylty
gi: ! 0
Vi L Yi

O — Vi
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~'Si 'on introduit les variables accentuées cogrédientes, la forme g;
devient ‘ '
!

S . . .
- el — vy — (00— t) .

Les substitutions du normalisant N’ seront o = II/”?«;, avec

u; Zp(apur+ ogrvy) =U;
iy Zp(Gupler—+ o fp) = U,
Si(Buiter+ Buvi) =V |’
c(Burive—+ Biiin) =V,

o=

3

4

[

et
[ UV = VU — (U] = VU | = fZ3 [ — o — (6] — 90it))].
Cette identité entraine (3) I'identité
S (U V=V, UD) = f 22 (w07 — viup),

. . . . v o Y \
qui exprime que la substitution « =1II/"*«;, ou
v | Zp(egur+ aper) =U;
' v; Zp(Buur—+ Buvi) =V,

)

dont les coefficients sont dans C’, appartient au groupe total, dans le
champ €/, de la forme gauche Z*(u;¢,— ¢;u}). Pour obtenir le norma-
lisant N, il suffit de faire f=1.

En conséquence, les normalisants N’ et N de © dans G'(n, ©) et G(n, ©)
sont respectivement trans formés par (4) en les groupes I et T correspon-

pondant aux groupes gauches I = G'(v, =) et I = G(v, ©*).

10. La substitution c =1II"*g;, o

U 9 Zat—y Lo

U ¢ Yoi— 20
o= . == \

Vi Uy 2 Ly

CiooUupl ol Ya Y-t

conserve g et transforme @ en d@,
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GROUPE QUADRATIQUE.

11. Les variables sont choisies de maniére a donner & 'invariant «
la forme

g=2X 2+ ¢, Y=cax*+ bzy + ' yr=2y ),

les variables ., et y,, (¥'=v + 1) étant réelles ou imaginaires et con-
juguées suivant que ¢ est réductible ou irréductible dans C.

Les classes de s, du groupe homogene total 2'(n, =) (n =2v") sont
représentées par les formes homogénes des substitutions suivantes :

. ’ , Z; Yi
° LioovYy b= H‘; i,y = s
Yi Zi
o Xy Lz .
v =1y, =1 ’ (i=1x, ..., v),
Ji Vi
/
Ly Ly o Lo vy .
Y= (L réd.): Y= i (Y irréd. );

Yo Y o Ty

2° @,, pour n=o0 (mod4), ¢ réductible, et x=3 (mod4) en
posant ; :

Lajy JYai
. Naimt Lo
@._,/‘.: n]; 0;, 65: i
Laj — Yoi—1
Yoai — Laj—i

3° @,y pour n=o0 (mod4), ¢ réductible, et =1 (mod4);

Loy Xy

40 ®‘1m*/’57 mv’E=
Yo —EYv

et n=3 (mod4).
5° @,ym,,, o= """/ pour n=2 (mod 4), ¢ irréductible,
et =1 (mod4). .

l, pour n=2 (mod4), ¢ irréductible,

Normalisant de s =1, . v 7.

12. Le changement de variables

wy= 2+ oYt == 2i— 4 )i
donne
44 Ly Uy

tlYtzi Zi LY lzl ) ) l (i=1, ..y V).
Yi  # Uy —lolly
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Si ¢ est réductible, on a le méme résultat pour =">', et la forme
z;y;(i=1, ..., V) devient

I 9 - son-
gi— — (u? —u?).
/l [”0 2 /)

Si 4 est irréductible, le changement de variables

U= ] Ly = Yy, ity== 29— J 5 3w

donne
/
Ly L yw
Loy =— l e

Uy Ly Uy
v UTxy

iy bty
et les formes z;y; (t=1, ..., v) et x,y, deviennent respectivement

I 9 LD I - g 9 o .9
qi= i (wg — i}), go=Jy ud— j, 3.
0

Les substitutions du normalisant'N’ de s seront o = II}'«;, avec

w; Zpog = U;
di=\ . . S E
w; Zpogu—U;

Pour que « multiplie g par /, il faut et suffit (3) que I’on ait I'identité
- VU= fZVu} (Y réductible),

U U= |

i w7 ui;’,ii (Y irréductible);

L
4,

autrement dit, que la substitution Z:H‘,";i, ol

;i:I U o= U; I,
dont les coefficients sont dans C/, appartienne au groupe total, sem-
blable & Q'(v/, =*), de la forme quadratique

’ 9 I s, 2 ’, 9
2 u? ou — 2 uf + gyt ud.
b,
Pour obtenir le normalisant N, il suftit de faire f=1.
En conséquence, les normalisants N' et N de ¢, .y sont respectivement
isomorphes aux groupes quadratiques 2/ (v, ©*) et 2(v', =).
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Uu; P,’lli

13. Une substitution ¢;= (2) transforme ¢; en

U Pty

| S
L—(p; ui — ot u),
0 )

et, pour Y irréductible, o, transforme ¢, en ;' o245 —j, ¢34 La subs-

titution o =1I"s; conserve donc laforme ¢ si g; = — 1, et, pour { irré-
ductible ¢i.=—/, soit g;=¢ et p,.=¢j,. Alors, si = est =1 (mod4),
on a ‘
w; € Z; ex;
;= . = .
u; ey Y — &)

et, pour ¢ irréductible,

Uy —Ef Uy Loy e
Oyr— .

Uy gjy Uy Voo —Efq Ly

Siwest=23(mod4), ona
' u; — el ETEERTRY:

o= . =
ity eu; Vi ol

et, pour ¢ irréductible,

Uy Ef iy
o

Yy — &Yy

Ly EXy l

gy )7 ty

Normalisants de s = 0., ou 0.,y (.v' pair et ¢ réductible).

14. Sis;=0,0u0,v;,en désignantpar p soitesis;=0;[z=3 (modZ)],
soit v si ;= 0;v;[ = =1 (mod 4)], le changement de variables

U= Lyj—y = P )20y PiI= P Yau— T Lu (1’: | SR v_/>
= Lyj—y =+ P )'nis §1==— P Yai ~F Lai ’ Ta
donne
Lajmy | — PP Ui pu;
J2i—1 L _ U —ply
T a ptywa || o o9
Xai — Lnjmy o=

Ann. Ee. Norm., (3), LI. — Fasc 2.
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et la forme z; y, devient

POTRON.

I . .
Gi=— — (u;P;— ¢;1t;).
i QP

Les substitutions du normalisant N’ de s seront « = II{"*«;, avec

u; E/,;(O(;;{-ll'/c—l—ot;/;vk):Ul
it; Ep(Cuptep—+ b)) =U;

2 (Binter—+ Biuvi) =V,
Si(Burie+ Biir) =V,

Pour que « multiplie g par f,il faut et suffit, d’aprés le n° 2, que I'on

ait I'identité

S (U V=V

[IJ[) ::_/'2‘:'/'3( l[{(.'[“"' f"[l‘l[),

. . v ‘,,,u N
autrement dit que la substitution o = II}"*a;, ot

v
o=

i;

Ek(alkllk-F o) == U;
v Zp(Buwr—+Buvr) =V,

appartienne au groupe total H(v', =) de la forme hermitienne

pE

’

VR 0i— i),

Pour avoir le normalisant N, il suffit de faire f=1.
En conséquence, les normalisants N' et N de s dans Q'(n, ©) et
Q(n, =) sont isomorphes aux groupes hermitiens H'(~', =) et H(Y', 7).

15. Ontransforme s en ds par une substitution o =1II'"?g;de Q(n, =)

ou
u;

; Loy Ly
Vi Yot Y
i || ZLai—
u; Yoai Yai—1

Normalisants de s =0, m,. ou @,ymy; (v impair et ¢ irréductible).

16. Pour 7=1,

..., v[2, le changement de variables indiqué au

n° 14 canonise la substitution II's;. On a ensuite, avec les notations
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adoptées
Ly [
SyrT== 12yrz ou Yo D=
- D — 0

La substitution s est alors mise sous forme canonique, et la forme ¢
est devenue la forme hermitienne
— e VR (10— wi$) = Ty

Le raisonnement du n° 14 conduit alors aux mémes

> résultats pour les
normalisants N’ et N de s.

17. On transformera s en ds par la substitution ¢ =1II*g;z,, o; étant
défini comme au n° 15.



